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Prélogo .

El prosente libro es la primera parte de nuestra obra éMatemiticas
Superioress. En él se exponen las cuestiones principales de la teoria
de los determinantes, los elementos de la teoria de matrices, teoria
de sisternas de ecuaciones lineales, dlgebra vectorial. También se
estudian los. temas fundamentales del dlgebra lineal: operadores
lineales, transformaciones ortogonalos, operadores autoconjugados
(hormilicos), forma cuadratica y su reduccién a la forma candnica.

Se incluyen los elementos de geometria analitica: la recta, el
plano, la recta en el espacio y las curvas y superficies de segundo
orden.

Por regla general, los razonamiontos van acompaiiados do de-
mostraciones complotas. No obstante, la exposicién se hace de tal
modo que puedan ser omitidas las demostraciones del caso general
n-dimensional, conservando no sélo los enunciados de los leoremas
sino también la explicacion detallada de lo gue ocurre en cada caso
para dos o tres dimensiones.

Las formas candnicas de las curvas y superficies de segundo orden
se exponen muy abreviadamente, ya que se supone que en adelante
éstas se estudiardn complementariaments como problemas por los
métodos del anflisis matemdtico. La forma cuadritica se esludia
por los métodos del andlisis matemdtico o, mejor dicho, por los mé-
todos del andlisis funcional.

Aunque a cste libro lo llamamos primero de nuesira serie, en
realidad, el material del mismo y el del segundo libro (dedicado al
célenlo diferencial e integral) tienen una estrecha conexién. Es bien
sabido el orden en que se debe presentar el material contenido en
ambos.

El libro abarca todas las cuestiones que comprenden los programas
de los ¢entros de ensefianza téenica superior (con un volumen de
400—500 horas leclivas).



§ 1. Deferminantes de segundo
orden

Sean dados los nimeros a,, a,, b;, b, {reales p complejos). Estos deter-
minan un nimero by — a.by, que se llama determinante de segunde
orden ¥y se escribe asi:

& 4
by by
Los niimeros a,, a., by, b, se llaman elementos del determinante. Eu el
determinante (1) se distinguen lo primera fila a,, a, y la segunda jila
by, by, la primera columna ay, by y la segunda columna a,, ba.

Ficilmente se comprueban las siguientes propiedades del determi-
nante.

El valor del determinante

a) no veria al sustituir las filas por las columnas correspondientes:

=a,b,—azb,. (1)

a a) lay b
by by - ay by|'
b) cambia su signo al permutar las filas (o las columnas):
ay ag| by b & @] |@ @
b by “132’5’1 bpi~ b2 B

¢) queda multiplicado por k st se multiplican los elemenios de una
jila o columna por k (real o compiejo). Por ejemplo:
kay b o {“) by
kay b, a, by
o sea, el factor comin a todos los elementos de una fila 0 una columna se
puede sacar como factor fuera del determinante;
d) es igual a cero si los elementos de alguna fila o columna son
iguales a cero. Por ejemplo:
00
by by
@) es igual a cero si los elementos de dos filas o dos columnas son
respectivamente iguales

*

— 05, —06,=0,

4 &

=g,y — a0, =0,
& o 0y — Oy
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A continuacién se introducen los determinantes de tercero y,
en general, de n-ésimo orden. Para éstos e conservan las propiedades
a), b). c). d) ¥ e).

§ 2. Deferminantes de fercero
y n-ésimo orden

2.1. Determinantes de tercer orden

El nimero
A = @y,8585q + Gyglanlly -+ Byally Bge — Gyglgelyy —
— Oyfg3fag — Oysfa gy (1)
cxpresado en la forma
Gy My G
A=|ay 8y Gy, 2

@ Gy 33
donde @y; son nunes nimeros (reales o complejos), se llama determi-
nante de lercer orden.

En el determinante (2) se distingnen la primera, segunda y lercera
filas, asi como la primera, segunda y tercera columnas. El nimero
ay, se lama elemenio del determinante; el primer subindice & denota
el niimero de orden de la fila, mientras que el segundo subindice I,
el niimero de orden de Ja columna. También diremos que el elemento
a, ;estd siluado en la interseceidon de la k-ésima fila y [-ésima columna.
Los elementos @y, @y, 44 forman la diagenal principal del determi-
nante, y los elementos a,,, @q,, 4, la diagonal secundaria.

La estrunctura de la expresion (1) es bastante sencilla. Representa
un nimero que se caleula segiin loz elementos a,; de acuerdo con la
clara regla (de Sarrus) siguiente:
formemos la tabla (de Sarrus) ay g fa  Su fia
oblenida por los elemenlos del de- \ >< >< /
lerminante (2) afiadiendo la pri- P A L
mera y segunda columnas del de- \
terminante (fig. 1). Vemos que hay
que tamar( tgodos ios pr%ductus VY ,(a”\ a"\ ‘f\
posibles do los elementos borrades = % = ¥ .
por las rectas; los tres productos Fig. 1
correspondientes a las rectas para- ’
lelas a la diagonal principal se toman con el signo mis, mientras que
los otros tres productos correspondientes a las reclas paralelas a la
diagonal secundaria se loman con el signo menos.

¥
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Cada uno de los productos junto con el signo seiialado se llama
término del determinante (2). Entre los elementos que figuran en un
producto Lay representantes de cada una de las filas y de cada una
de las columnas. Estos elomentos pueden colocarse en cada uno de
los términos on orden de crecimiento del primer subindice, o sea,
de los numeros de orden de las filas a las que pertenecen. Precisa-
mente eslo se ha hecho en 1a suma (1). En lo que se refiere a los subin-
dices de las columnas a las que pectenecen estos elementos, su ordena-
cién viene dada a conlinuacion:

3,

L (3
2

i.

2, } )
3.

Estas son todas las permutaciones posibles de los niimeros 1, 2, 3.
La permutacién

B = gy W9
- py PN

1, 2, 8 (5}
sa llama principal.

Se dice que en una permutacion se ha efectuado una transposicion
de dos elementos delerminados, si estos elementos han sido intercam-
biados de sitio. Después de una transposicién la permutacién se con-
vierle en otra permutacién. A su vez, en esta ltima se puede hacer
wna transposicién, obteniéndose una tercera permutacin (no se ex-
cluye que resulte la primera). Por ejomplo, la permutacion

3 4 1 ()

so ha obtenido por transposicién del [primero y tercer clementos de la
permutacién (3), y la permutacion

2, 3, 1 M
por transposicion del primero y segundo clementos de la permutacién
6

Es importante seiialar gque, si unn pormutacién se ha obtenido
de la principal mediante /V transposiciones y esta misma permuta-
¢i6n e ha obtenido de la principal de otro modo mediante V, transpo-
siciones, entonces ambos niimeros N y N, son simultineamente pares
o impares. Una permutacion de los nameros 1, 2, 3 so llama par
(o impar), si se obtiena de la permutacién principal mediante un
nitmero par (impar) de transposiciones.
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Sea dada una permutacién j = (j,, j». fa), donde j,, ja, j5 son los
nidmeros 1, 2, 3, tomados en cierto orden. Bl nimero de transposiciones
mediante los cuales se puede obtener esta permutacién a partir de la
permutacién principal lo denotaremos por ¢ (f). Entonces, la permu-
tacién j es par (impar), si ¢ () es un nimero par (impar).

Las permutaciones (3) son pares, mientras que las permutaciones
{4) son impares.

Después de todo lo dicho, se puede dar otra definicién eguivalente
del delerminante de 3-er orden.

Se llama determinante de 3-er orden (2) el ntmero A, igual a la
suma de todos los productos de la forma (—1)) a4,;, a.5,a4;,, donde
1 = (j1 ja f3) cecorre todas las permutaciones posibles de la permu-
tacion principal 1, 2, 3:

A= z] (—1)'Day;,051,a35. (8)

Esta definicién se generaliza a los delerminantes de n-ésirno
orden.

2.2, Determinantes de n-éstimo orden

Se llama determinante de n-ésimo orden y se denota por
Ay Dy

L et ©

py »os Ban

el ndmero que se calcnla a partir de unos nimeros dados a,, (reales
o complejos) denominados elementos del determinante, sogin la
regla siguiente: A es la suma

A= g} (— 1D ai582), o Gngn

extendida a todas las permutaciones distintas posibles j =
= (jis « « 4 f) de los ndmeros 1, 2, . . .. n. El valor de ¢ (f) es igual
al nimero de transposiciones que hay que realizar para pasar de la
permutacién principal 1, 2, ..., 2 a la permutacién j =
= {j1, - .., ja)- El produsto (=D @y, . .. any, se llama término
del determinante.

Los determinantes de n-ésimo orden sutisfacen las propiedades a), b),
¢}, 4}, e) enunciadas en el parrafo anterior.

DEMOSTRACION. a) Después de cambiar en el determinante las
filas por las columnas correspondientes, los némeros de las filas
quedarin denotados coms sagundos subindices. Por ejemplo, para el
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determinante de tercer orden (2), tendremos:

My Gy ag

Gyg Ggp @g3| = Gy)035033 -~ g @aplya 1 Bayy3lpg — Ay Bopilyy —

13 Gy3 Q33

— 8y yallyy — 0385855 — A
En el case general, el término general del nuevo determinante se ex-
presa asi:
(— 1) g5185 . . . @jon.

Reordenemos los factores del producto ;2,5 - . . @5 segln el pri-
mer subindice, para lo gue tendremos que pasar de Ja permutacién
j=(f1y - .., Ja) & Ja permutacién principal 1, 2, . . ., n. Entonces
habrd que realizar ¢ (j) transposiciones. Con ello, la permutacion
principal de los segundos subindices se transformard en una cierta
permutacién i = (i, . . ., iy) ¥ el ndmero ¢ {i) serd de la misma pari-
dad que el nfimaro ¢ (j). Por lo tanto,

{— i)(w i oens Bfgm={— 1)”':‘6“‘ av e Bnin

Ficilmenle se observa que a distintas permutaciones j,, ..., jn
les corresponden distintas permutaciones iy, . . ., in. Pero, entonces

21" (—1)'P agy ... agpa= 2 (— 1) Py, ... Gnip =4
[]
b) Intercambiemos, por ejemplo, la primera y tercera [ilas del
determinante de tercer orden (2). Entonces obtendremos un deter-

minante gque denotaremos por A’; éste serd igual a

Gy g Oy

A'=lay ay ay =$(—5Jlm“3ﬁ¢z}.¢u-= ¥
By Gy By
=21 (—1)'} ay5,825,833, = — (— 1) ay;,a21,855,= — A,
e Jre=tfa %)
LR 13

puesto que la permutacion j== (f;, fa. fs) se diferencia de la permuta-
cién j* = (js, jq, 1) o0 una transposicién. .

Diremos que una fila (o columna) del determinante se ha multi-
plicado por un niimero k, si todos los elementos de esta fila (o columna)
se han multiplicado por k. .

¢) La multiplicacion de una fila (o columna) del] determinante por
un nfumero k se reduce ala multiplicacion de todos sus términos por.k,
puesto que cada uno de los términos contiene un elemento de la fila
(o columna) en cuestién. Pero, entonces, el valor de la suma de los
términos gueda multiplicado por k.
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d) Un determinante en el gue los elementos de alguna fila o
columna son iguales a cero, es también igual a cero, puesto que todos
sus términos, evidentemente, son iguales a cero.

o) El determinante es igual a cero si tiene dos filas o dos columnas
respectivamente ignales. Esto es consecuencia de la propiedad b)
(A" = —A, A" = A, de donde A = 0).

Suprimamos en el determinante de n-ésimo orden (9) la i-ésima
fila y la k-ésima columna. La expresion restante engendra un deter-
minante de (n — 1)-6simo orden M, denominado menor del elemento
a. El valor

Ap=(— U“k My,
se llama complemento algebraico o adjunto del elemento aj,.
PROPIEDAD f). La suma de los productos de los elementos a,, de una

fila {0 columna) del determinante por los complementos algebraicos de
estos elementos es igual al valor del determinante:

Aes 3 apdy (=1, «-es B), (10)
=1

A=§1amd,. (E=1, vesyn). (10)

Demostremos esta propiedad para los determinantes de tercer
orden en el caso de la tercera fila. Se tieno

ayy Ay + ypdgs 4- 05945y =
@yy Gy Gy @y LT
=g = d-a —
- Qz3 G2y : gy Oy ke Ay Gy

= gy (B1900s — B1aan) + Byg (813800 —813855) + 5 (851800 — 830, ) = A,

La suma (10) se llama desarrollo del determinante por los elementos
de la i-ésima fila, y la suma (10"), desarrollo del determinante por los
elementos de la k-ésima columna.

zsEmpLo . Sien el determinante A (véase (3)), gy = a,, = . . .
v =iy =10, entonces A = a;,4,, o sea, el caleulo de este
determinante se reduce al cdlculo de un adjunto del mismo, que es
un determinante de {n — 1)-ésimo orden.

wigmpLo 2. Si todos los elementos de A, situados debajo {encima)
de la diagonal principal de A, son iguales a cero (ay, =0, si k> 1
(k<< 1)), entonees A = a,,a,, . . . &,,. Esto se deduce del ejemplo
anterior.

PROPIEDAD g} La suma de los productos de los elementos a;, de una
ftla (o columna) del determinante por los adjuntos correspondientes de
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los elementos de otra fila {0 columna) es igual a cero:

n n
;_]l ﬂmAm-él“uAu=9 (11)
(R e

En efecto, fijemos nuesira atencién en Ja primera suma. Esta
no depende de los elementos de la j-ésima fila. Sustituyamos en el
delerminante los elementos de la j-ésima fila por los elementos corres-
pondientes de la i-ésimn fila. Con ello, la suma en cuestién no varfa.
Sin embargo, ésta puede considerarse como el desarrollo del nuevo
determinante por los elementos de la j-ésima fila, y entonces, es igual
al valor del nuevo determinante, Pero este diltimo es igual a cero
seglin la propicdad e), ya que tiene dos filas iguales, la i-6sima y la
j-ésima.

PROPIEDAD h) Sean dados dos determinantes de n-ésimo orden 0, ¥
Ay, tales gue todas sus jilas (0 columnas) son iguales salvo una determi-
nada, La suma de tales determinanies es igual a un determinante A
de n-ésimo orden en el que la fila (columna) en cuestién estd formada por
la suma de los elementos correspondientes de esta jila (columna) de los
determinantes A, y M. Por ejemplo:

Gyy -ee Gy, piylyy
Aiblp=| o el
Gy v 8n peglng
Gy eee g, by Ay« By, g (B1n o Dan)
s 2 B R e oy om0
Gpie - Bp, ngbyy @py oo Op, g (Bnn T Bnn)

En efecto, desarrollande los determinantes dados por los elemen-
tos de la n-ésima columna, obtenemos:

n n n
Ayt Ay = g‘ @yndin + El Opadin “;ﬂ’ (@nn + byn) Apn = A

PROPIEDAD i) Bl valor de un determinante no varfa si @ los elementos

de una fila (o columna) se les afiaden los el tos correspondient

otre fila (columna), multiplicados por un nimero k. Por ejemplo,
@y oo 8y o+ hay

Bpy v« Oy, n—lann"l'ka-nl

@iy «reOqn G4y -« - By, pB1y
=l oo E] e = e FEO=ay],
By s B (R e

en virtud de las propiedades h), ¢} y e).
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La aplicacién adecuada de esta propiedad reduce el céleulo de
un determinante al cdleulo de otro determinante de orden inferior.
Eigmpro 3,

1 45 1 4 5 1 4 5
2 3 1f=0 =5 =9|=|0 —5 —9|=
8§ 11 8 1 1 0 —31 =39
-- -9 5 9
= _39]_131 4o| =539~ 9:31 =8,
Esempro 4,
211 01 0
|18 gl=|=52 _1=_|._: _2|=| 5;=1;_
1 a6 |—74 2 = =
Esenrro 5. El determinanie
taa ... a"
5 1 a, a; ™t :
1a, a) apt
engendrado por los nlimeros a,, aq, . . ., @,. se llama delerminante

de Vandermonde ).
Este determinante es igual a cero si algtn par de nlimeros a; y a;
son iguales entre si. Si lodos los a; son distintos, entonces,

An =(ep—a,) (“r!—l'—al) LEL (“z—“l}'
(@ —ay) (@1 —ar) .. . (a3 —ay)-

“(@n —@nog} (@ny —8pq)-

e, —a,.). (12)
En efecto, para n=2,
1 a
ﬂzz{i a: =a,—a,

o sea, es vilida la formula (J2). Supongamos que esta férmula os
vélida para n = k — 1 y demostremos que también es vilida para
n = k. Aplicaremos )as propiedades i) y ¢} del determinante. Multi-
pliquemos la (k — 1)-6sima columna del determinante A, por a,
y restémosla de la k-ésima, multipliquemos Ja (k — 2)-6sima columna

'} A. T. Vandermonde (1735—1796), matemitico francés.
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también por &, y restémosla de la (& — 1)-ésima, ete.; entonces ob-
tendremos:

1 0 0 0

A 1 ay—a; ay(ey—ay) ... al-*(ay—a,)
i--l...‘..“.QCIIIU! . % 4w
L ay—ay ap(ay—ay) ... a}=?(ax--ay)
@ ... ai-?
Gy woo G8=3
=(a—a) (@, —ay) ... (a2—ay) ’a_ i iy .s_ 2l

=
1 G +s. G

El iiltimo determinante también es un determinante de Vandermonde
de orden (k—1), engendrado por los ndmeros @, . - ., @, por lo ¢nal,
seglin la hipdtesis, se tiene:

Ay =gy —ay) (@1 —ay) ... (@ —ay)+
oy —ay) (ayy—ay) .. . (a3 —ay)-
(ay —ay-0) (g —axa)e
ey —ay-y)-
Asi pues, en virtud del método de induccion matemdtica la for-
mula (12) es vilida para cualquier n = 2.
PROPIEDAD j) Sean
Ay =lbul, Ag=layl.

El producto de dos detérminantes de orden n con los elementos byy,
@y, #5 @ Su vez un determinante de orden n con los elementos

n
a= ‘E’ busan,
o sea,

AIA'I':'T;'Z':' bugag |=A.

Asi pues, el elomento y,;, perteneciente a la k-ésima fila y la
l-6sima columna del determinante A, es igual, como suele decirse,
al producto de la k-ésima fila del determinante A, por la 1-ésima columna
del determinante A,. En realidad, esto os la suma de los productos de
los elementos de 1a k-6sima fila del determinante A, por los elementos
correspondientes do la I-ésima columna del determinante A,.

Como en los determinantes A, y A, se pueden cambiar filas por
columnas resulta, evidentemente, que los elementos y,, del producto
A también se puede obtener tomando el producto de la k-sima fila
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de A; por la l-ésima fila de A., o bien, tomando ¢l producto de la
k-ésima columna de A, por la l-8sima columna de A, o finalmente,
tomando el producto de la k-6sima columna de A, por la I-ésima fila
de A,.

pemosTRACION. Comprobemos la propiedad en el caso de deter-
minantes de segundo orden:

Gy B3

-
fyy Bap

T '\’:2'

Ko | _
b bzz Tiz Vel

donde
Tar =0yl +0128a1,  Tra=81,055+ 8120,
Var = Uy + baollyy,  Pao = btz + Dyaass.

Bn virtud de las propiedades h), ¢) y e), so tiene:

A =| Upi8yy byylyg -1 Brattyy l | 12821 Braia+ 0yata, ‘
Uagtyy  bay@yn— bopttay bagltay  Danlag+ byattyy
by by by

1 13 by By
bz: b:u bﬁ‘-l

= 0y, by ba

BT

48 2P,

+ iy gy

b b
=050 + 88508 +apay |7 M+ aya5-0=
by bmy

=808y — @0y Ay = 8 (01182 = 03385) = A4,

1w g
biay bzz

En el caso general de detorminantes de n-ésimo orden, podemos escribirs
n n n
2 Byl E GyayUayge e E B1aybarn
Pt} n=l
I'l n n
| 2 Gugben D) asbegaeoe ) Gaaybegn
A= =1 =1 =1

n ] n
Z Basgbany E Bngy by een E G!u,‘ba,‘n
=1 ln-l 'ﬂ-"

,!I
bugi bagz oo Byn

n n

Z El"“;"”g"“ﬂ‘n

—t = D A

0,3, L. t"‘-zn

-

i

2

bapy bagaees bagn

= 2 B1a 030g ++ + Bngy (— 1D A= 4,0,
F=(81, Sgs 0o, By

2-0952
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Al calcular cada uno de los el tos de A pod tomar cualquier subindice

de sumacion s {yg; = 2 apgby)y pero, pora lo gue sigve, resulta mis cédmodo

tomar para la Jprimera fila de A el subindice s;, para la segunda {ila, el subindice
5, ¥ asf te. La da igualdad so verifica en virtud de las propie-

n n n
dades h) ¥ ¢); ademds, la suma mlﬁltlplez E — 2 se extiende a todas lns
syl sg=1 =1

permutaciones posibles (sg, sgs . . .0 83)y donde 1 <& < n. No cbstante, si
en alguno do los sistemas (3, 55, ..., #,) dos componentes 5; ¥ s; son iguales
entro si (s = &, i 3£ ), entonces el determinante | b,,; | = 6. Por esta razdn,
en la realidad, en la suma miltiple so pueden dejar snfamente los términos
corresponden a distintas permutaciones (s, . .., &,) de los nimeros naturales
(1, ..., n). Ademis, evidentemente, resultard que el doterminante

lbsytl ={—1)12 4.

§ 3. Matrices

Una tabla de nimeros oy (reales o complejos) de la forma

Gay voe Cqp Ggy voeOyn
A= fesvenfl= - oo | =llagli=(ay), (1)
Gt == %mn Gy v =« Emp

compuesta por m filaz y n columnas, se llama matriz. Los nimeros
ety 50 llaman elementos de la misma. Esta es una matriz rectangular.
Si m = nr, se llama mairiz cuadrade de orden n.

Una segunda matriz B = || f;5 ||, con Jos elementos p;;, com-
puesta por m filas ¥ n columnas, se considera igual a la matriz A si,
v s6lo =i, los elemenlos correspondicnles de ambas matrices son
iguales (a;; = fiy). En este caso, se escribe 4 = F. Una matriz
Il @ || no es un nlmero, es una tabla. Sin embargo, para una matriz
cuadrada se puede considerar un nimero | &;; |, el determinante en-
gendrado por esta matris,

Sea k un nitmero natural no superior a m y a n (k << m, n). Supri-
mamos en la matriz (1) & columnas y k filas cualesquiera, Los ele-
mentos ay, situados en la interseccién de las columnas y filas supri-
midas forman una matriz cuadrada, la cual engendra un determinante
de k-ésimo orden. El determinante obtenido se llama determinante
de k-ésimo orden engendrado por la matriz A.

Se llama rango de la matriz 4 al miximo nimero natural & tal
para el cual existe un determinante no nulo de k-ésimo orden en-
gendrado por la matriz 4 (véase § 4).
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Si en la matriz 4 se cambian las filas por las columnas del mismo
orden, resulta la matriz

Bgy v gy
A=l ooa . ] (2)
Gpn « «+ Emn
denominada matriz traspuesta de la matriz A.

Si en la matriz 4 se sustitvyen sus elementos a,, por los complejos
conjugados, entonces resulta la matriz

Oy <+« Bqn "
= =,
Bpy oo lpy
denominada matriz compleja conjugada de A.
La matriz
ey @y1 «-. lpy
A=(dy=| ......|=4*
azll a2 U a“‘\

se llama matriz conjugade de 4.

8i A es una matriz real, o sea, con elementos reales (3, = ay),
entonces, evidentemente,

A =4, 4" =4"

Las matrices de una misma dimensién, o sea, compuestas por el
mismo nimero de filas y columnas, pueden sumarse. Se llama suma
de dos matrices tales 4 = |joy || ¥ B = || B || la matriz C =
= |l %15 || cuyos elementos son iguales a la suma de los elementos co-
rrespondientes de las matrices 4 y B: y= a;y + Py Simbélica-
mente se escribe asi:

A 38,

Ficilmente se observa que
A+B=B+ 4, (A+B+C=4+(B+0).

Se Nlama producio de un ndmers ). por la matriz A (o producto de la
niatriz 4 por el niimero 4), In matriz cuyos elementos son iguales al
producto del ndmero % por los elementos correspondientes de la
matriz 4. Por lo tanto, A4 = AA,

BRJEMPLO, Sean

102 201
"z(z 3 1)' B”(a 1 1)'

Hallar la matriz A4 + pA.
2
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Segin la definicién de suma de matrices y del producto de una
matriz por un nfimero, se tiene:

A O 20 20 p
hd = =

(a ) v=(a 1)
Ad2p 0 2l+p.)

JL“H’“’q"=(?ﬁ~-l-2u 3du Atp

§ 4. Sistema de ecuaciones lineales.
Teoria de Kronecker—Capelli V

4.1, Sist de n ecuaci lineales
con . incégnicas

Un sistema ordenado arbitrario de n nimeros (z,, . - ., ;) s¢ llama
veetor n-dimensional; lo denotaremos también por una sola letra
(negrita) a:
2= (21, «uu Zn)e
Los niimeros z; (reales o complejos) se llaman componentes del vac-
tor x. Tl vector
0= ..., 0

se llama vector nulo,

G i BMOs un

ist de n ecuaciones lineales con n incdgnitas

G2+ o T yads = Uy
T S T (1)
By®y -t v ee B pTn =Yp.

Los niimeros ay, (reales o complejos), denominados coeficientes
del sistema (1) se consideran dados. También se dice que el sistema (1)
se determina por la matriz de sus coeficientes

[ R

. (2)

.;A'=||‘3u'"=

A continuacidén nos va a interesar el problema de la resolubilidad
del sistema (1) para cada vector (o sistema de niimeros)

== (yh =y yﬂ)'

¥) L. Kronpcker (1823—1891), matemdtico alemdn. A. Capelli (1855—
1910), matemético italiano.
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Un sislema de nimeros (un vector)

&= (2, ... Za)
se llama solucidn del sistema de ecuaciones (1), si los nfimeros z
satisfacen estas ecuaciones.

4.2, Férmulas de Cramer

TEOREMA 1. Si el determinanie del sistema (1) es distinto de cero:
A= a0
el sistema (1) admite solucién Unice para cualquier veclor y; esta solucién
se caleula por las formulas de Cramer *}:
z;=AA (j=1,... n)\ 3)
donde Al es el determinante que se obtiene del determinante A al sustituir
en el mismo los miimeros de la j-éstma columna por los nidmeros iy, - - .
+ oy Y. respectivamente:
g« 018y, -1 W1 B, prae s o Ban
Ahad gewms 36 w0 54 0@ 54 |4 (4)
Cpyas by, foy Un By, 41+ Gnp
Por lo tanto,

L
ym S Ay (=1, ..., 7), @)
sl
donde A,; es el adjunlo del elemento ay; en el determinante A.
DEMOSTRACION. Sea (. . ... x,) una solucién del sistema (1).
Para hallar la incégnita z;. multiplicamos la primera ecuacién del
gistema (1) por el adjunto A,y la segunda por A4, . . ., la n-ésima
por Any, ¥ sumamos todas las ecuaciones asi obtenidas. Entonces,
teniendo en cuenia que
n

"
iEi ay o dyy = :1#2 @y =x,4

Yy que
L] "
ng apyesdy, = r;kEl tdn=220=0 (jz=1),
oblenemos oA =A!, donde

n Y Oyz. . -lyp
Al=a§y“4ﬁ= e
Un Bpa.«-lpp
Por consiguiente, como segn la hipotesis A 5= 0, resulta z; = AYA.

*}y G. Cramer (1704—1752), matematico suizo.
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En el caso general, para un j arbitrario, multiplicamos la primera
ecuacién del sistema (1) por 4,;, la segunda por 4., . . ., la n-ésima
por Anj;, ¥ sumamos estas ecuaciones, de donde, en virtud de las
propiedades f) y g), obtenemos la igualdad

n n
L] kz.:’ ayydyy= E‘ ¥ndngy
xjﬁ = &’,

o oon Gy verfy, 11 M By, pr1eeeBpn
A= =l s wEeEe W R EE.
El Undny
Gpy.- O, j-1 Ya Gn, pr1e0+0np
De aqui, como A 5= 0, se deduce la igualdad (3}.

Hemos demostrado que si (z;, . . ., &,) s una solucion del sistema
(1), entonces los nimeros x; so determinan por las formulas (37).

Reciprocamente, el conjunto de los nlimeros z; = %- =t g
. .y 1) es una solucién del sistema (1). En efecto, sustituyendo z;

f=1,..., n) en el primer miembro de la k-ésima ecuacién (k =
=1, ..., n)del sistema (1), en virtud de las propiedades f), g} de los
determinantes, se tiene:
n A,l 1 n n 1 n n 1
D= 2 G Yy =52 ¥s 2) Oy = Yxb =y,
d=1 j=1  ael =1 fei

Por lo tanto, los nmeros (3') verdaderamente forman una solu-
cién del sistema (1).

4.3, Sistema homogéneo
Un sistema de ecuaciones de la forma
By + et Bz =0,
............. } (3)

By oo 8y Ty =0
se llamea homogéneo. Este es un caso particular del sistema (1) para
Vi=...=y, =0. Esti claro que el vector nulo
=0 ..,2,=0

satisface el sistema homogéneo (5). Pero puede ocurrir que se satisfa-
ga ol sistema homogéneo (5) por un vector no nulo & = (zy, . . ., z,),
0 sea, un vector que tenga al menos una componente no nula x; = (),
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Este vector se llama entonces solucidn no trivial del sistema homogéneo
(5), mientras que el vector nulo se llama selucidr triviel del mismo.
TEOREMA 2. Siel determinante A del sistema homogéneo (5) es distinto
de cero (A 5=0), entonces este sistema sélo admite solucién trivial.
En efecto, en virtud de la propiedad d), todos los determinantes
A} = 0 (véase (4)), por lo cual, en virtud de las igualdades (3),
Iy = U =1, « . .y Bl

TEOREMA 3. Si el sistema de ecuaciones (5) tiene solucidn no trivial,
entonces su determinante A necesariamente es igual a cero (A = 0).

En efecto, si fuese A 5= 0, entonees, segiin el teorema 2, el sistema
(3) sélo tendria solucién trivial.

Antes habiamos estudiado el sistema lineal (1) en ol caso en que
su determinante A = 0. Como se demostré (teorema 1), en este caso
el sistema (1) admite solucién dnica, la cual puede calcularse por las
férmulas (3), para cualquier segundo miembro ¥ = (4, - . ., ¥a):

4.4. Reglas para la resolucién de un sistema
de ecuaciones lineales

Esindiaremos el sistema (1) en ¢l caso en que su determinante A = 0.
Supondremos que al menos un elemento de la matriz A (véase (2)) es
distinto de cero y denotaremos el rango de A por & (k = rango A4).
Por lo tanto, 1 <k <<n

Nuestro objetive es demostrar las siguientes reglas (de una ma-
nera explicita fueron epunciadas y demostradas por Kronecker y
Capelli}.

Si queremos resolver un sistema (1) del que se conoce que el rango
de la matriz A es igual a k, tendremos que hallar el rango de la
matriz ampliada

L B J
i | e | T
@py-+ «Bpn Va
obtenida de la matriz 4 por adjuncién de la columna

h h
¥a | = ] .
¥n Un

1) i el rango de Ja matriz B es mayor que ol rango de la matriz 4
(rango B = rango A = k), entonces el sistema (1) no admite solucio-
nes. Este sistema es conlradictorio; no existe ningin vector & =
= (z;, . . ., T,) gue satisfaga simultineamente lodas las ecuaciones

(1).
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2) Si ol rango de la malriz B es igual al rango de la matriz A
(rango /# = rango 4 = k), entonces el sistema (1) tiene soluciones.
Para hallar las solucjones se deben Lomar en el sistema (1) & ecuaciones
tales que la matriz de sus coeficientes sea de rango k; después se deben
resolver estas ecuaciones. Este sistema de % ecuaciones puede tener
infinitas soluciones, pero pueden escribirse de upa forma expresiva.

En este easo, cualguier solucidn de las & ecuaciones tomadas seri
también solucién de las demés n — k ecuaciones del sistema.

Las reglas 1) v 2) agotan todas las sitvaciones posibles ya que el
rango de 7/ no puede ser menor que k, Hay gue tener en cuenta que,
por hipélesis, la matriz A engendra un delerminante no nule de
k-ésimo orden, el cual es engendrado también por la malriz /5.

4.5, Ejemplos de aplicacién de las reglas

erEmero 1. El determinante del sistema

zhy=1,
z—y=2
es
1 1

A= 1 1 [= —25£0
por lo que el sistema tiene solucién dnica, la cual puede calcularse

por las férmulas
z = AYA, y = A¥A,

donde
i 1 1 3 - 1 1 "
a=}2 =8 wll S|y,
o sea,
-5 .3 -
i S Al St
erempro 2 El sistema
zty=1, 6
z+y=2 } ©)
tiene el determinante nulo. La matriz
1 1
A=lly ¢

es de rango 1, mientras que la matriz

s=y 1 o
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es de rango 2. Como rango B = rango A, el sistema (§) no tiene

solucion. Por cierto, esto estd claro sin necesidad de teoria alguna,

pues un mismo niimero no puede ser igual a 1 y a 2 simultineamente.
EJEMPLO 2. [l sistema

2.r+2y=2.] M

3x+4+-2y=3
tiene el determinante nule, A = 0. La matriz
2 2|
3 3
tiene el rango 1, rango 4 = 1. La matriz ampliada

2 2 2
3 3 3

A=

a=||

también tiene el rango igual a 1. Como rango 4 = rango /=1,
tomamos una ecuacion

2r 4+ 2y = 2. (8)

El coeliciento de y es distinto de cero, por lo cual, en esla ecuacion
se puede despejar y:

y= 2—22" =1—z ()

La férmula (9) proporeiona todas las soluciones de la ecuacién (8).
Podemos asignar a o cualguier valor (—oo << 2 << oo} y calcular el
valor y seglin la formula (9). Oblendremos un sistema (un veetor)
(x. ) que satisface la ecuacién (8). El conjunto de todos los sistemas
{x, 1 — x), donde x € (—co, oc), cs el conjunto de todas las soluciones
de la ceuacion (B). Estas también son soluciones de la segunda ecna-
cidn del sistema (7), pues rango A = rango B. En este caso, esle
resultado es trivial sin necesidad de aplicar Ja teoria de los rangos
de las matrices. Los coeficientes de las ecuaciones (7) junto con sus
segundos miembros son proporcionales, respectivamente, por lo que
queda claro que toda solucidm de una do eslas ccuaciones también
es solueion de la otra.
BIEMPLO 4. Bl sistema

2z -y |F25==1,
T Y- 32=2

ry4 z2=1, }
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tiene cl determinante

16
A=[2 1 2|=—220
113

por lo enal tiene solucién finica, que puede calcularse por las [érmu-
las

141 14 4
A —1 i A2 -1
pmlaa sl 4 glasl, padi =t 4 alay,
%21 3 : A% 203
111
o LI | S
! 11 2

esumpLo 5. El determinante del sistema

¥ty oa=1,
z+y+23=1,}

T+ y+3z=2
a5
1
a:‘i 2| =0.
3
La matriz
1. 41 4
A=ll1 1 2
1 18

es de rango 2, pues A = 0, pero existe un determinante de segundo
orden, engendrado por la matriz A, que es distinto de cero. Por ejem-
plo,

L ) _—p

1 g|T1Fe

La matriz
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es de rango 3, pues el determinante engendrado por esta matriz

11 1
1 2 1|=1-0,
13 2

Como rango B = rango 4, el sistema no tiene solucion.
esempPLo 8. El determinante del sistema

z4 y+ z=1,
z+ y+2z=‘i,} (10)
2p4-2y4-dz=2
1 1 4
A=|1 1 2Z[=0.
2 2 4
Es ficil comprobar que las matrices
1 1 1 11 11
A=f1 1 2§, p=|1 1 2 1
2 2 4 2 2 42

tidonen el mismo rango, siendo rango 4=rango B=2. Tomenos

en el sistema (10) dos ecuaciones de tal modo que el rango de la

matriz A’ de los coeficientes de estas scuaciones =ea igual a 2. En

este caso se pueden tomar la primera y segunda ecuaciones o la

primera y tercera. Asi pues, consideremos el sistema
z+y+ ==1.]
zty+22=1.

Pasemos una de las incdgnitas a los segundos miembros de estas

ecuaciones de tal modo que los coeficientes de las incbgnitas restantes

formen una matriz 4" tal que rango 4" = 2. En este caso se puede

pasar r o Y.

En resumen, el sistema no homogéneo

{11

4+ z=1—y,
z+22=1—-y.} 12
tiene el determinanle
£ 4
A= 1 2 =15£0.

po: lo cual, tiens solucién dnica para cnalesqmera segundos miem-
bros:
i—y 2

)

i
g |=‘l—y, 8_

LSE
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Asi pues, la terna do ndmeros (1 — y, p. 0), para y € (—oo, oo}, dan
todas las soluciones del sistema (12), gue también son soluciones de
Ja tercera ccnaciom del sistema (10) (esta ecuacidn so obtiene de la
segunda multiplicando por 2).

4.6. Fundamentacién de las reglas

TEOREMA 4 i el sistema (1) es compatible, o sea, que udmile al menos
una solucidn &x, entonces, necesariamente rango B = range A.

La regla 1) se basa en el teorema 4 (véase la pag. 23), puesto que
si rango B = rango A, entonces no se cumple la condicién necesaria
de compalibilidad del sistema (1).

__ DEMOSIRACIGN DEL TEOREMA &, Supongamos que el sistema (1) admite solu-
cufma;qun range 4 = k. Tenemos que demostrar que rango B == k.
mo, por hipétesis, rango 4 = k, existe un determinante no nulo de k-ési-
mo orden engendrado por la matriz 4 y, por consiguiente, también por la ma-
triz #. Por lo tanto, rango B = k. No qundgomis ﬁua demostrar que todo deter-
minante de (k - 1)-ésimo orden engendrado por la matriz B, es igual a cero.
5i tal determinante consta sélo de los clementos ayy, entonces, naluralmente, es
igual a cero, ya que también es engendrado por la matriz 4, la cusl, por bipé-
tesis es de rnna'nl}c, Asi pues, hay que demostrar que cualquier determinante de
(k - 1)-ésimo orden engendrado por la matriz B y continente una columna com-
puesta por los nlimeros y;, os igual a cero. Sin restringir generalidad se puede
suponer que éste es el detorminante

&3 sewlrh L5
LR R B ) -
Ghatot oo Bhaa b Fraa M

Siempre se puede reducir a este caso cualquier otro, reordensndo de un modo
Scadsl - UEED

88 ¥ goitas zj.
Por bipotesis, ¢l sistema (1} es wmpnt’lhle. llJ sea, existe un veclor & =
ti ala i i

= (T3, .+« oy Fn) Que £ 3 es de 1 . Pero, entonces, en
particular, elP\fmtor @ satisface las k -+ 1 i del sist nue 1
e G iguiente,
oz Aot amEn Ay =0,
Was s e sy e (13)
Bhet, 1F1F o o FBhet, KR+ Arn =0,
donde
M =61, kaFhe oot @inEn ¥
(14)
Ahsr=08hes, bThar+ oo @her, nTn = Yhero
Formemos ¢l siguiente sistema con las inedgnitas =, zg, ..., Thet
aps Feotapsn Fhska =0, .
B8 B B E S e e s A K e e 15}
Bhat, 12 o Bhea, W Az =0

En virtud de (13) ¥ (44), este sislema se satisface por los nlmeros zy, - . . z;r
1, entre los cuales, en todo caso, hay uno po nulo. Perc, entonces, o determi-



§ 4, Sisteme do ignes lineal 29

nante dol sistema (15) es igual a cero (véase el teorema 3), o sea,

Gy ek B haTha Fee-bomEn i
U=| o v o0 s s v 120 s 113828050 =
Byt 1eee ﬂil.u. R Bher, hatThey T oo o F0her, nFn—Vhe
ree Brk LT | T LI |
’g"" BRe1.1 - Qhal k Bher, s Bhat, 1 c - Bk, WAL

dgq ces Bk W1
R AE e
BRati1 o0 Bhat, b PR
Esto dltimo se debe a que los determinantes (| de (k+1)-8simo orden 1} que figu-
ran en la suma E son iguales a cero, ¥a que el rango de la matriz A es igual a k.

. (16}

a

Queda d trado que lquier determinants de (k + 1)-ésimo orden
engendrado por la matriz B, es igual a cero, como se queria demostrar,

Veamos ahora cdmo se Pusde fundamentar la regla 2) (pg. 24). Como ol
range de la matriz 4 es igual a & (rango 4 = k), el smtemn ( oontleno k ecna-
ciones tales que la matriz de gus coaficientes engendra un rletermmanm de
k-fsimo orden no nulo. Reol estas v las incignitas, se puede
conseguir que las primeras k ecuaciones del sistema {l)

@yt oo H @inEa =Yy,
RS 1)
Ayt e TORATn =Yn
tengan uvn determinante no oulo:
gy oees Ay
T v e e e fml
Bhy e BRE
El sistema roordenado (1') lo escribiremoa también asi:
Ty ees TORTR = Y181, Ra1They — ¢ 0o —Eintn,
@y Ty b oo T ARRTR = A= Gk, a1 TRt . —BknTn.
Como el detemmanta LE-TA cuaigmsr sistoma de nimeros zy.,, .
lo cor tnico de Tyy o ooy Ty l0s cuales, l.lvmente-
mento puaden expresarse asi:
L
ol i
B = 2 W8 kaaTher— - - —8anZa) Ay
=t
T W W e R e W (18)
gk

e
ST

Va—25, hs1Ther— -+ + —dsnTn) dep,

‘M?

donde 4, son los adjuntos de h)a elementos a, en el determinante a. Por con-
siguiente, todas las soluciones del sistema ( 1?)150 expresan segin las férmulas
(18). A zp4g0 - - «y 2, 50 los pueden asignar valores arbitrarios y los valores de
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i se caleulan segin las férmulas (18). Vemos punes, que el sistema (17)
tlana mﬂkilu soluciones.

Queremaos wmﬁmbar ahora que s, range 4 = rango B =k, entonces
cualgnier solucién hallada z de las primeras & ecuaciones del sistema (1) es
simultdneamente solucién de las demds ecuaciones del sistema. Para precisar,
demoslromos que es solucidn de la (k 4 1)-dsimn ecuacién. Asi pues, considere-
mos las gnmaras {k == 1) ecuaciones del sistema (1), que las eseribiremos en la
forma (13). Hay que demostrar que toda solucién 2 de las primeras k ocuaciones
(13) es simulténeamente aoluclén‘ de la (k + 1}-éaima ecuacion. Saa = un vecmr

que cumpla las primeras & }

en lag mcégn 188 21, « .+ .y Zpg, doude ll. i J.H., se celculan segln las fir-
mulas (14) las com 411+« oy Zy del vector 2. El determi-
pante del sistema {15) es |gua| a cero, 5310 e ve por la.s ecuacmnes (16) que hay
que leorlas de derecha & izquierda. Segin la hipét el d nte de la
derecha es igual a cero. Pero, untonces, el sistema {15) admite solucién no tri-
vial 5, Aqui 2y 7= 0, ya que gi se admite que el sistema (15)
tiene una soluuifm e la forma 2y + -+ 2, 0, entonces z;, . .., I tiene que
anularse pues el detomiunnta @ 5a . Poro, antonces, B = Iy = Gy =

= { y el sistema z;, . . ., sg4q Seria trivial, Como ol si (15) ea
resu.lta que 0o =610 5, .. , G4 satisincen este sist , 8ino quo también los

niMeros (z4y 7= 0)
5 = nlsgiy e 3= Bign
poseen esla misma propiedad. Pero, entonces, zf, . . ., 5} satisfacen el sistema

dp las k primeras ecuaciones (113) cuyo determinante ¢ == 0. Ya sabemos que este
ultimo sistema admite la solucién =z, . .., z, y, en virtud de la upicidad,

5 =iy, e wen Iy = Iy

Volviendo a la dltima ecuacién en {15), vemos que la satisfacen los niimeros
(#1s « « «v Tps 1), © sea, que Jos nimeros (zy, . . ., :g} eatisfacen la (k - 1)-ési-
ma acuar.jou del sistema (13) ¥, en virtud de (14), el vector considerado = =

§ ey T ) satisface la (k + 1)-ézsima ecuacibn del siste-
ma {é] Con esto, ’1& pm‘pﬂsmi':fm 2) queda demostrada.

4,7, Método de resolucién de un
mediante eliminacién de incégnitas

Se puede recomendar el siguiente método de resolucién de un sistema
de ecuaciones lineales, que es el método de eliminacidn de incégnitas
{o métlodo de Gausz?). Sea dado el sislema
Gy 4 o or A BynZn =By,
1)
BpiZy+ v T lgpZn=0y.
Multipticando una ecuacién cualguiera del sistema (1”) por una
constante y afiadiéndola a otra ecuacion del mismo sistema, obtene-
mos un nuevo sistema equivalente al anterior. El nuevo sistema de
ecuaciones tendri su matriz B', que resulta de la matriz B mediante
una Lransformacién correspondiente (B =~ B’). La transformacién

1) K. F. Gauss {1777—1855), matemdtico alemén,



§ 4. Sistema de i lineal 81

congiste en que cierta fila de la matriz B se transforma afiadiendo a
ella otra fila multiplicada por el nimero correspondiente.

Del mismo modo, maultiplicando una ecuacién cualquiera del
sistema por un niimero k 5= 0, dejando inalterables las demds ecua-
ciones, oblenemns, evidentemente, un nueve sistema equivalente al
sistema inicial. El nuevo sistema tendrd una matriz B’ que serd
correspondientemente transformada de la matriz B (B = B'). Esta
vez, la transformacién consiste en que la fila correspondiente a la
ecoacién en cuestién se multiplica por k.

También surge la necesidad de permutar dos ecuaciones del siste-
ma (1), obteniendo, por lo tanto, formalmente, un nuevo sistema,
pero eguivalente al sistema inicial. En este caso, la transformacidn
B = B’ se reduce u la permuiacion de dos filas de la matriz B.

Las tres transforinaciones sefialadas B == B’ =e llaman transfor-
maciones elementales de la matriz.

Lin la préctica, en Iugar de escribir el nuevo sistema de ecuaciones,
se limitan a escribir solamente la matriz correspondiente B'. Apli-
cando adecuadomente operaciones elementales sobre el sistema de
ecuaciones, o lo que es lo mismo, sobre la matriz B, siempre se
puede conseguir resolver ¢l sistema dado (17}, o bien, oblener un
sislema claramenle contradictorio. Como este fltimo sistema es
equivalente al sistema {1"), esto demuestra quel el sistema (17)
es contradictorio.

A continuacion se exponen ejemplos de aplicacién de este método.

La operacién B = £’ denvta que 22" sc obliene de i medianle una
o varias transformaciones clementales.

eIEMPLO 7. Resolver el sislema

&y + 2xa 4 By - duy =0,
zp 4+ 2y + 3z, =
x + 3z, + 4z, = 2,
z), -+ =z + Day 4+ bz, = 1.
Naturalmente, segiin el teorema 1, podriamos calcular todos los
cineo determinantes de cuarlo orden y hallar zy, x,, &3 z, Aqui se

repelirian muchos céleulos,
Formemos la malriz 73

[

3

1
0
1

[T ]

B=

= B e o

4
23
3 4
11356

donde, como vemeos, la diltima columna consta de los segundos miem-
bros del sistema. Multiplicando la primera fila por (—1) y afadién-
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dola a la tercera ¥ cuarta filas, obtenemos la matriz

1 2 3 4 5
; 0 123 1
=t @ =8 @ 0 -3

D —1 2 2 —4

En la matriz B; los elementos de la tercora fila, que representan los
coeficientes de las incdgnitas, son todos iguales a cero, salvo uno;
permutemos esta fila con la segunda. Entonces, el elemento no nulo
quedard sobre la diagonal principal;

1 2 3 4 5

B 0 —2 0 0 -3

vie 40238 1

0 —1 2 2 —4

También se puede mutliplicar la segunda fila por —1, para que se
simplifigne su expresidn:

1 2 3 4 5
0 200 3
B=lo 1235 1]}
0 —1 2 2 —4
Las transformaciones signientes de las watrices son ovidentes:
1 0 3 4 2
0200 3
Bi=B:=10 0 2 3 —1 )T~
00 2 2 —5.2
i 0 3 4 2 1 0 3 4 2
062 0 0 3 - B 0200 3
“tno 2 3 —1p2 ““looz23s —12]7
00 0 —1 =2 0001 2
1 030 -~6 1 000 15/4
02 00 0200 3
*B=lo0020 —13;2 *B=\0 0 2 0 —132
0001 000 1 2

De aqui, z; = 2, 2, = —13/4, z, = 3/2, z, = 15/4.
Para no cometer errores, se recomienda hacer la prueba, susti-
tuyendo los valores obtenidos on las ecuaciones iniciales del sistema.
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Consideremos desde este punto de vista el ejemplo 5:
4+ a2+ z;=1,
Tyt 25+ 22, =1,
2+, 31, =2,

fid- 4 4 4 1+ a1 1111
B_(i 1 2 l)aglz 00 1 U)#Bi= 0010
1 1 32 0021 0001/

Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al siguiente:

T oz zy=A1,
0.2, 4+0-2, L 2,=0,
0z 0rzg 4 0-zg=1.
In la dltima fila el término independiente es igual a la unidad,
mientras que los coeficientes de las incdgnitas son iguales a cero,

por lo cual el sistema es incompatible.
Finalmente, en el ejemplo 6,

1 4 1 1% 1 1 11
B=(i 1)=>Bl=(0 0 1 U)z:-an
2 2 00 20

1

1
, G T : L T |
=0 0 ==~Bs=( )=-B=( )
(0 00 0) 0010 & 0010

De aqui que z; =0, 2, + &, = 1, o sea, el sistema tiene un
conjunto infinito de soluciones: 2, = z;, 2, = 1 — =, 2, = 0, donde
7, es arbitrario (—oo <z << o).

=
e ol )

4.8. Célculo del rango de una matriz

5i s0lo nos interesa averiguar el rango de la matriz B, entonces las
operaciones elementales indicadas anteriormentas B == B’ las extlen-
demos no solamente a las filas, sino que también a las columnas de
la matriz. Ademads, si en el proceso de estas transformaciones aparece
en la matriz una fila o una columna compuesta totalmente por
ceros, entonces éstos hay gue suprimirlos de la matriz, o sea, hay
que considerar luego una matriz de orden inferior.

Los siguientes ejemplos ilustran ests método.

d—p8n2
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egiosero 8. Hallar ¢l rango de la matriz

1 2 3 45 67
Be 01 &g 0t
] 1 212121
0000©D0G4G5

Esta claro que el rango de la matriz B no es mayor gue 4. Iin
este caso, a4y = 1 3 0. Multiplicando la primera fila por (—1) y
anadiéndola a la tercera, obtenemos:

i2 8 4 5 8 7
e 98 0 & G £ A
=100 —2 —2 —4 —4 —6

00 0 0 0 4 5

Multiplicando ahora la primera columna por los niimeros correspon-
dientes y afindiéndola a las restantes columnas, obtenemos la matriz

) ) 0 0 0 0 {J
0 1 0 1 0 1 1
00 —2 —2 —4 —4 —6
co o0 0o 0 4 5

B,—

La segunda columna ya consta de ceros, salva el elemento ayy = 1 5=
== 0. Multiplicando In segunda columna por (—1) y afiadiéndola a
la 4, 6, 7 columnas, obtenemos:

10 0 0 0 0 0O
01 0 0 0 0 0
Byl i § =n wd o4 g <8 T
00 0 0 0 4 5
10 00000 10 000
fo1 00000 01 000 3
o g <28 000> o0 -2 o ofeh~
00 000GE4SGH5 00 045
1o 000 10 00
fo1 o000} _,_[o1 00
=loo —20 0 =100 —2 0
00 040 00 0 4
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El determinante de cuarto orden de la matriz B, es distinto de
cero ¥, por consiguiente,

rango B = rango B, = 4.

wicmpLo 9 Hallar el rango de la matriz

12114 + 2 1 1
B=(0111)=}31=(0 R 1);~3==
1100 0 —8 1 —¢
0
1
0
0
0

1 0 0 0 /1
=[0 1 1 1)=,3,=(o,
0 =4 =8 =4 0

1000) . (10
= R T i U

10
ol 2)
o sea, el rango de 'a malriz B es igua! a dos.

Los razonamientos en los ejemplos 8 y 9 se hazan en la siguiente
regla general:

En una fransformacién elemental B = B' se conserva ¢l rango de
la matriz, o sea, se cumple la igualdad

rango B = rango %

Fsta regla es evidente si la transformacidn clemoutal se reduca
a la permutacion de filas o columnas de la matriz o a la eliminacién
de la matriz de una fila o columna compuesta de ceros,

Queda nn caso mds. gue expresaremos en forma de un {eorema.

TEOREMA 5. Supongamos que la matriz B se ha sometido a una trans-
formacién B == B', que consiste en que a una de sus filas (o columnas)
se le ha afiadido alguna oire fila (o columna). mulliplicada por un
ndmero c.

Fntonces, los rangos de lns matrices B y B’ son iguales.

DEMOSTRACIGN. Vamos a demostrar este teorema para las filas
{para las columnas los razonamientos =on similares).

Sea k ol nimero de orden de la fila de Ja matriz B = || by, || que
se mulliplica por el nlmero ¢ y que se aiiade a otra fila de B, cuyo
nimero orden supondremos igual a ! (por lo tanto, la lésima fila de
la matriz B consta de los elementos eby; + &y, j =1, ..., n)

Supongamos que

rango £ = r, rango B’ = r'.

Es suficiente demostrar quer’ < r, ya que por analogia se demues-
tra que r =< r', de donde resulta r = ',

Sir = 0, entonces todos los elementos de Ja matriz B son iguales
& céro y, por consiguiente, también son ipuales a cero todos los ole-
mentos de la matriz B', de donde r = ' = ().

Sea ahora r = 0. Entonces existe una matriz A de orden r, engen-
drada por la matriz B, con el determinante distinto de cern (| 4 | 5= 0),

»

0
1]::-3,,:
0

oo D Ao
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mientras gue todas laz matrices 4 engendradas por la matriz B y de
orden mayor que r tienen ¢l determinante igual a cero. En la trans-
formacion 1 =" la matriz 4 =e transforma en una matriz 4°
(4 == 4"), Supongamos que la matriz 4 es de orden mayor que r.

Si la -é=ima fila de la malriz £ no participa en la fermacion de

la malriz 4, entonces, evidentemente, 4 = A y0 = |4 | = [A4" |
Si en la formacion de la matriz A participan la [-ésima y
l-ésima filas de la matriz , entonces O0=|A]=|4"|. En

efecto, para oblencr el determinante | A’ | hay que afnadic a
alguna fila del determinante | 4 | otra fila determinada del mismo
multiplicada por el niimero ¢, con lo que el valor del delerminante
no varia.

Finalmente, supongamos que en la formacién de la malriz 4
participa la l-ésima fila, pero no participa la k-ésima [ila. Esta claro
{véase la propiedad h) de los determinantes) quo

A" | =|A|+c|Al (19)
donde A es upa mairiz de orden mayor que r, engendrada de A por
suslitueion de lns elementos de la I-ésima fila por los elementos corres-
pondientes de la k-ésima fila de la matriz . Evidentemente, si
trasladamos al k-ésimo lugar la fila obtenida de este modo en el
l-ésimo lugar, resulta una mairiz de orden superior a r, engendrada
por la matriz B. Pero, entonces, | A | = 0.

De (19) obtenemos | A" | =0 4 ¢0 = 0.

Hemos examinado Lodos los easos en gue el orden de la matriz A”
¢s mayor que r y siempre ha resultado que | A" | = 0. Esto muestra
que r' = rango B' << r, como se queria demostrar.

§ 5. Espacio tridimensional.
Yectores. Sistema cartesiano
de coordenadas "

5.1, Concepto de vector

En este pirrafo consideraremos el espacio real. El concepto de vector
en el espacio real ya lo conoce el lector por la geometria elemental.

—

Se llama vector (en el espacio real) a un segmento orientado AB.
con el arigen en el punto 4 y con el extremo en el punto B, que se
puede trasladar paralelamente a si mismo. Por lo tanto, se considera

. 1) Sefinlemos que en este libro primero se expone el producto cscalar de
vectores, luego laig;ometria unalitica en la recta y en el plano y después de
eato, en los §§ 11—13 se dan los ptos de product t 'y{ ducto mixto
e vectores. Si se desea, cstos pirral puaaeu exp iatament

pués del’ § 6. L ’

des-
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—_  ——>
que dos segmentos orientados AB y A;B,;, que tienen longitudes
iguales (| AB | = | A;8; |} y una misma direccion, determinan un

— —_
mismo veetor a, y en cste sentido se escribe: @ = AB = 4,8, (fig. 2).
— ——

Se llama longitud | AR | = |a | del vector AB = a, al nimeru
(no negativo) que es ignal a la longitud del segmento AB que une

los puntoz A4 y K. También escribiremos asi: [A_B)| = | 4B |.

i / 8
.4,/
Fig. 2

Los veelores gue estin situados sobre una misma recla o sobre
rectas paralelas sc lNaman colineales.

— —
8i los puntos A y A coinciden, entonces 48 = A4 = 0 también

g0 considera como wn vector; déste es el vector nulo. Su longilnd es
igual a vero ([0 | = 0), y la direceién carece de sentido.
i a
€ d b
ashiced € b
Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

En geometria se considera la suma y diferencia de veclores, asi
como el producto de vectores por nimeros reales. Por defivicion,
el producto ae = ca de un veclor @ por un nimero e, o bien, el
producto del niimero o« por el vector &, es un vector cuya longitud
esagual a |aa | = |a |-|a |y cuya direccidn coineide con la de @
si e =0y es opuesta a la de @ si @ < 0. 5i ¢ = 0. lo longitud
| @a | es igual a cero y el veclor aa se convicrle én el veetor nulo
{en wn punto), el cual carece de direccién.

Un vector e se lama upitario, si sn longitud es igual a 1. o sea, si

le|=1. 5i b = e¢+e y e es un vector unilario, colonges | b | =
=lel yaque |[b|=|a]||e|=]a|l=]a]
Por definicién, un nlimero finito de veelores @, b, ¢, .. ., 50

suman segin la regla de Ja clavsura de la cadena de estos vectores.
Las figs. 3 y 4 nos recuerdan como se hace eslo. En Ju fig. 5 se muestra
ademis como se restan los vectores.
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5.2. Proyeccién de un vector

Se Hama proveccidn de un punto A sobre una vecta L (fig. 6) al punto A"
en el que se rorta la recla L con el plane que pasa por el punto A
¥ es perpemdicnlar a la recla £,

Tomemos una vecta orientada L (fig. 7) y un vector & = 4B,

Se llama proyeccidn del vector @ = A5 sobre la recta erientada L

—
al veetor A5, donde A", B’ son las proyecciones de Ios puntos 4 y
B, respeclivamente, sobre L (véase la [ig, 7).

Fig. 6 Fig. 7

La proyeccion del vector a sobre la recta orientada L se denota
—_—
por prpa.

— s
Dada una recta orienlada L, las proyecciones A'B’ de cuales-

—
quivra vectorvs A8 sobre L estin situadas en L y llevan la misma
direccion gue L o la direccion opuesta,

—

Por eierto, si el veetor AR es nulo o es perpendicular a L, enton-
ces, evidenlemente, su proyeccion sobre L es un vector nulo, que no
tiene direccidn.

Junto con la proyeccién del vector @ sobre la recta orientada L,
que representa un vector, introduciremos un nuevo concepto, el de
proyeccién numérica del vector @ sobre la recta orientade L. Es un
nimero que so denota por prp @ (sin flecha) y so define del modo
siguiente.

=
Se llama proyeccidén numérica del vector @ = AR sobre la recta

-—
orientada L al producto de la longitud del veclor @ = AR por el coseno
del dngulo o formado por el vector a y la direccidn de L:
prra= |la|cosfa, L) = |a|cose (0<o<n)
Sefialemos los casos siguientes:

4 . & n P
Si @« =0. o bien, s ® == . entonces proa = 0 =i
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az=0y0<o<< 32'-. entonces la proyecciébn numériea es positiva

(prpa = 0) y, evidentemente, es igual a la Jongitud del veelor

TP - o g

A'B': prpa = |AB | X cosw = | A'B' |; en este caso, el propio
———

vector A'B’ lleva la misma direccion que L; ahora bien, si a == 0

¥ % << w < @, entonces la proyeceién numérica es negativa

——
(prz, @ < 0) y, evidentemente, es ignal a la longitud del vector A'B
tomada con signo mmenns:

-3 —
prra = |AB |cosw =— |A'B | = — |A'B" |5

s
en esle caso, ol propin veetor A’'B lleva la direccion opuesta a Ja
de L.

Se verifica le igualdad evidento, que expresa la relacion entre la
proyveccion del veclor @ sobre la direccion de L y su proyeccion nume-
rica sobre L:

—_—
pryg =eprya.

Aqui e es el veclor unitario que llova la direccién de L.
Si los vectores @ y b ostdn situados en Ja recta orientada £, en-
tonces éstos pueden expresarse en la forma

a =ae, b= e,

donde e es el vector unitario que Meva la direccidn de L, mientras
que o y B son unos niimeros. Estos pueden ser posilivos, negatives
o iguales a coro.

Se verifican las igualdades evidentes:

ae = fe = (= ke 1)

que muestran que la suma y la diferencia de los veclores en cuestion
so reduee a la suma y la diferencia de los nimeros correspondientes

ay B

5.3. Propiedades de las proyecciones
de los vectores

Tus proyecciones numéricas de los veclores @ y b sobre una direccion
dada L poseen las propiedades siguientes:

prra + pry b = prg {a + B), 2)
pry, (2a) = @ pry a. 3
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La propiedad (2) se muestra en la fig. 8:
—_— —— b —— _—
pria-+prib = A'B' 4 B'C'=A'C' = prye=pr; (a +b).
Pero, entonces,
e-prpa + e-prp b = e-pry, (a + b,
de donde se deduce (2) (véase (1)).

Fig. 8

Como & = (@ — b) + b (véase fig. 5), se tiene
pry (@ — 8) + prp b = prpa,
¥, por consiguiente,
prpa — pry b = pry, (@ — b). 2
Demostremos (3). Considerando que el éngulo formado por el
vector @ y la direccién de L es igual a @, se ticne:
si >0 pry (06) = |aa |cos @ =a |a |cos @ = a-pry a;
si @ << 0: pry, (wa) = |aa | cos (1 — w) =
=-—a |a|cos{n —ow)=oa|a|cosn = pr, e
Hay que tener en cuenta que, si & - 0, la direccién del vector aa
es opuesta a la del vector e, y si @ forma con L el &ngulo o, entonces

aa forma con L el &ngulo n — @.
Si o =0, el primero y segundo miembros de (3) se anulan.

5.4, Producto escalar de vectores

Se llama producto escalar de dos vectores @ y b al niimero (@, &) que es

igual al producto de las longitudes de estos vectores por el coseno
del dngulo @ formado por ellos:

ab = (a, b) = |a||b|cos(a, B) = |a||b|cos w. (4)

Estd claro que también se puede decir que el producto escalar

de dos vectores @ y b es el producto de la longitud del vector b por la
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proyeccién numérica del vector a sobre la direccion de b, o bien, es el
producto de la longitud del vector a por la proyeccidn numérica de b
sobre la direccidn de a:

ab = (a, b) = |a |prob= | b | prya
El producto escalar posee las propiedades:

(@, b) = (b, a), ()
(a. b +¢) = {a, b) + (g, ¢} (6}
{a, ab) = « (a, b). (7

La igualdad (5) es consecuencia inmediata de la definicién de
producto escalar.
La igualdad (B) se demuestra asi:
(@b+¢)=lalp,b+c)=|a|prab-+ |a|pr,c=
= (a, b) + {a. ).
La igualdad (7) se demuesira del modo siguiente:
(@, ab) = |a | pry (@) = |a | o pr, b = o (a, b).
De (5) y (7), teniendo en cuenta (3), se deduce que
{a + b, ¢} = la. ¢) + (b, ©), (®"
(e, €) = o (o, B). (™)
EJEMPLO DE F151CA. Si nn cuerpo, bajo la accion de una fuerza a,
ha realizado una trastacion rectilinea a lo largo de un vector b,
enlonees, como ya se sabe por la fisica, el trabajo W ejercido por la
fuerza a es igual al producto de Ja magnitud de la fuerza |a | por el
camino | b | y por el coseno del éngvlo formado por los vectores
ayb
W= la]|:|b|cosla b).
Pero, entonces,
W = (u, b),

de modo que el trabajo indicado es igual al produclo escalar de los
vectores @ y b,

5.5. Sistema rectangular de coordenadas

Ahora vamos a pasar a la descripeion analitica de los vectores y los
puntos del espacio mediante nimeros. Introduzeamos en el espacio
un sistema reclangular de coordenadas x, y, £, o sea, lres rectas orienta-
das v perpendiculares entre si gue pasen por un punie @, denomi-
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nadas efes de coordenadas z, y, z (fig. 9). S¢ supone que para un s1stema
dado de coordenadas se ha elegido un segmento unidad mediante el
cual se miden los demas segmentlos Ll punto O se Nlama origen de
coordenadas.

Tomemos un punto arbitrario 4 del espacio tridimensional. El

—
segmento orienfado 04 se Nama radio vector (o vector de posicidn)

=
del punto A. A su vez. el radio veclor determina un veclore (@ — OA)
gue s puede irasladar en el espacio
paralelamente a si mismo. Las proyec-
ciones numsricaz del radio vector @
sobre los ejos x, y. z las denotaremos
por &, ¥, z. respectivamente, Istas
% son las coordenadas del punto A la
¥ egordenada x se llama abseisa, la coor-
denada y sellama erdenada y la coor-

Fig. @ denada z se llama z-coordenada (cota)

del punto 4.

—»
Entee los puntos A4 del espacio y sus radios vectores 04, o lo que
¢s lo mismo. las ternas de nimeros (z, ¥, z) que representan las coor-

—
denadas del punto 4, o bien, las proycceiones de 04 sobre lus ejes,
exisle una correspondencia biyectiva. En virtud de esto, no habra
lugar a confusiones si a la terna de nidmeros {(z, y, z) la llamamos
punto A, cuyas coordenadas son los nimeros dadoes, o veclor a
cuyas proyecciones son estos mismos nidmeros.

Escribiremos a = (z, y. 2) y diremos que e 6 (x, y, &) o8 un veclor,
que es igual al radio vector del punto A ¥ que tiene las coordenadas
x, i, % Claro que se pucde considerar que el \cctora es igual a algun

—_—

e
olro segmonto orientado CD igual a Oe] €D = O;l). o sea, que tenga

la misma direccién y la misma longitud que OAA En este caso, las
proyecciones de @ sobre los ejes coordenados se denotan frecuentemente
mediante a,. a g Gz ¥ 50 escribe @ = (a,. a,. a,).

De la definicién de vector como aegmemo orientado que se puede
trasladar cn el espacio paralelamente a si mismo, se deduce gque dos
vectores @ = (2, ¥, %) ¥ b = (24, ¥a, 2,) son iguales si, y =6lo si.
se cumplen simultineamente las igualdades:

&y = dgy Yy = Yar By = Fge

Son vélidas las igualdades

@ p Dl Y, d)=(xs, gy, z£2) 8)

@ (z, ¥, 2) = (o, ay, oz). (9)
La igualdad (8) se deducs de que la proyeccion de la suma o la dife-
rencia de dos vectores (sobre el eje x, sobre el eje ¥ ¥ sobre el eje z)
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es igual a la suma o a la diferencia de las proyecciones de los suman-

os.

La igualdad (9) se deduce de que la proyeccion del vestor aa
{sobre el eje x, sobre el eje y y sobre el eje 2) es igual al producto de o
por la proyeccidn de a.

Denotemos por i, j, k los vectores unitarios (de longitudes iguales
a uno) cuyas direccioncs coinciden con las direcciones de los ejes
x, y, 2, respectivamente. Estos vectores se llaman vectores unitarios
{0 versores) de los ejes «, y, 2. Un veclor arbilrario (x. y, z) puede ex-
presarse en la forma

{z, §, ) = zi+ ¥ + zk. (10}
En efecto,
i=(1,0 0, j—=i0. 1,0, k=10 01
Por lo tanto, en virlud de 8} ¥ (1), se ticne
zi+yj + k=210 0 +y@ 1,0 +20,0 §)=
=z, 0, ) 4+ (0, 3. O) + (0, 0, 2) = (x, ¥ 2)-

Sefialemos las igualdades que se verifican para los productos
oscalares de los vectores unilarios de los ejes

ii=jf=kk=1, ij =ik = jk=0.
Sean ahora @ = (z, y, ). b = &', ¥, 2'). Entonces,
ab = (a, b) = xx" L gy’ + z2', (11)
En efecto, en virud de (6), (7), (7). (77}, sc tiene
ab = (xi 4+ yj +zk) (i +y'f 4 TR = wli S an'if -
+ xz' il <+ ya'Fi 4 yy' §i + w2’ jk + sx'ki -
+ 2y'kj + za'kk = a2’ + gy’ + 22,
En particular, haciendo en estu férmula b == a, oblenemos que
la |t =aa = 2 + §* + 2
de donde la longitud del vector @ os igual a
la|=+V AT F+2.
De aqui resulta que Ja distancia entre los puntos « = (r, Y, 2} ¥
b= (., z) cs igual a (fig. 10
14B|=1b—a|=+VT& =2+ (¥ — 4P+ (& —2Fe

Para lo que sigue, es conveniente hacer un resumen de lo expuesto.
Para ello, intreduciremos una notacién algo distinta de las coorde-
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nadas. Precisamente, consideraremos en ¢l espacio un sisterna rectan-
gular de coordenadas ;. 25, 25 En virlud de esto, tode punto del
espacio se expresa por una terna de nimeros

= (1), ¥y, 7).

Este punto lo hemos denotado con la letra negrita = v lo Nlamamos
también vector & eon las componentes x,, x,, rs

B
] a A
Fig. 10

Hemos demoslrado que la suma y In diferencia de vectores, asi
eomo el producto de vectores por niimeros se expresan mediante las
ternas (x,, xa, z3) del modo siguiente:

(%1, %, Zo} =k (2], %5, T)=
= (2, 2}, Tyt 2;, Ty 2)), (12)
o {ry, Ty, xg)=(0x;, oz, wTy).

El producto escalar de los vectores & = (), #,, 23) y &' = (2], #, z3)
se expresa mediante las eoordenadas de los vectores x y &' segiin
la férmula

xx' = (x, &) = zyx] 4+ 2,7 + a0 {13)

La longitud del vector & = (x;, ;. a;) es un ndmero no negativo,
ignal a
l2|=Vai—z+a. (14)

Finalmente, la distancia entre los puntos & = (7, #;, ;) v &' =
= (2}, ;, ) os igual a

|z—a' | =V (&~ =)+ (2 — 2p) (23— 2 (13)

E] espacio real cuya geomelria hemos cstudiado, se llama espacio
tridimensional, pues sus puntos s¢ expresan de un modo natural
mediante ternaz de niimeros reales. Lo denotaremos por R

Un plano arbitrario lo denotaremos, naturalmente, por R.. En R,
se puede considerar un siztema rectangular de coordenadas x, z,.
mediante el cual, un punto arbitrario de /,, o bien, su radio vector
se puede expresar por un par de nimeros (r,, £,). Las operaciones de
adicion, sustraccidn y multiplicacion por un niimero para los vectores
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pertenecientes al plano cumplen, evidentemente, las condiciones
{12) que hemos obtenido anteriormente, donde entre paréntesis hay
que suprimir siempre las terceras componentes. El producto escalar
de vectores pertenecientes al plano en cuestion también se expresa
por la férmula (13), donde en cl segundo miembro hay que suprimir
el tercer término. Lo mismo sc refiere a las férmulas (14) y (15).

La generalizacion de los espacios R, v R es el espacio Ry, donde
n es un niimero natural arbitrario.

El espacio R, para n = 2 cs una invencién matomdtica. Por
cierto, es una invencién genial que ayuda a comprender malemaética-
mente muchos fendmenos complicados,

5.6. Problemas

1. Hallar las longitudes do los vectores (1, 1, 1}, {1, —1, 1), 1, 2, 3).

2, Hallar el dogulo formade por los vectores (1, 0, 1}, (4, 2, 2.

3, Sea dado un cubo unidad (con la longitud de la arista igual a 1). Hallar
el dngnlo formade por: a) la diagonal principal y la diagonal de una cara que
parten de un mismo vertice; b) dos diugonales de dos caras que parten do un
mismo virtice.

§ 6. Espacio euclideo n-dimensional.
Producto escalar

6.1. Espacio n-dimensional H,

El conjunto de todes los sistemas posibles de nimeros reales (comple-
jos) (zy, « . .. z,) se llama espacio real (complejo} n-dimensional y se
denota por R,. Cada uno de los sistemas Jo denotaremos por una
letra (negrita) sin subindice:

& ™ T4y . oau En)

y lo llamaremos punte o vector de R,. Los niimeros xy, . . ., &, se la-
man coordenadas del punto (vector) & o tambifn, componentes del
vector .

Dos puntos

T [ o iR) e Cvngg)
se consideran iguales si sus coordenadas correspondientes son iguales:
rp=ux; (f=1,... nh

En los demds casos, & v &' =on distintos {z == a").
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Los sisbomaz (voelores) & = (@y, . ... Tl = (W1y - - +y Un) 58
pueden sumar y reslar, asi como wultiplicar por nimeros reales
o, B. .. .. 80 H,es el espacio real, ¥ por niimeros complejos si i,
es ¢l espacio complejo.

Por definicion, se llama suma de los veclores & e y al voclor

x4y = (5 +y, 2+ Yar o ooy ¥n + L"n}' (1’
y diferencia, al vector
T—Y — (2 — W v Tn— Yn) 2y

So Hama producto del miimero e por el vector &, o bien, producto del
veclor & por el niamero a., al vector

or = a0 — (o), ..., 0,
Finalmente, e} veelor —a so define por la igualdad
—x = (—1)a = (—x,, ... —z,)

También so itroduce el conceplo de veclor nulo, enyas compo-
nenles gou iguales a cern:

0= ... 0.

Evidentemente, se cumplen las propiedades:

1) x|y =py+a

D ey +z-ax (g3,

H x—y=a4 (—Ly,

4 ar oy = o4 p),

) pa = @ + f) x,

[ l‘r.n - (afi)

%) A=,

S8y o+ [—:r) =0,
donde @, i son nldmeros arbitrarios, mientras que &, ¥ € R,.

El espacio R, <o llama lineal puesto que en el mismo se cumplen
las propicdades 1) — 8) enunciadas anteriormente (véase mds adelan-
te la nota 1

El ntmero (no negativo}

R
lzi=)/ 2 = @)

se llama longitud o norma del vector * = (z, . . ., ;) en el espacio
real R,.

La dastam:!a entre los puniosa = (o, . . ., ) € ¥ = (Yiy » » «; ¥n)
del espacio real R, se define segin la férmula

la—y1=Y 2 (@ — . é
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' 6.2. Producto escalar
en el espacio real B,

Se Nlamn producte escalar de dos veclores & = (2, . .., &) e y =
= (e - -+ UYn) en el cepacio real 1, (los nlimeros x,, i; son reales)
al nimero

(@ ) 3] e )

Ll producio escalar en ¢l espacio real R, enmple las propiedades:

a) (@, &) 2= 0; ademds, la igualdad a cero se verifica si, v sdlo
s.z=0=¢(0, ... 0)

b iz ¥ = (y. =),

¢) (o + Py, 2) = (. 2) + By, 2).

En efecto,

1
(z, ©)= 3 2320

=1
¥ la igualdad s6lo es posible =i #; = ... = &, == {. Por olra parle,
H‘ n
(@ 9= X 2= 2} y2.=, )
= =

v

(a By, 3= 2 (aa;+By) 2=

—a 2:1 x5+ EI Yz =alx, 2)4fly, 2.

6.3. Producto escalar
en el espacio complejo R,

Se llama producto escalar de dos veclores @ = (%, . . .. &) B f =
= {ifys - + .« Yn) en el espacio complejo R, al nimero

(x, )= EI T (")
=

donde #; es el niimero complejo conjugado de y; (por definicidn, si
z =g 4 Bi, donde @ y B son reales, entonces, 3 — @ — Bi).

El producto escalar en el espacio complejo R, cumple las pro-
piedades:
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a') (x, ) == 0; adema4s, la igualdad a cero se verifica si, y slo
siz=0=(0,...0),

by (=, y) = (y, *),

¢) (ax 4 By, 2) = a (&, 2) + B ly, 2).

En efecto,

<N eg=Diars
(@ D)= 3 2= 3 12120,

v la igualdad sélo es posible si z, = ... = z,, = 0. Por otra parte,

(z, y]=(,§_-; 3JFJ)=J§‘ Zyy, = ;1 vz =y, a).

1

Aqui se han aplicado las propiedades de la operacién de conjugacién
242 =2+ 5., 52 = 3+5. Finalmente,

(@a+By, 9= T (a2, +By)) 7=

=a 3 248 3 vi=0 @) +BG 9.

En el espacio complejo B, la longitnd del vector & ze define
mediante la_ igualdad

n n
PRI VS YO Vs @)
=1 J=l

¥ !.a distancia entre los puntos & = (2, . . ., Zy) ¢ ¥ = (Y1) - -« Un)
asi:

le—y|="Y E'Ir;—yfiz- (49

Fécilmente se observa que para valores reales de z;, ¥, las expre-
siones (3) ¥ (4) son casos particulares de las expresiones (3'), (4').

El espacio R, (real o complejo) en el que se ha introducido el
producto escalar segiin la férmula (5) (o (5'), respectivamente) se
llama espacio euclideo n-dimensional,

6.4, Desigualdad de Buniakovski

En adelante nos limitaremos al estudio del espacio real n-dimensional.
En este espacio los vectores se multiplican por ntimeros reales. Nos
permitiremos omitir a veces el término sreals.



§ 6. Espacio euclideo n-dimen. Prod oscalar 49

De las propiedades a), b), ¢} del producto escalar se deduce la
importante designaldad de Buniakovski 1):

=, P 1<V @)V, v (6)

En efecto, para cualquier niimero real A,

I<@+ Ay, @ +hy) = (@ 2) +hiy, 2} +%(= p) +
+A Yy =(mx) + 2@ ) r+ . y) At = a + 2L 4 A2,

donde @ = (z, &), b = (, ¥), ¢ = (y, ). Vemos que el polinomio
cuadratico

a4+ 20 +eA* =20 (—oo<<h< o0)

es no negativo para cualquier A real. Por esta razén, toda su grafica
ostd situada por encima del eje &, y esto sélo es posible si ol diseri-
minante del polinomio es negative o es igual a cero, o sea, si b* —
— ac << 0. de modo que 5* <Z ae, con lo que obtenemos la desigual-
dad de Buniakovski (G).

Fn términos de componentes de los vectores « e y, la desigualdad
{G) puedo eseribirse asi:

| 3 aml< Y/ 2aV A @)

Por lo tante, para cnalesquiera niimeros reales z;, y; se verifica
la desigualdad (7).

fin virtud de (3), la desigualdad de Buniakovski puede escribirse
asi
Moy I<lz ||yl

Pero, entonces, existe un A dnico que satisface las desigualdades
—1 =" A <"1y tal que se verifica la igualdad exacta

@y ==rlz|lyl

Senalemos que en [0, x| la funcién cos ¢ admile una funcién inversa
uniforme y estriclamente decreciente con el campo de valores sobre
—1, 1]. Por esto, para todo A (—1 << A <C 1) existe un angulo
lnico w (0 < @ =< n) tal que A = cos . Por lo tanto, hemos demos-
trado la iguﬁdad

(x, y) = |= | |y cos w. (8)

El niimero  se llama dngulo formado por los vectores n-dimensionales
x ey, aunque en realidad, para n = 3 los vectores e y no son segmen-
tos reales sino abstracciones matemdéticas.

) V. Ya, Buniakovski (1804—1889), matemétice ruso.
4—0052
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Los vectores e y se llaman ortogonales si su producto escalar es
igual a cero:

n
T = zy=0.
( » ¥ } JE' 517
De (8) se deduce que, para que dos vectores no nulos x e y sean
ortogonales es necesario y suficiente que el dngule formado por ellos sea
igual ¢ w = % .

6.5. Desigualdad de Minkowski !
Sefialemos una desigualdad importante de Minkowski
lztpilzl+lyl @
o bien, en términos de componentes

V 3 wrir<ly Sa+) Zu )

Esta puede demostrarse asi:
lz+yPF=@+p s+ =@ +2n+H
Aplicando la desigualdad de Buniakovski (6), se tiene:

|24y P<(z, 2)+2V @ DV, -+, )=
=V o+ Vi n).

de donde se deduce (9). De (9) se deduce la desiguaidad
lel=lylI<|lz—yl (11)

lz|l=lz—y+yl<lz—gl+lyl
lgl=ly—z+z|<|z—yi+lz]

propLema. Hallar el dngulo formado por los vectores (1, 0, 1, 0)
v (1, 1,1, 1)

Nota 1. Un tonjunto arbitrario £, compuesto por elementos de
cualquier naturaleza , ¥, 2, . . ., %e llama espacio lineal, si existe
una ley segin la cual, para cualesquiera dos elementos =, y €E
estdn definidos unos elementos # + y € E y # — y € E, denomina-
dos suma y diferencia, respectivamente, de los elementos = e y,
y para cualquier mimero real o complejo @ y cualquier elemento
z € E esté definido un elemento ¢z = xa € E, denominado producto
de @ por , o bien, producto de & por &, de modo que se cumplen las
propiedades 1) — B) enunciadas anteriormente en el ap. 6.1, donde
—z=(—1)z y 0 =20z, Vz€E.

1) H. Minkowski (1864—1909), matemético alemdn.

pues
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R, se puede considerar como un ejemplo de espacio lineal, pero
también existen otros ejemplos interesantes. Por ejemplo, el con-
junto C de las funciones f, @, . . . . continuas en un segmento la, bl,
considerando que f - @, f — @, @f se han definido como f (2) +
+ @ (z), f(z) — ¢ {z), wf (), es un espacio lineal.

Un espacio lineal con el producto de sus elementos por niimeros
reales (o complejos) se llama espacio lineal real (complejo).

Nota 2. 8i en algin espacio lineal Z, a cada par de elementos
x, y se les ha puesto en correspondencia un nimero (2, y) tal que
se cumplen las propiedades enunciadas anteriormente a), b), ¢),
en el caso real, y a’), b'), ¢'), en el caso complejo, entonces se dice
que en E se ha introducido un producto escalar.

Anteriormente se dio la definicién de espacio euclideo r-dimen-
sional; éste es el espacio H, en el que se ha introducido el producto
escalar seghln las férmulas (5) & (5°), respectivamento.

i § 7. Segmento. Divisién
de un segmento en una razén dada

Tomemos unos puntos arbitrarios x, y € Ry y consideremos el con
junto de puntos (vectores)

a=hxr4+py, (hn=0, &4 p=1), 1)
determinados por los nlimeros no negativos A, p cuya suma es igual
a 1. Se tieno:

s=l—prtpp=r+tpp—z O<p<g) @
o bien,
=y 4+hw—p O<r1). 2"

De la igualdad (2) vemos que en el espacio tridimensional los puntos
z completan el segmento que une = e y. Esto se debe a que el radio

R 1
. 2

Fig. 11

vector z es la suma del vector x y del vector u (y — 2), el cual es
colineal con y — x (fig. 11). Por lo tanto, el conjunto de puntos (1)
representa un segmento [x, yl en By que une los puntos x e y. Para
4
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=0z=um para h =0 z =y, y para cualguier 4 >0 (u =
=1 — 2> 0) z os vn punto arbilrario de lz, ,;rll
Por definicién, se Mlama segmento [z, y) que une los puntos x,
y € R, al conjunto de todos los puntos £ de la forma (1). Se verifica el
TEOREMA 1. El punto

z=dz4tpy |} uz=0 Atp=1)

divide al segmento [z, y) que une los puntos x, y € R, en segmentos
cuya razin de longitudes es igual a p @ A

DEMOSTRACION. De (2) se deduce que z — & = p (y — ), por lo
que la distaneia entre los puntos = y z os igual a

lz2—z|=ply—2zh 3
Por otra parte, de (2') resulta z — y = A (¢ — y). ¥ por lo tanto,
la distancia entre los puntos z e y es igual a
lz—y|=Alx—y| (4)
De (3} y (4) se deduce que
lz—z|ilz—yl=p:h
como se queria demosirar.
rrosiEMA. Se pide hallar en el segmento lx, yl, que une los puntos
. i € R, un punto z gne divida este segmento en la razén p : g

(p=>0, g=0).
goLucion. Tomemos los niumeros

i = B
A= P
Estos cumplen las propiedades A, p = 0. & + p = 1, wfd = p/q. Por
esto, en virtud del teorema 1, el punto pedido es

= =ty
z=hz4py pd (9)
Sus coordenadas z = (g, . - ., %) 5 expresan mediante las coorde-
nadas @ = (T, « « 1y Ta)s ¥ = (Y1s - - +» Yn) POT las formulas
qz5+4py .
gy= e (=1 ey 1) ()

En particular, el punto medio del segmento se obtiene para p =
=g=1, o sea, para A = p = 1/2.

Sefialemos que, como se demuestra en la mecdnica, el punto z
determinado por las formulas (5) o (5') es el centro de gravedad del
sistema de puntos e y en los que estén concentradas las masas
g y p, respectivamente.

Obsérvese que en Ry, el conjunto de puntes

z=hx+puy, A+p=1,
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donde % y p son de signo arbitrario, representa la recta que pasa por
los puntos e y. Esto se ve en la igualdad (2').

En lo que se refiere al espacio B, (n > 3), este conjunto se llama
recta por definicidn.

EiEMPLO 1. Haéllense las coordenadas del centro de gravedad de
un sistema de puntos materiales z* = (z}, z¥, %) de masas p,
k=1, ..., M), respectivamente.

Aplicando las férmulas (5°) a los puntos @', 2% hallamos el centro
de gravedad z' de estos dos puntos. Luego hallamos el centro de
gravedad z* de los puntos z' y @* de masas p; -~ py ¥ Pa, Tespectiva-
mente. Continuando este proceso, después de (M — 1) pasos, obte-
Nemaos:

M

. :
B\ IO ST, 2 =
a Pt e pae El Py (1=1, 2, A

§ 8. La recta

El concepto de recla es primario en la geometria. De los axiomas de
geometria sabemos que por dos puntos pasa una sola recta y que por
un punto situado en upa recta dada se

puede trazar una recta unica perpendi- i L
cular a la dada. A

En el plano tomamos un sistema
rectangular de coordenadas (z, ¥) ¥y una
recta L no paralela al eje y (fig. 12). Por B e
el curso escolar sabemos que la ecuacidén /
de la recta L tiene la forma =

y=khz+1 1)
donde k = tg @ y o es el dngulo formado
por la recta L con la direccién positiva
del eje z, y les la ordenada del punto de interseccién de L con
el eje y (I = OB).

Cunando se dice que (1) es la ecuacién de la recta L, con esto
quieren expresar que L es el lugar geométrico de los puntos cuyas
coordenadas (zr, y) satisf la ecuacion (1), lo cual se observa fdcil-
mente en la fig. 12. E] punto 4 es un punto arbitrario (variable) de
la recta L euyas coordenadas son (z, ¥), BC =z, AC =y — 1, v

o x A

Fig. 12

k=tga=S=L, )

de donde se deduce (1). Reciprocamente, la igualdad (1) es equiva-
lenle a la igualdad (1"), y esta dltima expresa el hecho evidente de
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que el punto (x, y) estd sitnado sobre la recta L. En la fig. 12 el
dngulo 2 es agudo. En el caso de un dngulo obtuso « se pueden hacer
unos razonamientos semejantes.

Consideremos lu ecuacién

Az -+ By 4 ¢ =0, (2)

donde 4, I,  son ciertos nimeros y ademis, 4 y 5 no son simultd-
neamente iguales a cero.

Si B == 0, entonces la ecuacion (2) puede expresarse en la forma
siguiente:

A ’
y=—Fr—%¢ @)
o bien, haciendo

A ¢
k=—t, 1=~

en la forma (1), Como las ecuaciones (2) y (2') son equivalenles (ya
que cualguier punto (r, y) que satisface una de estas ecnaciones
satisface también la otra), la ecuacidn (2) para B 52 0 es la eeua-
cién de la recta que forma con la direccidn positiva del eje x un

fingulo @ cuya tangente es igual a — & (lg a = —A(B), v que se

corta con el sje y en el punto de ordenada —C/B ({ = —C/B).
Para B = (0 la ecuacidn (2) toma la forma

Az +C =0 (4 +0),

z=a f(a=—Cld).

Esta también es la ecuacién de una recta, pero paralela al eje y.
Es, precisamente, el lugar geoméirico de los puntos (z, ¥) cuyas
abscisas z son iguales a un mismo nimero a.
En la fig. 13 viene representada una tal recta
para a = 0.

De lo expuesto se deduce que la ecuacidn
(2), donde A, B, C son unos niimeres dados
v A ¥ B no son simultipeamente nulos, es la
ecuacién de una recta. 8i B 5= 0, esta recta no es
paralela al eje y. En particular, si 4 = 0 es pa-
ralela al eje z (y = —C/B). Si B = 0 o3 paralela
al eje y. Sefialemos que la ecuacién del eje x es,

Fig. 13 eviﬂantemaate. y = 0, mientras que la del eje
y es, z=0

La ecuacién (2) se Hama ecuacidn general de la recta. Cualguier
recta, situada arbitrariamente con respecto al sistema de coordena-
das, puede expresarse por una ecuacién de la forma (2) para valores
adecuados de las constantes 4, B, €. Subrayemos que los niimeros A

o bien,
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y B en la ecuacidn (2) de la recta no son simultdineamente iguales a cero.
El ntmero & en la ecuacion (1) ee llama coeficiente angular de la recta.

Resolvamos varios problemas importantes.

proBLEMA 1. Escribir la ecuacién de la recta con el coeficiente
angular k& y que pasa por un punto dado (g, V).

sorucion. La recta con el coeficiente angufar k tiene la forma

donde I puede ser enalquier niimero. Como el punto (ze, po) tiene
que estar situado sobre la recta dada, tiene que cumplirse la igualdad

Yo = kx, 4+ L (4)
Restando (4) de (3), obtenemos la ecuacién pedida de la recta
y— Y=k —=z) (3)

que pasa por el punto {z,, ¥,) y tiene ol coeficiente angular k.
PROBLEMA 2. Escribir la ecnacién de la recta que pasa por dos
puntos dados (z;, ¥;}, (Zq, ¥=). Se supone que los puntos son distintos.
SOLUGIGN. Supongamos que I, %= &, Entonces, evidentemente,
la recta buseada no es paralela al eje y, por lo cual, puede expresarse
en la forma

y— i =kz-—ax) ()

donde k es un nimero. La ecuacion (B) ya expresa que la recta pasa
por ¢l punto (z,, y,). Para que pase también por el punlo (zs, ¥a),
es necesario que se enmpla la igualdad

Yo — th = k (@ — ). )]
Dividiendo (8} por (7), obtenemos
Y= __ E=&
Ya—ih  Ta—E (BJ

Esta es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (zy, 1) ¥
(ztt ye)‘

Nota. Podria suceder que y, — ¥, = 0; entonces, formalmente
obtendriames la ignaldad

1 e L
¥ Tg—&y *

A pesar de lo absurdo de esta ignaldad, sin embargo, la escriben asi,
pues se considera que es muy comoda. Despejando, oblenemos una
igualdad verdadera

SREY | T ol S
y— =022 =0
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v bien,
¥ =M. (<)

El caso z; = z, = ¢ da lugar a la solucién = = .
ProBLEMA 3. Hallar el dngulo w formado por las rectas

y=hkz+h, y=rkz+1L

soLucion. Se tiene, & = ig o, &y = 1g oy, donde oy, @, son los
dngnlos respoctivos, formados por las rectas dadas con la direccién

Fig. 14

positiva del eje z. Entonces (fig. 14),

“ ig o, —1g o, Foy—ky
tglo = tg {oy — o) = THige o 1—:—&11&, ; (10)

y hemos obtenido la férmula para el dngulo formado por las rectas.
El caso 1 4+ kyk, = 0, o bien,

by —d (11)

expresa la condicidn de perpendicularidad de las reclas, La condicidn
de paralelismo de las rectas (tg w = 0), se expresa asi:

k= k. (12)
Escribamos la ecuacién (2) en la forma siguiente:
Az, + Adgzy + C =0, (2%

donde haremos r =g, y =, 4 = 4,, B=A, Para 4,50,
Ay 70, €40, la ecuacién (2') puede escribirse en la forma

_‘;L+.E§.=1, (13}
donde @ = —C/4,, b = —C/4,. Esta ecuacién se llama ecuacidn de

la recta esegmentariay. Esta recta se corta con el eje z, (la reeta x, = 0)
en el punto (g, 0) y con el eje z, (la recta =, = 0) en el punto (0, b).
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Si la recta que satisface la ecuaci6n (2’) pasa por el punto (&, z3),
entonces

A + Al + C = 0. (14)
Restando (14) de (2'), obtenemos
A (@ — 28 - 4, (z, —z) = 0. (15)

Esta se lama ecuacién de la recta que pasa por el punio (z}, z,).

Si se introducen los vectores A = (4, 4.), & = (2;, ), a’ =
= (z}, 23), entonces el primer miembro de (15) se puede considerar
como el producto escalar del vector A por el veetor x — z° Por lo.
tanto, la ecuacion (15) en forma vectorial se expresa asi:

Az —z% =0, (157

El vector  — x? pertenece a la recta L (fig. 15). Asf pues, en (15')
se observa quo elj vector A = (4, As) es ortogonal (perpendicular) a
Ja recta dada, con lo que queda establecido el significado geométrice
de los coeficientes A, ¥ A,

Consideremos dos rectas

Ay + Ay + € =0 (Ly), (16)
Byty + Dot + Co =0 (L) L]

Como los vectores A = (d4,, A,) y B = (B, B,) son perpendiculares
a las rectas (16) y (17), respectivamente, el angulo ¢ formado por las
rectas (16) y (17) es igual al dngule formado por los vectores Ay B
(fig. 16). El éngulo g se puede caleular por la formula

__ 4, B A B+ 4,8,y
CRPETATTET ™ VE+ AV B8 (a8

Nota. Si g es el dngulo formado por las rectas, entonces n — @
también es un dngulo formado por estas rectas. El niimero (18) puede
ser positive o negativo. Uno de ecllos corresponde al éngulo ¢ ¥ el
otro, al dngulo 1 — q.

De (18) obtenemos la condicidn de perpendiculoridad de L, y Ly
¢ = /2, cos g = 0):

A8y + A8y =0, (19)
Si las rectas [, y L, son paralelas, entonces los vectores A y B son

colineales y 4 = AB, donde A es un nfimero real. De aqui que la
condicién de paralelismo de rectas se expresa por la jgualdad

=g (20)
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Sea dada una recta arbitraria L en un sistema rectangular de
coordenadas (fig. 17), que no pase por el origen de coordenadas, ysea
@ una vector con el comienzo en el origen de coordenadas, perpendi-
cular a la recta L y tal que su extremo esté situado sobre la recla.
El vector @ determina totalmente la recta L {por el extremo del vector
a pasa una recta Unica perpendicular al mismo). Sea p la longitud
del vectore (p = |a [) y v = (cos a;, cos a,), el vector unitario que
lleva la misma direceion que el vector a. Aqui &, es el dngulo formado

Fig. 16 Fig. 17

por el vector @ (o el vector ¥v) y la direceién positiva del eje x;
(t=1, 2); cos*a; +ecos®ey =1 (cosa, = senc,). Denotemos
por & = (z;, z,) el radio vector (el vector de posicién) de un punto
arbilrario (un punto variable) dela recta L. La proyeccion del vector
sobre el vector unitario v, evidentemente, es igual a p, o hien, el
producto escalar del radio vector de un punto arbitrario = de la recta
L por el vector v es igual a p:

(2, ¥} =|vIpy z=p (21)

En resumen, hemos obtenido la ecuacién vectorial de la recta L, ya
que, reciprocamente, si el radio vector de un punlo satisface Ia
ecuacidon (21}, entonces ésto estd situado sobre L (un punto no situado
sohre L tiene una proyeccién sobre v distinta de p).

Si la recta L pasa por el origen de coordenadas, entonces su
ecuacién también puede expresarse en la forma (21), donde v es un
vector unitario perpendicular a la misma.

En coordenadas, la ecnacién (21) tiene la forma

zycosay + 230080y =p (p=0) 217
o bien,

Zycosoy + aysenoy =p (p=0) (217}
La ecuacion (217} (o la (21") se Nlama ecuacidn de la recta en la forma
normal.,

Si la recta L viene dada por la ecuacién general (2')

Az + Az, + € =10,
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entonces, ésta puede reducirse a la forma normal multiplicdndela

por el nimero
M=x1/V 4;+ 4, (22)

donde se debe tomar el signo contrario al de € (p = —MC =0).
El nimero M se llama jactor normalizader. Como

(MA)? + (MA,)* =1,

existe un dngulo Gnico 2y que cnmple las desigualdades 0 < &; << 2n
¥y tal que
MA, =cosay, MAd, = sena,. (23)

De este modo, obtenemos la ecuacién (21), donde p = —MC = 0.
Sefialemos una vez mds que el nimero p es igual a la distancia del
origen de coordenadas a la recta.

proBLEMA. Hallar la distancia d de un punto £° = (29, 2} a larecta
L dada por la ecuacitn

Ay + Agzy +C = 0. (24)
SOLUCION, Sea
(z, v —p=0 (25)

la ecuacién normal de la recta (24). Entonces, si ¢ 5= 0 se tiene que

p (p=>0) es la longitud del vector A gue une el origen de coorde-
nadas con la recta L, mientras que v es el vector unitario que lleva

la direccion de oA (p = IU-E |y % = 5;1."5), véase la fig. 18). Sea =
el radio vector de un punto arbitrario de L. Entonces, evidentemente
para hallar la distancia del punto cuyo radio vectores xz%a L, hay que
hallar la proyeccién del vector £ — z° sobre la direccitn del vector
v y tomar el valor absoluto de la proyeccibn:

d=|pry(e—a) |=|(x—a v|=
= | (= %) — {af’ vil=Ip—=( =@ v—pl

Queda demosirada Ia férmula
d=[{2° v)—p | (28)

Por lo tanlo, para obtener la distancia d, hay que reducir la
ecuacion (24) a la forma normal, trasladar p al primer miembro, sus-
tituir en el primer miembro &, y x, por las coordenadas correspondien-
tes 2§, x} del punto x° y tomar el valor absoluto de la expresién obte-
nida,

Mediante los coeficientes 4,, A4, C, la férmula (26) se expresa asi:

| Ay Ap2}+C | '
d= i 26
e (26")
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Para € = 0 sigue siendo valida la formula (26) y, por consignien-
te, también la férmula (26'). En este caso, p = 0, v es uno de las

x,l
L X
¥
[7] .
X-x¥
X
Fig. 18 Fig. 19

dos vectores unitarios que son perpendiculares a L (fig. 19). Ahora

d=|pryf@—a%|=[(v, e —2) | =

N =[(v,z‘}—(v.m“}]'=!(v,x“)|
o bien,

T ‘F'J‘iazgr
Vai+ A4

[}

o sea, resulta la férmula (26°) para € = 0.

Nota. En la fig. 18 se ohserva que, si el origen de coordenadas O y el punto
2" estén situados:
a}dh.acmdun mlamo Inrlo de L, entonces el dngulo formado por v y @ — o*
o yd=
) a d;stmlog ]adnﬂ do L, entonees el dngulo formado por v y & — 2° es
ohtuso y d = (2 v) -—lp
propLEMA. Hallar la distancia del punto (i, 1) a la recta 2z 4+

+Viy—V5=0.

LERE:T

§ 9. Ecuacién del plano

9.1. Ecuacién del plano en la forma normal

Tomemos en el espacio Ry, en el que se ha introducido un sistema
rectangular de coordenadas (z;, T,, ), un vector a con el origen
en 0. Tracemos un plano L por el extremo del vector @, que sea per-
pendicular a este vector (fig. 20). Denotaremos pora = (z;, 4, ;)
un punto arbitrario {un punto variable) del plano L. La letra =
denota también el radio vector del punto z.
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Sea p = || la longitud del vector a y
v = (C0S ¢4;, COS Gy, CO5 Og)

el vector unitario que Heva la misma direccion que a. Aqui ey, oy, &3
son los dngulos que forma el vector v con las direcciones positivas de
los ejes z,, Z,, & respectivamente,
Evidentemente, la proyeceién de cual-
quier punto & € L sobre el vector v es
una cantidad constante e igual a p:

@ vy=p (=0 (Y]

La ecuacién (1) también tiene sentido
para p = (. En este caso, el plano pasa
por el origen de coordenadas O (@ = 0)
y el wvector unitario v que parte del
origen O perpendicularmente a L en una
cualquiera de las dos direcciones posibles. Fig. 20
La ecuacién (1) es la ecuacién del plano L B
en la forma vectorial.
En coordenadas se escribe asi:

Z, 0080 + T, 0080, + Tzcosa3=p (p=0) 1)
y so Nlama ecuacidn del plano en la forma normal,

9.2. Ecuacién del plano en la forma general

Multiplicando la ecuacién (1) por algan nimero distinto de cero,
obtenemos una ecuacibén eguivalente de la forma

Ay + Agzg + Agzy + B =0, @

que detormina el mismo plano. Aqui los nimeros A, 4, 44 no
son simultédneamente iguales a cero. La ecuacion (2), donde los niime-
ros A;, Ay, A; no son todos iguales a cero, se llama ecuacidn del
plano en la jorma general.

Cualquier ecuacion do la forma (2), donde los niimeros 4, 4. Ag
no son simultineamonte iguales a cero, puede reducirse a la forma
normal multiplieindola por el niimero

M=21/V L4+ 4,

donde el signo se toma opuesto al signo de B. Entonces, el niimero
p = —ME resultaré negativo y la ecuacién (2) so transformard en la
siguiente ecnacién equivalente

MAwx, + MAz, + MAz2; =p. (3)

Aqui
(MA)? + (MA) 4 (MAGP? = 1.
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Esto muestra que el vector
v = (MAy, MA, MAy)

es unitario ({ v | = 1). Sus proyecciones sobre los ejes coordenados
son iguales a

MA, = cos a,,
MA, = cosa,,
MAy = cos oy,

donde &;, @y, @, Son los dngulos formados por el vector v con las
direcciones positivas de los ejes z;, x,, Z; respectivamente. En
virtud de las notaciones introducidas, la ecuacién (3) tiene la forma

T COSQy + 20080, +azcosa; =p (p=0), 3)

o sea, hemos obtenido la ecuacidn del plano (2) en la forma normal.

8i, dada la ecuacién de un plano en la forma general (2), se nece-
sita conocer su pogicidn respecto del sistema de coordenadas, resulta
suficiente reducir la ecuacion (2} a la forma normal, multiplicdndola
por su factor normalizador M,

De la propia ecuacién (2), sin hacer cdleulo alguno sélo se pueden
establacer dos hechos: 1) si B = 0, entonces ¢l plano pasa por el
origen de coordenadas, wientras que si B == 0, el plano no pasa por
el origen de coordenadas; 2) el vector 4 = (4,. 4,, 4;) es perpen-
dicular al plano, pues es colineal al vector unitario v= (MA,, MA,,
MAg). el cual es perpendicular al plano dado.

La ecuacién

Aty + Ay + 8 =0 4y
es up caso particular de la ecuaeién (2). In el plano (z;, z.) la ecua-
cifin (4) determina una recta, y en el espacio (z;, 1, Zs) es la ecuna-
cién del plano L que es perpendicular al plano coordenado (z,, z,)
¥ que pasa por esta recta. Cnalquiera que sea el punto (23, z,, zJ),
perteneciente al plano L, sus coordenadas z,, x, satisfacen la ecua-
cion (4) independientemente de la tercera coordenada z; que tenga.

La ecuacifn
A@y +B=0 (4,0 (5}
es un cago particular de la ecuaeién (4). Esta puede escribirse también
en la forma
z, =C (C= —B/4,). (')

La ecuacién (3') en el espacio (z;, 24, &) es el lugar geométrico de
los puntos (z;, . %s) que tienen la primera coordenada igual al
nimero €. Las coordenadas z,, z, pueden ser en este caso cualesquie-
ra. Esté claro que (5') determina un plano paralelo al plano coorde-
nado #,, z; (o es perpendicular al eje ;).
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9.3. Ecuacién “segmentaria” del plano

SiAd;s=0(i=1, 2 3)y B0, entonces la ecuacién (2) se puede
escribir asi:

e BT G L.
T to=1, (6)
donde a, = —B/A4, (i = 1, 2, 3). La ecuacién (6) se llama ecuacién

wegmentariar del plano.
Este plano (fig. 21) corta el eje Oz, en el punto (4, 0, 0), el
eje Oz, en el punto (0, @, 0) v el eje Ozy en el punto (0, 0, ay).

Fig. 21

Sugln sea la ecuacién (6) puede uno figurarse la posicién del plano
respecto del sistema de coordenadas.

9.4. Ecuacidn del plano
gque pasa por un punto

Si el punto z° = (20, 2%, z}) esti =ituade en el plano (2), entonces
sus coordenadas salisfacen la ecuacién (2):

8
Ei A+ B=0. )
Restando (7) de (2), obtenemos:
3
‘EIA:(-T:—IT}=D- 8)

La ecuacién (8) se llama ecuacidn del plano que pasa por el punto
29 = (z, 23, 2§). En forma vectorial la ecuacién (8) se escribe asi:

Az —a% =0, (&)

Como el vector x — a°, aplicado al punto 2%, pertenece al plano (2),
la igualdad (8') denota que el vector 4 es ortogonal al plano (2),
que es lo que se establecié anteriormente mediante otros razona-
mientos,
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9.5. Ecuacidn del plano
que pasa por tres punios
Sean dados treg punlos no situados en una recla
z! = (z}. 35 i),
a® = (23, 23, 23)
ot = (2}, 2}, Z)).
Se pide hallar la ecuaci6n del plano que pasa por estos ires pun-

tos. Por la geometria se sabe que tal plano existe y es Gnico. Como
pasa por ¢l punlo &', su ecuacién tiene la forma

Ay ey — @) + Ay (g — 23) + Ay (23 — 23) =0, (&
donde 4,, 4,, A3 no son simultineamenle iguales a cero. Ahora
bien, como también pasa por los puntos z*, x® tienen que cumplirse
las condiciones

Ay (23— 2 + Ay (23 — 2 + Ay (2 — ) =0, }

4, (23— ) + Ay (3 — 71) -+ Ay (15— ) = 0.
Formemos el sistema de ecuaciones lineales homogéueas respecto de
lag incognitas (s, 24, 2a):

(& — &) 21 - (2 — 23) 29+ (73— 3) 53 =0, }

(10

(25 —3) 23+ (B — B) 22+ (@5 — &) 23= 0,
(2] -2} 2y (& — 2D 22+ (25 - &) 2, = 0.
Agui x = (z,, %, Ty) es un punto arbilrario, que satisface la ecua-
cion del plano (9). En virted de {9) y (10), el vector no trivial 4 =
= (A;. A, A;) satisface el sistema (11}, por lo que ol determinante
de este sistema es igual a cero
T —2 Ty—xi Ty—a)
-zl zi—a; ai—xy|=0, (12)
H—@ BT BT

(11)

Hemos obtenido una ecuacién de la forma (¥), o sea, la ecuacién
de un plano; esto se comprueba ficilmente desarrollande el deter-
minante obtenido por los elementos de la primera fila. Ademds, este
plano pasa por los puntos &', =%, 2° como se deduce de las propie-
dades de los determinantes. El problema planteado queda resuelto.

La seuacién (12) también puede escribirse en la forma siguiente:

z & %y 1

oz o 1 '

p i i B L (13)
1

@4 %%
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El valor del determinante (13) no varia si de la primera, fercera
v cuarta filas restamos la segunda. Desarrollando el resultado des-
piugé)s por los elementos de la cuarta columna, obtenemos la ecuacidn
12).
9.6. Angulo formado por dos planos
Consideremos dos planos
Ayry + Ayty 4 Agzy = B=0, i
Az, + Azy+ Alas+ BI=0), (44)

Es sabido que los vectores A = (dy, A, ds) y A" = (4], 4}, 49
son perpendiculares a los planos dados, respectivamente, por lo cual,
el 4ngulo ¢ formado por 4 y A’ es igual al dngulo (diedro) formado
por estos planos. Pero el producto escalar es igual a

AL = |4 | [ A |cosq,

por lo que
AA’ Ay A Agdi L Ay
= —_— 1 3 33 L
V=TT VA araY A ()

Es suficiente considerar que 0 << ¢ << 7.

Sefialemos que, en realidad, dos planos gque se cortan foriman dos
angulos diedros g, ¥ ¢.. Su suma es igual a 7 {9 + ¢, = 7). ¥ sus
coseno= =on iguales en valor absoluto pero se diferencian en el signo
{cos @, = —c0s @,). Si en la primera ccuacion (14) se sustituyen los
nlimeros A, 4, A, por los niimeros —A;, —A; —A,, respectiva-
mente. entonces la ecuacion obtenida determinard el mismo plano,
pero en (15) el dngulo ¢ guedard sustituido por m — qu.

Evidentemente, la condicidn de perpendicularidad oe dos planos
(14) es cosqp = 0. o sea,

AA" = AJA] + A4 + Ad; = 0. (16)

Das planos (14) son paralelos si, y solo si, los vectoros A y A (per-
pendiculares a cllos) son colineales. o sea, que se verilican las con-
dicinnes de proporcionalidad
Ay Ay Ay :
EHmr S )
Si, ademds, se verifica la condicion ampliada de proporciona-
lidad
A _ A My B
A Ay Ay (18)

entonces, esto significa que los planos (14) coinciden, o sea, gque ambas
ecuaciones (14) determinan un mismo plano.

LB LEH]
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A pesar de que no se puede dividir por cero, sin embargo, resulta
cémodo escribir las proporciones simbélicas (17) o (18) con ceros en
los denominadores. Pera, entonces, si, por ejemplo, A; = 0, hay
que considerar que también A, = 0. O bien, si B’ = 0, enlonces

EiiMpLos. Las ccuaciones

20 + 4y +1 =10,
z+ 2%+ 5=0
determinan un par de planos paralelos, y las ecuaciones

2+ 4y 4+ 2=0,
z+2y41=0
un par de planos quo coinciden.

9.7. Distancia de un punto a un plano

Se pide caleular la distancia de un punto #° = (z], 23, 29 a un pla-
no L determinado por la ecuacidn

Aty + Agty + Agzy + B =,
Para cllo, reducimos la ecuacién de L a la forma normal:
{z,¥v)=p (p=0).

En la fig. 22 se observa que la diferencia # — 2 entre el radie veclor
de un punto arbitrario  del plano L y el radio vector del punto z°

Fig. 22

es un vector tal, que el valor absoluto de su proyeccién sobre v es
igual a la distancia buscada d de " a L:

d=|{x—2a% v) |
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Pero
(z—a% v) = (z, v) — (2" %) = p — (2% W),
¥. por comsiguiente,
d= 1@, ") —pl
Vemos que, para caleular la distancia d del punto z° al plano L
hay que escribir la ecuacion del plano L en la forma normal, trasla-
dar p al primer miembro y sustituir en la Gltima ecuacién  por 2.

El valor absoluto de la expresién obtenida es precisamente el nfime-
ro buscado d

Evidentemente, en términos de pardmetros del plano
g LA Aozl A28 4B |
VAT AT A3 :

Ficilmente se observa que si el punto 2%y el origen de coordenadas
estin situados a distintos lades del plano L (como en la fig. 22),
entonces el veclor & — x° forma con ¥ un dngulo obtuso y por ello,

d=—(x—2z%v)=(@% v) — p=>0.
Ahora bien, si el punto 2° y el origen de coordenadas estin situados
a un mismo lado de L, entonces el dngulo indicado es agudo y
d=(x—a° v)=p— (@ v) >0
Por consiguiente, en el primer caso (% v) > p, y en el segundo
% ¥) < p.
miEMrLo 1. La distancia & del punto (1, 1, 1) al plano L
z+ 2 +z=23
ez ignal a
de|EtBti=3 I
VIi+id1l =i, ymi o=t V6 '
En este caso, el punto (1, 1, 1) y el origen de coordenadas estan situa-
dos a distintos lados del plano L, va que M >0, y
lz - Y+ 3 — 3w, ympr ey =1 >0,

9.8. Problemas

1. Reducir a la Iorma normal las ecusciones de los planca

z—y+e=2 2¢—y-1/20:=10.

2. Hallar el dnguloe formadoe por los planos
z2+ytz=1y y=0
t—y+z2=2 ¥y z4+y+4+3=3,

3, Escribir la ecuacién del plano que pasa por los pun-

Lo g}. 0, 1), it, 0, 1), (1, 1, 0). B e
. Eseribir la ecuacién de la esfera con el centro en el origen de coordena-
das y que es tangente al plano
2 — By 4 Tz = 2.
5
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§ 10. La recta en el espacio

10.1. Ecuacidn de la recta
en la forma candnica

Consideremos en el egpacio una recta arbitraria L. Sefialenios en clla
un punto z° y un vector situado en la misma & = (@, 4y, @) =0,
aplicado al punto a° (fig. 23). Denotaremos por & un punto arbi-
trario (un punto variable} de la recta L. El
veclor @ — " se puede expresar en la forma
& — &% = ta, donde {es un nimero (un esca-
lar). 8i la variable real ¢ recorre el intervalo
{—oo, o), enlonces & = ' 4 ta recorre
toda la recta L. Por eso, se dice que la
igualdad

£ —2"=la (—oo<t< co) 1)

Fig. 23 es la ecuacion vectorial de la recta gue puasa por
el punto a° y que lleva la direccidn del vector a.
En términos de coordenadas la ecuacién (1) se descompone en
tres ccuaciones:
T — I;' =1lay,
2y — Ty = tag, (19
xg— oy = tay.
Eliminando entre ellas el pardmetro ¢, obtenemos las ecuaciones
de la recta (un sistema de dos ecuaciones)

ay—x{  xy—r}  xy—a2§ »
‘a. T wy ja, 3 (17

donde los niimeros a;, a4, @; no son simultdneamente iguales a cero.
Las scuaciones (1) se llaman ecuaciones de la recta en la forma cand-
nica.

Nota. Puede ocurrir que uno o dos de Jos nlimeros ¢, @, 2, sean
iguales a cero. Entonces, a pesar de todo, estd convenido escribir
las igualdades (1) con el cero o con los dos ceros en los demomina-
dores. En tal caso, esta expresion resulla simbélica, pero muy prée-
tica.

EJEMPLO 4, Las ecuaciones

z—4 y—2 :—3
1 v 2 @

determinan una recta en el espacio, gue pasa por el punto (1, 2, 3)
y lleva la direccién del vector (1, 0, 2}.
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Estasecvaciones se pueden sustituir por las equivalentes siguien-
tes:

y—2=10-g—1), 2@@—1)=z-—23,

y=2 z=2 +1. @

Por lo tanto, la recta considerada es la interseccién de los dos planos
que se determinan por las ecuaciones (2').
esempLo 2. Las ecuaciones de la recta

z—1 _ y—2 _ 2—3
g PRt )
son equivalentes a las siguientes:
y—2=0, z2—-3=0

10.2. Posicién reciproca de dos planos

Sean dadas las ecuaciones de dos planos
A+ Ay +Agz+B =0, (&)
Alg + Ay + Az + B = 0. 4
Si los coeficientes 4; de la primera ecuacién son respectivamente
proporcionales a los coeficientes A de la segunda, (4; : 4,: 4; =
= A;: A;: AJ), entonces los planos (3) y (4) son paralelos o incluso
coinciden (si se cumple la condicion A, : A, :A;: B =A]:A;:
1Ay B') (véase § 9, (17) y (18)). En caso contrario, los planos [‘3)
y (4) se cortan por una recta. En esle caso uno de los determinantes

4 A, 4 —43] Ay Ay
A A 4 4l |4 4
es distinto de cero. Para precisar, supongamos que el primero:
Ay 4,
o 4| ®

Entonces las ecuaciones (3), (4) se pueden resolver respecto de z, v,
obteniendo
T=as+ P-i}
i
y=pz-tv, @
donde @, P, p, v son ciertos nimeros. Las ecuaciones (6} son equi-
valentes a las siguientes:

St 3 o
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Vemos que con la condicién (5), las ecuaciones de los dos planos
(3), (4) detorminan una recta (7), o sea, el lugar geométrico de los
puntos cuyas coordenadas satisfacen Jas ecuaciones (3), (4). Esta rec-
ta pasa por el punto (u, v, 0) ylleva la direccin del vector (z, B, 1).
Los nlimeros &, f o uno de ellos puoden ser iguales a cero, pero enton-
ces las ecuaciones (7) tiemen cardcter simbélico.

zjEmeLo 3. Evidentemente, la recla determinada por las ecua-
ciones x = (I, y = 0 es el eje coordenado z. Se podia haber obtenido
este resultado operando formalmente. Se tiene,

z=10-2 y=0-z
de donde

o sea, hemos oblenido las ecuacioues de la recta que pasa por el ori-
gen de coordenadas (0, 0, 0) en direccién del vector (0, 0, 1). Estd
claro que esta recta es el eje z.

ereMrLo 4. Hallar el dngulo formado por las rectas

#i—al | m—al  a—a (8)
ay ay - 4y 7

y—2  #—1f _ 2a—if
by by by 9

Los vectores a = (4, @q, @g), b = (by, ba, by) estén situados
sobro las rectas en cuestién y, como convenimos, estdn aplicados
a los puntos &' = (z}, =z}, zl), a® = (2}, z}, z}), respactivamente.
Por ¢llo, el dngulo ¢ formade por estos vectores es precisamente ol
&ngulo formado por las rectas (8) y (9):

ayby + agby +agby

cosp= Tall®]

10.3. Problemas

1. Escribir las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —1, 0)
y s perpendicular al plano 2z +z — 4y = 7.

2. Escribir la ecuacion del plano que pasa por el punto (1, —1, 2)
¥ es perpendicular a la recta determinada por las ecuaciones 2z +
+3y=1, Iz—z=1.
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§ 11. Orientacién de los sistemas
rectangulares de coordenadas

11.1. Sistema bidimensional de coordenadas

En las figs. 24 y 25 estan representados sendos sistemas de coorde-
nadas (z;, z;). Estos sistemas son distintos; se dice que son de orien-
tacién contraria, En el caso de la fig. 24, mediante una rotacién del
eje x; en torno del punto O un dngulo 23 , se puede hacer coincidir

las direcciones de los ejes 7, y @, solamente si la rotacién se efectia
en sentido contrario a la del movimiento de las agujas del reloj.

Fig. 24 Fig. 25

Sin embargo, en el caso de la fig. 25 se puede conseguir esto sdlo si
se gira el eje z, en el sentido del movimiento de las agujas del reloj.
Trasladande como un s6lido, sobre el plano considerado, el sistema
de coordenadas representado on la fig. 24, resulta imposible (!)
hacerlo coineidir con el sistema representado en la fig. 25 de tal modo
que coincidan las direcciones de los ejes correspondientes.

En la fig. 24, asi como en la fig. 25, estd representado un par de
vectores no colineales @ y b, aplicados a un punto A. Trasladando
este par de vectores como un solido sobre el plano, podemos conse~
guir que el punto 4 coincida con el origen de coordenadas 0. Pro-
pongdmonos conseguir mediante una rotacion de cada uno de las
vectores @ y b en torno del punto O, que el vector @ tome la direccién
del eje z; v que el vector b resulte situado en el eje x,. Se exige que
durante este proceso los vectores @ y b permanezcan situados cons-
tantemente en el plano considerado y que el dngulo formado por
ellos no sea igual a 0 o a m. Evidentemente, siempre se puede con-
seguir esto. Primero giramos el sistema de vectores @ y & como un
s6lido en torno del punto  hasta que coincida el vector @ con la direc-
cién positiva del eje x;. Como los vectores @ y & no son colineales, el
veetor b resnltari situado en el semiplano superior o inferior. Después
giramos el vector b un éngnlo necesario para que quede situado en el
aje x,; en este caso, no se permite que el vector & se sitie sobre el
ejo #;. Por esta razon, paede ocurrir que la direcciéon del vector b
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coincida con la direccién del eje z; (esto es posible si el vector b
estaba situado en el semiplano superior), o bien, que el vector &
resulte dirigido hacia la direccitn negaliva del eje z, (véase la fig. 26,

b X,
v/
/ A ‘ .
xy r:ll\II x

Fig, 26

3

3
] r T

donde s¢ muesiea la dindmica del proceso). En el primer caso se
dice que ol par de vectores (a, b) estd orientado igual gue el sistema de
coordenadas (r;, &,), ¥ en el segundo caso, que la orientacién del par
(@, b) es contraria a la de (x,, x,).

11.2. Sistema fridimensional de coordenadas

Los sislomas reclangulares de coordenadas en el espacio z,, &, x4
representados en las figs. 27 y 28, también son distintos. Conside-
rando el sistema de coordenadas de la fig, 27 como un sélido, des-
pués de una traslacién adecuada del mismo, se puede conseguir que

h e
1 % £y A
i b
A % / S
/2/ - /"L_t e
£ * .
Fig. 27 Fig. 28

coincidan los ejes &, y &, de ambos sistemas. Pero la direccion posi-
tiva del eje x; del primer sistema no coincidird con la direceién posi-
tiva del eje x4 del segundo sistema. Se dice que los sistemas de las
figs. 27 y 28 son de orientacidn contraria. El sistema de la fig. 27 se
Nama sistema inverso de coordenadas (sinistrérsum), mientras que el
de la fig. 28, sistema directo de coordenadas (dextrorsum). Si un tor-
nillo con rosca de a Ja derecha (a la izquierda) se atornilla en diree-
cién dol eje xy. haciéndole girar segiin indica la flecha de la fig. 28
(fig. 27). entonces realizard un desplazamiento en esla direccidn,
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También se puede distinguir el sistema de coordenadas sogin la
signiente regla. Si desde algin punto del semieje positive Oz, se
observa la direccién positiva del semieje Oz,, entonces, el semisje
positivo Oz, puedo quedar hacia la izquierda o hacia 1a derecha. En
el primer caso, el sistema de coordenadas se llama sinistrorsum (Tig. 27),
y en el segundo, dextrdrsum (fig. 28).

Los vectores @. b, ¢ se llaman coplanares si estdn situados en un
plano o en planos paralelos.

Tomemos un sistema de vectores no coplanares @, b, ¢, aplicados
a un punto 4. Giremos el vector ¥ en ¢l plano de los vectoresa y b,
en lorno del punto A hasta que b resulte perpendicular a @. Nos
preocuparemos que duranie ol movimiento el dngulo formado por
@y bnunca sea igual a cero o a ;. Después de esto, giramos el vector e
en torno de 4 con el fin de que obtenga una direccién perpendicular
a los vectores @ y b. También tendremos cuidado qune el vector ¢
nunca se sitie en el plano de los vectores @ y b. Como resultado, los
veclorese, b, ¢ quedardn perpendicnlares entre si. Traslademos ahora
esta terna como un sélido al punto O y hagimosla girar en torno
del punto O con el objeto de que los vectores @ y b obtengan las direc-
ciones-de los ejes , y &4, rospectivamente. Pueden resultar dos casos:

1) que el vector ¢ tenga la direccion del semieje positivo z;;

2) que tenga la direccién opuesta.

En el primer caso, se dice que el sistema inicial do vectores
@, b, ¢ liene la misma orienlacidn gque el sistema de coordenadas xy,
iy, Zg, ¥y on el segundo caso, que la orientacidn es contraria (véanse
las figs. 27 y 28, respectivamente).

§ 12. Producio veciorial

12.1. Dos deliniciones de producio vectorial

Tomemos dos vectores en un sislema rectangular de coordenadas del
espacio real tridimensional

a = (ay, @y, ), b= (b, by, bs)
y Mamemos producto veclorial dea y b al vector
c=a ¥ b=|aXbl=(ab;—azb,) i+ (ash; —a,by) j -+
i ok
+(ayba—agh )tk = a, 4z a,l. (1
by by by
El dltimo término estd escrito en forma de un wedeterminante
generalizado» cuya primera fila consta de los vectores i, j, & (los
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vectores unitarios del sistema de coordenadas). En el segundo tér-
mino se muestra como se debe enlender este determinante generali-
zado (el determinante de tercer orden se desarrolla por los elemenlos
de la primera fila, como si i, j, & fuesen nidmeros).
Evidentemente,
la > (=b)] = —la % b).

El produeto vectorial de los vectores @ y b también puede defi-
nirse del modo siguiente:

1) sia y b son colineales, entonces su producto vectorial es igual
a cero;

2) sia y b no son colineales, entonces el vector ¢ es perpendicular
a estos veclores y, ademds, de tal modo que la orientacién del siste-

X3 Ay

| S
(i )
b [ PO -
s Ljf;:_ -
b

1) a

x / E

*p L]

Fig. 29

ma (@, b, €) sea igual que la del sislema de coordenadas dado. La
longitud del vector ¢ es igual a

lel=lallblseno (0<o<na) @

donde w es el dngulo formado por @ y b, o sea, la longitud de ¢ es
igual sgl' drea del paralelogramo construido sobre los vectores @ y b
(fig. 29).
Demostremos la equivalencia de las dog definiciones enunciadas.
Si el vector ¢ = 0, entonces de (1) se deduce que las componentes
de los vectores @ ¥ b son proporcionales:

@y :ag:ay =by1bgtby,

o sea, los vectorss @ y b son colineales; pero, entonces, el producto
vectorial tamhién es igual a cero segiin la segunda definicién. Reci-
procamente, si los vectores @ y b son colineales, entonces, segiin la
segunda definicién @ X & = 0. Como, en este caso, las componentes
de los vectores @ y b son proporcionales, resulta segin la primera
definicién que ¢ = 0.

Supongamos ahora que @ y b son vectores no colineales y sea ¢
su producto vectorial segiin (1). Estd claro que

{e, @) = (asby — aghy) a1 + (e3by — ayby) 0, +
+ (81, — agby) ag = 0
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y de un modo similar,
{e, &) = 0.

Asi pues, el vector ¢ es perpendicular aa y a b.

Demostremos que el sistema de vectores (a, b, ¢) tiene la misma
orientacién que el sistema de coordenadas (z,, ., ). Hagamos girar
continuamente los vectores @ y b en torno del punto O, calculando
siempre segiin ellos el vector ¢, pero de tal modo que @ y b sigan sien-
do todo el tiempo no colineales. Entonces, el vector ¢ siempre serd
distinto de cero (¢ 5= 0) y el sistema (@, b, ¢) siempre serd no copla-
nario. Realicemos unas rotaciones tales que los vectores a y b obten-
gan las direcciones de los ejes x, y x,, respectivamente, o sea, que
tengan la forma ¢ = (la 1, 0, 0), & = (0, lb |, 0). Esto siempre
puede conseguirse, ya que en e} caso dado ol plano de los vectores
a, b puede irar en el espacio. Pero, entonces, el vector ¢, calculado
segtn 1a formula (1) tiene Ja formac = (0, 0, | @ | | b ). Vemos que
finalmente lo- vectores {a, b, ¢) han quedado orientados igual que
los gjes (zy, %3, £3). Segin la definicién de orientacion (véase § 11),
entonces, el sistema inicinl @, &, ¢ tiene la misma orientacion que el
sistema de coordenadas (%, %o o).

" n resumen, el producto vectorial ¢ = a X b, definido segiin la
férmula (1), es un vector perpendicular a los vectores @ y b y el siste-
ma de vectorss (a, b, ¢) tiene la misma orientacién que el sistema
considerade de coordenadas z,, x,, Zj.

Todavia tenemos que demostrar la formula (2). Supongamos que
los vectorss @ y b forman con los ejes coordenados los dngulos oy,
@, 5 ¥ Py Par Pa, respectivamente. Como

a;= |alcosay, by=|bjcosh; (i=1,2 3),
resulta
[e 2= {@sby — @gbo)® + (@b, — arby)* + (@D, — axh)* =
= |a [ | b |® [{cos oy cos By — cosus cos Pa)* +
+ (cos &3 cos fi; — cos o, cos By)® - (cos @ cos Py — cOS &y COS Bél=
= la [*| b | [(cos® &, + cos® &g + cos® @g) X
X (cos® By + cos® Pa - cos® fg) —
— (cos oy c0s Py -+ cos ay Cos Py + cos ay cos Pa)*l =
=lalP|bpEll-1 —cos*al = |aP|b|sin’e

donde w es el fngulo formado por los vectores a y b

3
(cosw= Ejl coserycosPy).
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Asi pues, hemos demostrado (2).

Por lo tanto, hemos demostrado completamente que de la defi-
nicién de producto vectorial segiin la férmula (1) se deduce su segunda
definicion.

Reefprocamente, si un vector se determina segin la segunda defi-
nicién, ontonces, ésto es Gnico, ya que $6lo puede haber un vector
que sea perpendicular a @ y a & y cuya longitud sea igual al drea
del paralelogramo construido sobre @ y & de tal modo que el sistema
(@, b, ¢) tenga la misma orientacién que el sistema (z;, @y, @y).
Pero, entonces, éste es el vector ¢, determinado segin la formula
{1), puesto que, como ya homos comprobado, este dltimo posee las
propiedades indicadas.

Seifialemos una vez mas que la condicién @ X b = 0 es condicidn
necesaria y suficiente para que los vectores @ ¥ b sean colineales.

12.2. Significado geométrico
del determinante de segunde orden
Consideremos ahora especialmenle dos vectores no nulos
a = (ay, az), b= (. by} (3)

en un sistema rectangular de coordenadas (x,, z,) (figs. 30, 31).
Vamos a considerar que el plano en cuestién esti situado en el espa-
cio y agreguemos a los ejes &;, ¥, un eje z, perpendicular a ellos. Los

A

X3

Xs

Fig. 30 Fig. 2

vectores @, b tendrin ahora las coordenadas
= {all ay, 0): b= (bh b,, 0)
y su producto vectorial serd igual a

ay &
c=axb= B 5zlk' (4)

donde k es el vector unitario del eje z;. Por definicién de producto
vectorial, el sistema (a, b, ¢) estd orientado igual que el sistema de
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coordenadas (x,, xs, ). Por esto, si el determinante
a; @
by by

el sistoma de vectores (@, b) tiene que tencr la misma orientacidn
que cl sistema de coordenadas (z;, %,). Pero si el determinante

=0,

e, a,
b by

1a orientacién del sistema (e, b) es contraria a la de (x;, @,). En la
fig. 30 estd representada la posicion de los vectores (@, &) en el pri-
mer caso, y en la fig. 31, en el segundo caso. También sabemos que
el firea del paralelogramo construido sobre los vectores @ y b es igual
a (véase (4))

<0,

a; ay
SIS s |
o sea, es igual al valor absolute del determinante
a4 a, -
A=l bl )

Asi pues, hemos demostrado que:

1) el valor absoluto del determinante (5) es igual al érea del pa-
ralelogramo construido sobre los veclores @ = (ay, a,) y b = (by, by);

2) el signo del determinante (5) depende de posicion de eslos vec-
tores respecto del sistema rectangular de coordenadas (xy, ).
Al signo + le corresponde un sistema (e, b) de la misma orientacion
que {(x;. &), v al signo —, de orientacion contraria.

12.3. Propiedades del producto vectorial
Se verifican las propiedades siguientes:

a X b= —Ib X al, (6)
a ¥ {ab) = ala X b, (T
ax (b +c)=Ilaxbl+laxel 8)

donde @, b, ¢ son vectores arbitrarios y @ es un escalar.

Estas igualdades se obtienen fdcilmente expresando los produc-
tos vectoriales que figuran en (8), (7) y (8) mediante las componentes
de los vectores

a = (8;, @, g)y b = (by, by, b3)y €= (cy, €0 3}
seglin la formula (1)



78 § 12. Producio vectorial

Las férmulas (6) y (7) también se deducen ficilmente mediante
razonamientos geométricos. Sean @ y b unos vectores no colineales.
Si en el producto vectorial so permutan a y b, entonces el drea del
paralelogramo construido sobre los vectores @ y b, asi como la per-
pendicnlar a @ y a B, no varian. Solamente cambiard la direccién
de ¢ = a x b por la opuesta, Io que implicard el cambio de orienta-
citn do la terna (a, b, a * b).

La multiplicacién del vector & per un nfimero positive « sola-
mente implica el aumento del drea del paralelogramo, construido
sobre & y b, & veces, mientras que la direccién del producto vectorial
permanece invariable., 8i a << 0, se tiens

aX @) =axX(—la|b=]allex(-b=
=—|a|le X b =ala x bl

Obsérvese también que de (6) y (7) se deduce gue
faa) X b= —Ib X (@a)] = —a b X al =« la X Bl

giemeLo . Hallar el 4dngulo 4 del tridngulo ABC con los vérti-
ces A=(1,2,3),B=(2.2,2,C=, 2, 4.

Denotemos por w el dngulo buscado. Por lo tanto, o es el dngulo
formado por los vectores AB y AC. De la segunda definicion de
producto vectorial, so tiena

-"—9) —
senmmﬁ_,——g—if—]‘
| AR | AC |
donde
- —_— —_— p— —_—
AB=(1, 0, —1), AC=(0, 0, 1); |48|=)"2, }4C|=1,
i i k
—_— —
AB x AC =1 0 —1|=_j.
00 i
De agqui
-4 i I
senr.o—v-i-—, w=—ry @=-p,
Como

—_— -— — Enid
BC=(—1,0,2) y |BC|t=5>|AC|P+]|AB{*=1+2=3,

hay que tomar o = 3n/4.
Observacién, i en el tridngulo ABC el dngulo 4 es recto, entonces

H?C’ 2= BC* = AC® + AB* si A es un éngulo obtuso, entonces
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BC? > AC?* 4 AB%si A es un dngulo agudo, entonces BC? << AC® 4-
+ AB%.

ErEMrPLO2, (de mecdnica). Sean dados dos puntos 4 y B. Al pun-
to B ha sido aplicada una fuerza, determinada por el vector F.

Fig. 34a

Hagamos a = AB. Se llama momento de la fuersa F respecto del pun-
to O al producto vectorial del vector @ por el vector F

b=axF

a5
{véase la fig. 3a, 4D = 55)‘

El vector b (el momento de la fuerza F) es perpendicular a los
vectores & ¥ F y su longitud es igual al drea del paralelogramo cons-
truido sobre los vectores @ y F. La direccion del veetor b depende
del sistema rectangular de coordenadas que se tome en este problema.

Ev la fig. 31a se ha tomado un sistema de coordenadas sinistrér-
sum. La direccion del vector & s¢ ha tomado de tal modo gue los
vectoros @, F. b también formen un sistema de sinistrorsum.

§ 13. Producto vectorial-escalar
[mixto)
Se Nama producto vectorial-escalar (producte mirte) de los veclores

a, b, ¢ en el espacio real tridimensional, a un escalar que es igual
al producto escalar del vector @ > b por el vector e:

(@ >t b) e = (a,by— azby)e, + (ashy — ayby) o4

G 683 0O
+fa|"’z_“zb1}’-’a= E’1 by b! - (1)
€ €3 G

En virtud de la definicion del producto escalar,
@ X B)e=|aXb|paac = (la|]b]sen o) praxe.
Por esto, evidentemente, también se puede decir que el producto

mixto (@ X &) ¢ es igual al volumen del paralelepipedo construido
sohre los vectores @, b, e, pero tomado con el signo 4 6 — segiin
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que el sislema de vectores @, b, ¢ tenga la misma orientacién que
el sistema de coordenadas x;, x,, ;0 la orientacién contraria, Sefia-
lemos que | proyse | es igual a la altura del paralelepipedo.
Se verifican las igualdades
wxble=fexab=(bxca, (2)

que se deducen ficilmente de las propicdades del determinante (1).
Si os veclores &, b, ¢ estén siluados en un plano, entonces

(@ X bye = 0,

puesto que @ X b es perpendicular al vector e. Heciprocamenle, si
(a % b)e = 0, entonces el vector ¢ es perpendicular al vector @ » &
¥, por consigniente, estd situado en el plano de los veetores @ v b,
o hien, en un plano paralelo a este plano.
Por lo tanto, la condicién
faxbe=0
es necesaria Y suftciente para que los tres vectoresa, b, ¢ sean coplanares.
miempro . Hallar la condicion para que cuatro puntos pertenez-
can & un plano.
Sean dados cuatro puntos A; = (z;, ¥ z) (=1, 2. 3. 4).
Si estos puntos estin situados en un plano, entonces los vectores
—y — —~
Aydg, AjAdy, AA, también estén situados en este plano v, por con-
signiente, su producto mixto es igual a cero:
Ta— Iy Yo—lh 25 .
(A Ay X Ay A A = |a3— 2, Ya—Yy 23—z, =10,
Ba—% Wi—H &H—5
Esta es la condicién para que cualro puntos pertenezean a un
plano (comparese con el § 9, (12)),

§ 14. Sistema de veciores
linealmente independiente

Consideremos en R, (real o complejo) un sistema de k vectores

a® = (B, Gogy - - - @sn) (=1, ooy K. )
Por definicion, este sistema es linealmente independiente, si la ipualdad
vectorial

hat +hga? 4 ... FAat =0, 2
donde Ay, A, ..., Ay son unos niimeros (reales o complejos, res-
pectivamente), implica que
M=k=...=k=0
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El sistema de vectores (1) se llama linealmente dependiente, si existen
unos nimeros Ay, Ag, . .., Ay, no simultineamente iguales a cero,
tales que se verifica la igualdad (2). Si, para precisar, consideramos
que Ay 5= 0, entonees, de (2) se deduce que

at=patt .. ety @)
donde A
X AR
W= —f' se-y Ppyg=— 1: !

For lo tanto, si un sisteme de k vectores es linealinente dependiente,
entonces. uno de ellos es una combinacidn lineal de los demds, o como
suele decirse, depende de los demds.

Coino siempre vamos a tratar de la dependencia lineal, a veces,
omitiremos el vocablo lineal. También diremos que los vectores son
dependientes o independientes, en lugar de decir que el sistema de vec-
tores es dependiente o independiente

Un veclor a' tambidén forma un sistema, que es linealmente inde-
pendiente si al == 0, v dependiente si a' = 0.

Si un sistema de vectores a', .. ., @" es linealmente indepen-
diente, entonces cualguier parte de oste sistema a', . . ., a* (s<< k)
tamhbién es linealmente independiente. En caso contrario, existiria
un sistema no trivial de niimeros &, . . ., A, tales que se cumpliria
la igualdad

ha' - ..+ e =10,
k-s veces

.,
pero, entonces, para el sistema A, . .., A, 0, .. ., 0, que tampoco
es trivial, se verificaria la ignaldad

Ma' + .. 4 bt + 0a L+ 0at =0,

De todo esto se deduce que, si un sistema de vectores a', .. ., a'
es linealmente dependiente, entonces, cualquier sistema completado
ad et e Lt

posee la misma propiedad. En partienlar, el sistema de veclores que
contiene el vector nulo siempre es linealmente dependiente.
Formemeos la matriz delerminada por el sistema de veetores (1)

Byy  Bpg ovs Gy
TEOREMA L. Si rango 4 = k, o sea. que el rango de A es igual al
nimero de vectores, entonces el sistema (1) es linealmente inds pendient
Si rango A < k, entonces el sistema (1) es linealmente dependiente.
He0852




&2 & 14, Sistema de vectores linealmente independiente

eiemrLot. Dos vectores @' = (a5, a;4), a® = {2y, a;,) en el
espacio real R, forman un sistema linealmente independiente si el
determinante

Gy Gyg
b= '
B B
puesto gue la ecuacién vectorial
hat 4+ hga®=0 (4)y

es equivalente a dos ecuaciones para las componentes correspondien-
tes

anhy +anhy =0, @)
¥ o,
Qyahy T 2yh, =0,

Pero si A == 0, entonces el sistema (5) admite inicamente la solucidn

trivial
Mo=2y=0. ®)

Si A = 0. entonces las ecuaciones (5) tiene solucion no trivial (A, A,),
de modo que si A = 0, el sislema de vectores a!, a® es linealmente
dependiente.

Evidentemente, decir que en fi, los veclores &' y a® son colineales
o linealmente dependientes, es lo mismo. Pero, entonces también
es lo mismo decir que los vectores a' y @® no son colineales o que son
linealmente independientes.

ciEmpLo 2. Un sistema de veclores a', @, . ... e" (k2= 3) en
el espacio real R, siempre es linealmente dependiente. Geométrica-
mente esto esti claro de la fig. 32: si ¢ es un vector arbitrario ya, b

ha

Fig. 32

son vectores no colineales, entonces siempre se pueden sefialar unos
ntimeros A y p, tales que
¢ =Aa + pb.

Esto muestra que el sistema @, b, ¢ es linealmente dependiente.
Ahgra bien, si @ y b son vectores colineales, entonces son linealmente
dependientes, ¥ por lo tanto, también son linealmente dependientes
los vectores a, b, o,
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Segin el teorema 1, para estudiar un par de veclores a', a® hay
que escribir la matriz de sus coordenadas

oy
Gy Gy
En el caso considerado, k = 2.

a) 5i rango A =1 <2 = k, entonces el teorema afirma que
los vectores a', a® son linealmente dependientes.

b) 8i rango A = 2 = k, entonces los vectores @, a* son lineal-
mente independientes.

Esto coincide con las deduceiones hechas anteriormente, ya que
en este caso, a) A =0, b) A == 0.

Del teorema también se deduce que tres vectores arbitrarios
a', a*. @* en R, son linealmente dependientes, pues

rango A <2< 3="hL
srEMPLo 8. En el espacio real tridimensional R,, dos vectores
al = (4, @)y, Gyy), @° =[Gy, Gyq @59)

A=

son linealmente dependientes si, y s6lo si. son colineales.

En efecto, supongamos que al, a® son colineales. Si uno de los
vectores dados es nulo, entonces estos vectores son linealmente de-
pendientes. Si a' y a® son colineales y no nulos, entonces

a! = ha®,

donde A es un nimero. Esto witimo significa que &' y «? son lineal-
mente] dependientes.

Reciprocamente, si @', a® son linealmente dependientes, entonces
uno de ellos depende del otro. por ejemplo,

@' = pa',
o zea, que los vectores son colineales.
Si consideramos la malriz

2 G fhy

A=

Qpy  @ap gy
entonces los elementos de las filas son proporcionales, por lo cual,
rvango A =12 =1F,

o sea, la afirmacién que hemos hecho concuerda con el tegrema 1.
raripLo & Consideremos ahora tres veclores en Ry

It

= (g Gyg Gy,

3
a® = (1, g4, Gg),

(@g1y gy, @)

&+
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Sea
@y @y dyy
A=|0y Gzz Gg.

8y @ On

La ecuacién vectorial
laa' + ket + hga* = 0 (b}
es equivalente al sistema de tres ecuaciones
By A Ayyhg +ayhy =0,
Aygh @by 4 a5hs =0, ()
yahy + Goghy -+ agehs =0,

Si A == 0, entonces el sistema (7') tiene Gnicamente la solucion
trivial A, = &y = &y = 0. Pero, entonces, la ecnacibn (7) tiene tam-
bién inicamente la soluecién trivial, y el sistema de vectores a', a*, a®
es linealmente independiente.

Si A = 0, entonces el sistema (7') y, por consiguiente, también
la ecuacion (7) admiten solucidén no trivial (hy, A, As). Pero, enton-
ces, el sisterna de vectores (a', «® a®) es linealmente dependiente.

Pero aqui se puede detallar mas:
1) Sea rango 4 =1, donde

Gy My Gy
A=y dy oy
Gy Gy Qg
Entonces al menos una de las filas de 4, supongamnos para procisar

que la primera, tiene siquiera un eleraento no nulo. Consideremos
la matriz

@y Gy Gy
Gy Gz Gy

Esta es de rango 1, ya que todos los determinantes de segundo orden
engendrados por ella son iguales a cero:

A= (8

Gy Gra| |9 8y} |G Q43
@y Gy T T
Pero, entonces, evidentemente, las componentes de los vectores
a* y a* son proporcionales

=0,

Bzy Gy

B T .
an o ] Lt
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o sea,
@y = aph, Qg = Gigh, Gy = Gygh
o bien,
a® = hal,
Similarmente, teniendo en cuenta que en la malriz

A= By Gz Oy

Gy Gy @Oy

todos lo: determinantes de segundo orden también son iguales
a cero, oblenemos que
a® = pa',

donde p es un nimero. Asi pues, en esle cago Jos vectores a', o, a*
son colineales.

2) Supongamos ahora que range A4 = 2. Enlonces una de las
matrices compuestas por dos filas de la matriz 4 es de rango 2. Supon-
gamos para precisar que es la malriz 4’ (véase (8)). En wvirtud
del ejemplo 3. los vectores a' y @® son lincalmente independientes.
Pero ¢l sistema a', ¢*, a® es dependiente, o sea, que para cierta terna
no trivial de] niimeros (A;, Rs. hg)

hat 4+ hat -+ ha' = 0. ()]
Aqui Ay == 0, pues en caso contrario tendriamos ha' + ha* = 0,

y en virtud de la independencia del sistema a', a®, resultaria &, =
=}, = 0. Pero, entonces. en la igualdad (4) se puede despejar a®:

A A
cE 1 mau® = =L = R
av={L 8" pt®, ;T 3 reall

Asi pues, si A = 0y rango A° = 2 (véase (8)), entonces los vectores
a' ya? son no colineales v el vector @® estd situado en el plano de eztos
vectores.

Los razonamienlos expuestos no coniradicen al teorema 1. En
efecto, si A %= 0., entonces rango 4 = 3 = k y segiin el leorema 1,
el sistema de vectores a', a*, a® es linenlmente independiente. Ahora
bien. si A = 0, entonces rango 4 << 3 y el sistema de vectores
al, a*, a® es linealmente dependiente.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. La igualdad vectorial (2) es equi-
valente a las siguienles n ecnaciones para las componentes de los
veclores:

Rylyy + Rollay + oo Rpay =0,
Mgt Agtlgs + oo+ Appa =10,

)

Ry Rz koo F Ay =0,
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Sea rango A = k. Entonces, evidentomenle, & = n. Existe un deter-
minante no nulo de k-ésimo orden engendrado por la matriz A. Sin
restringir generalidad, se puede suponer que éste es el determinante
de los coeficientes de las primeras & ccuaciones del sistema (27):

Myt o T Rha =0,
T R R e (10)
M+ oo 2 A =0,
Gpy - Bpy
aiia e e Z0.
Ty -0 T

Como el determinante del sistema homogénco (10) es distinto de cero,
éste =lo admile solucién trivial
M=h=...=x =0

y el sistoma de vectores (1) es linealmente independiente. En este
caso, el teorema queda demostrado.

Supongamos ahora que rango A = s < k. Reord la i6
de las variables &; v do los coeficiontes ayy del {2') de tal modo que sea
By« s G951
e = 0.
dyg -+ - Ban

Entonces, el sistama de las primeras ¢ ecuaciones puede escribirse asi:

Ak ek ™ —8eyr, thari— - - —8h1h R }

ashy oo ek = — sy, shas— oo —2hshpe

Haciendo hypq = . . . = &y = 1, en el sistema dado se ?ueden despejar Ay - . -
v+ .y g Asi obtenemos ana solucidn no trivial de las primeras ¢ ecuaciones @)

Apy oo By (11)

Abora podemos afadir a estas s ecuaciones cualesquiera otras k — s ecuaciones
de'(2') ¥ el sistema obtenido tambidn tendré como solucién el sistema no trivial
hallado. Para explicar esta afirmacién, escribamos formalmente el sistema (2°)
del modo siguiente:

R8st oot Apany +hiar 0 + oo A-hn-0=0, }
e i A e T e % e W ke Y {2
hagn+ P hpdpn e 04 oo hn U=,

La matriz de los coefici da las 1 btenidas también es de rango s,

asf como la matriz ampliada (jeon ceros a la derechal). Las pri s
del sist (2') se satisf; por los na ballados &y, ..., & (véase (11))
¥ por cualesquiera nimeros ypy, « » -y hpe B0 virtud do la afinnacién 2) §4
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}rag]a ra la resolucién de un sistema), los nimeros A, . . ., &, también satis-
acen las demis ecuaciones del sistema (2), o sea, los ndmeros A, .. .,
(no todos iguales a cero) satisfacen las demds scuaciones del sistema (2).

Asi pues, los vectores @, . . ., @t son linealmente dependientes y el teo-
rema queda demostrado también en este caso.

§ 15. Operadores lineales

Tomemos una matriz cuadrada arbitraria

Qyy oo Gy
A=ayll=| -+ |+ (1)
Gny +o - Bpp

La matriz 4 se puede considerar como un operador que pone en corres-

pondencia a cada vector & = (&, . ... Zy) € R, un vector y =
= (Y1, - - -» Un) € A, cuyas componentes se calenlan por las for-
mulas

= apdy+ o apdy,

i e e e e 2)

Fa=0n T+ .. +85nTy,
o abreviadamente,

"
y==)_.1lai,:r, (imt, ooy B), 2"

o sea, la i-ésima coordenada del veclor y se expresa mediante la
{-6sima fila de la matriz A. Esle operador lo escribiremos abreviada-
menle asi:

y = Az (2, y €M) 2"

En particular, en el caso del espacio unidimensional R, los vec-
tores x ¢ ¥ son niimeros, ¥ el operador (2) se convierte en la funeidén

§ =ty

Nota 1. Si a,; v, wmés adelante, by, son nimeros complejos,
entonces hay que considerar que 72, es el espacio complejo. Pero si
ay by; son nimeros reales, entonces A, puede ser un espacio real
o complejo.

Bl operador (27) es lineal. Esto significa que cumple la propiedad

A (ar + pa') = adx + pdx’
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ara cualesquiera vectores x, &' € R, y cualesquiera niimeros e, .
E font nY¥ q
n etecto,

n n
’2 a;y(axy+paj) = 3 “u-‘:ri'ﬂg aygei (=1, ..., n).
=1 =1 1

Si las matrices 4 = || ay; || y B = || by, || son iguales, o sea, que
sus elementos correspondientes son iguales, ay; = by, entonces
éstas determinan operadores idénticamente iguales:

Az = Bx, Va € R, @
Beciprocamente, la igualdad (3) implica que
=20y ElI=1,... n),
o sea, la igualdad de las matrices 4 y B (4 = B). Esto se comprueba
facilmente haciendo en (3)
om0, .00 0,3, 0, 000 0),

donde en el l-ésimo lugar estd la unidad ({ =1, ..., n).

Por lo tanto, a distintas malrices 4 les corresponden distintos

operadores; si dos matrices 4, y 4, se diferencian al menos en un
elemento, entonces, necesariamente existe un vector z tal que

Ayr e Aoz,

Supongamos que, ademis de A, se ha dado otro operador B, deter-
minado por una matriz coadrada de n-ésimo orden

B = buy |l

A cada veclor & € R, le corvesponde mediante el operador A un vec-
tor y € R,. al cual, medianle el operador B, le corresponde un vec-
tor z cuyas componentes se caleulan por las férmulas

=2 by (k=1.....n)
i=1
Como resultado, obtenemos un operador lineal compuesto
z=BAx (z€Ry), (4)
donde

n n n n n n
o= gl bt = 'E’ byy ’2’ Gyy%y = i@l (2 bm“u) Ty = 521 TuaTy

con la matriz || yx; ||, denominada preducto de las matrices B y A
¥ que se denota por

BA = Iy i )
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giendo
i
Yoy = 2] byay (ky j=1, ..., n). (6

Por lo tanto, para oblener el elemento v de la matriz BA (pertene-
ciente a su k-ésima fila y j-ésima columna), hay que multiplicar los
elementos de la k-ésima fila de la matriz B por los elementos corres-
pondientes de la j-ésima columna de la matriz 4 y svmar los resul-
tados.

El determinante de la malriz BA es igual al producto de los deter-
minantes de las matrices B y A:

|BA | = |84 ] @

Esta propiedad se deduce de Ya férmula para el producto de deter-
minantes (véase § 2, propiedad j)).

Supongamos que el determinante de la matriz del operador A
(véase (1)) no es igual a cero:

A= la|#=0
En este caso (véase § 4. leorewma 1), el sislema de ecuaciones 2) o,
lo gue es lo mismo, la ecuacién operacional y = Az admile splucion
Gnica x € I, para cualguier y € R,. Ademas, las férmulas por las
que se halla & para un y £ R, dado, licnen la forma

x_,=’§‘b,,y_‘ (j=1, ...y n). (8)

Agui
bje=Agls (s i=1...7n) (©)]
{véase § 4, (3")), donde 4, es el complemento algebraico (el elemento
a,; en el determinante A.
Por cierto, ahora slo es imporiante seiialar que los nimeros by,
son los elementos de una matriz

B = | bs v
que posec las siguientes propiedades interesantes:
BAx=x, VzcR,, (10)
ABy=y. Vyell,. (11

En efecto, un veclor arbilrario € Ry se lransforma mediante el
operador A en un vector y, que a su vez se transforma mediante el
operador # nuevamente en . Por otra parte, a cada veclor ¥ € R,
le corresponde mediante el operador B (véase (8)) un vector x tal
que Ax = y.
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Evidenlemente, en la igualdad (11) se puede suslituir y por cual-
quier otra lelra, por lo que hemos obtenido la identidad

BAx = APx = «, Vr.

El operador & = F2. ¥V & € 1, se llama operador unidad. La matriz
correspondiente tiene la forma

1 0...0
& S QTR |

B=

¥ se llama matriz unidad. Hemos demostrado que
AB = BA = E.

El operador /# que posee esta propiedad se llama inverso del opera-
aor A y se denola por A-'. Respectivamente, su matriz se llama
matriz inverse de la malriz 4 y también se denola por 4-', Los ele-
mentos de la matriz A=! se hallan mediante los slementos de la
matriz A por las formulas (9).

Hemos demostrado que, si el deferminante | A | de una mafriz
cuadrada A es distinto de cero, entonces existe lu matriz inversa A=",
Por Io tanto, para 4-! se cumple la propiedad

A4 = A4t =F,

Si el determinante de la malriz 4 es igual a cero (| 4 | = 0),
entonces ésta no tiene malriz inversa. Es suficiente sefialar que, en
este caso la ecuacidn y = Ax no tiene =olucidén para cualquier y.
Sin embargo, la propiedad A4-'y = y, si se cumple, aficma que
a cada i € B, le corresponde (mediante el operador A-') un x tal
que es la solucién de la ecvacion y = A=z,

Nolta. La operacién de multiplicacion de matrices se puede gene-
ralizar también a las matrices no cuadradas 5 y 4, siempre que ¢l
niimero de columnas de la matriz B sea igual al niimero de filas de la
matriz 4. Entonces la multiplicacién de las matrices se efectia
segln unas férmulas semejantes a (6). Por ejemplo, si

1 23 11
3=(o ; a), A=(o 1),
001 Lo

4 3
BA=(0 1).
10

entonces
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En este caso, el producto AB carece de sentido, ya que la ma-
triz A tiene dos columnas y la matriz B tiene tres filas.

Para las matrices cuadradas A y B tienen sentido los productos
AB y BA, pero no siempre AB es izual a BA. Por ejemplo, si

). = 2
e ). wa=(3 ).

o @ea, AR = BA.
Fécilmente se comprueha que
(AR) C = A (BC).

Si A es un operador lineal, entonces, la expresion Ar se puede con-
siderar como el producto de la matriz 4 por la matriz de una columna

Iy
1‘ll
Sean dados los operadores lineales 4 y 5. Se llama suma de estos

operadores al operador A -~ B determinado por la igualdad
A+ B)a=Ax + Bz, Yz £ R,

entonces

Estd claro ?ue la matriz del operador A + B coincide con Ja matriz
que es igual a la suma de las matrices de los operadores 4 y B.
Facilmente se comprucba que

A (B + €)= AB + AC.

Eiemprot  [lallar la matriz inversa de la matriz

120
A=(0 1 4},
1t 10

La matriz 4 determina un operador lineal y = Ax, que pone en
correspondencia a cada vector z = (1, %, T3) uu vector y =
= (Y, Yo ¥g) mediante las igualdades

i o= & + 22,
Yo =Ty + Iy
s =% + Ty
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Estas igualdades se pueden considerar también como un sistema
de tres ecuaciones lineales en las incognitas x,, Z,, z;. El determi-
nante de este sistema es distinto de cero. Pero, entonces, este siste-
ma admite solucion para cualesquiera valores de ¥y, y., ys Como
resultado, obtenemos las igualdades:

= —ih + 2
= h— VY
Ty = —lh + Uyt Vs

las cuales determingn un operador & = A-'y, inverso al operador 4.
La malriz de este operador es

—1 0 2
A"=[ Lo —'IJ ’
—1 1 1
E=ia es la matriz inversa de la matriz 4.
Los elementos de la matriz A= =0 pueden obtener mediante cél-
culos aplicando las formulas (9). [lagamos estos cdleulos.

Denotemans los elementos de Ja matriz inversa A—' mediante by,.
Se tiene A =1, by, = A,

11 a1
Ay = 10 =—1, 12 ]1 0 =1,
(1]}
o=l Bt
20 10
AZI_ [1 01—0- A22=‘l 0 _0!
12
A::"“l l[_!'
20 1o
Ag=iy o [=h du= |{1 1'“ L
1 2

Por lo tanto,
by=dy=—1, by=4,=0 by=4y,=2,
by = A, =1, bog — Age = 0, byy = Ay = —1,
by = Ayg= —1, bga=Adpy=1, by =dy

I
L=l
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—1 0 2
A= 1 0 =1},
-1 1 1

eiempro 2, Caleular el producto de las matrices B4, donde

101 20 0
A==(0 1 2)‘ 3=(U 3 2)_
i R | 21 —1

El céileulo se puede realizar segin las férmulas (5), (6), pero
se puede razonar también del modo siguiente.

La matriz A determina un operador ¥ = Az, que pone en corres-
pondencia a los veetores @ = (%, z., 23) los vectores ¥y = (¥, Y. Us)
mediante las igualdades

En resumen,

Wo=a T
Yp = 2y =+ 22,
¥s = T T &y + Ty
Por otra parle, la malriz & delermina un operador z = By,

que pone en correspondencia a los vectores y = (Jy, Ya. ¥ los
vectores z = (3, 2.. 2g) medianle las ignaldades

5 = 2y,

2y = 2y + 29

2, =2y - Yo — U

Pero, entonces, el operador

z = BAx
se determina por las igualdades
%5 =2 (n + 75) = 2z, +2z,,
2y = 5 (zq + 2x9) + 2 (z) + 22 + &) = 21, +-bz, 48y,

2y = 2 (3 + ) + (@, + 225) ~— (3 L a3y +15) = 7 +3z,.

Por consigniente. el producto BA de las matrices B y A4 ez la

matriz
202
}311"-‘(2 5 8) 5
103
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§ 16. Bases en 1,

Introduzcamos en el espacio R, (real o complejo) n vectores
=1, 0 ...,0),

)]

in=(0, 0, ..., 0, 1),

denominados vectores unilarios coordenndos (versores) del espacto Ry,

Se llama eje z, del espacio K, al conjunto de puntos de la forma
0, ..., 0 x4 0, ..., 0), donde x4 ocupa el k-ésimo lugar y re-
corre todos los valores reales; el veclor i* ze llama veclor unilario
(o versor) del eje x.

Sia= (z, ..., T,) es un vector arbitrario (real en el espacio
real R, o complejo en el espacio complejo B,), entonces, evidenie-
mente, éste puede expresarse en forma de una combinacion lineal de
los vectores (1) de la forma siguiente:

a =o' + ozt ... it 2)

Como la ipualdad @ = (2y. . . ., ;) = 0 implica que z; = . ..
wo. =2, = 0, el sistema (i', ..., i) es linealmente independiente.

Tomemos un sistema arbitraric formado por n vectores lineal-
mente independientes

!l =(tyy, «vey Gy}
(3)

"= (@ny, oo Qup)e

Como ya sabemos (véase § 14, teorema 1), el sistema |3) es lineal-
mente independiente si el determinante

By e g

P PRSP B ) )

I

S5i A = 0, el sistema (3J) es linealmente dependiente.

Segiin el teorema 1 del § 14, cualesquiera n 4- 1 vectores en el
espacio R, son linealmente dependientes, puesto gue el rango de la
matriz formada por las componentes de estos veclores no es superior

a n. Por esto, sie = (z;, ..., Z,) es un vector arbitrario y el siste-
ma de vectores (3) es linealmente independiente (», == 0), entonces
el sistema de vectores &', . .., a". a es linealmente dependiente,

o0 sea, existen unos nimeros Ay, . . ., Ay, Ansq, No zimultdneamente
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iguales a cero, tales que
hat .. A Apat + Ay aga =0,

donde k4, == 0 (en caso contrario. el sistema (3) seria linealmente
dependiente). De aqui

a=3 zia*, (5)
k=]

donde xin-r:'li (k=1, ..., n) son unos nimeros. Expresemos
+

la suma (5) mediante los vectores unitarios coordenados i

(véase (2)):

n g ‘I.l‘ n
a ﬂkg‘ xy, {F‘z_,'lﬂaﬁ’) =2 {»Zn awai) i
Por otra parte, segin (2),
n
a=72 il
=1

En virlud de la independencia lineal del sistema i, ..., i" los
coeficientes de veclores iguales i' Lienen que ser iguales:
ki

zl:kEr amz, (=1, ....n) (6)

Por lo tanto, si se conocen las componentes T, del vector a en el
sistema @', ..., % entonces las componentes x; de esle vector en
el sistema @', . . ., @" sc hullan por las férmulaz {6) y. ademis,
univocamente. ya que el delerminante del sisterna (6) es distinto de
cero, A 5= 0.

Hemos demostrado que cualquiera que sea el sistema linealmente
independiente de vectores a*, . . ., a®, cualquier vector @ € R, se puede
desarrollar por este sistema, o sea, se puede expresar en jorma de una
suma (), donde x,, . .., &, son unos nimeros, que se delerminan en
6) v, ademds, unfvocamente.

En esle sentido el sistema de veetores @, . . .. a" s llama base
en f,. Esto significa que cualquier vector @ £ i, se puede expresar
en forma de una combinacién lineal (5) de estos vectores y, ademis,
nnivocamente. Hemos demostrado que cualquier sistema linealmente
independiente de n veclores de R, es una base en R,.

Un sistema linealmente independiente formado por m veclores

al=(ayy «0vy Gumy By migy +ov0 )

a"={py;, « e vy Omm; B, mi1s + =+ Gmndy
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donde m < n, no es una base en 7. En efecto, el rango de la matriz
de las componentes de estos vectores es igual a m. Supongamos que
las primeras m columnas de esta matriz forman un determinanie
distinto de cero. Ampliemos esta matriz, afladiendo abajo la fila

@™ = (0, v vy 0, 1, 0, o uy O),

donde el 1 ocupa el {m + 1)-6simo lugar. La matriz ampliada es de
rango m -+ 1 y, por consiguiente, el sistema de vectores at, ....a™
a™? es linealmente independiente. Pero, entonces, el vector a™'*
no prede ser una combinacion lineal de los vectores del sistema
a'. . ... @™, y este sistema no es una hase en H,.
Denotemos por
Gy iy wae dypn
sl o v e

@By Qg+ an Gpn
1a matriz de los vectores (at, ..., a®)').
Ll cambio de la base (&, ..., i™ a la base (al, ..., a") so realiza me-
diante la matriz A:

wr= Y apit (F=1y ey ), )

a=i

o sea, gue el vector ak se expresa mediante los vectores it aplicando la k-ésima
fila de la matriz A. El cambio inverso de (@, . .., a®}a (&, ..., i) se realiza
mediante la matriz inversa A-! (véase § 13, (9))

L
i‘=2 bya! (s=1, ..., n) 8)
=1
cuyos elementos se caleulan segn las formulas by = %‘ donde 4, es el adjun-

to del elemonto ay, en ¢l determinante A (sefialemos que el to by, per-
teneciente a la s-ésima fila y a la i-ésima columna, se expresa madiante el adRm-
1o Ay, del ol to ay,. perteneciente a la I-csima fila y s~ésima columna).
Sefialomos también que

n " n n noon
a=3) zial=3] zi'=3) %7 b,,af=ﬁ (3} bazs) @,
=1 =1 l=1 =] el

=1
de dondo

1
=73 by, )
s ]

o sea, el cambio de las coordenadas {z;, » .. 3,) 8 (zf, - - -, 74) se realiza
mediante la matriz (véase § 3, (2))

(A=) = (4",

1) Aunque ¢l texto que se eXpone a continuacion se presenta con letra peque-
fia, recomendamos leerlo. En el § 17 se cita (9).
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En (9) se observa que x] so expresa mediante ;, . . ., 2, aplicando la I~sima
columna de la matriz 4 -0 la i-ésima [ila de la matriz (4-')', que es la traspues-
ta a la matriz A4-1.

Por otra parte, en la férmula (6)

x,—gl u“zi (x=1, ..., B}

:

&¢ observa que el cambio de (zf, . . ., 4} & (2, . .., 7,) 8¢ realiza mediante la
matriz A', que es la traspuesta de A, do modo que 7, 56 pXpresa mediante z{, . . .
B x,‘:’ aplicando la s-ésima fila de Ja matriz A” o la s-fsima columna de la
matriz 4.

Nota. En el § 14 se habia establecido que una matriz cuadrada arbitraria

@31 e.. dyn
A=( L (10}
@ng +.-@nn
del.]ermma un operador lineal y = Az {x € R, y € Ry), definido segin las [6r-
mielas

n
yh=pl apjzy (k=1 ..., n). (n

Pero también se verifica lo reciproco: cualquiera que sea el operador lincal
y= Az (z € Ry, y € Ry), éste se determina por una matriz (10) de tal modo
que el voctor y = Ax se calenla segin el vector y = Az por las idrmulas (11).

En efecto, sea dado un oYerador lineal arbitrario y = Ax (z € B, y € R,).
Denotemos las imdgenes de los versores i mediante el operador 4 del modo
signiente:

n
A ()= (g3, 85y -o0y Bpg) = E ay it

h=1
(£=1, .oux H)s
Entonees, como 4 o3 linoal, un vector arbitrario

T
Tyt apit= 3] 5
s
se transforma mediante 4 en un vector y, detorminado por las igualdades
2 g g n n n
p=Az=A(% =)= A=D1 2, ¥ anit= 3 (Y opez) it
=t =1 =t K=t K=1 g=l

de donde se deduce que la k-ésima componente de ¥ se determina por la férmu-
la (41). Por lo tanto, el u}:erndor A engend.ra una matriz (40) tal que las columnas

de las coord do las i de los vectores de la base (versores)
mediante el operador 4.

eremrro . Hallar 1a matriz del operador lineal (de la transfor-
macion) 4 que consiste en una rotacién de los vectores del plano R,,
que parten (el origen, un dngulo @ (0 << & << n/2) en sentido con-
trario al del movimiento de las agujas del reloj.

T=00852
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Counsideremos la base formada por los vectores i' = (1, 0),
i* = (0, 1). Entonces, evidentemente, (fig. 33),

A (') = (cos &, sen w),

A () = (—sen o, cos w).

Fig. 33

Por lo tanto, la matriz del operador en cvestidn tiene la forma
" cOSa —Send
T \seno  cosm)’

§ 17. Bases ortogonales en B,

Se dice que dos vectores no nulos z, y € R, tienen la misma direc-
cidn, si existe un ntmero positive h tal gue @ = hy.

Un veetor arbitrario no nulo @ € A, se puede normalizar susti-
tuyéndolo por el vector unitario

y=Tere (=1,

que tiene la misma direccién que el veetor z.

Un vector unitario (cuya norma (o longitud) es igual a 1) =e llama
normal.

Doz vectores @ e i en el espacio &, se llaman oriogonales, si su
producto escalar es igual a cero: (=, y) = 0. Aqui R, puede ser real
o complejo. En el caso de B, complejo, el producto escalar se define
como en el § 6. (3).

Un sistema de vectores

2l .., BV ER, 1)

s llama orfogonal, si cualesquiera dos de sus vectores son ortogona-
les. Un sistema de vectores (1) se llama orfogonal y normal o también
oftonormal, si
; 1, k=1
@ =bu={ o g G I=t s o)
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o sea, si todos los vectores del sistema son normales y ortogonales
dos a dos. Si un sistema de veclores (1) es ortogonal y ninguno de
ellos es nulo, entonces normalizandolos, obtenemos, evidentemente,
un sistema ortonormal. Ur sistema ortonormal (1) es linealmente
independiente. En efecto, supongamos que

A )

donde %y, ..., Ay Son unos nimeres. Multiplicando escalarmente
esta igualdad por x*, obtenemos
A a2 =4=0 (=1, ....9}

lo que muestra que el sistema (1) es linealmente independiente,
Enlonces, el sistema ortonormal formadoe por n vectores de R, es
una base y, por comsiguiente, todo vector a € K, se puede expresar
como una combinacion lineal

G S . )

=1
Multiplicando escalarmente esta igualdad por @', obtenemos
fa, ) =2, (s=1, ..., n

¥, por consiguiente,
n
a= 2 (a, *")z", VacH,.
K=t
£l nimero (@, =*) (|2 [* = 1) se llama proyeccién del vector a sobre
Ia direceién del vector z*. En el espacio real My, la magnitud {a, z¥)
os la proyeccién numérica ordinaria del vector @ sobre la direccidn
del vector .
TEOREMA 1. Un sistema ortonormal de vectores

a2 ... v<n)

se puede completar hasta una base ortonormal en R,. En otras palabras,
siempre se pueden senalar unos vectores aV*', ..., an tales que el
sisterna

&Y ey 2V @Y oL B (3
sea ortonormal y, por consiguiente) represente una base en R,.
DpEMoSTRACION., Comeo v < n, existe en R, un vector a que no
depende linealmente de =', . .., z¥. Pero, entonces,
v
a=3 @ My,
=3 i

7
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donde y 5= 0. El veclor y es ortogonal a todos los vectores xt, . . .
.+« ¥, En efecto,
‘\“
, 2 =(a— 3 (a, )", 2%)=
fpand
=(a, &')—(a, )=0 (s=1, ..., v} (4)
Normalizando el vector y, obtenemos el veclor
1
Vbl o Vel =
* o ¥ e =1),

y el zistema

og— M L
es orlonormal, Si v + 1 = n, obtenomos una basc en /t,. Eu caso
contrario, conlinuamos este proceso. En la (n — v)-fsima etapa

obtendremos una base (3) en R,
E! sistoma de versores en R,

it=(1,0,0 ... 0 0,
£=0,100...00,

i"n=1(0,00...,01)
puede servir de ejemplo de base orlonormal en Ry,
Un vector arbitrario & = (zy. . . ., &) € B, admite un desa-
rrolle por los vectores unitarios coordenados de la forma
-
a=mxil4 ... +zit= D mi, (5)
N=1
donde z, = (@, i) (k =1, ..., n) es la proyeccion del vector a

sobra la direccién dol vector coordenado unitario i*.
Sea dado un sistema ortonormal determinado de n vectores

at=(a;;, ..., Gin),
. (6)

.G" =(tn1s ooy ann):
o bien, }

a*:Z‘ami‘ k=1, ..., m (7
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El cambio de los vectores (if, ..., i) a los vectores {(a*. ...,a")
ze realiza en este caso mediante la matriz

G13 o0 Syp
Nl e @t el 4 (8)

Bpy +++ @nn

o ses, el vector a* so expresa mediante @', ..., i" aplicando la
k-ésima fila de la malriz A

A continuaci6n, consideraremos que el espacio R, y la matriz A
son reales (véase mas adelante la nota 2)

Esta mairiz es ortogonal, o sea, posee )a propiedad siguiente:

3 duan=tu (k, 1=1, ... ) ©

En efeclo, como en el caso dado el sistema a', . . ., a" es orto-
normal, se tienc:

n "
6“:(0:"' "’I):(Elaksi.v 2! alrir):
= =
n L)

" ] "
=2 2 enatyy (&, ¥7)= 2 D e =2, aay- (10)
=1r=1 a=1y=1 (=)

Vemos que, reciprocamente. la ortogonalidad de 1 matriz (8) impli-
ca la ortonormalidad del sistema de vectores @', . . .. a", determi-
nados por las férmulas (7).

Lsto muestra que las formulas (7). donde || ay, || son matrices
orlogonales arbitrarias, determinan todas las bases ortonormales postbles

n e
Multipliquemos escalarmente el vector i por el veclor ah:
(', a*) = ay.

De agui, oblenemos
n "
- - P oaby gh = h 1
i n§1 (i', a®)a kg[ g, (11)

Por lo tanto,j el cambio de la base (a*, . . , a") a la base (¥ L L
se realiza mediante la matriz A’, que es lraspuesta a la malriz A,
Como las transformaciones (11) son inversas a las transformaciones (7)
(véase' § 15), queda demostrado también que una matriz ortogonal A
tiene la inleresantisima propiedad siguiente:

At = A
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De (11) se deduce que

i n
du={i*. )=(Y ama’, T a,0)=
e | r=1

=‘El ;’;‘ agnttpy (@', ﬂr}=§’ aagay  (12)

Habiamos definido la matriz ortogonal como wna malriz tal,
que sus {ilas (los veclores gue éstas representan) son normales y las
distintas) filas son ortogonales. Como ze observa en (12), de esta defi-
nicién inmediatamente se deduce que en una matriz orlogonal las
columnas también son normales y que las distintas columnas son
ortogonales.

El cambio de (xy, . .., z,) a (], ..., =) se realiza mediante la
matriz ivéase (9) § 16, 2" = Ax)

(AN = A = A,

n
o sea, {considerando que a=2, z{a'}
=

I; W’E‘ Qpay, (13)

mientras que el cambio de {(z(, ..., zp) a (g, ..., z,) se realiza
(véase (6) § 16) mediante la matriz A" que es traspuesta a A, o sea,

m

Zy =‘§l alsxi':ll

Sefialemos que ¢l delerminante de una matriz ortogonal arbitra-
ria A (véase (6)) esen valor absolutoigualal: [[A || = |ley | |=

E‘:sto se debe a que

100 . 0
L 0400

1A= Jag|  lay] =I2=]| aag|=|" T T =1
00 0% 1

Aqui se ha tenido en cuenta que el elemento 4, del producto de dos
determinantes es igual a la suma de los pro;uctos de los elementos
de la k-ésima fila por los elementos correspondientes de la i-ésima
fila (véase § 2, propiedad j)).
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Senalemos también que el determinante formado por las compo-
nentes de los vectores de la base i, ..., " es igual a 1:

1 00...0
VA e,
000 1

Si el determinante de la hase ortogonal @', . . ., @" es igual a 1,
1A | =1 (véase (6)), entonces se dice que esta base tiene la misma
orientacion que, la base i, ..., i $i | A | = ~1, se dice que la
orientacion es contraria. Estas definiciones concuerdan con las defi-
niciones respectivas en los casos bidimensional y tridimensional
expuestos en el § 11. .

Nota 1. Si en la matriz A (véase (8)) las coordenadas del vector a®
en la base (i%, . .., i"} las hubiésemos colocado en la f-ésima co-
lumna (k& = 1, ..., n), entonces el cambio de las coordenadas del
vector &' a las del vector & se realizaria mediante las filas de la ma-
triz A. El cambio de 2 a 2" en la férmula (13) se realizaria mediante
1a matriz A'.

Nota 2. En el espacio complejo R, la matriz (8}, siendo ay,
complejos, se llama ortogonal si

Elak,z,,za“ (k, 1=1, ..., n). (9"

Demostremos que un sistema ortonormal de vectores (6) (6 (7))
en el espacio complejo R, engendra una matriz ortogonal A (véase
{8)). En efecto, en el espacio complejo R, el producto escalar de los
vertores a, y cumple las propiedades (véase § 6, b'}, ¢')):

@ 9 = 2), x+By 2 =aix 2 +Bw 2
siendo] a, p nimeros complejos. Entonces,
(z, oy+ps)=(ay+Pz, z)=(ay, &)+ @z, 2)=
=a(y, ) +B(, @)=z, y) +Ble, 2).
Pero, entonces, para un sistema ortogonal de vectoresa’, . . ., a"
se verifica
n n T n
Su=(a* a)=( ant’, 2 avt) = I B anrr (', 1) =
n

= E E ahsEH'Gsr =E‘ ah;la (10')

=1 r=1
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de modo que la matriz A es ortogonal. Vemos que, reciprocamente.,
la ortogonalidad de A implica la ortonormalidad de Fos vectores
al, ., .. @ determinados por las férmulas (7).

Multipliquemos escalarmente el vector # por el vector a® (véase

(M
() @)= (', I are?) = 3 @y @', i) =Ty,
De aqui

™" n
=3 @, atat= 3 Zrat. (11)
L =

Por lo tanto, el cambio de la base (&, . . .. @*) a la base (&, . . .
v +y &) se realiza mediante la matriz

@ny vo Gun

Como las transformaciones (11°) son inversas a las transformacio-
nes (7}, queda también demostrado que la mairiz ortogonal A cumple
la siguiente propiedad notable:

At =A%, (14)
De (11°) se deduce que

n n n " — " P
5,“:(;"“ 5‘}=(2 apa’, E a,;a')= E E Q,gﬁr;5,,=2 Cgpgle
=1 Taal a=1r=1 £l
Por consiguiente, lag igualdades
n
'5M=E aenan (k, I=1, ..., n)
[

(asi como (9')) pueden servir como definicién de matriz ortogonal A.
En virtud de (14) y de los resultados generales ohbtenidos en el
§ 16, sedialemos las matrices que realizan las transformaciones orto-
gonales que se dan a continuacién:
A iy .0y 87 = (al, ..., %)
A% (at .., @)~ (iY, ..., i)

A (T - o on Tp) == (24, 2vny Z2)i

A (zgy oouy Tn) = (@ ouny T4,
donde (21, ..., Z4) ¥ (%], - . ., Za} son las coordenadas de un vec-
tor arbitrario en el_espaiiu complejo R, respecto de la base (&, . ..

i «. i) y de la base ortonormal (e, ..., a®), respectivamente.
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Finalmente, la igualdad || A || =1 se demuestra en el caso
complejo asi:

100...0

" . £0.c 0
HANE= lanl - 1@t =| B angul=| " "7 77 =1

0o00...1

Las matrices ortogonales también se llaman uniterias.

§ 18, Propiedades invariantes
de los producios vectorial
y escalar

Nota. Consideremos dos sistemas rectangulares de coordenadas en el
espacio real tridimensional, (z,. Ty Z3) © (Y1, Yoo ¥3). con los siste-
mas de versores (i', i, *) y (f%, 7% J’), respectivamente. Suponga-
mos que

El
=2 andt (=1, 2, 8) (£9]
=1
{comparese con (7) y (13) § 17). Entonces, la matriz (real)

= |l o Il
es ortogonal y (véase (13) § 17)
3

y,=§l e, (I=1, 2, 3). 2)

Un mismo punto {un vector) del espacio tiene en el primer siste-
ma las coordenadas (las componentes) (x,, Z;, 2;) ¥ en el segundo
sistema, las coordenadas (¥, Y1, ¥a). Ademds, las formulas de trans-
formacién de las coordenadas (el cambio de (z,, Ta, ) a (Y1, Vay ¥a))
son exaclamente iguales que las formulas de transformauén del
sistema de versores (&', i, i*) al sistema de versores (j', j,

En ambos casos se aplica una misma matriz ortogonal (véase fid}
¥ (7) del § 17)
A= |lep .

En el primer caso, la matriz 4 se aplica al sistema de nlimeros
{1, T3, T3) para obtener el sistema de nimeros {yy, V.. ¥g), ¥ en el
seguntlo caso, la misma matriz 4 se aplica a los versores (i, i*, ¥}
para obtener los versores (j*, j%, J*).

Enunciemos la definicién general de vector admitida en el cileulo
tensorial.
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Se llama vector en el espacio tridimensional o un objeto que se
exprese en toda sistema rectangular de coordenadas mediante unae lerna
de nimeros, gue se transforman del mismo modo (mediante la misma
matriz) que las ternas de los versores de los respectivos sistemas de coor-
denadas.

Una terminclogia semejante se aplica también en el caso de los
ovspacios n-dimensionales.

Sean @ ¥ b dos vectores del espacio (real) tridimensional, definidos en los
sistemas de coordenadas con los versores (2, i, B) v (8, 72, 5, del modo si-
guiente:

A=y ilte, fta,it=a, jldayfta, 3,

b=by,it+b,, b 0=, b, by 0

Se verifica la igualdad
: 3
nb=2‘ Gy b = 2‘1 ay,by,,

la eual muestra que ¢l producto escalar es invariante respecto de las transforma-
cilones de los sist 7 lares de coordenad

En efecto, como los sistemas do veclores (&, 2, &) ¥ (% j* 7% son orto-
normales, éstos se transforman segin las férmulas (1), donde || o I e una ma-
triz ortogenal, Las componentes dgel VECLOr &= {ay,, @y, Oy} S¢ LTansforman en
las componentes (rxh. L ”ﬁ‘a) mediante la misma matriz (véase (2)). Por lo
tanto,

3 5 g 3
Ei ay by, = (X aratay ) atrbey) =
= r=m| =1 L= |

3 3 3 3
= Z E Oz bx, (E Crairy) = Z Bz =ab. &
=1 v=1 =1 |

Hemos demostrado mediante cileulos que el producto escalar @b os invariante,
Por cierto, de la otra definicién de producto escalar de los veotores (de los seg-
mentos orientados), de la deflinicitn geométrica, en virtud de la cual ab =
= | b | prya, inmediatamente se observa que este nimero es invariaute, va
que esta definicién no estd relacionada con ninglin sistema de coordenadas.

En lo que se refiere al producto vectorial @ » b, éste es invariante respecto
de los sistemas rectangulares de coordenadas de la misma orientacién. En los
sistemas con los versores (i*, &, #) ¥y (j, /* /), el produclo escalar se expresa
del modo siguiente:

T S
[“Xb]il_ s, pp=| 001 Bxp Bxgf,
B, Dy Dy
'i-'l I’? js
@ Bl ja, jo=|%1 %¥s “¥3|.

L5 ""lra l“’lfu
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En virtud de las férmules (1) v (2}, se tiene,

3 3 3
i g g
20 cusi® 3 g 3] aaselt
=1 | =i

3 3 3

{axX bl g jo= E sy, E sty E O3p8x, | =
s=1 =1 s=1

3 3 3

-3

>_; ayshe, ,E sl E galiay
=1 =1 =1

BB B e e g O
=[Gy Bxp g @y Gag Ogg| = ch|%x) Txp Gag|=ck[aXblu pope, (@)
b*l b-’z b*a @ar ®az %oa b‘; a""2 b“’s

donde bay que poner elai%‘no + 6 — segin que el determinante | oy | sea igual
a1 oa-—1,0lo que es lo mismo, segun que fa transformaciin considerada de
las ceordenadas cambie Ja orientacién o no.

En el caso dade, al multiplicar los determinantes se ha utilizado la regla
siguiente:

El elemento v, do la matriz del producto || yp || se determina como el pro-
ducto de la i-ésima fila del primer determinante por la k-6sima fila del segundo
determinante (véase § 2, propiedad J)).

En resumen, queda demostrado mediante cdleulos, que el producto vectorial
de dos veclores es inpvariante respecto de las transformactones de los sistemas rectan-
gulares de coordenadas gue no varian la orientactén.

Las transformaciones (3}, (4) son interesantes porque se generalizan al caso
importantisimo del andlisis matemdtico del vector simbélico nabla ¥ =

a

A AT AL

§ 19. Transformacién
de las coordenadas
rectangulares en el plano

Consideremos el plano R, en el que se ha introducido un sistema
rectangular de coordenadas (x;, z,). Sean

=1, 0, #=1(01)

1os versores de los ejes &, ¥, Los versores i', i* forman una base

ortonormal en H,.
Un vector unitario (normal) arbitrario b' puede expresarse del

maodo siguiente:
b = (cos &, sene) (0 <o << 2a).
Un vector unitario ortogonal (perpendicular) a &', que denota-
remos por b%, s6lo puede corresponder al dngulo o + %‘ 6 o — ’2—‘
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Como
cos (m—i—-’z‘-)——-—sona, sen (a+%)=cosa,
cos [ —r) =sen, sen (o ——) = —cosa,
2 2

todos los sistemas ortonormales posibles &', b* en R, se detecminan
por las igualdades (fig. 34)
b= i'coso - i*sen

9 ;
b2= —jl'son o+ i*cosa ] 0 <2n), y

correspondientes a la rotacién de los ejes en torno del ovigen un

*1

Fig. 34 Fig. 8

angulo & conservando la orientaciin, o por las ignaldades (fig. 43)
bt =i'coso -+ i*sen o, } -

bZ=ilsena +—i*cosw, g
correspondientes a la rotacion de los ejes en torno del origen un angu-

lo o cambiando la orientacién.
Ambas transformaciones se retinen en la siguiente formula comin:

B = ayit + agi’ £

b= ayi' + aui’
donde la matriz de la transformacién
Qqy oz
gy Coz
es orto%onal (la suma de los cuadrados de los elementos de cada una
de sus filas o columnas es ignal a 1, mientras que el producte esca-
lar de dos filas o columnas distintas es igual a 0).

Cualquier transformacién ortogonal determinada (1) es en reali-
dad una de las transformaciones (1') o {1") para cierto a.

2)
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Como la matriz (2) es ortogonal, de (1) se deduce que
it = g, B + aub?, (3)
= oyeb! 4 ageb?
con lo que obtenemos la trapsformacién inversa a (1), cuya matriz

Oy S

=N’

Clyz Ggg
es conjugada a A.

Tomemos en el plano un vector (un punto) arbitrario a. Snpon-
gamos que en el sistema antiguo tienc las coordenadas (. )
v en el sistema nuevo, las coordonadas (], =.). Entonces,

a =z -+ ad = ab + b 14)
En virtud de las formulas (3) ¥ (4). se liene,
b + 2 = 3y (bt + anb?) + Ty (@b + anb®) =
= {03y + GyeTe) B - (Gayy + CooZs) BF

¢ igualando las componentes para los versores b', b* igunles, respec-
tivamente, oblenemos:
Iy = oy g %y aly, }
Ty =gy i apTy

(3

Aliora bien, en virtud de las formulas (1) y (4),
it + 2ad® = xy fegdt + @) + z (@ad + o) =

= (2, + Gy s) &+ (@1a8] + @apz} E
i2

de donde, igualando las componentles de i* e @
mulas inversas a (5):

, obtenemos las for-

. oy v
Ty = gy Ty gy Ly, ]

. . G
Ty = Olyal) + Conly (@)
Si, ademds de la transformacién (6), hacemos una traslacion
del origen de los ejes x;, z; al punto O con las coordenadas 2, = 27,
z, = 2%, entonces las formulas (6) se complican, evidentemente,
del modo siguiente:
3712-’:"1‘“1137; -ty Ty, } -
Ty =y + Oy -ty M
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En resumen, una transformacién arbitraria deo las coordenadas
rectangulares (#,, z,) en las coordenadas rectangulares (z], x) acom-
pafiada de wna traslacién del origen del sistewa (z;, x,) aﬂl punio
0" = (z{, z), se expresa por las férmulas (7). donde la matriz

es ortogonal.
La transformacién correspondicnte que conserva la orientacion
del sistema de coordenadas tiene la forma

a]] C(_q}
Gz Dy

Ty =2 -, COSCL— T, Sen ¢, ] 7

Ty=24+ & sena -z coso )
y la transformacidn quo cambia la orientacién, la forma

Iy =)+ coso 4z, sena, .

Ty =204 @) 86N G — 1) cos o } )

{las matrices de los coeficientes de z; y xlen (7') y (77), son las tras-
puestas de (1"} ¥ (17), respectivamente).

§ 20. Subespacios lineales en R,

Un conjunto L en 2, (I, = R,) se llama subespacio lineal del espacio
R, o, abreviadamente, subespacio en £, si la pertenencia a I, de dos
vectores arbitrarios x ¢ y (z, y € 1) implica que el vector ax - Py
también pertencce a L (o - fy € L) para cualesguiera nimeros
o y B *). Un subespacio L =e llama m-dimensional, si existe en el
mismo un sistema linoalmente independiente @', . . ., @™ compuesto
por m vectores, pero no existe ningiln sistema compuesto por m + 1
vectores linealmente independientos.

En este casp, sia o8 un vector arbitrario de L (& € L), entonces el

sistema al, . .., @™, a es linealmente dependiente, o sea, existe un
sistema no trivial de ntmeros &y, . .., Am: Am4q tales que
ha' + ..o 4 Aa™ A Rpae = 0. 1)

Aqui Ay 5% 0, pues en caso contrario seria

ha'+ ...+ 4a™ =10
y en virtud de la independencia lineal del sistema o', ..., a™
resultaria & = ... =2%, =0, y todo el sistema A, ..., Ap

*) Ficilmente so i:omfl:ueba que un subespacio lineal también es un espa-
cio lineal (véase la nota 1 en cl ap. 6.5) ya que se cumplen las propiedades
1)—8) enunciadas en el ap. 6.1. (Nota del ?’3
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Am4q seria trivial. Entonces, en Ja ecuacién (1) se puede despejar a:

a=mat 4t .. . una” (= —hylAmin), @
0 sea, que este vector puede expresarse como una combinacién lineal
de los vectores @, . . ., a™ Por otra parte, una combinacion lineal
de Ya forma (2) pertenece a L, puesto que L es un subespacio. Por
lo tanto. se dice que el sistema a', . . ., a™ es una base en L. Estd
claro que cnalquier otro sistema linealmente independiente de vec-
tores b, . . ., B™ pertenecientes a L es una base en L.
Desarrollando los veectores b* por los vectores al, ..., a™

obtenemos
11
b= bt (k=1 ..., m)
e ]

Razonando de un modo similar a como se hizo on el § 16 para R,
(donde ahora hay que sustituir i y a* por a® y b*, respectivamente),
so puede demostrar que el sistema &, . . ., b™ es linealmente inde-
pendiente si, y ¢6lo si, el determinante | by, | es distinto de cero,
| bre | = 0, ¥y que cualgunier sistema independiente compuesto por
1< m veclores ya no puede ser una base en L.

El espacio R, se puede considerar como un subespacio de B,
que liene dimensidn n.

El conjunto formado por el dinico vector nulo 0, es un subespacio
lineal 120 + {0 = 0); sucle decirse que éste tiene dimensién 0.
111 vector 0 no forma un sislema linealmente independienle, ya que
la ipualdad 20 = 0, donde X es un nimero, no implica necesaria-
mente que A sea igual a cero.

Si 2" es un vector no nulo, " == 0, enlonces ol conjunto de los
vectores de la forma Ax®, donde A es un nldmero arbitrario, es un
subespario unidimensional. En ¢ste se puede tomar por base el vee-
tor x°

Sea L un subespacio lineal en R,. Se dice que un vector v € R,
es ortogonal a L, si os ortogonal a cualquicr vector & € L. Denolemos
por L' el conjunto de todos los vectores que son ortogonales a L.
Entonces, L' es un subespacio en R,. En efeclo, sean v, v’ € L',
0 sea, que

(rouw) =10, Yutl;
(v', ) =0, VuglL.
Entonces, para cualesquiera nimeros e y p
fav -+ pr', u)=a (o, u) + P (v, W =0, Yucl,
o zea, av + pv’ € L',

Por definicion, un subespacio L' <= R, se llama ortogonal de un
subespacio dado I = Ry, si L' es un conjunto de fodos los vectores
de R, cada uwno de los cuales es ortogonal a L.
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A continuacién se demuestra un teorema que clarifica la estruc-
tura del subespacio arbitrario L < R, y del espacio ortogonal de 6l
L' = R,. En partlcular, de agui se dcduce que si L' es el subespacio
ortogonal de L, sa L es el subespacio ortogonal de L'.

TEOREMA {, .S‘ea L uusubespacxo lineal distinto de R, y del su bt'spa-
cio nulo. Entonces:

a) existen un niimero enlero m que satisface las desigualdades

il<m<n (3)

¥ una base ortonormal
A, Ly a™ 14)
en L; si esta base se prolonga de cualyuier modo hasta la base orlonor-
mal en R,
LTINS LB ik PN h)
entonces el subespacio lineal L' con base
[ LR . 6)

posee lus stguientes propiedades;
b) L' es un subespacio ortogonal de L;
¢) L es un subespacio ortogonal de L';
d) tedo vector a € R, puede representarse en forma de la suma

a=u-7v

donde uw € L, v € L' de un modo inico.

DEMOSTRACION, Segin la hipdtesis L se distingue del subespacio
nule, por consiguiente, en L existe un vector = distinto de 0. Nor-
malizando = obtenemos el vector normal

al= x.

I
Designamos con, a® cualguier vector normal perteneciente a L y orto-
gonal a &' (|a® | =1, (a® e') = 0) si existe tal vector. Luego,
deslgnamos cona® un vector nm"mal perteneciente a L y ortogonal
aal ya® (& | =1, (@% aV) = (&° @) = 0) si existe tal vector.
Este proceso terminard en una m-ésima etapa donde m satisface las
desigualdades (3), es decir, se hallari el sistema ortonormal de
vectores (4) pertenecientes a L, pero ya no existird en L un vector
unitario ortogonal a los vectores a', . ... ™. En rigor, m =1,
puesto que es evidente que a* € L. Por otro lade, m no puede ser
igual a n. En el caso contrario los vectoresa®, . . ., a® pertenecerian
a L, perteneciendo conjumnmenw a este mismo subespacio L todas

las combinaciones lineales Zi\.;.a“ v entonces resultarfa que L
coincide con R,, pero L es distmto de R,. El sistema ortonormal
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obtenido a', . .., @™ es base en L. De hecho, junto con los vectores
a', . .., a™ también pertenecen a L todas las combinaciones linea-

m
les de ellos uj“' }xa®. Pero on L no hay olros vectores porque si admi-
=l

timos que cierto vectora € L no es una combinacién lineal, a puede
ser anotado como la suma
"
a= H_v_.' (a, a*)a*+y (7

donde i 5= 0. Puesto que los veclores @ y @ pertenecen al subespa-
cio L, concluiriamos que el vector

L
y=a— 2 (e, ak)ah
=1

también pertenece a L. Mas, ¢l vector y es ortogonal a Lodos los

a' (s =1, ..., m} (véase el § 17, (4)). El vector normalizado
1
T @

también pertencceria a L y seria ortogonal a todos Jos a* (k =
=1, ..., m). Pero esto es imposible en virtud de la propiedad
maximal del niimero m. Asi queda demostrada la afirmacién a) del
teoroma.

La completacién del sistema ortonormal (4) hasta una base
ortonormal (5) en #, se realiza e acuerdo al teorema 1 del § 17.
Denotemos por L' el subespacio de todas las eombinaciones line-

n

ales 6= pa" de los vectores del sistema (6). Estd cloro que
h=m+1
cada uno de estos vectores es ortogonal a cualquier vector ngl,
i iy
w
que se expresa en forma de una Suma u-= 2 er".Porutraparta,

=
si @€ R, es un vector arbitrario, ortogonal a todos los vectores
acl y, en particular, a los vectores a!, ..., a™, entonces, su
desarrolle en la base (3) tieae la forma

n n
a=3 (a, aY)a"= 3 (a, a¥}a’,
k=1 h=m+1
o sea, a€l’. Queda demostrada la proposiciéon b) del teorema.

m
Ahora bien, cualquier vector u= 3 A,a* €L es ortogonal a fo-
=}

n
dos los vectoresv= 3, pza €L’ y, si se sabe que algiin vector
h=m+1

B-0852
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T
a= 2 (a, a')-a* es ortogonal a todos los vectores de L' y, en
.28 |
L
particular, a los vectores a™!, ..., a”, entonces a= 3 (a. a*)a”,
K=1

o sea, a¢ L. Queda demostrada la proposicién c).
Finalmente, si a £ H, es un veclor arbitrario, entonces éste
puede expresarse univocamente en forma de una suma

"
a= > (a, aya"=u-+tv,
=

donde
n

"
u=‘2 fa, a)a* €L, v= 3| (a, a")a*cL’.
= { e |
Con esto, el {eorema queda completaments demostirado.
TeonEMA 2. Sea L un subespacio en R, de dimensién m. En-
tonces, el complementu ortogonal 1" — K, de L es de dimension n — m
y, @ su vez, L es ortogonal a L'.
pEMosTRACION, Si L es distinto de R, y del subespacic nulo,
entonces, evidentemente, este teorema estd contenido en el teorema 1.
Supongamos que L es el subespacio nulo. Como cualquier vector
a € R, es ortogonal al vector 0. resulta, L” = A, y la dimensidn
de R, es igpual a n — 0 = n. Reciprocamente, el vector 0 es orto-
gonal a todos los vectoresa € R, = L’. Pero no bhay otros vectores
ue sean ortogonales a todos los vectores de R, ya que todo vector
gistin{o del vector 0 no es ortogonal a si mismo. Queda demostrado
que L es ortogonal a L'.
Si L = R,, el razonamientio es similar.
COROLARIO 1, Sea dado un sistema de vectores

L s B (9]
y sea L' el subespacio formado por todos los veciores v € R, que son
ortogonales a los vectores de esle sistema :
(o, 2 =0 (k=1, ..., mh

Supongamos ahora que a es un vector orivogonal a todos los vectores v,
o sea, que es ortogonal al subespacio L'. Entonces, a se m:gresﬂ como
una combinacién lineal de los vectores del sistema dado (9):

o= 2 Juka:“.
Remi

DEMOSTRACION,  Consideremos el subespacio L formado por todas
las combinaciones lineales posibles de los vectores del sistema (9),
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de modo que todo veclor w € L es una combinacién lineal
il
o= Z A.»‘KJ‘
K=1

En este caso, diremos lambién que el subespacio L estd engendrado
por loz vectores del sistema (9).

Como todo vector v € L' es ortogonal a los vectores del sistema (9),
éste, evidentemente, es ortogonal a cualquier vector u € L. Esto
muestra que el subespacio L' es ortogonal al subespacio L. Pero,
entonces, segiin el teorema 2, I es también ortogonal a L', o sea,
L consta de todos los vectorss u que son ortogonales a L'. Por hipbte-
siz, @ es uno de tales vectores u y, por consiguiente, ¢l vector & es
wna comhinacion lineal de los veclores del sistema (9).

§ 21. Teoremas de tipo Fredholm

En este pérrafo se expone una teoria de las ecuaciones lineales
que es paralela a la tcoria expuesta en el § 4,

Esla es una teoria sin determinantes. En sus cnunciados, el
determinante del sistema de ecuaciones no figura explicitamente,
La ventaja de esta tearin consiste en que ésta sirvio de base y analogia
para numerosas generalizaciones que se hicieron en el anélisis mate-
mético Las primeras generalizaciones importantes de éstas pertene-
cen a Fredholm®),

Consideremos de nuevo un operador lineal (véaso § 15) A:

§=AdAr {xER,) 1)

gue pone en; correspondencia a cada veclor © € R, un veclor y € R,
mediante las ecuaciones

§J=.§l apx, (=1,...,n). {2

Aqui
Gy gz vee Oyp
A=llegll=fl-++ ... 3

By Bpg - ox Bppl

es una matriz cuadrada dada. Al operador A le corresponde el opera-
dor conjugado
y=4A% (€ Rn): (!')

1 E. 1. Fredholm (1866—1927), matemitico sueco.
g
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determinado por la matriz conjugada a (3):

(3%)

Gyn @ap +-- Opg
Mediante las componentes de los vectores x, y, el operador conjugado
se expresa en la forma

y1=‘§‘;ﬂl U"‘l- ---v"’)| {2*}

o sea, que la componente y; se expresa mediante las coordenadas
del vector # aplicando la j-ésima fila de la matriz A* o la j-ésima
columna de la malriz 4.

Se verifica la ignaldad

(Az, z) = (x, A*z), Vx, z € Ry, {4)
que es vilida para todos los &, z £ Hy. En efecto, para N, y a4a
reales,

(Az, z)= 2 y,z,=5’. (E als;l} n= E‘ {E “u::) zy=(x, A*z).
i=1 i=1 =1 =1 o=t

En el caso complejo,

n

(4z, z) =‘El Yz = gx (241 [IENETES

=l§l % El d;.E; =3:1 . fgl (_1133; i (-T\'-‘. A*Z).

La igualdad (4) es caracteristica para un operador conjugado,
ya que, si para un operador B se verifica la igualdad

(Az, 2) = (=, Bz)y Ve, 3€R,, (5)

entonces necesariamente B = A*. En efecto, (B = || by II), para
ay,, b, R, reales,
n n

(Az, z) =§1 .Elt B1aTyTys

n n n n
(@, Bz)= |§l ‘gl by, = 1§| §’ byt %10
De (5) se deduce que

non n n
Eg‘glr%si=.§l'§bltzﬁh Vz, z€R,, (6)
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de donde a;, = b, (i, s =1, . . ., n), lo que s8 comprueba haciendo
en (B) 2=(0,...,0, 1,0, ...,0, g= {0, ..:;0,1,0, ...
..., 0), donde en x la unidad ocupa el s-ésimo lugar y en z, el
{-ésimo.

En el caso complejo,

Woon n ™
(dz, 2)= E. g}, aprigy (@ Ba)=3, 7y X buiy=

L b n kil
,Z.ﬂ z'ét burty El .2—1 burzety
de donde ay,=b,;, o bien, b,y=ay,.

Por lo tanto, el operador conjugado A* de un operador lineal A se
puede definir también como un operador lineal tal, que se cumple la
igualdad (4).

Las ignaldades (1) y (1*) se pueden considerar como ecuaciones:
dado el vector y € Ry, se pide hallar = € R, de tal modo que se
cumpla la igualdad (1) o (1*).

Las ecuaciones homogéneas correspondientes tienen la forma

Az =0 (10)
o bien,
3 apz, =0 (i=1,...,7) 2y
=1
v
A*z =0 (19
o bien,
D ayz =0 (j=1,...,n0). (23
Denotemos por L la imagen del espacio R, mediante el aperador A:
L = A (R,

y denotemos por L' el subespacio de todos los vectores z que salisfacen
e la ecuacidn econjugade homogénea (13).

Se ha lamado a L' subespacio puesto que junto con z y z' tam-
bién pertenecen al mismo @z + Pz’ siendo @ y P niimeros arbitrarios:

At (az -+ Pz') = ad¥z + pA*:E = 0.

L también es un subespacio. puesto que, si y, ¥ € L, entonces
existen unos vectores x, ' € R, tales que y = Az, g’ = Aa’, y por
consigniente,

oy + By’ = wde -+ pAZ = A (@ + ),
de modo que oy + Py’ € L.
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Se verifica el sipuienle lema (véase § 20, teorema 2).

Lems - Los subespacios Ly L' son ortegoneles wno ol otro,
es decir, L' es un vonjunto de todus los vectores 2 € R, cada uno de los
cuales es ortogonal a L y L. a su vez, es un conjunto de todos lus veciores
y € I, cadn uno de los cuales es ortogonal a L'. 8i L es de dimensidn k,
entonces, L' es de dimension n — k.

pomosTrAcioN  Consideremos la igualdad

{Az, z) = (x, 4%z}, (7)
que es vilida para lodos los vectores e, z € I1,,. Suponganios que z es
un vector ortogonal a L; entonces, para éste, el primer miembro en
(7) e= iguul a ecro para lodo & € 17,,. Pero, enlonces, el segundo miem-
bro también es igual a cero para todo x € R, y. en particular. para

*r:

=4
(A*z, 4%z} = (.

Por lo tanto, A*z = 0. Queda demostrado que si un veclor z es
ortogonal a L, entonces cste vector salisface a la ecuacién 4%z = 0
{o sea, z £ L').

Reciprocamente, supongamos que ¢l vector z satisface a la ecua-
cion A*z = 0. Para tal z, el segando miembro en (7) es igual a cero
para cualesquiera & € 1,; pero, entonces, el primer miembro es igual
a cero, de modo que z s orlogonal a lodos los vectores de la forma
Az, 0 sea, o todos los vectores y € L. En otras palabras, z es orlo-
gonal a L.

Queda demostrado que L' s un conjunto de todos los veclores z
ortogonales al subespacio L. Pero, entonces, en virtud del teorema 2
§ 20, L es a su vez el conjunto de todos los vectores y orlogonales
a L' y la suma de las dimensiones de /. y L' es ignal a n. El lema
queda domostrado.

Se verifica el

TEOREMA t. Parg que la ecuacidn

y = Az 1)
edmita solucidn para un vector dado y € R, es necesario y suficienle
que el vector y sea ortogonal a todos los vectores z que satisfacen a la
ecuacidn conjugada homogénea

A*z = 0. (15}
La solucién x de la ecuacidn (1), si ésta existe, puede expresarse como

la suma
2=z + u,
donde x° es una solucion particular cualguiera de la ecuecidn no homo-
génea (1) y u es una solucidn arbitruria de la ecuacidn homogénea
Au = 0. 1)
Cualgquier suma indicada es solucidn de (1').
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DEMOSTRACION En virtud del lema 1, si L = 4 (R,) y L' es
el conjunto de todos los veclores z que satisfacen a la ecuacion 4%z =
= 0. enlonces L y L' son subespacios ortogonales uno al otro. Pero,
entonces, si para y existe solucién de la ecuacién (1), se tiene que
y €1 y necesariamente todos los vectores z € L' son ortogonales
a y. Por otra parte, =i el vector y es ortogonal a todos los vectores
z €1, entonces y € L. o sea, que existe un x tal que y = Az.

Supongamos ahora que para un vector ¥ existe solucién de la
ecuacion (1'). Sea ésta @’

g = Az,
Erntonces, evidentemente. la suma & 4 u, donde du = 0, también
es solucién de la ecuacién (1'):

At - ) =dx" L Adu=y 40—y
Beciprocamente, si & es una solucién arbitraria de la ecuacién (1)
¥ @ es una solucién particular determinada, entonees

y o= Ax, y = Ax",
¥, por consiguienle,
0 — Ax — Az" = 4 (z — 2% = Au,
donde w = @ — 2%, o sea, & = x° + u, donde u satisface la ccua-
cién Au = 0.

Nota. Expliguemos con el ejemplo del espacio real R, lu relacién
del teorema 1 con la teorfa de Kronecker—Capelli.

Supongamos que el vector y == (. y.) es ortogonal a lodas
las =oluciones del sistema

82, + 0y 22 =0, ]
Qa3 BypZp = (.

&

Demostremos que entonces los rangos de la matriz A y do Ja matriz
ampliada

Ay G2 I
2 @2 Y2

B=

son iguales entre si. Si rango 4 = 2, entonces, evidentemente, rango
B = 2. Supongamos que rango 4 = 1. Siempre rango 8 2= rango
A = 1. Por lo Lanto, tenemos que demostrar que

LT

eV 21

& Iy

0 g
L apz Y2

Ly=

o

En efecto, como y es ortogonal a las soluciones (no triviales) del
sistena (8) se tiene. ¥, 4 Wa3y = 0. Por esto, suponiendo gque
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2y 5% 0, resulta:

e = Uiy _ ¥ )=
Ly =anlfz— 8yl =8y Yz + Gy ;I’ o ,_: (@2, + anza) =0,

Ygty
n

Da=ypliy— QpglYy = Aypify + Ay = ?yf‘ (21221 + @pp7,) = 0.
De aqui se deduce que rango B = rango A = 1.
Reciprocamente, supongamos que el vector ¥ = (y;, Fa) es tal
que rango B = rango 4, entonces (1) sdmile solucién (z;, z,). De-
mostremos gue y es ortogonal a laz soluciones z = (35, z,) del siste-
ma (8). En efecto,

o1 T Pata = (@ A @) 2y - (@93 4 8gu1y)) 5y =
= (A% -+ 2524) Zy + (83071 + CoaZe) T, = 0oy L+ Orzy = O
TEOREMA 2 Las ecuaciones homogéneas
Ax =0 (£}

A¥z = 0 (E54)

tienen el mismo nimero de soluciones linealmente independientes.

En particular, si una de estas ecuaciones sélo tiene la solucién tri-
vial 0, o sea, que no liene soluciones linealmente independientes, en-
tonces, lo mismo ocurre con la otra.

Observacidn. En el Gltimo caso la ecuacion (1) admite solucion
anica.

DEMOSTRACION.  Las matrices 4 y A* tienen el mismo rango.
que denotaremos por k. Estas también tienen un mismo determi-
nante A.

Silk = n, entonces A 5= 0 y las ecuaciones (1,) vy (12) sélo admi-
ten la solucién trivial 0. En este caso, segiin el teorema 1, la ecuacion
{1) tiene solucién finica para cualesquiera y € R.

Supongamos ahora que 1 << k < n. Después de una reordenacién
adecuada de las ecuaciones y de las componentes, para el determi-
nante se tiene:

@y oo Opg
Escribamos ahora las primeras k ecuaciones (1,) en la forma

L R T . | [ }

By T o BTy = = g g Ty = - o =0T
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A continuacién exponemos una tabla de n — k vectores:

ot=(z}, ....xh, 1,0, ...,0)
at=(23, ..., 25, 0, 1,0, ...,0), (10)

a e el ey @R e Oy L O )
Para obtener el primer vector, hacemos en el sistema (9} la sustitucion
Ty =1 2 =0, 000y Zn =10

¥ lo resolvemos respecto de z;, ..., % Las Unicas soluciones que
se obtienen aqui las denotamos é)ar z/, . ... & Para obtener e}
segundo vector, sustituimos en (%)

Ih+1=30. $k+5='1| xh+;.=0. -.‘.zn=0

v hallamos los niimeros 22, . . ., f, elc. Los vectores (10) cumplemn
las siguientes propiedades.

1) El sistema de veclores (10) es linealmente independiente, ya
que el rango de la matriz de estos vectores es ignal al nimero de
ellos, p =n — k.

2) Cada uno de los vectores del sistema (10} es solucién de (todasy
las ecuaciones (1), o sea, Az = 0.

3) Todas las soluciones posibles de la ecuacion Ax = 0 tienen
la forma

y . SO SO 5 T

donde Ay, ..., Ayox fon nimeres arbitrarios.
Ordinariamente, estas tres conclusiones se suslituyen por la
siguiente:

La ecnacidn (1,) tiene n — & soluciones lineal mente independien-
tes.
Mediante unos razonamientos semejantes, leniendo en e¢nenta
que rango A = rango A*. sc demuestra que la ecuacion A*z =0
también tieme n — & soluciones linealmente independientes.

El teorema queda demostrado.

TEOREMA 3. Si una de las ecuaci homogé (dq) 6 (17)
tiene k soluciones linealmente independientes, entonces la oira también
tiene k soluciones linealmente ind dientes; las imd L=

= A (R,)) y L* = A* (R,) dal esp::—cio R, obtenidas mediante los
operadores A y A%, son subespacios de dimensién n — k.
DEMOSTRAGIGN. Lo primera tesis del teorema sobre la igualdad
del niimero de soluciones linealmente independientes de las ecuaciones
homogéneas (1,) v (%) representa el teorema 2, y la segunda tesis,
el Jema 1, on virtud del cual la dimensién del subespacio L es igual
an—k donde ¥ es la dimensién del subespacio L' de Jos vectores
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z que satisfacen la ecuacion 4*z = 0. De un modo similar, la dimen-
sion de L* es igual a n — k, donde & es la dimensién del subespacio
formado por los vectores m que satisflacen la ecwacidén Au = 0

§ 22. Operador autoconjugado.
Forma cuadratica

Un operador lineal
t
y,‘=l¥lnh;2’i (=) i 1) ()

o, abreviadamente,
y=4dz @€, yeh) 12)

se llama avloronjugade'), si vs igual a su conjugado (4 = 4*),
o sta, s

Ax = A*r, Ve e R, (3)
en olras palabras, si la matriz 4 cs simélrica:
gy=ap kl1=1....,mn (4)

[véase (3} v (3*) § 21). Aqui se ha considerado que a,, ¥y A, son
reales (véase més adelante la nota 1),
Para un operador auloconjugado sc verifica la ignaldad caracte-
ristica
(@, Az) = (A, 2), Vo, z2€ N1,

(véase § 24, (4)). Estd claro que
n i " »
(=, Aw=a‘§1 Ty Ela“x‘=:é-'| ;_EL ayrgzy (e =ay). (%)
La expresion del dltimo miembro en (4') se llama forma cuadrd-
tica de n-ésimo order. Esta es una funciéon continua del vector x,
o lo que es lo mismo, de las variables x;, . . ., z,.
Vamos a considerar esta funcifn sobre ¢l conjunto S de vectores
2 con la norma unidad (|2 | = 1). Este conjunto representa una
esfera en R, de radio 1 con el centro en el punto 0, ¥ por lo tanto,
& es un conjunto acotado. Ademds, es cerrado 2) puesto que si los
puntos de una sucesibn {@¥} (v = 1, 2, .. .) pertenacen a S (o sea,

Y 0 hermitico (Nota del IT.).

%) Vénse ol § B.12 dol libro de Yu. 3. Bugrov, 5. M. Nikolski «Calculo dife-
roncial e integrals, Editorial «Mirs, 1984, o 3. M. Nikolski «Curso de anilisis
matemiticos, t. I, Ed. URMO, Bilbaa, 1872,



§ 22. Operador autoconjugado. Forma cuadrdtica 123

Jav)=1, v =1, 2, ...) y esta sucesién tiende hacia un punio
2 € R, (z¥ — 2" v — oo), entonces necesariamente z' € 8, o sea,
|2 =1, yaque|l — | || = | [=¥ | — |2 | | < |&¥ —a° |—
— 0, de donde |z° | = 1.

Hallemos el valor maximo de la forma cuadritica (4") sohre la
esfera §. Como la forma (4) es una funcién continua sobre un conjunto
cerrado v acolado, su méximo sobre § se alcanza para un cierto
vector ' (J y* | = 1). Denotemos este méximo por hi:

o= (A&, &) = (e, @), Vz:i|z|=1 (5)

Consideremos el subespacio L' ortogonal al vector &' es decir, el
conjunlo de todos los vectores v que son ortogonales a x'. Tomemos
en L' un vector unitario cualquiera o° (| ¢° | = 1). El véctor

cos -2’ -+ sen e r®

depenile de @ y sn norma es igual a la unidad

| cos g eat - sen g-v® | = (cos @' + sen c-e”, cos ot 4+
— son e == (ens? o of son® g} = L.
Yi @ = 0este veclor se convierle en z'. Pero, entonces, la funcion
Y oig) = {4 {cos a-axt - sen oo, cos c-x! -l sen ")

aleanza su miximo en el punto o = 0 ( {(0) = (4!, =) y, en
virtud de la condicién necesaria de extremo,

P (0 =0.
Calculemos esta derivada, Se ticne,
(o) = cos? @ (Aa?, &) + sen 2o (A, %) + sen® & (A o', o).
Por consiguiente,
| le) = —sen 200 (42, &') - 2 cos 2o (Axt, %) + sen 2 (A ¥, oY)
¥
P ) = 2 (42!, oY) = 0.

Hemos demostrado que el vector 4a' es orlogonal a todes los
vectores unitarios ¢® € L' y, por consiguiente, también a todos los
veetores v € L', Pero. cntonces, Ax' difiere de #' solamenie en un
factor ivéase el corolario 1 al final del § 20, o sea,

Axrt = jzt,
donde % es un niimero,

De la primera igualdad en (5), leniendo en cuenta que | &' | = 1,
se deduce que

A = (A2h, &) =M
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Por lo tanto, hemos demostrado que el maximo de la forma cua-

dritiea (4') sobre la esfera unidad [z | = 1 se alcanza en un punto x*
tal que
mix (dx, ) = (dx!, ) = M.
P )=l
Ademis,
Azl =hazt, |zt |=1.

Vemos que el vector no trivial (no nulo) ' se transforma mediante
el operador A en un vector MAa', que es colineal al mismo.

Tal vector se llama vector propio del operador A, y el nimero
by, valor propio perteneciente o este vector.

Ahora vamoes a considerar el operador 4 sobre el subespacio 7',
definide como el conjunto de los vectores & € R, que son orlogonales
al vector x! (anteriormente lo habiamos denotado por L'). R' es
un subespacio (r — 1)-dimensional; en él hay bases ortonormales
compuestas por n — 1 vectores. Nuestro objetivo consiste en hallar
una tal hase que, como veremos, esti naturalmente relacionada con
el operador A.

s importanle subrayar que la imagen A (R') del subespacio £*
mediante el operador A pertenece a R, ya que, si (z, &'} =0,
enlonces,

(A, x') = (z, Awl) = |z, }“l'xl) =M (2, J-'l) =0,
o sea, Az € R.
Esti claro que el operador 4, en forma trivial, sigue siendo
auloconjugado sobre R!, ya que siendo valida la igualdad

Az, ¥) = (=, Ay)

para todos los vectores &, y € R,, también es vélida para todos los
veclores x, y € A%

Asi puss, ahora cousideramos el operador lineal autoconjugado A
sobre el subespacio lineal B! de dimensién n — 1. Podemos aplicar
a éste lodos los razonamientos expuestos anleriormente y demostrar
que existe en A un vector unitario = tal que]

méx (A2, ¥)= (423, 2})=ry<hy.
() oTjmd Pl s

Hay que tener en cuenta que la esfera unidad S* en R' se define,
evidentemente, como el conjunto de los vectores unitarios z que son
ortogonales a 2!, Ademads,

Ax® = A%

Ya hemos hallado un segundo vector propio del operador A,
el vector #?, y su valor propio correspondiente A, que, evidente-
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mente, no es superior a A, (al reducirse el campo de aplicacién del
operador, el maximo sélo puede disminuir). Ademas, (z', &%) = 0.

De un modo semejante se puede introducir el subespacio R?
de dimensién n — 2, ortogonal a x'y a* y demostrar que el opera-
dor 4 transforma R® en R*; también se puede hallar un tercer vector
unitario &® que sea ortogonal a x' y 2* y tal que se verifique la igual-
dad

méix (dz, z)=(4x?, z%)=h,

(e, .r‘)-:I‘EI._(L‘ )=l
¥ la igualdad
A5 =28 (e <hy <R

Continnando este proceso por induccién hasta obtener el n-ésimo
vector ™, obtendremos un sistema orlonormal de vectores

b, sty o (6)
¥ un sistema de nimeros reales

Ay, Ry ovovay A {7)

que cumplen Jas propiedades

Azt =hya* (k=1,...,n),

b
Temos obtenido un sistema completo de vectores propios del operador
A y de valores propios perlenecientes a estos vectores. Como el
sistema ortonormal (B) pertenece a R, y consta de n vectores, éste

es una baze en R, (véase § 17). Por ello, un vector arbitrario x € R,
admite un desarrollo por este sistema

(8)

2= (2, ). )
A=1

Entonces, el operador autoconjugado en cuestién 4 puede cxpresarse
del modo siguiente:

ar=4(3 @ )= 3 (@ Ndet= 3 iz, ek (10)

Queda demostrado el teorema:

TEOHEMA t, A todo operador autoconjugado A en el espacio
R, le corresponde un sist ortogonal de vectores z', . . ., =" (una
base en R,) y un sistema de nimeros reales by, . . ., h, tales que Ax,
para cualquier x € R,, se erpresa comg lz suma (10).
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La forma cuadratica (4") se expresa, respectivamente, del modo
siguiente:

(e, Az)m[ (:a )iy i'.l,{ar. ) ot = }_"] helz, @)% (47)
i =1

En la prictica, frecnentemente, se parte de una forma cuadratica

noowu

. " )
*2_.1 [%l’ Gy, @y (ayy = agy). (4")
Para aplicar a ésta los resultados obtenidos, se puede definir en rela-
cion con ella el operador lineal

¥ = Ax,

determinado por las ignaldades

R

En virtnd de la condicién ay, = a,, éste es un operador auto-
conjugado y se le puede aplicar entonces el teorema 1. En lérminos
de forma cuadralica, el teorema 1 puede enunciarse del modo siguiente:

Teorema 2. Sea dada una forma cuadrdtica (4°) en un sistema
de covrdenadas n-dimensional (z;, .... z,) del espacio B, con los

xy (=1, ..., n)

i
versores i, ..., i*(r= E z,i"). Entonces, exislen un sistema rec-
tangular de coordenadas (%, ..., E;) mn los versores ', ..., x%,

que forman wuna base ortogonal (x= Z Ex"), y un sistema de
niimervs reales hy ..., A, tales que ia form.a cuadrdtica (4') en este
sistema es la suma de los cuadrades de las coordenadas & &, del
vector x, multiplicados por los numeros A, respectivamente:

L

&.Z '2 Ay T Ty = 2 . (4°)
El cambio del primer miembro en (4') al segundo se realiza una
vez conocidos los desarrollos de los vectores z!, ... a" por los
versores &, ..., i". Supongamos que
n

@=2) By

(véasze § 17, (7}, donde hay que suatlt.uu- @y, v @ por Py, y o7, respec-
tivamente}. Como i, ..., " ya!, ..., 2" son bases ortonormales
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en H,. la matriz
A= Bl

es ortogonal. Suponemos que ésta es conocida, Un mismo vector =
puede desarrollarse en las dos bases:

l'l n
T .Z=‘| :..",i-'=’§1 Byl

Pero, entonces,
n n 1 n n
™ e > = B it
2 b= b 2 =2, (3 ki)

y, en virtud de la independencia lineal del sistema o simy, W
obtenemos:

n

2,=3 By (=1, ..., 0} (1)
i=1

Por 1o tanto, el cambio de las coordenadas &, . . ., &, a las coorde-
padas z,, . . ., 7, se cfectia mediante Ja matriz A’ traspuesta a A
(o sea, mediante las filas de la matviz A’ o Jas columnas de la ma-
triz A).

Sustituyendo las expresiones {11) para z, en el primer miembro
de (4"}, oblenemos el segundo miembro. Escribamos esta igualdad
n ‘L n ™
kBj 2 “NJZ:‘ ﬁ;hﬁ;‘; PBagke =

=1
= E] El é:l TS ([,E:* aufa) E 8= §| PR 55.?. L_Ej LT
0, j#i,
1, =1,

Igualande los cceficientes de &, en ambos miembros de esta
igualdad, obtenemos las igualdades:

donde 6;,==[ es el simbolo de Kronecker.

;Z{ﬁ'"' {421 agPu) =8k (f, J=1, ..., ),

que se pueden interpretar del modo siguiente (véase § 15, (6)). Para
la matriz
A=lall fag=an

de un operador autoconjugado A existe una matriz ortogonal

A= Bsull
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tal gue
A-d AL =1, (12)
donde U es una matriz diagonal
4 0 0
et & e o
0 0 0...2;

{#; son nimeros reales), denominada candnica.
Sefialemos gque para una matriz ortogonal A, se tiene

A=A
Como los determinantes de las matrices ortogonales cumplen la
igualdad |A | = | A" | = &1, de (12) se deduce que
M A== 1AL 41 1A =14 (149

En particular, queda demostrado el siguiente teorema:
TEOREMA 3. Si el determinante | A | de una matriz autoconjugada
A es distinto de cero (| A | = 0), entonces, todos sus valores propios
Ay ooy by son distintos de cero (hy==0, j =1, ..., a)

Del teorema 2 se deduce que

1) Sihy =...==h >0, entonees la forma cuadritica es posi-
tiva para cualesquiera vectores § == 0, y por consiguiente, también
para cualesquiera vectores & % 0. En este caso, ésta se llama esiric-
tamente positive (definida positiva).

NGi0=h=h=...2=h, entonces la forma es negaliva
para cualesquiera § == 0, y por consiguiente, también para cuales-
quiera x = 0. En este caso, ésta se llama estrictamente negativa
{definida negativa).

3 Sik=...=M yh, =0, entouces la forma os no negativa.
Existe una direccién (el eje £,), a lo largo del cual la forma es igual
a cero. Hsta es una forma positiva, pero no estrictamente.

4 S8ik=0=k=...=h, entonces es una forma negaliva,

no estrictamente.

5) 8i &; > 0, mionlras que A, << 0, entonces lg forma es wnde-
finida. Excluyendo el punto nulo, la forma es positiva a lo largo
del eje &; y negativa a lo largo del eje §,.

Resulta que segiin sea la forma de la matriz || 4 || ¥ segiin sean
los signos de algunos de los determinantes engendrados por ella,
so puede averiguar si sus valores propios son todos positivos, todos
negativos o entre ellos hay algunos positivos y otros negalives.
En esto consiste el teorema de Sylvester '),

1) 1. 1. Sylvester (1814—1897), matemitico inglés.
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Formemos la sucesion de los menores principales de la forma
cuadritica {Az. x):

T PR |
2y gy 11

Aj=ay, 4= voeny dpmmle s v e
tyy oy
@ni es Bnp

Segiin el teorema do Sylvester, que no demostraremos aqui, se
verifican las siguientes proposiciones:

1. 5iA =0, 4, >0, ..., A; =0, entonces la forma es estric-
tamenle positiva (definida positiva) (caso 1)).
2,81 A =0, A4; =0, 830, ..., (—1)" A, >0, entonces,

la forma es estrictamente negativa (definida negativa) (caso 2)).
3.8 A, =0 A,>0, ..., A, =0, o bien,
A0, A0, ..., (—1)" 4,20,
pero existe un j tal gque Ay = 0, entonces, la forma no es estricta-
mente definida.
4. En lodos los demés casos la forma cuadritica es indelinida.
Nata 1. Si R, es el espacio complejo y 4, = ay son de nuevo
nitmeros reales, entonces los razonawientos expuoestos anleriormente
varian muy poco. La formula (4") se escribird ahora asi:

" n " k)

" . - -3 -
(x, Ar)=3 &, 2 apzi=721 3| @zt

k=1 =1 kel | =1

Ll ndmero (z, Ax) sigue siendo real. pues
" n l

n T H
S - L JES _ 2
(e, AJ'}E;-I fZL ﬂ-r-:%rz=k2|l E‘ ﬂir,ﬂ'nil-_-hzi ]E!ﬂu-fnxx=(3; Az).

lislo mnestra que lodo lo expuesto anteriormente (las formulas
(&) — (10)) signe siendo vilido y, en particular, los niimeros A, . . .
+ « .y hy son reales también en el caso de R, complejo. El teorema 1
se conserva tambiéu para R, complejo. La (6rmula (4") tiene ahora
la forma

(z, Az) =;§t A @, =42,

de modo gue ahora ya hay que sustituir los niimeros (z, z*) por los
enadrados de sus modulos. La férmula (4™) tiene ahora la forma

k) n n

n &

N 2 amz =3 Ay 183
k=1 f=t i=1

v en lo demis, sigue siendo valido el teorema 2,
Nota 2. Sefialemos que la demostracién de que Jos valores propios
de un operador lineal autoconjugado (hermitico) 4 en 2, (real o com-

Y=0ut32
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plejo) son reales se puede hacer del modo siguiente: Sea A un valor
propio del operador A y sea &° (|z° |=1) el vector propio corres-
pondiente. Como Az® = Az", se tiene,

A= 14 {@% a%) = (Ax?, &% = (42 z°) = (z° AZ") =
= (29 hat) =} (=% 2%) = %
Inmediatamente =e demuestra también gue los vectores propios
del operador, pertenecientes a distintos valores propies, son orto-

gonales,
En efecto,

At =l Az =02 (|22 | =1, |a® | =1, M= N),
¥, por lo tanlo,
M (@l 2% = Gz, &f) = (dat, 2°) = (7, da¥) =
=(x!, hext) =TA,2 @, @) = A, 2, %),

Abora bien, como Ay 7= kg, Se tiene,
@', = = 0.

§ 23. Forma cuadrética
en el espacio bidimensional

Para n = 2 la forma cuadritica se escribe asi:

Ay} + G2y Ty 4 AT + 075 = au7) + 2010007, + ayxi (1)
¥a (ue ¢y, = Gy Suponemos que los nilmeros @, son reales.

Para reducir la forma (1) a la suma de los cuadrados de las coor-
denadas del vector (E;; E5) en una base (z!, .1:) hay que hallar
(véase el § 22) los vectores unitarios bésicos z*, z*, que son los vec-
tores propios del operador autoconjugado A, engendrado por la matriz
simétrica
@y By
L TR

Sefialemos un método para hallar los valores propios y los veclores
propios del operador A, distinto del método del § 22

Ast pues, si A4y esun valor propio del operador 4 y2°=(x", %) 7=
= 0 es el vector propio correspondiente, entonces

Az = hox®

A=
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P

Escribamos esta ecuacién en coordenadas:
(@ —ho) " + apzs” =0,
@y 7" =+ {gg — ho) 2" =0, }
o en forma de operadores
{4d—2,E) 2°=0, (2
donde E es el operador idéntico.
Por lo tanto, el sisterna homogéneo (2) tiene solucidn no nula z°,

1o cual es posible si el determinante del sistema (2) 6 (2') es igual
a cern:

2

ay—*, yg
i = |A—1,E|=0.
@y ap—hy
En resumen, el valor propio X, es una raiz de la ecuacion

|4 —kE =0, @

denominada ecuacidn caracleristica del operador A (o de la forma
cuadralica (d=x, x)).

También es vilido lo reciproco. Si kg es una raiz de la ccuacidon (3),
entonces toda solucidn no trivial del sisloma

(4 — )z =0 @)

es un vector propio del operador autoconjugado A.
Por consiguiente, en el caso dado los valores propios del operador
A son las raices de la ecuacion cuadrdtica (3):

(g — &) (g — A) — afy =0,
A @y + e} A+ Gyy8g, — afy = 0.

Resolviendo esta ecuacidn, oblenemos:
1 W ra ik
;m"z_’tau +agz+V 1=+(¢1u—“az)=]u } (5)
?‘ez';“ {ayy+ ass—Y %a};, + (@) —anl®l-

De aguf vemos que Ay == Ay, y ademas, by = Ay siay, = 0,8y, = a4
Vamos a Suponer, para precisar, que &, == d,, (en caso conlrario,
cambiamos x; por Ty ¥y T, por ;). Entonces,

hy==ay (a'l -y =';- TV da%y + (g, — @gaf* — (@1, — 63) | 0.

De (5) =e deduce que los valores propios del operador autoconfugado
A son npimeros reales.

o
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Ahora, una vez conocidos los valores propios Ay ¥ h,, hallamos
los veclores unitarios propios como =olucidn del sistema (4). Como
|4 — ME | =0, se tiene,

rango (4 — L E) < 1.

Si &y = A, ln matriz A — AFE consta sélo de ceros (A, —= &y =
= a;, = gy s = 0), 0 sea, su rango es igual & cero. En csle
cato la forma cundritica ya estd reducida a la suma de cuadrados
(ity, = 2,y = 0). Cualquier vectorz = (), 2,) satisface el sistema (4)
Por ello. se pueden Lomar por vectores propios los vectores unitarios
del sistema de coordenadas &' = § = (1, 0), &* = 7 = (0. 1). Cnal-
quier olro sistema de veclores orfonormales (x', %) cumple la pro-
piedad de que en este sistema da forma cuadritica consta solamenle
de enadrados.

Ahora hien. si A, = hy, entonces, o @y, 5= 0, o hien, a,4 — 0,
@), # @y Bl segundo caso se puede no extudiar, pues la forma (1)
ya ostd reducida a la suma de cvadrados.

Asi pues. supongamos gue a,, % 0. Eptonces.

rango (4 — &, K) = 1.
Por lo tanto. e sufbiciente considerar una ecuacion del sistema (4):
{2y — d) @y + a2y = 0.
De aqui resulla (@, 5= 0),

zq = U—ay + M)lagl &
El veclor

yl= (’c‘. ?-1:1:11 ..rl)

es solucion del sistema (4). Normalizavdo este veclor, obienemos
un vector propio

1
i= [x;", 'f:“) =Tf"—l=
s ( £1 = (b —ay)
. Ai—ay \? g ' 1—ou § 2 :
]/i + (_ﬂlz ) apy Vri =+ (—'—Iﬂ,12 ]
Haciendo transformaciones elementales se pueden obtener las igual-
dades

=zt V’E— }"f 1+ (@y— ag)V 4ot 4 (ay — az0)%

©

0=+ LIE‘;.%E. ]/ri — (g — 2V dal (2 — ag)?,
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A continuacion es suficiente tomar en las férmulas (6) el signo +.
Similarmente, dado el valor propio A,, podemos hallar el vector
propio x* HResulta que

.‘02=(’£;". 3;"_}=( _x;p‘ I;“).

Formemos ahora la malriz del operador (de la transformacion
ortogonal) A que transforma los versores (i, j) en los versores (2!, &*):

‘ 0 :r:lj :;l)
. —:x;“ z:n
(en las filas figuran las coordenadas de las imig de los vectores

unitarios bisicos i, j mediante A, o sea, ' = 20§ + 2V, 7* =
= —zVi -+ 2[Vj. Entonces, las coordonadas del veetor (&, Z3)
en el sistema (i, j) estin relacionadas con las coordenadas (&,
de cste vector en ol sistema (!, %) mediante las columnas de la
matriz Al
£y =a,VE — )"k, (7
1)
= EI_-‘”Ill'E!‘-‘ )
Sustituyendo estos valores en la forma cuadrilica (1) y teniondo en
cuenla las formulas (5) y (6), oblenemos:

7] + 20,505, + 84075 = MED + AR {8)

El segundo miembro de esta igualdad <o llana forma candnice
de la jorma cuadritica.

81 los nimeros 2, y A, son de un mismo signo, entonces se dice
que la forma cuadrética es de tipe eliptico; si .’»1 ¥ A son de distinto
signo se dice que es de tipo hiperbdlico, y si uno de los nimeros
ky o Ay 08 igual a cero, se dice que es do tipo parabélico.

lin (5} se observa gue Adh, = ana”—a' Por eslo, el Lipo
de la forma (1} se puede determinar segin el signo de la exprosion
agyyy — ajy (del diseriminante de la forma cuadritica).

La forma cuadritica serd do i po eliptico. hiperbilleo o parabilico
segln que la cxpresion a,,a,, — ¢, (el discriminanle) sea mayor,
menor o igual a cero.

EakdPLO 1. Reducir la forma cuadritica

@€

f— ) B apmyt 22l

a la forma candnica,
= 3 -
En este ¢aso, ay =1, a,— —-22, a2, Como a,,a5—a}, =

=2“"§'——‘“:—>0, la forma es eliptica. Busguemos los vectoros
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propios y sus valores propios segiin las formulas (5) y (6

T | £ V3 1 3 g

MI =

Por oira parle,

En el sistema (r', 2% la forma cuadritica on cuestion toma la
forma

FE+E
Ahora bien, como gz = %- = cos (-— %) , T =— —%——'—”
=sen (—%} , ln transformacién mediante la matriz
oL LI
A= 3;:: Ifn {¢i=[zlhl "), at=(—a, ")
2 1

representa una rotacién del sistema (z;. z,) un dngulo & = n/3
en torno del origen de coordenadas en sentido del movimienlo de
las agnjas del reloj (véase el ejomplo 1 al final del § 16).

§ 24. Curva de segundo orden

Supongamos que en el plano, respecto de un sistema rectangnlar
de coordenadas (z, ¥), se ha dade una curva determinada implici-
tamente por una ecuacitn de segundo grado

Az + 2Bzy + Cy* + 2Dz + 2By + 1 =0, {1}

donde 4, B, €, D, E, F son unes nimeros reales dados. Se supone
que los niiméros A, B, € no son simultineamente iguales a cero.
Esta curva se llama curve de segundo orden. En realidad, puede
ocurrir que no haya puntos (z, y) con coordenadas reales que satis-
fagan la ecuacién (1). En este caso. se dice que la ecnacidn (1) deter-
mina una curva imaginaria de segundo orden. Aqui no vamos a estu-
diar este caso. La ecuacién

2t = 1

puede servir como ejemplo de ecuacién de segundo grado que deter-
mina una curva imaginaria.
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Enunciemos los seis casos mds importantes de la ecuacién gene-
ral (1):
1) Ecuacion de la elipse
3 2
FS+i=1 (@=b>0)

con los semiejes de longitudes @ y b. En particular, si @ = b. resulta
la scuacién de la circunferencia

a4yt =at

de radio @ y con el centro en el origen de coordenadas.
2) Ecuacién de la hipérbola

LBt (@250
con los semiejes a y b.
3) Ecuacién de la pardbola
¥ =2pz (p>=>0)
4) Ecuacion de un par de rectas que se cortan
gt — by =0 (0<<a, b)
5) Ecnacién de un par de rectas paralelas o coincidentes
—at=0 (a>0).
6) Ecuacion que determina un punto
2t 4+ oyt =0

Detengdmonos brevemente en las curvas mencionadas.
LA ELIFSE

;:_-1_ %: =1 (a=b>0). @)

Si @ = b la elipse (2) se convierte en una circunferencia de radio
a con el centro en el origen de coordenadas, o sea, en el lugar geomé-
trico de puntos cuyas distancias al origen son iguales a a.

Sea @ = b. Hagamos ¢ = /a® — b°. Sefialemos en el eje x los
puntos Fy, I, de abscisas z = —cyz = ¢. Estos son los focos de la
elipse. La elipse (2) se puede definir como el lugar geométrico de
puntos cuyas sumas de distancias a los focos Fy y Fp es una cantidad
constante e igual a 2a.

En efecto (fig- 36),

MFP =Y ETeRrif, MF=VE—cFt,
2a=V &t P+ @2+ V z—efF+5
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de donde

2a—V(z+ P+ y=V{e—cfFr gt

Qa2 of P —daV @+ f r = (r—oP t 4,
da?+ bex=ba ) (T cF 1 47,
at + 2afcx + o*2* = a® [2® 4 2ex + o + 320,
—bi? = —a®® + a¥P,
a®h? = bi? 4 alyl,

de donde se deduce la ecuacién (2). Efectuando estos cilenlos en
orden inverso, obtendremos que, si e] punto (x. y) salisface la ecua-
cion {2}, entonces la suma de sus
distancias hasta £, y F, esignal a 24,
Sustituyendo en la ecuacién (2)
r por —z, ésta no varia. Esto mueslra
que la elipse (2) es una eurva simélrica
respecto del eje y. Similarmente, la
elipse (2) es simétrica respecto el
eje . ya que snecnacion no varia al
sustituir y por —y. Pero, enlonces, es
suficiente estudiar su ecuacion en el
Fig. 36 primer cuadrante del sistema de coor-
denadas, o =ea, para x. y>=0. La
parte de la elipse que esti situada en el primer cuadrante se deler-
mina por la ecuacidn

y=%]/a*-—.12_ [(E '

De esta ecnacion vemos gue la elipse considerada pasa por los pun-
tos (0, b) v {2, 0). Ademis, su ordenada y decrece conlinuamente
cuando x crece continuamonte sobre el sagmento [0, al.

La elipse es una curva limitada. Estd situada en ol interior de
un circulo de radio @ con el centro en el origen de coordenadas, pues,
para las coordenadas (z, y) de cualquier punto de la elipse se verifica
la desigualdad

a2+ P <at (:—:—I— %:) =a2,

En la fig. 36 se observa que la elipse es una curva cerrada con-
tinua. En el primer cuadranie es nna curva convexa hacia arriba.
En cualquiera de sus puntos se puede trazar la tangentel). Todas

1) Véase el § 4.2 dol libro de Yu. §. Bugrov v 8. M. Nikolski ¢«Céleuls dife-
rencial e integraly, Editorial «Mirs, 1984 o 8. M, Nikolski «Curse de anélisis
matemdticos, t. 1, Ed. URMO, 5.A., Bilbao 1979,
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estas propiedades y otras muchas pueden estudiarse con éxito por
los métodos del andlisis matematico gue, a' su vez, proporciona los
medios para Ja definicién exacta de los conceptos enunciados anterior-
mente como continuidad, convexidad, etc.
La ecuacion de Ja elipse también puede escribirse en forma para-

métrica

r=acosf, ] 0

i, {— o0 <C0<Co0). (3)
En efeclo,

e

%
“—,—g—%,—zms’-ﬁ—i-san‘ =1,

o sea, el punto {z, y) determinado por las igualdades (3) pertenece
a la elipse (2) para cualquicr . Si B recorre continnamenle ¢l semiin-
tervalo [0, 2n), entonces el punto

(&, ) recorre la elipse completa. ¥
Si 6 sigue creciendo, el movimien-
to se repeliri continuamente, b ¥

Averguemos el significado del pard-
metro 0 y sefndemos do paso un m
de coustruecidn de la elipse ([
Tracemos dos circunferencias conedntricns 1)
de radios by a (b < o) con centros en ¢l

punto 3. Tracemos luego el radio vector

que forme un dngule 0 con el eje 2, ¥

denotemos por 7'y IV sus puntos de inter-
seceibn von lag eircunferencias de radios &

3' i, respeciivamente. Tracemoes una recta

eade ¢l punte N, paralela al eje », ¥

otra recla dosde el punte T, paralela T
al eje r. Ll punto de interscccion A de Fig. 47
estus rectas pertenece a la olipse. En

vivcto, sea x la abscisa del punto M e y la ordenada. Entonces (véase la fig. 37},

r= (0N-cosfl = acosB,
y= TR — 0T 5en @ = bsend,

o sea, el punto M verdadersmente esti situado en Ia elipse (4) ¥ el pardiselro ]
o8 el angulo formadn por el eje 2 ¥ el raye ON. Scialemos que O no es el dngulo

polar ¢ que forma el radio veetor M con el eje = (tg g = % tg 8. Por ejemple,
si g= a4, a=1'F b=1, entonces 8 = n/3; si g =0, entonces 8 = &
¢i ¢ = n/2, entonces B = m.2.

LA HIPEHBOLA

P

#-—#=1 (0= a, b). (4}
Hagames ¢ == | a® 4 0° vy sefialemos en ¢l eje z los puntos Fy y Fy,
los focos de la hipérbela (4}, que lienen las abscisas = —¢, z =1¢
(fig. 38).
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B

La hipérbola (4) puede definirse también como el lugar geoméirico
de puntos A = (z, ¥) cuyas diferencias de distancias a los focos
F, y F, es una canlidad constante e igual a 2a

Tig. 38

Se tiene (véase la fig. 38),

AF, — AF, =V @ r e+ it~V (@ —cf+ y* = 2a,

Vet =V {E—cF+y+2a,

(@ +ef 4 g2 = (2= ha YV E— o + 1+ e,
bezx—bat=4a ) (z— )+ y%

ot — 2a%cx + at = a® (z* — 2ex 4 &) + a'y?,

(@* + %) 2® = afaz® -+ a*h® + a¥yt,

b2 — a'y? = a?,

de donde se deduce la ecuacién (4).
Hemos obtenido la rama derecha de 1a hipérbola {véase la fig. 38).
Para obtener la rama izquierda hay que comenzar con la igualdad

AF, — AF, = %a.

Mediante unos razonamientos efectuados en orden inverso, par-
tiendo de la ecuncién (4), se puede llegar a la conclusion de que los
puntos (z, ) que satisfacen esta ecuacion pertenecen al lugar geoms-
trico anteriormente indicado.

Por la forma de la ecuacidn (4) sacamos la conclusién que la
hipérbola (4) es simétrica con respecto al eje z y al eje y. La parte
de la hipérbola que estd situada en el primer evadrante tiene la
ecuacion

y=—VF & (a<z< o) )
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b

Vemos que la hipérbola en cuestién pasa por el punto (a, 0)
y ln ordenada y erece v tiende al infinito cuando z crece en el semiin-
tervalo la, oo). Los puntos B = (—a, 0) ¥ € = (a, 0), en los que
la hipérbola se corta con el eje z, se llaman vértices de la hipérbola.
En la fig. 38 estdn representadas dos rectas:

b
y=k 2

Estas son las asintotas de la hipérbola en cuestidn.

Supongamos dada una curva ¥ = f (z) en el semiinfervalo [a, co)
{o en (—oo, al). Se dice que la mcta ¥ = mz + n es la asintota de
esta curva cuando z— 4o (£ — —oo), si

lim [f(z)—mz—n]=0

{ lim [fiz) — mx — nl =0, respectivamente}.
E‘.-o.ﬁ;;deremos la parte de la hipérbola determinada por la ignal-
dad (5), y comparémosla con la rocka y =~i’-z. Se tiene,

i 22 B vram—a] e i 2 4 =
_‘!—131”[ a 2 V:C * g!,lf.[:, a iy i—at 0-

Esto muestra que la recta y = %z es la asintota de la parte conside-

rada de la hipérbola cuando  — —-co. FPero, entonces, se dice que
esta recta es la asintota ( de toda ) la hipérbola cuando z — +co.
En virtnd de la simetria de la hipérbola respecto de los ejes. asi
como la simetria del par de rectasy = + -:-x respecto de los ejes,
sg puede decir que ambas rectas son asintotas de la hipérbola tanto
cuando £ -+ 4-c0 como cuando x — —oo.

La rama derecha de la hipérbola (4) puede expresarse en la
forma paramétrica

z=ach uz% {e* +e™),
: (—o0 <u< co). (©)
y="bsh b= (e* —e™),
En efecto. comg
ch®u — sh?u =1, (7

de las ecuaciones (6}, obtencmos

<3 3
"E'i"—"—gT:Ghz u—sh?u=1.
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La mitad superior de la rama derecha de la hipérbola corresponile
a la variacion de u € 10, oo). y la inferior, a la variacién de w €
£ {—oo, Ol

Veomos camo csli relacionado el pardmelro u con el pardmetro € en _ln
ecuaciin paramdétrica de la elipse, y sehalemos de paso un mélodo de construcerin
do I hiperbola mediante la regla y ¢l compas. Como este métode de constreeidn
de la hipérhola va a estar basado en el metodo do constineeisn de la elipse, ex-
pondremes  simultdncamente  ambos
métodes (fig. 39, Nos limitaremos
a ia construccidm de las partes de la
elipse (2) v de la hipérbola (8) que
estin situadus en ¢l primer cundrante.
Tracemes dos circunferencias concénte
cas de radios o ¥ b con tro on el
origen de coomdenadas. Tracomos un
rayn desle el ougen de voordend
que forme un augulo 8, eon el cje x.
sean Ty v Ny los puntos de intersee-
cidm de este rayo con las civcunferencias
sefialoclug (0T, = b, ON, — a). 'I'ra-
zando desde los puntes Ty y Ny dos
rectas paralelas o los ejes o o p, respec-
tivamente, obtendremos ol puuto de
s interzeceidn M. (Tg. M} porie-
wveciente o lo elipse (2), Tracemos ahora ol raye OM.. Sea Ny el puto de
terseccion e este rayo con ba circunferencia de radio a, v sea P el pusnto de
interseccion de esto ruve con la recta pavaleln al eje ¥ que pasa por el punto
de Lo elipge A — (o, 0}, La ecnacién del raye OF se puede escribir asi:

¥ Yo 4.
“n

De agui ge deduce que la ordenada del punto P e igual a Y, = . Unanos

ahora ¢l punto 8y = (74, 0) con el punto N, y tracemos por el pumr.u".d una recta
pacalela a BNy, que so corlurd con o] vayo OF en el punte @, Por o semejane
do_los tridngulue 04Q ¥ OB N,, obtenemos que O = o xy. Con o] radio 09
sefialnmos sobre el eje = el punto I, = (atr, 0.

Tracemes ahora desdoe Jos puntos b?g ¥ P dos rectas paralvlas a los ejus p ¥ &,
respeetivamente, El punto do interseecién de ostas rectas My = (X, Y,
donde X, = aix,, pertenece u la hipérbula (4).

En ofecto, como el punlo (z,, y,) estd sitvado cn la elipse (2, sc tiene,

B e e ol by 24,
; - ‘

@ CE A G A

o sea, el punto My pertencee a la hipérbola (4),
Sefialemos qgue el punto B, = (a¥x;, O es ol punto de interseceion de I
tangente a la elipse en el punto M, con of ¢je x (véase la llamada en la pig. 138).
Asi pues, a cadu punto (=, ¥} de la elipse (2} le corresponde un punto com-
pletamente detorminado (X, ¥) de la hipérboln (4) y, reciprocamente.
Ahora bien, #i la elipse (2) vienc dada en forma paramétrica, entonces

zw agcos @, y= bsend

o
X

Por lo tanto,
*
AT

ay
e s
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D ugui, tenionde en caenta (0), obtonemos

ch “=-c;isf'e_ , shu=tgt.

También son vilidas las siguientes firmulas:

ts._{:_;]/'i—uws'ﬂ __.l/ th u—1 =th-_;—:

idcosd ch u—r1
1 1-+senl
ev=chutsh u=—p g = o
8 B2 ] ] x= , B
(ms_l"'”m?) _(‘o!:z+5:-\n—2- usnn (T“" z) - (-a+_)
uos’*ﬂ-—seﬁg _ccsi—qen— cos(i—l-g-) S\ETTE
2 2 2 T2 4 2

© @,
w—Intg (—lr:.--l-%] ?
LA PATABOLA

¥ =2pr (p=>0). )

Sedglemos en el cje x el punto F de abscisa & = p/2, denominado

foco de la pardbola (8). y tracemos la recta @ = —pi2, denominada
directriz de la pardbole (8) (fig. 40}

v
i /4
’
F
o g x E
5 .%’_
Fig. 40

La parabola poede definirse también como el lugar geométrico
de puntos 4 = (z. ¥) equidistantes del fovo y de la dircctriz. En

cfeclo (véase la fig. 40}
AFr= (o= &) 42,
ape (x4 5,
¥. por consiguienle,
(a=%) +r=(a+4)°
— px 4yt = pz,
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o sea,
y' = 2px.
Reciprocamente, de esla ecuacién sc deduce gue Jos puntos gue
la satisfacen pertenecen al lugar geométrico de puntos indicado.
En la ecuacién (8) se observa que la pardhola es simétrica respeclo
del eje z. Su mitad superior tiene la ecuacién

y=V2pz (0<x<< ), (9)

la cual wuestra que, cuando z recorre el semiintervalo [0. oo} ere-
ciendo, la ordenada y crece de 0 a oo.

Seiialemos un método sencillo para Ja construccidn de la pardbo-

la (9) mediante la regla y ol cartabon o mediante la regla y el com-

pas. Tracemos la recta z = —2p

X % M (fig. 41). 'lomemos sobre esta recla

) un punlo arbitrario K = (—2p, v),

¥y = 0. Unamos este punto con el ori-

y pen de coordenadas mediante una

recia ¥y lracemos wuna recta que pase

por el origen de coordenadas y sea

-ip a x x perpendicular a la recta OK. Tracemos
_ ahora una recta por el punto K, para-
Fig. 41 lela al eje z. Las dos dltimas rectas

se corlan en un punte M = (z, ¥) que
pertenece a la pardbola (9), ya que 04 =y es la media geométrica
de Jos niimeros 2p v = (¥ = 1/ 2pa).
La paribola mo tieme asintolas!).
EL PAR DE RECTAS QUE SE CORTAN

@zt — byt = (ax — by) {az + by) =0 (0 <<a, b). (10)

Si algin punto (z, ¥) satisface la ecuacién (10). entonces satis-
fuce una de las ecuaciones

az—by=0,
az+by=0

o ambas. Reciprocamente, si un punto {z, y) satisface una de las

ecuaciones (10°), entonces también satisface la ecuacién (10). En

este sentido so dice que (10) es la ecuacidn de un par de rectas.
Mas adelante se demostrard quo existe un sistema rectangular

de coordenadas tal que en el mismo, la curva (1), si no es imaginaria,

tiené una de las ecuaciones mencionadas anteriormente 1) — 6).
Mis detalladamente:

(10

1) Viase el § 4.20 del libro de Yu. 8. Bugrov y 8. M. Nikolski «Cilculo
diferencial e integrals, Editorial «Mirs, 1984, o 8. M. Nikolski ¢Curso de and-
lisis mnateméticos, t. I, Ed. URMO, S.A., Bilbao, 1979.
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si AC — B* = 0la curva (1) es una elipse, un punto (casos 1), 6))
o una curva imaginaria;

si AC — B < 0la curva (1) es una hipérbola o un par de rectas
(distintas) que =e cortan (casos 2). 4));

si AC — B®* = 0, la curva (1) es una paribola, un par de rectas
paralelas o coincidentes o una curva imaginaria (casos 3), 5.

Nos permitimos bablar de ccurvass incluso en los casos 4), 5), 8),
cuando e trata de un par de rectas o de un conjunto compuesto por
un punto.

Asi pues, sea dada la ecuacién

A2® 4 2Bzy + Cy* + 2Dz + 2Ey + F =0, (1)
donde los coeficientes 4, B, € no son simultineamente iguales
a cero.

Sin restringir generalidad se pucde suponer que 4 =0, 4 = C,
B = 0. Siempre se puede conseguir esto mediante las transforma-
ciones ortogonales

=", ] z=—F,
y=%51 y=n
y multiplicando ambos miembros de (1) por —1.
SiB = 0. A = C =0, enlonces (1) se puede escribir en la forma
2 E En *
Ale+g)+C(p+g) +F-T—F=0 (Y
La trastacion paralela
12 E
trasforma la ecuacién (11) del modo siguiente:

apd ep=2r + B —F. (117

X3 +
Si—%—-{-%——f‘}ﬂ. entonces, la ecuacién (11') representa la
ecuacién de una elipse (caso 1)} con los semiejes a, &, siendo

o (B r)fa, p=(E e TR

Sefialemos que en el caso dado AC — B® = AC = 0.

Si el segundo miembro de la ecuacidn (117) es ignal a cero, enton-
ces oblenemos un punto (caso G}).

Si el segundo miembro de la ecuacion (11') es negativo, entonces
resulta wna curva imaginaria.



144 § 24 Curvas de segundo orden

S5i ¢ =0. 40, entonces (1) puede escribirse en la forma
2 2
Alz+37) +2Ey + P— 2 =0. (12)
Sea E 5= 0, entonces la traslacién paralela
D F D
E=2+7, "=Vt —mr
transforma la ecuacion (12) en la ecuacion
AE 4 2En =10, (127

que f(después de la sustitucién, si fuese necesario, de 0 por —n)
representn la ecuacion de una paribola (caso 3)).

8i £ = 0, entonces, segln cval sea ol signo de % — I, oblewemos
un par do rectas paralelas o una curva imaginaria. Seiialemos que
aqui AC — B* =0,

Por olra parte, &i € << 0, A = 0, entonces la ccuacion (1) pnede
escribirse asi:

alz+2) =101 (5'—';5—}2+F+'%—'?‘=“' (13)

cuvo andlisis se realiza igual que en el caso de la ecuacion (11).
La ecuacitn (13) representa una hipérbola o un par de rectas que
se eorlan (casos 2) v 4)). Seiialemos que. en este caso, AC — B* =
=AC =10

El caso 4 = 0, € <2 0 se reduce a nna ecvacion del tipo {12).

En resumen, s B = 0 la ecuacién (1) represenla siempre uwno
de los casos parliculares 1) — 6},

Supongamos ahora que 7 > 0. 4 = €. Entonces, como ya sahe-
mog, (véase el § 23), existe una transformacion orlogonal

r=xE—, ]
y=yE+am,

[} A—C
m;-';/z +2V4E’-I-M-'m= 1

(14)
donde

17 A—C
y‘=]/-2" Toyipria—or’
gue reduce la forma cuadritica
Az® -+ 2Bxy + Cy*

a la forma canénica.
Transfor la ién (1) mediante (14):
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ME o A + D (mE— ym) + E (i o) + F =0, (15)
donde
b= 4+ C+VEBFFA—TCP,

hy= i (A4 C— VI T (A—0))

(M = ha. My = AC — B*), Escribamos la ecuacion (15) en la forma
ME 4 Ayt + @D + LE)E + @E —pD)n+ F=0. (15)

La ecuacién (15') es un caso particular de la ecuacién (1) para
B =0, que ya hemos estndiado.

Por lo tanto, podemos decir que, si

1) AC — B® = My = 0, entonces la ocuaci6n (1) representauna
elipse, un punto o una curva imaginaria. En este caso se dice que
la ecuacién (1) pertenece al tipo eliptico;

2) AC — B* = Mh. << 0, entonces la ecuacién (1) represonta una
hipéthola o un par de rectas que se cortan. En este caso se dice
que la ecuacién (1) perlenece al fipo hiperbdlico;

3) AC — B® = Ak, = 0, entonces la ecuacidn (1) representa una
pardbola, un par de rectas paralelas o una curva imaginaria. En
este caso se dice que la ecuacidn (1) pertenece al tipo parabélico.

Ejemplo 1. Estudiar ¢l carfcter de la curva

222+ Byt 2+ 2042 By 4 F =0,
donde F es un nimero real arbitrario.
fF
Ep el caso dado 4 =2>C =1 B=L2>0, 4C—~B* =
= -'} = (0, o sea, la ecuacién pertenece al tipo eliptico. Es ficil cal-
cular (véase el ejemplo del § 23) que

/3 1 5
xlz_lr.z_, =g h=3, h=

o] =

Por lo tanto, mediante la transformacién ortogonal
a=4 (V3—n), y=%CE+V3n
la ecuacion considerada se escribe en la forma
S (VT +VEEHY B F=0
o bien,

5 (E+ 3V +p 2=t —F

3y lo-0952
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Hagamos también una traslaciom paralela

u=§ + % .P{E.I
=142,
entonces, tendremos:
5 W it= 0 —F. (16)

5i %— F = 0, entonces (16) =eri la ecuacién de una elipse
con los semiejes a, b, donde
a® =2 (16 — 5F)/25, b* =2 (16 — 5F)/5.
Si !EE_ = (), entonces la ecuacién (16) representa un punto.
Si !;' — F < 0, entonces la ecuacién (16) representa una curva ima-
ginaria.

§ 25. Superficie de segundo orden
en el espacio fridimensional

La ecuacidn
3 3 3
'Zli Zrl Bzt + 2 E‘ A+ B=0, (1)

donde ay; = @y, A,;, B son unas constantes dadas yx = (2,, z,, %j)
@5 un punto variahl’e en R;, determina por lo general un conjunto
de puntos en Ry, denominado superficie dé segundo orden. Si la ecua-
cién (1) no se satisface para ningin punto real = = (%, 2., =),
entonces so dice gue determina una superficie imaginaria. Estos
¢A20S 10 mios van a interesar. En algunos casos la ecuacién (1) puede
determinar un par de planos distintos o coincidentes o un punto
dnico. A tale: conjuntos también los lamaremos superficies.

He aqui los casos particulares mas importantes de la ecuacién (1):

1) EI elipsoide

_a=_;;+_g.L+_:'r=1 (a, b, e=>0).

2) El hiperboloide de una hoja

%:+.%_%=1 {a, b, c=>0).
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3) El hiperboloide de dos hojas

y! z3

1
_‘:‘..__bi._j=1 (@, by c=>0).
4) El paraboloide eliptico

Z4L=2 (p, ¢>0.

K3
5) El paraboloide hiperbilico
229 (p, ¢>0)

6) El cono de segundo orden

=2
S Sl Bibe0)

7} Un punto
#24+pr+2=0
8) Los cilindros de segundo orden:
el cilindro eliptico

Fad 2
—,'r'l'—:n—: 1 (a, b=>0),
el cilindro hiperbélico
Z—t=1 (s b>0),
el cilindro parabélico
¥ =2pz (p=>0)
un par de planos que se cortan
alz® — byt =0 (a, b>=>10),
un par de planos peralelos o coincidentes
f—a=0 (@a=>0),
2 =0,
una recta
24 yt=0.
Al considerar los casos particulares de la ecuacién (1) se ba hecho
T=3, Y=y &= Ty
Se puede demostrar que para cada caso particular de la ecuacién
(1), si ésta no determina una superficie imaginaria, se puede hallar

un sistema rectangular de coordenadas en el que esta ecuacién tiene
una de las ocho formas enunciadas anteriormente. Esto se deduce

10+
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de 1a teoria general del § 22. La propia transformacion de laecua-
ci6n (1) se realiza del mismo modo que en el § 24. La bisqueda delos
vzlores propios Ay, ke, Ag se reduce a la resolucién de unaecuacién
ciibica.

Seifialemos otro método para la busqueda de los valores y vectores
propios, que realmente ya lo habiamos visto en el § 23 en el caso
bidimensional. Los valores propios Ay, A, Ay del operador aulocon-
jugado A y los veectores normalizados propios correspondientes
at, 2t at (|a? | =1, dad = k=, f =1, 2, 3) se pueden hallar
del modo siguionte (véase mds adelante la fundamentacién). Se
considera el determinante (ay; = au)

ay—h  ap 3
DM =|A—RE|=| ay p—h dy |
an Gy Ag—-h

donde £ es la matriz unidad. Hallamos las raices Ay, Ay Ay de la
ecnacitn

|4 —4AE| =0, (2)
denominada ecuacién caracteristica del operador 4 (D (M) =0, j =
=1, 2, 3). Estos son los valores propios del operador A. Estos
son reales, y pueden ser distintos, pero también pueden coincidir
siendo entonces miiltiples. Por lo tanto,

D () = 0y — 1) (rg — 1) (kg — 1)

Después, para la raiz A, se busca una solucién no trivial o =
= (2, Ty, T,) del sistema homogéneo de ecuaciones:

(@ — M) 2+ 8ypTy+ ay573=0,
ya%y - (@ge — M) 22+ g2y =0, } 3)

gy Ty 4 @gTy 4 (Byy —hy) T3 =10
o sea, de la ecuacién correspondiente para el operador A — ME:
(A4 —ME)yz =0, 3"

donde E es la matriz uvnidad y @ = (#y, Z3, Z3), 0= (0, 0, 0) son
vectores.

Si A, es una rafz simple (o sea, que en este caso Ay es distinto
de A ¥ Ag), entonces el rango de la matriz del sistema (ﬁ-}) necesaria-
mente es igual a dos (rango (4 — M,E) = 2), y se obtiene un vector
7t = P, ::é;’. zP), que es tinico salvo el signo, y que satisface
el sistema (3), o sea,

(4 — ME)z* =0
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o bien
Az = Axt,

S1 4, es una raiz de segundo orden (A, = A, 5= Ay), entonces,
la matriz del sistema (3) necesariamente es de rango uno
{rango (4 — A, F) = 1}, y el zistema tiene entonces dos soluciones
ortonormalizadas &' y 2* (Ja'|= |a® | =1, (@ %) = (), que
son dos vectores propios pertenecientes al valor propio Ay:

Axd =t (f=1,2 & =i)

Finalmente. si A; es una raiz de tercer orden (A = A, = A;),
entonces la matriz del sistema (3) necesaviamente es de rango cero
(rango (4 — ME) = (), y el sistema tiene tres soluciones ortonorma-
lizadas &', 2%, %

dx¥ =had? (j=1, 2. 3, A =hy =2y

Tres veclores ortonormales cualesquiera en R; pueden tomarse
enlonces como vectores propios ', x* ® pertenecientes a los valores
propiog A = ks = k.

Veamos la fundamentacion de lo expuesto. Ya sabemos que
en f7, existe un sistema de veclores ortonormales &', 2%, z° y tres
niismeros reales Ay, Aa, A, tales que

Azl = hat (G =1, 2, 3).

Ademis, siempre se puede sefialar una matriz ortogonal A tal
(véase § 22) que

AL 00
Adasi=flo 3, 0
0 0 2

De aqui que, para la variable A se verifica la identidad
hy—h 0 0
AA—AEY At = 0 A—% 0 (4)
0 0 A;—A
(A4 — AE) A-' = AAA-" — AAEA = AAA-Y — AAA-! =
= AAA — AE).
El determinante de la matriz 4 — AE lo hemos denotado anterior-

wmente por D (A). Este, como se observa en (4), es igual al determi-
nante de la matriz que figura en el d4ltimo miembro en (4), pues

=2 —R) (s —W) = |AA—RE)A" | =]
=|AIlA—=AE||A' =4 —RE | =D (M.
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Por lo tanto,
D @R) = — &) (b — A) (hs — A).

Resulta, pues, que las raices del polinomio D (A) coinciden con
los valores propios Ay, Ay, Ag del operador A. Por consiguiente, estas
raices son reales.

Sea A, una rafz simple y, por consiguiente, A 5= Ay, A 55 Ag.
En este caso, la matriz del segundo miembro en (4) para A = 2,
es de rango 2 (rango A (4 — ,E) A-' = 2); pero, entonces, rango
(A — M,E) = 2. Hay que temer en cuenta que las soluciones del
sistema homogéneo (3) y las del sistema

Q-4 08,4 0-24=0,
0-2;4 (Aa—1y) 32+ 0-2, =0, }
0.2, 4+0-23 +(hg— M) 2, =0,

)

correspondiente a la matriz (4), se transforman nnas en otras mediante
una matriz ortogonal (los sistemas (3) y (5) son equivalentes). Ahora
bien, el sistema (5) soélo tiene una solucién normalizada, salvo el
signo (=1, 0, 0). Pero esto solo es posible si rango (4 — ME) =2,

Se puede dar una explicacién a esto. Si se supone que todos los
determinantes de segundo orden engendrados por la matriz 4 — ME
son iguales a cero, entonces, todos los determinantes de segundo
orden engendrados por la matriz A (4 — ME) A~ también serdn
iguales a cero, ya que estos determinantes son combinaciones linea-
les de determinantes de segundo orden de la matriz A — A E. Pero
esto es imposible, ya que para un determinante engendrade por la
matriz A (4 — LE) A-?, se tiene

h—Mh
0 Ia—h

Por otra parte, si A, = Ay 5= A, entonces, razonando de un
modo similar, obtenemos que rango (4 — ME) =1, ¥ entonces
existen exactamente dos soluciones ortonormales x', x* del siste-
ma (3) correspondientes a A, = A

Finalmente, si & = Ay = Ay se tiene, rango (4 — },E) =0,
o sea, que todos los elementos de la matriz 4 — ME son i¥ua]ss
a cero. Eu este caso, cualquier vector = (%, Za, %) e8 solucidn
del sistema (3). Esto da lugar a que tres vectores arbitrarios 2%, =%, #°
que formen un sistema ortomormal seran vectores propios pertene-
cientes al valor propio &; == A, = As.

Obsérvese que, en este caso, la forma cuadritica ya estd redu-
cida a la suma de cuadrados (@, = @5 = @y =0, @y = Ggq =
= agy = k).

0,
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simmrero 1. Redueir la forma cuadrdtica.
22 -+ 23 + 25,3, + 2302y + 2285

a la forma candnica.
Aqui @)y = @as = 84y = 5y = Gog = 1, a3 = 0.
Formemos la ecuacién caracteristica:

1—4 1 1
1 1—-x 1 |=0
1 1 -2

o bien,
A =M 2—2( —R) A =0, —A (1 —A)? + 3 =0

Facilmente se observa que A = 0 es una raiz de esta ecuacion.
Hallemos las otras dos raices:

3—(1—M2=0, ({—Ap=3, 1--A= V3, A=1xV3.
Asi pues,
A=14V3, 4,=0, k=1-V3,

o seca, ha resultado que A; >3, >4,
g Busquemos el vector propio x'. Para ello, formamos el siste-
ma (3):

—V'g z -+ s+ Ty= 0
z5—V3z+ ;=0
i+  n—14+V =0

Dos ecuaciones cualesquiera de este sistema son linealmenie inde-
pendientes. Resolviendo el sistema formado por las dos primeras
ecuaciones, obtenemos

14+V3 1473

= 3 3, ,z;gx:._..-i-—x_‘_

Por lo tanto, el wvector

es una solucién del sistema y, normalizdndolo, obtenemos el vector
propio
Il=_¢=(ﬂ&, AEVB ;)
174 2Vs+y3s 2Va+y3 Viivs
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Busquemos ahora x® (A, = O):
2y 42y + Ty=10
2tz + zy=10
z, + 2, 0-25 = 0.
Resolviendo ol sistema formado por las dos ecuaciones tdltimas
(pues el determinante de los coeficientes de z, y z, es distinto de
cero), obtenemos, T, = —&;, &g = 0.
El veetor y* = (zy, —y, 0) es solucidn del sistema, y el vector
P LR (_’ st )
T s 7 A A
es un veclor propio umitario. Ficilmente so comprueba que éste
es ortogonal a z* (el producto escalar de estos vectores es igual a cero}.
Finalmente, para &y = 1 — J/'5 hallamos el tercer vector propio

xsc( i 1 __14V3 )
Verzyvs ' Vererd®w  Verzys /)
La matriz ortogonal de cambio de las coordenadas del vector

z = {2, X5 ) en el sistema (i, j, k) a las coordenadas del vector
x = (. &y By en el sistema (&, %, x%), tienc la forma

La8) L1y (18
alt il

A= x:l'l -E;“ x;‘!!
x;s- m;.s: a.';f)
(IAl=1 A (@) =a, AL () =2 AT R) =29,
o sea,
zy =28 + 1"+ 27,
Zy =z, + 2P, -+ 2 s, (8)
Zy =G, + 208 A 28
La transformacién dada conserva la orientacidn (ya que | A | =
=1 = 0), o sea, el sistema (z!, =% &) tiene la misma orientacién
que el sistema inicial (i, J, k).
Sustituyendo #,, en la forma cuadritica en cuestién, por sus
valores segin las férmulas (6), obtenemos su forma candnica

A+VIHE+(1-VBE.

Detengémonos ahora solamente en el estudio més detallado de
las ecuaciones y de las superficies gue éstas representan para los
ocho tipos indicados anteriormente.
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Ev eripsoinm
.1 ¥t 23
?+—b|—+—cr=1 (a, b, c>=0). (7

Sia = b = ¢, el elipsoide (7) se convierte en una esfera de radio
a con el centro en el origen de coordenadas, o sea, en el Iugar geomé-
trico de puntos enyas distancias al
origen de coordenadas son ignales a a

Las magnitudes &, &, ¢ se llaman
semiejes del elipsoide.

Si en la ecvacion (7) sustituimos

(simultdneamente o por separado)
Z por —&, ¥ por —¥, z por —z, enton-
ces la ecuacidn no varia, lo que mues-
tea que el elipsoide (7) es una super-
ficie simélrica respocto de los planos
coordenados £ =0, y =0z =0 y Fig. 42
respecto  del origen de coordenadas.
Por esto, es suficienle estudiar Ja ccuacidn del elipsoide (7) en el
primer octanle del sistema de coordenadas, o sea, para z =0,
y >0, z2=0. La parte del elipsoide que esti situada en el primer
octante se determina por la ecuacién explicita, por ejemplo,

-—_Ir 2 z
r=c) A= S, 2320, y20, S+d<t

Para precisar, vamos a suponer (quc a =0 =c.

El elipsoide es una superficie limitada, 1sta situado en el interior
de una bola de radio @ con el centro en el arigen de coordenadas,
ya que para las coordenadas de cualquier punto del elip=oide {x. ¥, z)
se verifica la desigualdad

21 g2 gt (20 Jr & 2 z
224yt 42t a (?-+?_-+-r-?) =aq2.1 =gat.

Para tener una idea més exacla del elipsoide, consideremos las
secciones de éste por planos paralelos a los planos coordenados.
Por ejemplo, cortando el elipsoide porlos planosz = i (—c << h < ¢)
obtenemos en las secciounes las elipses

x 4 h®
o +4 =1 —
de semiejos

W W
o}/ 1=, V1=
Vemos que la elipse mas grande se obtiene en la seccion del elip-
soide por el plano z = 0. Lo mismo ocurre en la seccién por los planos
s=h(—ah<a), y=h(-b<h<d)
Tl elipsoide (7) tiene la forma representada en la fig. 42.
14=0852
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Los punlos (da. 0, 0), (0 £b, 0), {0, 0. =) estén situados
en el elipsoide (7) vy se llaman vértices.

Si algiin par de semiejes son iguales entre si, enlonces (7} es un
elipsoide de revolucién, o sea, se obtiene por la rotacién de la elipse
en torno del eje coordenado correspondiente.

EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

==t (@b e>0. ©

Observando la ecuacién (8) sacamos la conclusién de que el hiper-
boloide de una hoja es una superficie simétrica respecto de los planos
coordenados y respecto del origen de coordenadas. Los nlimeros a, boe
se laman semiejes del hiperboloide de una hoja. Los puntos (+a, 0, 0),
(0, &b, 0), situados en la superficie (8), se llaman vérfices del hiper-
boloide de una hoja.

Hagamos una seccion de la superficie (8) por el plano z = &,
entonces. en la seccién oblendremos una elipse

%3 ¥ hE
T rE—ity

con los semiejes
A L
a V 14+ - b]/i e 7

Al variar & desde — oo hasta --co esta elipse forma la superficie (8).
Si ahora hacemos una seccién de la superficie (8) por el plano
z=h(o y=Ah), obtenemos en la scceién la hipérbola

pe 2 " h® (31 22 L2
R T at = FE) )-

Si h == =, la primera hipérbola se descompone en dos rectas y ==
=zl

Si |k | < a, entonces, el eje resl de simetria de la hipérbola
correspondients es una recta paralela al eje Oy, ysi [k |>¢, es
una recta paralela al eje Os.

Se llama eje real de simetria de la hipérbola al eje de simetria que
se corta por la hipérbola.

Sia = b, entonces, en la seccién de la superficie (8) por el plano
z==h resulta una circunferencia de radio a )/ 1+ (h¥/c?}. En este caso,

2

la superficie (8) ss forma por la rotacién de la hipérbola 2 — %’,—a 1
en torno del eje Oz. La forma general del hiperboloide de una hoja
estd representada en la fig. 43.
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EL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

2 2 2
.:.B___g,___:,..__i {a, b, ¢>0). &)}

Como la ecvacién (9) sélo contiene cuadrados de las variables,
la superficie en cues{ién es simétrica respecto de los planos z = 0,
y=10,z=0 y respecto del origen de conrdenadas.

Fig. 43 Fig. 44

Escribamos también la cevacion (9) en la forma
2 :2 ;8
= =145y @)
De aqui queda claro que cortando la superficie (9°) por el plano x =
=k (| h | 2= @), resulta en la interscceién una elipse

yﬂ 2T - kT
Tt = —1+—,r

con los semiejes
bV (hEa®—1, eV (h¥ad)—1.

Si |k | = a, entonces (h*e*) — 1 << 0, por lo cual, no hay puntes
de interseccion de la superficie (9’) con el plano z = k.
En la seccién de la superficie (9) por el plano z = k {o y = &},
obtenemos la hipérbola
=2 hi

yl k: =3 1'
o=ttty (FoE=tew).

Los puntos (zta, 0, 0) estin situados en la superficie (9) y se
Naman vértices del hiperboloide de dos hojas. La superficie (9) viene
representada en la fig. 44.

118
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EL pARABOLOIDE ELIFTICO
2 +
=4 =2 (p, ¢>0). (10)

Como en (10) figuran los cuadrados de las variables x e y, la super-
ficio dada es simétrica respecto de los planos coordenades z = 0,
y = 0. Por otra parte, como se considera que p, g = 0, la superfi-
cie (10) estd situada en el semiespacio z = 0.

Cortando la superficie (10) por los planos z = & (k = 0), obten-
dremos en las secciones elipses

Bl
= + = 2h
de semiejes
V2pk, V 2¢h.
Al \';LS;ar h desde cerp hasla co las elipses dadas forman la superfi-
cie :
ortando la superficie (10) por los planos x = & (o y = h), oble-
nemos en las secciones parabolas

y2=2q (z-—v‘g;—) (z.x= 2p (z—%))

con lc;s vértiae:a desplazados en los puntos con las z-coordenadas
A I
= TR

Si p = ¢, la superficie (10) resulta una superficie de revolu-
cién, que se obtiene porla rotacién de la paribola 2® = Zpz, en torno
del eje Oz. En este caso, la superficie (10) se llama paraboloide de
revolucidn.

El punto (0, 0, 0) estd situado en la superficie (10) y se llama
vértice del paraboloide eliptico. E! paraboloide eliptico esté represen-
tado en la fig. 45.

EL PARABOLOIDE HIPERBOLICO

1 2
T-”T=2z- (py 9=>0). (11)

A base de la ecuacién {11) sacamos la conclusién de que la super-
ficio dada es simétrica respecto de los planos coordenados z = 0,
y = 0. Cortando la superficie (11) por los planos z = k, obtendremos
en las secciones las hipérbolas

J B e
P q
ademds; parah = Oel eje real de simetria de cada hipérbola es para-
1elo al eje Oz y para h <<0.es paralelo al eje Oy. Parah =0, en la
geccifn resultan dos rectas que se cortan.
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En las secciones de la superficie (11) por los planosz = hoy =h
obtencmos pardbolas, cuyas ramas estdn dirigidas hacia abajo o hacia
arriba, respectivamente:

z* h?
— — —— —_—=2 —_—
: 22 i 5

El paraboloide hiperbélico estd representado en la fig. 46.

EL coNo DE SEGUNDO ORDEN
2
e —5=0 (a, b c>0). {12)
Lista claro que esta superficie es simétrica respecto de los planos
coordenados x = 0, y = 0, 2 = 0 y respecto del origen de coor-
denadas.
En las secciones de la superficie (12) por los planos z = &, se
oblienen elipses
F= yz h’
ThE=
de semicjes a |k |fe, b | & e
En las secciones de la superficie (12) por los planosz = hoy = h,
resultan hipérbolas
Fd j', hi P z0 h®
FTET T (?-T=F) 5

Si ahora hacemos cortes de la superficie (12) por los planes
y = hz, entonces, en las secciones obtenemos pares de rectas que se
cortan

2= = cx V (1ja¥) + (RF/5).

La forma del cono viene representada en la fig. 47.
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Eu runtO

FAPrf=0 113)

A la ecuacién (13) sélo la satisface el punto x =y =z = 0.
L03 CILINDROS DE SEGUNDO ORDEN
a) EL CILINDRO ELIPTICO

= y -
—+ =1 (a b=0n (14)
La ecuacién (14) no contiene la variable z. En el plano a0y

ia ecuacién (14) determina una elipse con los semiejes & y b. Si
el punto {z, ¥) estd sitnado en esta elipse, enlonces, para cualquier z

Fig. 47 Fig. 48

el punto (z, y, 2) estd situado en la superficie (14). El conjunto
de tales puntos es la superficie engendrada por una recta paralela
al eje Oz y que corta a la elipse

22 yt
i Tl

en el plano z0y.

La elipse {14) se llama directriz de la superficie dada y todas
las rectas en movimiento gue engendran la superficie, se {laman
generalrices.

En general, una superficie engendrada por una rects que per-
manece paralela a una direccién dada y que corta a una curva dada L,
se llama superficie cilindrica. La superficie (14) estd representada
en la fig. 48.

b) LS CILINDROS RIPERBOLICO ¥ PARABOLICO

—::——-%:—: (ﬂ.b:}(l)l “"r”
wB=2pzr (p=0). {16)
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P

En estos casos. las directrices de las superficies son una hipér-
bola y una pardbola. v las generatrices son rectas paralelas al eje
Oz v que pasan por la hipérbola o por la pardbola en el plano zOy.
Las superficies (15) y (16) estdn representadas en las figs. 49 y 50.

Fig. 49 Fig. 50

¢) PLANOS PARALELOS Y PLANOS QUE SE CORTAN. Heura
e —0yP =0 {a b>>0), {17)
?»—a*=0 (a=0), (18)
22 =0, (19
24+ =0 (20)

Para la superficie (17) las directrices son las rectas

y= :.1:—;—::.

Por tanto, la superficie (17) es un par de plancs que se cortan.

En ninguna de las ecuaciones de las superficies (18) y (19) figuran
dosz coordenadas. La ecnacién (18) representa en el plano z0y un
par de rectas x = -ta.

Tomando £ = 4a y cualesquiera y., z, los puntos {-a, ¥, z)
satisfacen la ecuacion (18); por lo tanto, (18) representa un par de
rectas paralelas,

La ecuacidn (1Y) representa el plano =0y, ya que satisfacen esta
ecuacian todos los puntes de la forma (z, y. 0) y todo el conjunto de
tales puntos forma el plano zOy.

También se puede considerar z = 0 como la directriz de cual-
quiera de los planos z0z 6 y0Uz, y las generatricos son las reclas
paralelas al eje Oy o al eje Ox y que pasan por la rocta z = 0 en ¢l
plano =0z 6 yOs.

A la ecuacion (20) la satisface cualquier punto con z =y =0
y z arbitrario. Por lo tanto, |20) representa una recta ; precisamente
al oje Os.

SUPERFICIES REGLADAS

Algunas superficies de sepundo orden estin formadas por una
recta en movimienlo. Tales son todas las superficies cilindricas
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v el cono de segundo orden. Pero también hay olras superficies que
se forman por ol movimiento de una recta.

La superficie que se forma por una recta en movimiento, se Hama
superficie reglada, y las rectas que estdn situadas tolalmente sobre
la superficie, se llaman generatrices rectilineas.

El hiperboloide de una hoja ¥ el paraboloide hiperbdlico son
auperficies regladas.

La ecuacion (8) del hiperboloide de una hoja puede escribirse en
la forma

z? el I

L] O

s B
o bien, descomponiendo ambos miembros en faclores, asi:
(F+3) (F-D-(+ 5 (1-4). e
Consideremos el sistema de ecuaciones de primer grado
Ti=i(144), |

x z 1 ]
F—g=xll )
donde & es un parametro arbilrario.

Para un valor determinado del parimetro & resulta una recta,
¥ para k& variable se obliene una jamilia de rectas. Multiplicando
miembro a miembro las ccuaciones (22), se oblienc la ecuacion (21)
de la superficie en cuestion, Por lo tanto, cualquier punto {x, ¥, 2)
que satisfagn el sistema {22) estard situado en la superficie (21).
Por consiguiente, cada una de las rectas de la
familia (22) estd situada completamente en la
superficie del hiperboloide de una hoja.

De un modo similar, el sistema

tiraegh 1
~+={1+4),

donde I es un parimetro, también determina

una familia de rectas distinta de la familia (22}
v que pertenece a la superficie (21).

Por cada punto del hiperboloide (21) pasa

Fig. 51 una sola vecta de cada una de las familias y,

por lo general, correspondientes a distintos

valores de los pardmetros k y I (fig. 51). Por ejemplo, por el punte

(]/% a, }/;;_2-_5' g) de la superficie {21) pasa una recta de la fami-

(22)

A

(23)

s
a
x
@
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lia (22) para k = (2 4+ V&/(2 + VD) v una recta de la familia (23}
para | = (2 + V&2 — V).

Sefialemos que los hiperboloides de una hoja encontraron aplica-
¢ién en las técnicas de la construccién. La construccién do distintas
torres altas mediante la aplicacién de las generatrices rectilineas
del hiperboloide de una hoja permite conjugar ln gran resistencia
de la construccién con la sencillez de su edificacién. La idea de
emplear el hiperboloide de una hoja en la construccién pertenece
a mnuestre compatriota, el ingeniero V. G. Shhjov (1853-1939).
La torre de televisién situada en la calle Shabolovka de la ciudad
de Mosetd ha sido construida segiin el proyecto de Shiijov; ésta consta
de varias secciones de hiperboloidos de una hoja de revoluciém.

Ficilmente se comprueba que las dos familias do rectas

- 9ka
Y

=

S @4
-lf}; E s k!

3 1

ve Ve ! (25)
S . 1

4 l'g

forman la superficie del paraboide hiperbélico (11).

Las rectas correspondientes a las familias (24) y (25) estdn situa-
das en esta superficie y, reciprocamente, cualquier punto de esta
superficie es la interseccién de alguna recta de la familia (24) con
alguna recta de la familia (23).

§ 26. Teoria general de la superficie
de segundo orden en el espacio
fridimensional

Sea dada una superficie de segundo orden
3 3
nl"s ;l Qyptyxy+2 :21 Az 4B =0, (1)
donde @y, = ap. Ay, B son unas constantes, los coelicientes de la
ecuaciom.
En el § 25 se mencionaron ocho tipes 1) — 8) (casos particulares)y
de la ecuacion (1) y se seiiali la posibilidad de demostrar que, para
cada una de las ecuaciones (1), siempre que no determine una super-
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ficio imaginaria. se puede hallar un sistema rectangular de coorde-
nadas en el que la ecuacion tenga la forma de uno de los tipos indi-
cados.

A continuacién hacemos la demostracién de esta proposicidn.

Empezamos por considerar la forma cuadritiea que figura en el
primer miembro de la ecuacidén (1}

En virtud del teorema 2 § 22, medianle uwna transformacion
ortogonal adecuada

3
Ty= Elﬁux; (=1, 2,3 (2)

esta forma se puede reducir a la forma:
3 3
a 2

u2| l§| aypryy =M@yt hyay b Rl
donde %5, Ay, A3 son unoes niimeros reales determinados.

Subrayemos que las formulas (2) determinan una transformacion
del sistema rectangular inicial de coordenadas (;. Z., Z;) en otro
sistema reclangnlar (z; z;, z). Un punto que cn el sistema inicial
tenia las coordenadas {z;, z,, x,), tendrd en ¢l nuevo sistema las
coordenadas (x]. xf, i), que se oblienen invirtiendo las férmulas (2).

Evidentemenie, en el nuevo sistema de coordenadas la superficie
en cueslién tiene Ja ccuacidn

3
M Al Lhat -2 ) Ajah + B=0, @3
K1

donde Ai son unas constantes.

Consideremos primero el caso en que los tres niimeros Ay, kg, Ay
son distintos de cero (A, 50, i =1, 2, 3).

En oste caso, hacemos una traslacion del sistema de coordenadas
x|, z}, x; de tal modo que el origen se traslade a) punto (2, a5 ag);
entonces obtendremos un segundo sistema rectangular de coordena-

das (E;, &5 &) donde
r=a+& (=12 3).

En este sistema la ecuacién de la superficie en cuestibn tiene
1a forma

3
Ry (g 4 B+ By (g - Bo)* 4 A {ag -+ Bg) 212| Apfay +E}+B=0
o bien

3
ME - AGER - AgEE -2 él(atkr +4)g+ B, =0,



a
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donde B, es una constante. Haciendo

A
ay= —T: (i=1, 2. 3),

esta ecuacién se simplifica:
J‘-lg? - 1;%: + :\-sE: =) —Bl- (4)

Supongamos que los nitmeros Ay, Ay, Ay son del mismo signo.

Si, en este caso, B, = 0, entonces, a la ecuacion (4) la satiaface
un punto dnico, el punto nulo (0, 0, 0) (véase 7) § 25).

Si B, 5= 0 y tiene el mismo sipno que los nimeros %y, Ay As,
entonces, evidentemente, no hay puntos con coordenadas reales que
satisfagan la ecuacion (4). En este caso, la superficie (1) es imaginaria.

Si B, == 0, pero tiene el signo contrario al de Jos ntmeros ,, Ay,
Ay, entonces la ecuacién (4) puede escribirse en la forma

B _H B _ 5
& B, F 1, =1 (5)
Ay 3 e
o bien, haciendo
pil
. S - I} } A 1) ST 3
at= T f g O rol’

en la forma

b & 4_i_1 b o
v & = (2, b, ¢=>0).
Por lo tanto, la superficie (1) es un elipsoide (véase 1) § 25).
Supongamos ahora que dos de los nimeros %,, A, Ay tienen un
signo, mientras que el lercero tiene el signo contrario.

Si, en este caso, By = 0, entonces sa puede considerar gue en
la ecuacién (4), &, =0, &y =0, 4; << 0, pues, si fuese necesario
multiplicarfamos (4) por —1 y permutariamos los &;. Entonces,
haciendo

1 A 1

1
M=—p, h=gr, M=—=—= (a, b c>0),

obtenemos la ecuacién del cono (véase 6) § 25)
51 8% _ 8 _
.

al

Si B, == 0, aplicamos de nuevo la férmula (3). Seleccionemos dos
casos esencialmente distintos:

B3 B 1 (hiperboloide de una hoja 2) del § 25), y

H 8 8 _ 4 (hiperboloide de dos hojas 3) del § 25).
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Los demis casos se reducen a éstos medianie un cambio respec-
tive de las coordenadas §;.

Supongamos ahora que A = Ak, = 0. Entonces, al menos uno
de los niimoros Ay, Ay, Agesigual a cero. Consideraremos que A, = 0,
permulando si fuese necesario los §;.

Asi pues, supongamos que A; = 0. Examinemos primero ¢l caso
on que A, = 0. Entonces, la ecuacién (3) tiene la forma

Mt + Aozt + 2 (A2 + AE) + B =0,
donde Jos nimeros Ay, kg, A, A, B son arbitrarios.

En ol plano (z], z,) ésta es la ecuacién general de una curva de
segundo orden. En el espacio (z;, %s. %) es la ecuacidn de una super-
ficie cilindrica que pasa por la curva plana de segunde orden con gene-
ralriz paralela al eje x; (véase 8) § 25).

A continuacién siempre vamos a suponer que 4; =0y ks = 0,
y entonces la ecuacién (3) tiene la forma

(az® + 24720) + (Rozd + 247x)) + 242 + B =0.  (3)

Son esencialmente distintos los casos siguientes: a) &, A, > 03
) A =>0, Ay<<0; ¢) 4, >0, b, = 0. Los otros casos reducen
a éstos medianie un cambio de coordenadas o multiplicando por —1.

Consideremos el ¢aso a) &y, A, = 0. Saquemos fuera de paréntesis
los factores Ay y A, v completemos cuadrados en las expresiones entre
paréntesis. Entonces, teniendo en cuenta que Ay, Ay, Al son distintos
de cern, oblenemos:

M) 4 o)® o+ Ay (xy 4+ B)F 4 245 @ + ) =0,
donde @, B, v son ciertos nimeros. Ilaciendo

E=zi+a n=35+h {=z+7

obtenemos
Mt 4 A = —24.1
o bien
2 1
St L=t (6)
R TR

Si —A, =0, entonces la ecuacion (6) tiene la forma
B ot 7
- +T—2‘; (p, g0}, (1)
(paraboloide eliptico 4) del § 23).

Si —A. = 0, entonces, sustituyendo { por —{, de nuevo obtene-
mos una ecuacién de la forma (7}, o sea, un pareboloide eliptico.

Examinemos ahora el caso b) & = 0, &y << 0 (4; %= 0). Consi-
deremos la ecuacién (8). Si 4] < 0, entonces esta ecuacion se escribe



§ 28, Teoria gen. de superf, de segundo de orden 165

en la forma
i i
L= (p, ¢>0, @

(paraboloide hiperbélico 5) del § 25).
Si A; >0, entonces, despuds de permutar § y v, de nuevo obte-
nemos una ecuacién de la forma (8), o sea, un paraboloide hiperbalico,
Consideremos ahora el caso ¢) A, =0, A, = 0 {4; = 0). Enton-
cos, la ccuacién (3°) se reduce a la siguiente:
(2] +2402,)+2(Aiz] + Agz}) + B=0.

Sacando fuera del primer paréntesis A, y completando el cuadrado
en el mismo (teniemdo en cuenta que A, 4,s5=0), obtenemos:
Ry (] )P+ 2407+ 245 (2 - B) =0,
donde @, P son ciertos nimeros. Después de hacer la sustitucion
E=.‘I;—i—-a, ﬂ=z;: €=$;+ ﬁa

esta ecuacion se reduce a la siguiente:
AR 2(Am 4+ AL =0 &)

Consideremos en el plano (n, £} el vector @ = (A, A]). Escribd-
moslo en la forma

(s, Aj) = p (cos &, sen @),

donile p = O esla longitud de @, ¥ (cos «, sen &) es el vector unitario
que lleva la direccion de . El vector (sen @, —cos ) también
es unitario y es perpendicular al primero.

Consideremos en el plano (1, £) la transformacién ortogonal

w=rncosc + {sena, v=r1nsenc—§cosa.

Esta transformacién cambia el sistema rectangular de coordenadas
{1, &) por el sistema rectangular de coordenadas (u, v), y el sistema
rectangular de coordenadas (§, m. % se sustituye por el sistema
rectangular de coordenadas (&, u, v). Como resultade, la ecuacion (9),
que puede escribirse asi

WE 4 2p (eosa + Lsena) =0,
toma la forma siguiente:

ME + Zpu = 0,

o bien, cambiando u por —u,

B =2pu (p=p/h=>0),
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o bien, finalmente, permutando § v w.
uwt=2pt (p>0)

o sea, hemos obtenido la ecuacidn de un cilindro parabélico {en las
coordenadas rectangulares (§, u, v)).

Quedan estudiados todos los casos que pueden presentarse para
la ecuacién (1), v en cada uno de ellos hemos hallado el sistema
rectangular de coordenadas en el que 1a ecuacién (1) toma de las for-
mas 1) — 8) § 25.

La proposicién queda demostrada
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Entre ellos fliguran las mojores obras de las distintas
ramas do la ciencla ¥ la técnica: manuales para los
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literatura sobre ciencias naturales y médieas. Tame
bién se incluyen monografias, libros de divulgacién
cientifica y ciencia ficcién. Dirijan #us opiniones
a la Editorial Mir, 1 Rizhski per., 2, 120820, Moscd,
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Este €3 el primer libro de la serie
“Mateméiticas superiores”, compuesta de
tros 1% BT de dlgebra
lineal y de geometria analitica”, “Célcu-
lo diferencial e integyal" y “Ecuaciones
diferencinles. Integrales miltiples. Se-
ries. F s do 11 ‘1 j u
En el presente volumen so desarro-
llan las cuestiones fundamentales de Ja
teoria de los determinantes, de la teoria
de los sistemas de ecuaciones lineales,
del &lgel torial. También se oxa
minan las partes més importantes del
dilgebra  lineal: operadores linenles;
transk i arlog les; operado-
res auttoconjugados; la forma dritica
¥ &u reduceién a la formn candnica.
Se incluyen de In geometrin  analiti-
ca: la linea vecta; el plano; la rocta en
ol espacio; curvas y superficies de se-
gundo orden.
Por lo g ). los razonami van
fiados de d straci exhans-

tivas.

Laz formas candnicos de  curvas ¥
superficies de segundo ovden se desa-
rrollan on ests libro en forma muy bre-
ve, debido a que se Supone que las mis-
mas se estudiardn complementariamente
en forma de ejercicios como método
del anélisis matemdtico.

La forma coadritica se¢ estudia como
métodos del andlisis matemitico o del
andlisis funcional

En este wvolumen s exponen todoz
los temas que conforman el programa
respective para Jos instituto: de en-
sufinnza técnica suporior,




