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La matemadtica no es un deporte para espectadores; el lector debe acercarse a este
texto con un lapicero en su mano y un papel a su lado, para verificar con sus propios
razonamientos y su espiritu critico las afirmaciones que contiene.

De la misma manera que lograr un nivel adecuado en el juego del tenis requiere tiempo
y practica, y conseguir tocar cualquier pieza de musica clasica requiere esfuerzo, re-
compensado por la belleza que su misica proporciona, la matemadtica es una ciencia
cuyo aprendizaje requiere esfuerzo y practica y cuya recompensa se alcanza por la ele-
gancia con la que permite resolver problemas propios y de otras Ciencias.

Esperamos que el lector se esfuerce en comprender los conceptos y resultados que
se exponen en este libro, porque ellos son la base para poder apreciar posteriormente
varias de las aportaciones que la Ciencia ha dado a la humanidad a través de los tiem-
pos y de manera especial en este siglo xXX. )

Este libro ha surgido de las clases de Algebra y Geometria impartidas durante varios
afos a los alumnos de primer curso de las licenciaturas de Ciencias Fisicas y Ciencias
Matematicas en la Universidad Auténoma de Madrid. Ha crecido con la colaboratién
de varios colegas del Departamento de Matemadticas de la citada Universidad; unos apor-
tando soluciones para la mejor exposicidn de algunas lecciones; otros mejorando ideas
ya plasmadas en papel; otros, finalmente, corrigiendo varias versiones del manuscrito.
A todos ellos agradezco su desinteresada aportacion en la elaboracién de este libro.

En él se ha pretendido seguir un esquema que permita al lector adivinar los resulta-
dos e intuir su demostracion: para ello se dan varios ejemplos antes de enunciar un re-
sultado y aportar las razones convincentes que lo demuestran. Estas razones son pura-
mente geométricas cuando ello ha sido posible, como en la demostracion de las propie-
dades de las secciones coOnicas (capitulo 11) o en la clasificacion de los movimientos
en el plano (capitulo 10).

Ejemplos de aplicaciones se dan en varias ocasiones después de haber concluido la
demostracién de un importante resultado. Con todo ello se intenta lograr una partici-
pacion activa del lector en el descubrimiento de las ideas principales de cada capitulo,
a la vez que la oportunidad para que vaya comprobando su nivel de conocimientos.

Este nivel de conocimientos puede comprobarse también intentando solucionar los
numerosos problemas que se proponen al final de casi todas las secciones y de aquellos
que, a modo de repaso, se incluyen después de los capitulos 7 y 13. El completo apren-
dizaje de las teorias matematicas se consigue después de haber resuelto numerosos ejer-
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cicios. El lector debe intentar resolverlos todos, con la seguridad de que estos intentos, CAPITULO 1
aunque sean fallidos, le proporcionaran grandes beneficios. |

ciom e e v et con 1 perteipacion de varios Ayudanies del De ] RESOLUCION DE SISTEMAS
partamento de Matematicas, a quienes también agradezco su contribucidn.
DE ECUACIONES LINEALES.

Las Rozas de Madrid

Agosto de 1957 | OPERACIONES CON MATRICES

1.1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales: método de eliminacion de
Gauss

1.2. Rango de una matriz. Estructura de las soluciones de un sistema

1.3. Aplicaciones lineales de R" en R™ y operaciones con matrices

1.4. Inversa de una aplicacion e inversa de una matriz

Este capitulo esta dedicado a la reselucion de sistemas de ecuaciones lineales,
el problema geométrico mas sencillo en el cual surge la necesidad de resolver
sistemas de ecuaciones lineales es €l de conocer la interseccion de dos rectas en el
plano. Asi, por ejemplo, los nimeros que satisfacen el sistema

x+y=2
Ix—y=2
determinan el punto de interseccion de las rectas x+y=2y 3x—y=2, represen-
tadas en la figura 1.1.

/

\x+y=2

Figura 1.1

3x—y=2
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Es posible que el lector esté familiarizado con la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales como el anterior utilizando uno cualquiera de los siguientes
métodos:

1) Método de eliminacién, que consiste en realizar «operaciones» con las
ecuaciones dadas hasta eliminar una de las incognitas.

2) Método de sustitucion, que consiste en despejar una incognita de una de
las ecuaciones y sustituirla en la otra.

3) Método de Cramer o de los determinantes, que consiste en encontrar las
soluciones del sistema anterior como un cociente de dos determinantes.

De todos estos métodos el que resulta menos engorroso cuando se trata de
resolver sistemas de un gran numero de incognitas es el método de eliminacion,
que recibe el nombre de método de eliminacion de Gauss (Carl Friedrich Gauss
fue uno de los mas prestigiosos matematicos de comienzos del siglo XIX).

Comenzaremos exponiendo este método seguidamente.

1.1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES:
METODO DE ELIMINACION DE GAUSS

EJEMPLO A. Tratemos de resolver el sistema

xX+y=2
3x—y=2

de dos ecuaciones con dos incognitas; una solucién de este sistema es un par de

nimeros (g, b) que satisface las dos ecuaciones simultaneamente. El primer paso es
multiplicar por 3 la primera ecuacion y restarla de la segunda para obtener el sistema

x+y= 2
—4y=—4
A continuacion dividimos entre —4 (o bien multiplicamos por —3) la segunda
ecuacion para obtener el sistema
x+y=2
y=1

Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene

x=1
y=1

Capitulo 1 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 11

que nos permite obtener facilmente el par de numeros (1, 1), que es soluciéon del
sistema dado.
Nota. Observar que x=1, y=1 satisfacen ambas ecuaciones; el lector debe
comprobar siempre que el resultado obtenido es correcto sustituyendo los
valores encontrados en el sistema dado.

EJEMPLO B. Tratemos de resolver el sistema

x1+3x2+X3= —3
3x1 +9XZ+4X3= _‘7

2X, — Xy +x3=6

de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

Comenzamos eliminando x, de las ecuaciones segunda y tercera; esto se consigue
multiplicando por 3 la primera ecuacion y restandola de la segunda y multiplicando
por 2 la primera ecuacion y restandola de la tercera. Realizando estas operaciones, el
sistema anterior se transforma en

x1+3x2+X3=—3
X3=2
—7x2—X3=12

Intercambiando las ecuaciones segunda y tercera se obtiene:
x1+3x2+X3= —3

—Tx,—x3=12

X3=2 /

A continuacion eliminamos x; de Ja primera y la segunda de las ecuaciones
restando la tercera de la primera y sumando la tercera y la~segunda. Obtenemos

X;+3x,=-35
—7x2=14
X3=2

Multiplicando por —?% la segunda ecuacion se obtiene:

x1+3x2=—5
x2=—2
X3=2

W
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Finalmente, eliminamos x, de la primera ecuacion multiplicando por 3 la segunda
y restandola de la primera; obtenemos:

xl—ll
X2——2 :
x3—2’

que nos da la solucion (1, —2, 2) del sistema.
Comprobacion. 1—6+2=-3; 3—-18+8=~7; 2+2+2=6.
* * *

El lector se preguntara la razén por la que el método utilizado produce la solucién
del sistema. La respuesta es que las «operaciones» realizadas con las ecuaciones
transforman un sistema en otro equivalente, es decir que tiene las mismas soluciones.
Recapitulemos las operaciones realizadas en los ejemplos anteriores que, de ahora en
adelante, seran llamadas operaciones elementales:

i) Multiplicar una ecuacién por un numero real no nulo.
ii) Intercambiar dos ecuaciones.
iii) Sumar o restar un mualtiplo de una ecuacion a otra.

No resulta complicado comprobar que las operaciones elementales transforman un
sistema en otro equivalente. Por ejemplo, si (a, b, ¢) es solucion de x; +3x,+x3=—3,
también es solucion de 3x, +9x,+3x;=—9, ya que

3a+9b+3c=3a+3b+c)=3(-3)=—-9

De manera similar, si (a, b, ¢) es también solucion de 3x, +9x,+4x;= —7, cinco ve-
ces la ecuacion x; +3x,+x;=—3 mas la ecuacién 3x; +9x,+4x;=—7 nos da

8x,+24x,+9x,=—22
que tiene (g, b, ¢) como solucién, ya que
8a+24b+9c=(5a+15b+5c)+(B3a+9b+4c)=5(—3)-T=—-22.

Resumiendo, podemos decir que el método de eliminacion de Gauss consiste en
reducir un sistema dado a otro equivalente, lo mas sencillo posible, mediante operacio-
nes elementales.

Puede observarse que la repeticion de las incognitas y de los signos + en los
ejemplos anteriores es innecesaria. Si eliminamos estos simbolos en el ejemplo B, el
sistema queda reducido a la siguiente ordenacion rectangular, que llamaremos matriz:

1 3 1|-3
3 9 4|7
2 -1 1 6

Capitulo 1 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 13
La matriz
1 31
3 9
2 -1 1

recibe el nombre de matriz de los coeficientes del sistema y la matriz anterior recibe el
nombre de matriz ampliada del sistema. En ésta, la linea vertical separa la matriz de los
coeficientes de los términos independientes.

Utilizando la matriz -ampliada del sistema e indicando con i), ii) o iii) las operacio-
nes elementales que se realizan sobre las filas de la matriz, de acuerdo con las
operaciones elementales que se realizan sobre las ecuaciones, el ejemplo B puede
resumirse de la siguiente manera:

1 3 1{-3 1 3 1/|-3 1 3 1|-=3
3 9 4|-7]-2>]0 0o 1| 2] f0 -7 —1| 12| 2,
Fy—3F; FioF.
2 —1 1| 6] Fmzhi {0 -7 —1] 12 0 0 1| 2] F=R
1 3 0/|-5 1 301-5 1t 00| 1
0 —70|14]—25010]|-2 9 01 0|=2
o o1| 2/ ™ \loo 1] 2/ ¥ loo 1] 2
La ultima matriz es la matriz del sistema
x, =1
x2=_2
X3=2

que nos da las soluciones.

EJEMPLO C. Para resolver el sistema

X +3x;—x3+x,=1
—2x1+X2+2x3=7
xz_X4=0
de tres ecuaciones con cuatro incognitas escribimos la matriz del sistema y la

reducimos a la mas sencilla posible mediante operaciones elementales. El lector no
tendra dificultad en seguir los pasos realizados.

13 -1 11 13 -1 1)1
21 2 ol7]—5f0o7 o 2]9
01 0 —tjo/ = lo 1
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13 -1 1|1 13 -1 1|1 1 3 -1 11
01 0 —1/0 40 01 0 —1lo] 25101 o0 —1]0
07 o0 2/9/ "™ oo o 99/ Wwo o 1]1
13 -1 0]0 10 —10]|-3

iii i)

F—)F 01 0 0|1 W 0 1 0 0

F+ry, \0 O 0 1|1 00 01 1

Esta altima matriz corresponde al sistema

X{—x3=-—3

Claramente x,=1y x,=1, pero de la primera ecuacion no pueden encontrarse x, y x;;
simplemente, dado un valor, ¢, a x5 se obtiene un valor x,=—3+c para x, y las
-soluciones del sistema son:

x,=-3+4c¢
x,=1
X3=¢
x,=1

o bien (—3+c¢, 1, ¢, 1), para todo namero real c. Este sistema tiene infinitas soluciones
que se obtienen dando valores a c. jRealizar la comprobacion!

* x* *

Las dos matrices finales de los ejemplos B y C pueden escribirse de la forma

100 1 10 —1 0]-3
o[t 0]-2] y lo/1 o0 0
0 0/1| 2 00 Ol1] 1

Estas dos matrices tienen en comiin que por ellas puede trazarse una «escalera
descendente» tal que:

1) Cada peldaiio tiene altura uno.

2) Debajo de la escalera todos los elementos de la matriz son cero.

3) En cada esquina de un peldaiio aparece el namero 1.

4) Toda columna que contiene un 1 en una esquina de un peldafio tiene todos los
demas elementos nulos.

Capitulo 1 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 15

Toda matriz que posee estas propiedades sera denominada una matriz escalonada.
El método de eliminacion de Gauss consiste entonces en reducir la matriz de un sistema
dado a una matriz escalonada mediante operaciones elementales.

EJEMPLO D. Para resolver el sistema

xl_xZ+X3=1
2x;+x,+x3=0
2x1—2xZ+2.X3=3

escribimos su matriz ampliada y la transformamos mediante operaciones elementales
hasta reducirla a una matriz escalonada:

1 -1 11 1 -1 1| 1 1 -1 1 1
211072'}";—;?0 3‘1‘2T27’°1_1/3‘2/3
2 -2 2|3/ B2 lo0 0 0 1 0 0 0 1

10 23] 13 10 23]0

w01 —1/3 =23 ——— |0[1 _—1/3]0

PR g 0 0 1/ BHR o0 ol

Esta Gltima matriz corresponde al sistema
X1 +(2/3) x5 =01
o1 .

UNIVERSIDAD DB LA REPUBLICA

que, obviamente, no tiene solucién, ya que 0# 1.
*® % %
Observacion. El proceso que se sigue al aplicar a un sistema particular el
método de eliminacion de Gauss no es unico, como el lector habra podido
comprobar si ha intentado realizar por su cuenta alguno de los ejemplos C o D.

Sin embargo, la matriz escalonada de un sistema dado es unica, ya que produce
las soluciones del sistema. La demostracion completa de este resultado no es

sencilla.
* * *

A continuacion damos algunas definiciones relativas a los sistemas hasta ahora
estudiados. Una expresion de la forma

auxl +a12x2+"'+a1nxn=bl
a2y Xy +a33%X3+ - +a2,X,=b; @

A1 X1+ ApaXy + o+ Ay Xy = bm

FACULTAD DE INGEMIERIA

DEPARTAMENTO Dp
DOCUMENTACIUN Y BIBLIOTECA
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16 Algebra y Geometria

donde los a;; son niimeros reales, se denomina un sistema de m ecuaciones lineales con n
incdgnitas. Una solucion de (I) son n numeros (sy, s,, .., s,) tal que al sustituir x ; POr s;
se obtiene una igualdad en todas las ecuaciones del sistema.

Si el sistema posee al menos una solucion se dice que es compatible y si no posee
ninguna solucion se dice que es incompatible; si un sistema es compatible y tiene una
Unica solucién se dice que es determinado y si tiene mas de una solucion se dice que es
indeterminado.

Los sistemas de los ejemplos A, B y C son compatibles, mientras que el del ejemplo
D es incompatible. En los casos de compatibilidad, el del ejemplo C es indeterminado
y los sistemas de los ejemplos A y B son determinados.

Los distintos casos que pueden presentarse en un sistema quedan caracterizados
por la matriz escalonada que se obtiene en cada sistema. Recordemos que

4y Qpp o 4y,

azy Gz 0 Gy,
A=| . .

An1 Qma "0 Qpy

se denomina la matriz de los coeficientes del sistema, y

a;; a;; - 4y, by
= a.21 a?z a'2n b,
An1 Gmz Oy bm

es la matriz ampliada del sistema. Las matrices escalonadas de la matriz de los
coeficientes y de la matriz ampliada de los sistemas de los ejemplos B, C y D son las
siguientes:

Matriz escalonada de la Matriz escalonada de la
matriz de los coeficientes matriz ampliada

100 1L 00 1
Ejemplo B <o 10 <o Lo —2)
0 011 0 oLt | 2
10 —10
Ejemplo C (01 0 0)
00 o]l
10 273 10 2310
Ejemplo D (0 1 —1g3> (0 1_—17310
00 0 00 01

Si convenimos en escribir:

p=numero de peldaiios de una matriz escalonada de A4,
p=namero de peldafos de una matriz escalonada de A,
n=numero de incognitas del sistema,

Capitulo I Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 17

las diferencias, en cuanto a soluciones, de los ejemplos anteriores quedan plasmadas en
el siguiente cuadro:

p p n
Hmpl e | | o |
Ejemplo D Sistema incompatible 2 3 3

La observacion detenida de este cuadro sugiere el siguiente resultado:

TEOREMA 1 (Rouche-Frobenius)

1) Un sistema es compatible determinado si y solo si p=p=n.
2) Un sistema es compatible indeterminado si y sdlo si p=p<n.
3) Un sistema es incompatible si y solo si p<p.

—

Nota. Las definiciones de p, p y n pueden encontrarse entre los dos cuadros
anteriores. ’

Demostracién.  Observemos en primer lugar que basta demostrar las implicacio-
nes:

a) si p=p=n, el sistema es compatible determinado,
b) si p=p<n, el sistema es compatible indeterminado,
c) si p<p, el sistema es incompatible,

ya que el resto de las implicaciones contenidas en el teorema se deducen de estas tres. Se
anima al lector a que compruebe esta Gltima afirmacion.

a) Si p=p=n, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma

1 00 0| d,\ columna n
10 01} 4,
| o
0 0

11d,]«fian

Por tanto, x, =d, x,=d,, .., x,=d, es su unica solucion y el sistema es compatible y
determinado.
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b) Si p=p<n, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma

«— fila p

donde los rectangulos sombreados representan matrices. Si las columnas con .l €n una
esquina de un peldaiio corresponden a las incognitas x; =X,,, X,;, ., X,, S€ tiene que

Xp, =dy, Xp, =gy oy Xy, =4y, x;=0, Vj#ny, ny, .,
es una solucion del sistema. Por tanto, el sistema es compatible.

Falta demostrar que el sistema es indeterminado. Si todas las matrices sombreadas
son nulas, el sistema es equivalente a

xm —dl
Xn, _dZ
Xy, =d,

Puesto que p<n, alguna incognita, digamos x,, no aparece en el sistema anterior y,
por tanto, x, puede tomar cualquier valor, con lo cual se obtienen infinitas soluciones

del sistema. ' S
Supongamos, por tanto, que no todas las matrices sombreadas son nulas. Sea

€1
€
€

una columna no nula de una de estas matrices correspondiente a la incognita x,.
Dando al resto de las incognitas distintas de x,, j=1,2, .., p, y x; el valor cero,
tenemos

Xp, Fe1Xp=dy; Xp, +e30,=dy; i X, HeX=dg X, =dgy 5000 X, =d,

lo cual nos da infinitas soluciones del sistema dando valores a x,. El sistema, por tanto,
es indeterminado.
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¢) Si p<p, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma

100
B

«—fila p

La (p+1)-ésima fila de B nos da la ecuacion O0=1 y, por tanto, el sistema es
incompatible. : u

*x k%
Finalmente, el sistema (I) se dice que es homogéneo si todos los b;=01y no
homogéneo si al menos uno de los b; es distinto de cero.
Al realizar operaciones elementales con la matriz ampliada

4y ay; - ap, |0
e I
Ay Ay - Amn 0

de un sistema homogéneo, la Gltima columna esta siempre formada por ceros; por
tanto, nunca puede tener mas peldafios que la matriz escalonada de A. Asi pues, para

un sistema homogéneo p=p y por el teorema de Rouche-Frobenius el sistema es
siempre compatible.

Este resultado puede demostrarse mas facilmente observando que x,;=0, x,
=0, .., x,=0 es siempre solucién de un sistema homogéneo; esta soluciéon se denomina
trivial. Si un sistema homogéneo posee soluciones distintas de la trivial es indetermina-

do, y para esto es necesario y suficiente, segun el teorema de Rouche-Frobenius, que p.
=p<n.

EIEMPLO E. Queremos demostrar que el sistema homogéneo

X1+x2—x3-x4=0 v
X=Xy +x3—2x,=0

es indeterminado. Realizando operaciones elementales con su matriz ampliada se tiene:

1 1 -1 =110 iy (1 1 -1 —-11]0 B
— —
-1 1 =210 0 -3 3 010/ ®

1 I =1 —1]|0\ & /1 0 0 —-1]0
-—
0 1 -1 010 01 -1 010

Como 2=p=p<n=4, se obtiene el resultado deseado.

o
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Sus soluciones se obtienen escribiendo el sistema correspondiente a la matriz

escalonada:
xl —_ X4 = 0
x2 —_ X3 = 0

Haciendo x3=c,, x,=c, se tiene:

X4 =Cy
donde ¢; y ¢, son nimeros reales cualesquiera.

EJERCICIOS 1.1

1. Encontrar todas las soluciones (si existen) de cada uno de los siguientes sistemas de
ecuaciones lineales mediante el método de eliminacion de Gauss:

a) x1+x2=1} b) x1+x2=1}

xl_x2=—1 2x;+x2=0

2. Utilizar operaciones elementales para reducir las matrices dadas a su matriz
escalonada.

g 1 3 714 by [0 0 1
6 -5 —1 2 010
7 -2 61 100

¢) 3 -1 3 d 2 31 —4 2
1 0 -1 121 -2 3
3 -1 1 110 21
-1 1 -1

3. Resolver los siguientes sistemas mediante el método de eliminacion de Gauss:

a)  2x,+Xx,+x3=3 b) x;+2x;+4x;=1
X=X, +x3=0 X +x,+3x3=2
3x1—'x2+2X3=2 2x1+5x2 +9X3=1
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c) 2xy—X,+3x3=9 d) 2X; — 2%+ x,= -3
3x; = Sx,+x;= —4 2% +3%x,+x3—3x,=—6

dx; —Tx;+x3=5 3x;+4x; —x3+2x,=0

x1+3x2+x3—x4=2

e) 3x;+Xy—x3+2x,—7=0 f) X;+X,+x3=3
2x) —2%,+5x3—Tx,—1=0 22X, —x,+3x3=4
—4x; —4x,+Tx;—11x, +13=0 3x +x,—x3=3
’ 2x;—2x,=0
g X +2x,+3x3=2 h) Xy —3x,+2x;=0
X —X,+x3=0 —Xx;—2x,+2x3=0
Xy +3x, —x3=-2 —2x;+x,=0

3X1+4x2+3x3=0

) xp+xa+x3+x,=0 b X1+ X+ x3—6=0

Xp—X4=35 X1 +2x,+2x3—-9=0

x1+x3-+/2x4=1 X1 +2x,+3x;—10=0
x;+2x,=0

4, Utlllzar el teorema de Rouche-Frobenius para realizar un estudio del nimero de
soluciones de los siguientes sistemas:

a) x,+2x2—x3=ll b) 3x1+2x2+x3+x4—x5=3}
x2+X3=2 x1+2X3+xS=3
x1 +3x2=3 [

c) 2x1+x2=51
X;—x,=1,
X, +2x,=0 [

5. Demostrar que el sistema

A1X = Ay3%; =0}

alel +a22X2=0

es compatible indeterminado si y sélo si a,,a,,—a,,a,, =0.
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1.2. RANGO DE UNA MATRIZ. ESTRUCTURA DE LAS SOLUCIONES
DE UN SISTEMA

En la seccién anterior se observo que el numero de peldaiios de la matriz
escalonada de un sistema es importante para determinar la compatibilidad o incompa-
tibilidad de un sistema. En esta seccion se relacionara este numero con el importante
concepto de rango de una matriz. Ademas, se estudiara la estructura de las soluciones
de un sistema de ecuaciones lineales. '

En los ejemplos de la seccion anterior se ha observado que las soluciones de un
sistema pueden escribirse de la forma

(ay, az, s a,)

donde a,, a,, ..., a, son nimeros reales. Un elemento de esta forma recibe el nombre de
vector y se denota por

a=(a1, Ayy e a,,)

Los niimeros reales a;, j=1, 2, ..., n, reciben el nombre de componentes del vector @; a,
se denomina primera componente, a, segunda componente, y asi sucesivamente. El vector
.0 es el vector cuyas componentes son todas nulﬁs. Dos vectores @ =(a,, dz, .., 4,) ¥ b
=(b,, b,, .., b,) son iguales, y escribiremos @=>b, cuando a,=b,, a,=b,, .., a,,=‘b,,.
Los vectores no sblo aparecen como soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales, sino que también aparecen en las filas o en las columnas de una matriz, en
cuyo caso reciben el nombre de vectores fila o vectores columna de la matriz. Por

ejemplo, la matriz

01
30
-1 2 -1 1

tiene como vectores fila

7=(1,2,0,1, b=(,130), T=(-1,2, —1,1)
y como vectores columna:
d=(1,2, -1), =2, 1,2, 7=0,3, -1, 7=(01,0,1)

Nota. A veces los vectores columna de una matriz se escriben en notacion
vertical de la forma
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Las definiciones que daremos con vectores no dependen de la notacién que se utilice
para representarlos. En este texto apareceran las dos notaciones indistintamente.

Al resolver un sistema por el método de eliminacién de Gauss se han realizado
ciertas operaciones con los vectores fila de su matriz ampliada, que recibian el nombre
de operaciones elementales. Estas operaciones son la suma de vectores:

@ +b =(ay,a5,...a,)+ (b, by, ... by=(a, +by,a,+b,,..,a,+b,)
y la multiplicacion de un vector par un nimero real c:
c@ =c(ay, a,, ..., a,)=(cay, ca,, .., ca,)

Las operaciones con vectores poseen las siguientes propiedades, que se dejan como
ejercicio para el lector:

(S;) @+b=Db+7a (conmutativa)

(S2) (@+b)+7=a+(b +7) (asociativa)

(S;) 0+@=d+ 0=7

Sy d+(—a@)=(—a)+a=0, donde (—@)=(—1)@

(M,) c@+b)=ca+cb

M;) (c+dy@=ca+da

M) c(da)=(cd)d

(M, la=a
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Nota. El vector (—@)=(—1)@ se denomina opuesto de 7.
Dado un conjunto de vectores {@,, @, ..., @}, una expresion de la forma

dlﬁl +d2?1'2 + te +dsﬁs

donde los d;, j=1, .., s, son nameros reales, se dice que es una combinacicn lineal de los
vectores dados.

Un vector @ se dice que es combinacion lineal de los vectores {@,, @5, ..., d,} si
existen nimeros reales d,, d,, ..., d, tal que

Tl’=d1?1'1 +d232+ +dsas

El vector 0 es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores, ya que basta
tomar todos los d;=0. La expresion anterior puede escribirse de la forma

d@, +d,a,+--+dg,+(—1)a="0

donde no todos los coeficientes de los vectores son nulos (el coeficiente de @ es —1).
Esto sugiere la siguiente definicion.
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DEFINICION 1

i) Un conjunto de vectores @, @,, .., @, ¢s linealmente dependiente si existen
numeros d,, d,, ..., d,, no todos nulos, tal que

dlﬁl +d232++dkﬁk=_0

i) Un conjunto de vectores @;, @5, ..., @, s¢ dice linealmente independiente si no
son linealmente dependientes, es decir, cualquier expresion del tipo

4@, +dyd,+ - +dd, =0

implica necesariamente que d; =d,=---=d,=0.

EJEMPLO A. Queremos estudiar si los vectores @; =(2, 1) y @,=(1, 1) son lineal-
mente dependientes o independientes; para ello tratemos de encontrar dos nimeros d,

y d, tal que
dy(2, 1)+d(1, 1)=(0, 0)

Puesto que dos vectores son iguales si y solo si sus componentes correspondientes
coinciden, la igualdad anterior puede escribirse de la forma

2d1 +d2=0
dy+d,=0

que es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. Realizando operaciones
elementales con la matriz de este sistema se tiene:

2 1[0\ w (1 1[0 (1 1|0
1 1lo) " \2 io 0 —1]0
.
Vo 10 0 10

Como p=p=2=namero de incognitas y el sistema es homogeneo, sol.o tiene la
solucion trivial d, =d,=0. Esto implica que los vectores a;, G son linealmente

independientes.

*x X *

EJEMPLO B. Para estudiar si los vectores a; =(1, 1, 3), @,=(0, 1, 2) y a,=(1,2,95)
son linealmente dependientes o independientes formamos la expresion

d,(1, 1, 3)+d,0, 1, 2)+dx(1, 2, 5)=(0, 0, 0)
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que puede escribirse de la forma:

d1+d3=01
d1+d2+2d3=0
3d1 +2d2+5d3=0

Puesto que

se tiene que p=p=2 < 3 =numero de incognitas y, por tanto, el sistema posee soluciones
no triviales: los vectores dados son linealmente dependientes.

Si queremos encontrar una combinacién lineal de los vectores anteriores basta
resolver el sistema anterior; dicho sistema es equivalente a

d1 +d3=0
d2+d3=0

de acuerdo con las operaciones elementales anteriormente realizadas. Haciendo dy=c,
se tiene d; = —c, d,= —c. Como caso particular de ¢ podemos tomar c= — 1, con lo
cual d, =1, d,=1, y se tiene:

1(1, 1, 3)+1(0, 1, 2)—1(1, 2, 5)=(0, 0, 0)

como facilmente puede comprobarse.

* k%

En los ejemplos anteriores se habra observado que Unicamente es necesario escribir
la matriz cuyas columnas son los vectores dados y realizar en ella operaciones
elementales para estudiar la dependencia o independencia lineal de un conjunto de
vectores. Si el nimero de peldafios coincide con el niimero de columnas (o equivalente-
mente la matriz escalonada es la identidad) los vectores son linealmente independientes
y en caso contrario son linealmente dependientes.

DEFINICION 2 (Rango de un conjunto de vectores y
rango de una matriz)

i) Se denomina rango de un conjunto de vectores al mayor numero de ellos
que son linealmente independientes.

if) Se denomina rango de una matriz A, y se denota por r(A), al rango de sus
vectores columna.
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El rango de los vectores del ejemplo A es 2, ya que son linealmente independien-
tes.
El rango de los vectores del ejemplo B es menor que 3, ya que son linealmente

dependientes.
En estos momentos es conveniente resaltar la forma de calcular el rango de

una matriz. Dada la matriz

ayy a2 aypn

A= azy a.zz Arp

aml am2 amn

se consideran los vectores
ay, a2 Qin
- dzy — azz — 2
a;= , A= . s ey Ay = .

aml am2 amn

de entre los cuales hay que determinar el mayor numero de ellos que sean linealmente
independientes.

En primer lugar es necesario estudiar si los n vectores son linealmente independien-
tes, es decir, si el sistema homogéneo

xlfil'}'.xz—(i’2'+'""{‘-ani,|=n (1)

posee Gnicamente la solucion nula. En caso de que posea unicamente la solucion nula,
el rango de la matriz es n. Observar que para determinar si (1) posee soluciones no
nulas Unicamente es necesario reducir la matriz 4 a su forma escalonada.

Si los n vectores son linealmente dependientes, es necesario estudiar si alguno de los
posibles subconjuntos de n—1 vectores de entre los n anteriores es linealmente
independiente.

Si estos subconjuntos de n—1 vectores son todos linealmente dependientes es
necesario estudiar todos los subconjuntos de n—2 vectores. El proceso termina cuando
encontremos por primera vez unos cuantos vectores de entre los anteriores que sean
linealmente independientes.

En teoria puede parecer complicado y largo calcular el rango de una matriz. En la
practica, sin embargo, resulta sencillo, como se muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO C. Para encontrar el rango de la matriz
1 3 2 1

A={1 0 -1 =2
3 4 1 -2
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comenzamos resolviendo el sistema

1 3 2 1 0
Xl U [+x,[ 0 )+x3| —1f +x,] —=1] =0
3 4 1 -2 0
de tres ecuaciones con cuatro incognitas. Puesto que
13 2 1 . 1 3 2 1 1 3 2 1
10 -1 =230 -3 =3 -3|8(0 -3 -3 _3
3 4 1 =2 6 -5 -5 -5 0 0 0 o0

0 —1 -2
1
0

o

S O -
S = W
S = N
[
i

< | =
—
—

el sistema posee soluciones no triviales. Por tanto, los cuatro vectores columna de la
matriz son linealmente dependientes.

' Si tomamos tres de ellos, por ejemplo, los tres primeros, la matriz escalonada del
sistema que ellos forman es

1 0 -1
olr_1
00 0

ya que se obtiene realizando las mismas operaciones elementales que antes sobre las
tres primeras columnas de la matriz. Estos tres vectores son, por tanto, linealmente
dependientes.

El. lector puede comprobar que cualesquiera tres vectores de entre los anteriores
son linealmente dependientes

Finalmente, si tomamos los dos primeros vectores, el sistema

1 3 0
X | 1 4+x,0 0 |=]0
3 4 0

tiene como matriz escalonada

(o)

Yy, por tanto, son linealmente independientes.
Concluimos, entonces, que r(4)=2.

* k%
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El lector habra podido observar en el ejemplo anterior que el rango de una matriz
coincide con el numero de peldafos de su matriz escalonada. Este resultado se
demuestra a continuacion.

TEOREMA 1

El rango de una matriz coincide con el nimero de peldafios de su matriz
escalonada.

Demostracion. Sea A una matriz de la forma

Ay Gy ot Ay

A1 Q32 Qg
A=| . .

An1 Qmz " amn/

y denotemos por @,, @5, .., @, Sus vectores columna. Sea p el nimero de peldafios de
una matriz escalonada de A. Esta matriz escalonada es de la forma:

n, 0, n n,
100 0
10 e 0

0

-]
=

[y

«—Fila p

El sistema homogéneo
xla.m +xZan2 + +xPTi"p = —0

correspondiente a las columnas no sombreadas de la matriz tiene Gnicamente la
solucidn trivial, ya que su matriz escalonada es

100 - 0 Columna p
lﬁ 0
1 :
w0

0 |_1 «—Fila p

Hemos demostrado, por tanto, que la matriz A posee al menos p vectores columna
linealmente independientes.
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El teorema quedara demostrado si probamos que no existen mas de p vectores
columna de A que sean linealmente independientes.
Tomemos g vectores columna @, , @, ..., a,, de A, con g>p. El sistema

X1y + X8y + - + X8, = 0 )

posee una matriz escalonada con p peldafios como méaximo, ya que la matriz escalona-
da de A tiene p peldafios. Puesto que el sistema anterior tiene g incognitas y, g es
mayor que p, (2) es indeterminado. Por tanto, los g vectores dados son linealmente
dependientes. ]

EJEMPLO D. Para calcular el rango de los vectores @, =(1, 1, 3), @, =(2, 2, 6) ya,
=(2, —1, 5) escribimos la matriz

1 2 2
1 2 -1
36 5

cuyas columnas son los vectores dados, y realizamos sobre ella operaciones elementa-
les:

12 2 12 2 12 2
1 2 -1 2joo 3] 2%loo0 1
36 5 00 —1 0 0 —1

1 20
o ol

000

Puesto que el nimero de peldafios de la matriz escalonada es 2, del teorema anterior
deducimos que el rango de los tres vectores dados es 2.

*x kX

El teorema 1 nos permite escribir el teorema de Rouche-Frobenius utilizando el
rango de una matriz, tal y como se hace en la mayor parte de la literatura matematica.

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS (véase la seccion 1.1)

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas, con matriz de sus
coeficientes 4 y matriz ampliada 4, se tienen los siguientes resultados:

i) El sistema es compatible determinado si y sélo si

r(A)=r(A)=n
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ii) El sistema es compatible indeterminado si y solo si
r{A)=r(A)<n
i) Un sistema es incompatible si y solo si

HA)<r(A)

* * *

A continuacion se realiza el estudio de la estructura de las soluciones de un sistema.
Comenzamos con un sistema homogéneo de m ecuaciones y n incognitas:

a; Xy +a12x2 +-- +al,,x,,=0
1%y +ayX5 + - +a3,X,=0 0

Ay Xy +ApaXs+ -+ AppX, =0 ‘

Sabemos que todo sistema homogéneo posee la solucion trivial 0=(0, 0, ..., 0) y, por
tanto, es compatible. Demostraremos a continuacion que si s indeterminado ha de

tener infinitas soluciones.

PROPOSICION 2

i) Si #=(uy, uy .., u,) €s una solucion del sistema homogéneo (I), cir’ es
también solucion del mismo sistema para todo nimero real c.

i) Si7=(uy, Uy, ..., Uy) ¥y T=(0y, V3, ..., U,) sON soluciones del sistema homogé-
neo (I), 7w +7 también lo es.

Demostracién. Si @ es solucion de (I) se tienen las igualdades:
AUy + Ay + -+ agu, =0
Ay Uy + Ayoliy+ - +apl, =0
Aty + Quoliy + - +amnun=0

Multiplicando por el nimero real ¢ cada una de estas igualdades se obtiene el
resultado deseado.
Si, ademas, T es solucion de (I) se tienen las igualdades:

auvl + a1202+ "‘+a1”v" =0

Ay1V1 + Aya05+ 0+ dy,0, =0

AUy + Gpaly + + Ay =0
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Sumando las correspondientes igualdades se obtiene:
ayy(uy +v)+ay,(uy+0))+ -+ +ay,u, +v,)=0
azy(uy +vy) +ay,(uy +0)) + -+ + ay,(u, +,) =0
Oy (Uy +01)+ Aoty +02) + -+ + Byt +0,)=0
lo cual prueba que % +7 es también solucion del mismo sistema. [ ]

PROPOSICION 3

. Siel sistcxpa homogéneo (I) es indeterminado existen k vectores, Wy, Uy Uy,
linealmente independientes de manera que todas las soluciones de (I) son
de la forma

clTil +62ﬁ‘2 +--- +Ckﬁ'k

con los ¢; numeros reales. Ademas, k=n—r(4), donde A denota la matriz de los
coeficientes del sistema (I).

Es conveniente ilustrar con un ejemplo el resultado de la proposicién 3.
EJEMPLO E. Tratemos de encontrar las soluciones del sistema homogéneo -
2x1 —3x2 +X3—x4+2x5 =0

Ix; —x3+x,=0
X1 +3x; —2x3+2x,—2x5=0

Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de sus coeficientes se
obtiene:

2 -3 1 -1 2 1 3 -2 2 -2
3 0 -1 1 0 — 3 0 -1 1 0
1 3 -2 2 =2 2 -3 1 -1 2

1 3 -2 2 -2

13 -22 -2 10 -3 1 _3
— {101 -3 3 4)->fo]1 -3 3 4
00 00 O 00 00 O
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Haciendo x,=c¢,, x,=c, ¥ X5=c3 s¢ tien¢ que

1 1
X1 =—3'C1—§C2+3C3
5 5 1
x2='9—61—§(,'2—563

Las soluciones de este sistema pueden escribirse de la forma:

1 5 1
(X1, X2, X3, X4, x5)=<§c1—§c2+3c3, §cl—§cz-—§c3, €15 €2y c3>=

15 1 5
=C1<§’ §3 1, Oa 0>+02<_§, _6; 0’ 19 0>+

1
+c3<3, ——, 0,0, 1>.
3
Los vectores

15 1 5 . 1 .
T =(-=,-3,0,1,0 T,=(3 —,0,0, 1) son lineal-
u1—<3 Y 1,0, 0) 2 < 3 79 > y uj3 < 3

mente independientes, ya que si tenemos

=|

dli_il +d2T[2 +d3ﬁ3 = 6,

igualando las tres ultimas componentes de la izquierda a cero se deduce que d, =d,

=d,=0.
Observar, finalmente, que el namero de vectores linealmente independientes es 3=n

—r(A).

L *

Demostracion de la proposicion 3. Supongamos, para simplificar, que la matriz
escalonada de este sistema es de la forma

1 0 0 -+ 0 luyy - Uy Columna n=p+k
—'_lli o 0 fugy Uz
B= 1 o
0
I 1 |u, -~ Uy | [«Filap
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donde p=r(A4). Tomar

Wy=(—uyy, —Upy, .y —Upy, 1,0, .., 0)
Uy=(—uyy, —Usp ey —Upy, 0, 1, .., 0)
Upy=(—ty —Up vy —Up, 0,0, 1)

Por un razonamiento analogo al del ejemplo E se concluye que toda solucion de (I) es
de la forma

dlﬁl +d2ﬁ2+"'+dkﬁk.

Ademas, los k-vectores ¥, i, .., W, son linealmente independientes, ya que si
tenemos una combinacion lineal de ellos de la forma

dii +dyT 4+ =0

las n—p Gltimas componentes de cada uno de ellos producen las igualdades d, =d,
=---=d,=0. Por tanto, los k-vectores dados son linealmente independientes. ]

* * *

La estructura de las soluciones de un sistema no homogéneo se deduce de la
estructura de las soluciones de un sistema homogéneo.
Sea

a; Xy +agpx,+ - +a,x,=b;
Ay1Xy +ay3%X, + - +ay,x,=b, an

A1 X1+ QppXy+ - +amnxn=bn

un sistema de m ecuaciones con n incognitas. Se denomina sistema homogéneo asociado
a (IT) el sistema que se obtiene sustituyendo los b; de la derecha del sistema por ceros.

PROPOSICION 4

Si7 es una solucion de (II), todas sus soluciones son de la forma ¥ +#%, donde
U es solucion de su sistema homogéneo asociado.

Demostracion. Si w es otra solucion de (II) escribimos
wW=74+W-7)

y observamos que @ =W —7 es una solucion del sistema homogéneo asociado, ya que W
y U son ambas soluciones del sistema (II). [ ]
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Las proposiciones 3 y 4 nos permiten enunciar el siguiente resultado.

TEOREMA 5

Sea 7 una solucion de (II). Existen k vectores ., W5, ..., &, linealmente
independientes, tal que todas las soluciones de (II) son de la forma

-5+Clﬁ1 +621—[2+"'+Ck'_[k

donde los ¢, son nimeros reales y #,, @W,, .., @, son soluciones del sistema
homogéneo asociado a (I).

Ademas, k=n-r(A4), donde A es la matriz de los coeficientes del sistema.

Nota. La expresion T +c¢ W, +c,7 ,+ - + ¢, se denomina solucion gene-
ral del sistema y T se denomina una solucién particular del sistema.

EJERCICIOS 1.2

1. Demostrar las propiedades (S,), (S,), (S3) ¥ (S4), (M,), (M), (M3) y (M,) de la suma
de vectores y de la multiplicacion de vectores por un nimero real.

2. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o
independientes y en caso de que sean linealmente dependientes, encontrar una combi-
nacion lineal entre ellos:

a {(1,2), 4}

b) {35 1,2 1,3)

o {(1,2,3),(1,32,0, -1, 1}

d {(1,0,1,0,(21,31,0,1,1,1),(224,2)}

3. Calcular el rango de los siguientes conjuntos de vectores:

1\ (3 A (1
N A Y RN b b

-4\ N1

1\ [7\ /-6 ; 3| (5

d (01} 0 e)l, ar
4/ \3 1

6/ \-2/ \2
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4. Calcular el rango de las siguientes matrices:

L P
g [6 -5 -1 2 Dl . o5 7 4

7 =2 6 1

0 10 32

12 1 4 6 s 3 1 4 2
0 1 7 3 2
olt 1 3 2 -1 o d);j(l)—ii
32 -1 -2 0 1

01 0 2 0 -1 pro 21

5. Estudiar su compatibilidad y encontrar la solucion general de los sistemas

X;+Xx,—x3=1
v 1 X, +Xx3—x4=$5
x1—2x2+x3=0l

XZ +X3 +X4=2
X2—X3=0

6. Demostrar que todo conjunto con n+1 vectores de n componentes cada uno es
linealmente dependiente.

1.3. APLICACIONES LINEALES DE R" EN R™ Y OPERACIONES
CON MATRICES

En esta seccion deduciremos las operaciones con matrices a partir de las operacio-
nes que pueden realizarse con aplicaciones lineales. Tales operaciones con matrices
seran necesarias para un estudio posterior de la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. Comenzaremos con el concepto de aplicacion entre conjuntos.

Dados dos conjuntos S y 7, toda ley que asocia a cada uno de los elementos de §
un elemento de T como maximo se denomina una aplicacion de S en T. Si a esta ley la
representamos con la letra f se acostumbra a escribir f: S+ T, lo cual se lee «f es una
aplicacion de S en T». El elemento de T asociado con el elemento s de S se escribe
mediante f(s) y recibe el nombre de imagen del elemento s.

EJEMPLO A. 1) Si R denota el conjunto de los nimeros reales, - R— R dada por
Sf(x)=3x, es decir, a cada numero real le asocia su triple, es una aplicacion.

2) Si N denota el conjunto de los nimeros naturales, 0, 1,2, 3, .., la ley
f: NN que asocia a todo numero natural n su cuadrado, es decir, f(n)=n?, es una
aplicacion.

3) SiS={1,23,4}y T={1,2} y definimos f(1)=1, f(2)=1, f(3)=2, f(4)=2
(obsérvese la figura 1.2), se tiene una aplicacion de S en T.
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E—

Figura 1.2

Nota. Cuando una aplicacion estd definida en un conjunto de nimeros
(naturales, enteros, racionales, reales, etc.) y sus imagenes estin también en
un conjunto de nimeros, se suele utilizar la palabra funcion en lugar de «aplica-
cion». En algunos casos se suele utilizar la palabra transformacion en lugar de
«aplicacion».

Dada una aplicacién f: S— T se denomina imagen de f, y se denota por im(f) al
conjunto de todas las imigenes de los elementos de S, es decir:

im(f)={f(s)/seS}

En el ejemplo A.1), im (f)=R; en el A.2), im(f)={0, 1, 4,9, 16,25, ..}, y en el A.3),
im (f)={1, 2}.

Cuando el conjunto im(f) coincide con el conjunto final T se dice que f es una
aplicacion suprayectiva, A.1) y A.3) son ejemplos de aplicaciones suprayectivas,
mientras que A.2) no lo es. Otra forma de comprobar que f es suprayectiva es
estudiando si todo elemento de T es imagen de algin elemento de S, es decir,

«para todo te T, existe s€S, tal que f(s)=t»

Una aplicacion f: S— T se denomina inyectiva si dos elementos distintos cuales-
quiera de S tienen distintas imagenes, es decir, s # s, 5, s'€ S, = f(s) # f(5'). Otra forma
de comprobar que fes inyectiva es utilizando la negacién de la implicacion ahterior, a
saber:

«f(5)=f(s) = s=s»

La aplicacion del ejemplo A.1) es inyectiva, ya que f(x)=f(y) <= 3x=3y <> x=y;la
aplicacion del ejemplo A.2) es también inyectiva, ya que f(n)=f(m) <> n*=m? < n
=m (puesto que n, meN); sin embargo, la aplicaciéon del ejemplo A.3) no es inyectiva,
ya que f(1)=f(2) y 1 # 2.

Una aplicacién que es a la vez suprayectiva e inyectiva recibe el nombre de
biyectiva. La aplicacion del ejemplo A.1) es biyectiva, y no lo son ninguna de las
aplicaciones de los ejemplos A.2) y A.3).

* * *
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La operacion basica con las funciones es la composicion. Dadas dos aplicaciones
f:S—Ty g T U, se denomina composicicn de f y g, y se denota por gof al
resultado de aplicar g a la imagen mediante f de cualquier elemento de S, es decir,

gof(s)=g(f(s)

EJEMPLO B. Sif: R— R esta dada por f(x)=x*>—1y g: R— R esta dada por g(x)
=x+5, se tiene que

gofX)=g(f(x)=f(x)+5=x>—1+5=x*+4

Para que la composicion de f'y g pueda definirse es necesario que ¢l conjunto final
de f, es decir, T, coincida con el conjunto inicial de g; asi pues, fog no esta definida a
menos que U=S. En el caso en que gof puedan definirse cabe preguntarse si gof
coincide con feg, es decir, si la composicion de aplicaciones es conmutativa. La
respuesta es, en general, negativa, ya que en el ejemplo B tenemos

fo9(x)=f(g(x))=[g(x)]* — 1 =(x+5)* — 1 =x + 10x +24

que no coincide con ge°f.
Sin embargo, la composicion de aplicaciones satisface la propiedad asociativa, es
decir:

(heg)of=he(g°f)

si f, g y h son tres aplicaciones para las cuales tienen sentido las composiciones
anteriores. Este resultado se deduce inmediatamente de la definicidon de composicion,

ya que
(heg)of(s)=(h°g)(f(s))=h(g(f(s))=
=h(g°f(sh=h°(g°f)s).
El comportamiento de la composicion de aplicaciones con respecto a los tipos de

aplicaciones citados anteriormente queda expuesto en las siguientes propiedades, que
se dejan como e¢jercicio para el lector. Si f: S—>T y g: T— U se tiene:

(C.1) finyectiva y g inyectiva = g°f inyectiva.
(C.2) fy g suprayectivas == g°f suprayectiva.
(C3) fy g biyectivas = g°f biyectiva.

* * *

Una forma de definir una aplicacion es utilizando matrices. Sea, por ejemplo, la

matriz
1 -1
A=
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y sea R? el conjunto de todos los vectores X =(x,, x,) con dos componentes; podemos
definir f: R?— R? mediante

f&X)=f(x1, x3)=(x; — X3, 2x; +3x,)
Asi, por ejemplo,
[, 5)=(1-5,2-143-5=(—4,17)

En general, definimos R” como el conjunto de los vectores X =(x,, x5, ..., X,) de n
componentes. Dada una matriz

iy Gy v Qqp

dzy Q22 Gy
A=| . .

Qu1 Gmz2 " Gy

de m filas y n columnas, se denomina aplicacion lineal asociada con A a la aplicacion
f: R"—R™ dada por

SE)=f(x1, X35 s Xp)=

=(@11+a12X+  F A1 X 21X F 022X+ F 030Xy vy A1 X1 F Xy + 00 + Ay X,)

)

tiene como aplicacion lineal asociada a f: R?— R? dada por

EiEMPLO C. La matriz

S x3)=(0x; + 1x3, 1x; +0x,) =(x, x;)
La aplicacion f intercambia las componentes de todo vector ¥ =(x,, x,) de R2
Geométricamente, f refleja cada vector X =(x,, x,) de R? en la recta x, =x, (Fig. 1.3).
(Esto es facil de probar: jinténtalo!)

X =(xy, x3)
X, ==

—

Figura 1.3

X=X,

N\

SE)=0xz x1)
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EJEMPLO D. La matriz

hS

I
= A
")
o o o

=)

tiene como aplicacion lineal asociada a f: R3— R® dada por

f(?c’)=f(x1, X2, x3)=
=(1-x;4+0-x,4+0-x3, 0-x;+1-x,+0-x3, 0-x;+0-x,+0-x3)=(x;, x5, 0)

Geométricamente, f proyecta todo vector de R* en un vector del plano x,x, cuyos
dos primeras componentes son las dos primeras componentes de X y su tercera
componente es nula (Fig. 1.4).

X3
A———————

/ /7=
f _____ lff(xn X3, X3)
| I
( I I
( b
( 1
| V4 X3
l 17

———————— f()_“)=(xl» X25 0)

X1

Figura 1.4

Las aplicaciones lineales tienen un buen comportamiento con respecto a la suma de
vectores y a la multiplicacion de éstos por nimeros reales:

TEOREMA 1

Sea f: R"+— R™ una aplicacion lineal; para todo X, ¥ e R" y para todo nimero
real r se tiene:

) fR+Y)=fR)+f()

i) f(rX)=rf(F).

Demostracion. Haremos la demostracion para una aplicacion lineal f: R? — R2,
puesto que las ideas principales de la demostracion en el caso general estan incluidas
en este caso particular. Sea, por tanto:

o)
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la matriz de [y X=(x,, x;), y=(y¥1, ¥»)- Se tiene que

SE+V)=f(x1+y1, X2+ y2)=(alx; +y) +b(x; +y,), c(x1+yy)+
+d(x, +y))=(ax, +ay, + bx, +by,, cx, +cy; +dx, +dy,)=
=(ax,; +bx,, cx, +dx;)+(ay; +by,, cy, +dy,)=
=f(x1, X2) +f (1, ¥y2)=fX)+f )

Esto demuestra i). Para demostrar ii) sea X =(x,, x,) y r un niimero real. Se tiene que

FUX)=f(rxy, rxz)=(alrx;)+blrx,), c(rx;)+d(rx,))=
=r(ax, +bx,, cx; +dx;)=rf(X)

Esto termina la demostracion de ii) y, por tanto, la demostracién del teorema. W

Nota. Combinando i) y ii) del teorema 1 se tiene que

JUX +5y)=rf(X)+sf(¥)
para todo ¥, yeR" y para cualesquiera niimeros reales r y s.

El teorema 1 se muestra graficamente en las figuras 1.5 y 1.6.

X+7

rf®)=f(r%)
Figura 1.5 Figura 1.6

Este teorema permite demostrar que la imagen de una recta en R” mediante una
aplicacion lineal es otra recta o un punto; en efecto, si X +rv' es la ecuacion de la recta
que pasa por el extremo de X en la direccion de ¥ se tiene que

fE+m)=fF)+rf{V)

debido al teorema 1 (Fig. 1.7). Si f(¥) = 0 se tiene el punto f(X), y si f(7)# 0 se obtiene
una recta que pasa por el extremo de f(X) en la direccion de f(7).
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Figura 1.7

EJIEMPLO E. Queremos hallar la imagen del cuadrado de vértices (0, 0), (0, 1),
(1, 1) y (1, 0) mediante la aplicacion lineal f dada por la matriz

La recta (1) (véase figuras 1.8 y 1.9) tiene por ecuacion 0+r¢, y, por tanto, se
transforma en (1), que tiene por ecuacidén

S(0+7€)=f(0)+rf€)="0+r2-140, 1-142-0)=5+r(2, 1)
Analogamente:

‘ (2: 0+72, se transforma en (2): 0+r(1, 2)
5 3): (1,0)+r¢, se transforma en (3'): (2, 1)+r(1, 2)
1(4): (0, 1)+re, se transforma en (4): (1,2)+r(2, 1)

@) @)

(4]
3
1@)=(1,2)f-= it
4 !
A
e, @) '
1 i
[ 1) fley)=12,1
?1 :(1’ )
z,=(0,1)
Figura 1.9 Figura 1.8
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Con estos resultados se tiene que la imagen del cuadrado mediante f es el paralelogra-
mo limitado por las rectas (1'), (2'), (3') y (4'), que tiene como vértices (0, 0), (2, 1), (3, 3)
y (1, 2)

* k  *k

Las propiedades i) y ii) dadas en el teorema 1 caracterizan a las aplicaciones
lineales de R" en R™. Se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 2

Sea f: R"— R™ una aplicacion que satisface:

) fX+Y)=f(X)+f(¥) para todo X, JeR", y
ii) f(rX)=rf(X) para todo XeR" y todo numero real r.

Entonces, f es una aplicacion lineal con matriz A cuyas columnas vienen dadas
por los vectores f(€,), f(€,), ..., f(€,), donde e; es el vector de R" con todas sus
componentes nulas excepto la que ocupa el lugar j, que es 1.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del teorema 1 vamos a suponer
que f: R?— R?; supongamos que f(€,)=f(1, 0)=(a, b) y f(¢,)=f(0, 1)=(c, d). Utilizan-
do i) y ii) se tiene que

JE)=f(xy, x2)=f(x4(1, 0+ x50, 1))=f(x,€, +x,€ )=
=x,f(€1)+x,f(e;)=x,(a, b)+x,(c, d)=
=(ax,; +cx,, bx; +dx,)

Por tanto, f es una aplicacién lineal que tiene como matriz

a c
A=
o
Observar que la primera columna de 4 es f(€,) y la segunda es f(¢,). [ |

EJEMPLO F. Tratemos de encontrar la matriz de un giro de 90°, g, en R? (el giro se
considera, salvo indicacion contraria, que se realiza en sentido positivo, es decir,
contrario al de las agujas del reloj) (Fig. 1.10). La aplicacion g satisface i) y ii) del

A 7,=9(@,)
N

- -
—7,=¢(3) €

Figura 1.10
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teorema 2 (jtratar de demostrarlo geométricamente!). Por el teorema 2, g es una
aplicacion lineal y su matriz tiene como columnas

fe)=¢,=(0,1)
fE)=—e,=(~10)

Por tanto,

Las aplicaciones lineales pueden sumarse y multiplicarse por numeros reales: dadas
[ R"—R™ y ¢g: R"— R™ dos aplicaciones lineales y ¢ un nimero real, definimos la
suma de 'y g como una aplicacion f+g: R* — R™ tal que

([+9RF)=f/(X)+4(X), XeR
y la multiplicacién de f por ¢ como una aplicacion c¢f: R"+— R™ tal que
€NX)=cfX)), XeR
EJEMPLO G. Dadas dos aplicaciones lineales f: R2—R? y g: R*i> R*® mediante
S(xys x3)=(x1, X{ +X3, 2X,)
g(x4, x5)=(0, x,, x5)
se tiene que

(f=29)X)=(f+(=2)g)(x1, X3)=f(x1, X2) +{—2)g(x}, X3)=
=(Xy, X1+ X2, 2%,)+(0, —2x;, —2x,)=(x;, X;—xy, 0)

* * *

La suma de dos aplicaciones lineales f y g es una aplicacién lineal, ya que

(f+9F+Y)=fF+7)+9X +7)=fX)+f ) +9(X) +4(7)
=f(X)+gX)+1F)+gF)=({+)X) +({+2)F)

(f+9)rX)=1 (%) + g(rX) = {(X) + 1g(X) = (f + g)(X);

por el teorema 2 esto basta para probar que f+g es lineal.
De manera similar puede comprobarse que ¢f es una aplicacion lineal si f lo es.
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Si A4 es la matriz de la aplicacion lineal f: R"— R™ y B es la matriz de la aplicacion
lineal g: R*— R™, f+g¢g tendrd una matriz cuya j-ésima columna estd dada por
(f+g)(€)), debido al teorema 2. Puesto que (f+g)(e;)=f(e;)+gle)) la j-¢sima columna
de la matriz de f+ g es la suma de las j-ésimas columnas de las matrices de fy g. Ala
matriz de f+g se le denomina matriz suma de A y B, y, por tanto, si

ayy Ay vt Ay, by by, - by,

;y Gy Gy b21 b22 b2n
A= . . y B= . :

Au1 Qa0 Ampy bml me bmn

se tiene que

aj1+byy, aya+bys, o a,+by,

ay +byy, ay5+bysy, .., ay,+b
A4B=| P21t P 22.22 T Do

am +bm19 am2+bm2a ey amn+bmn

Observar que para poder sumar matrices ¢l nimero de filas de A y B debe
coincidir, asi como el namero de columnas de ambas matrices. Una matriz con m filas
y n columnas se dice que es una matriz de orden mxn, la cual corresponde a una
aplicacion de R" en R™. Por tanto, la suma de matrices s6lo es posible si ambas son del
mismo orden.

Sea A una matriz de orden m x n asociada con la aplicacién lineal f: R"— R™ y ¢
un numero real. Puesto que cf es una aplicacion lineal, tiene asociada una matriz, que
se simboliza mediante ¢4 —multiplicacién de A por el numero real c— cuya j-ésima
columna es (cf)(e;)=c(f(e;), es decir, ¢ veces la j-ésima columna de A:

Ay 4y 0 Ay, €ayy €Ay v COyy

Ay, Qi v 4 ca,, ca,, - ca
A=| 2 M= ea= T 2

Ami Ama2 " Qpp Cayy CApy - CAyy,

N o= o
“«
vy
Il

o~ o

- o ©
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Por tanto:
1 0 00 10 0 0 10
A-2B=(1 1 ]|+(=2)|1 O |=|1 1 |+ —2 0f=]-—-11
0 2 0 1 0 2 0 -2 00

que corresponde a la aplicacion lineal f —2g (jcomprobarlo!)

* * *

Estas operaciones que acabamos de definir con aplicaciones lineales y matrices
tienen propiedades similares a las propiedades (S,)«(S4) ¥y (M)-(M,) de la suma de
vectores y de la multiplicacion de vectores por un niimero real (ver seccion 1.2). Estas
propiedades se enuncian en el siguiente cuadro y se dejan como ejercicio para el lector.

Suma de aplicaciones lineales Suma de matrices
(Sy) f+g=g+f (S,) A+B=B+ A (conmutativa)
Sy) (f+9)+h=f+(g+h) (S,) (A+ B)+ C=A+(B+C) (asociativa)
(83) 0+f=f+0=f, (S3) 0+ A=A+0=4,
donde 0 es la aplicacion nula donde 0 es la matriz nula

(8s) f+(=N)=(=/)+f=0, donde —f=(-1)f (S4) A+(—A)=(-4)+4=0

Multiplicaciéon de aplicaciones lineales Multiplicaciéon de matrices
por un numero real por un numero real
M) df+g)=cf+cg (M,) c(A+B)=cA+cB
M,) (c+d)f=cf +df M,) (c+d)A=cA+dA
M;) c(df)=(cd)f M;) cldd)=(cd)4
My 1f=f M,) 14=4
* Kk x

El Gltimo resultado de esta seccion es obtener una operaciéon con matrices que
corresponda a la composicion de aplicaciones lineales. Comenzamos con el caso
particular de aplicaciones de R? en R? o matrices (cuadradas) de orden 2 x 2.

Sean
A=<au a12> y B=<b“ b12>
az1 dz; by by

las matrices de f, g: R?—~ R2. Tenemos que
gofX)y=g°f(xy, x;)=9g(f(xy, X3))=g(a;1 X +a,,%,, 31X, +a;3,x3)=
=(by1(ay1%; +a,2%,) +b15(az1X1 +a35%5),  byylagxy +a1,%2) +b3,(az1%, +a5,%,))=

=((b11a1,+as1b15)x1+(by1a12+b15055)X,,(b21@1 14 b22as1)x; +(bay - aya+b22a;3,)%0)
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Por tanto, g°f es una aplicacion lineal que tiene como matriz

biiay +az by bia+bi,a;,
by1a11+by,a51, byia1,+bjsa;,

que recibe el nombre de producto de B por A.

2 B 30 t S e
= , tenemos qu
)7 1 2 q
sa(? O\ 2\_(3:1+0:0 3:240-1)_(3 6
"\ 200 1) \1-1+42.0 12421/ \1 4
e gan(l 2y B\_(t1+20 12421\ (1 4
7o 1o 1) \o-1+1.0 0.2+1-1) 0 1

* * *

1
EJEMPLO H. Dadas A=<0

Recordemos que para que g°f tenga sentido es necesario que el conjunto final de f
coincida con el original de g. Por tanto,

[R"-R" | g R"—RP

Como la matriz A de f es de orden mxn y la matriz B de g es de orden p x m, para
poder calcular BA es necesario que el nimero de columnas de B coincida con el
namero de filas de A. Graficamente:

B , A - BA
Dada una matriz 4 el elemento que ocupa el lugar (i, j), es decir, la interseccion de

la i-ésima fila con la j-ésima columna, se denota por g;;. Esto nos permite escribir una
matriz A abreviadamente como (a;j)i=1,...» si es de orden m xn.
ji=1,...m

DEFINICION 1 (Multiplicacion de matrices)

Dadas las matrices

de ordenes pxm y mxn, respectivamente, definimos B4 como la matriz de
orden p x n cuyo elemento que ocupa el lugar (i, j) esta dado por

n
Y, buty;=byyay;+byyas;+ - +bya,;
k=1
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/

EJEMPLO I. Dadas las matrices

12 4 021
B=<310>yA=130
21 1

podemos calcular BA, ya que 2x x 3, pero no AB, ya que 3x{3]{2]x3. El
elemento que aparece en el lugar (2, 1) de BA es

b21a11 +b22(121 +b23a31=30+11+0'(_2)=1

1 2 4
BA=
310

C(1:042:144(=2) 1-242.3+44:1 1.142:0+44.1\ (-6 12 5
“\3.0+1-140(=2) 3.-2+41-340-1 3-1+1.040-1) \ 1 9 3

* k%

Ademas,

_- O
—_ W N
— O

il

Como el lector puede suponer, el producto de matrices corresponde a la com-
posicion de las aplicaciones lineales que ellas determinan, en el orden adecuado.

PROPOSICION 3

Si f:R"—R™ tiene A=(a;)i=1,..m como matriz y g: R"—R” tiene B

i=1,...,n

=(b;)i=1....p como matriz, g°f: R"—RP es una aplicacion lineal que tiene como
j=1 m

.....

matriz BA.

Demostracion. La j-ésima columna de la matriz de g°f es

gof(ej)=g(f(ej))=g(alj, A3 js ooy amj)=
=a,9(€¢,)+a9(€,)+ - +a,9g(€,)
en donde se ha utilizado la linealidad de g. Por tanto,

geflep=ayjbiy, bays v ba)+a2(b12, basy ooy bu)+ - + (b1 s Doy vos bum) =

=(a1jb11 +azjb12+ “'+amjblm’ aljb21 +a2jb22+ "'+amjb2m, .
+azjb,,2+"'+a,,jb,,j)=

<Z bl,‘akj, Z bz,,akj, woey Z b,,ka,,j>
k=1 k=1 k=1

s aljbnl
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De aqui se deduce que el elemento que ocupa el lugar (i, j) en BA es ) bua,; que era
k=1

lo que queriamos demostrar. La demostracion de que g°f es una aplicacion lineal se

deja para el lector. u

Para finalizar esta seccion damos algunas propiedades de la composicion de
aplicaciones lineales y de la multiplicacién de matrices. Ya sabemos que la propiedad
asociativa se cumple para la composicién de aplicaciones y, por tanto, se cumple
también para la multiplicacion de matrices.

La propiedad conmutativa puede que no tenga sentido, como en el ejemplo I, en el
que no puede calcularse AB, pero si BA. Incluso si AB y BA pueden calcularse la
propiedad conmutativa no es cierta:

o 2o ey oo 3G )

La asociativa y otras propiedades de estas operaciones se resumen a continuacion.

(Cy) (hog)of=heo(gof) (CH(CB)A=C(BA)

(Cy) he(f+g)=hof +hog (C,)C(A+B)=CA+CB
(C3) (h+g)of=hof+gef (C)(C+B)A=CA+BA
(C) {cg)of=g-(cf)=clg=f) (Ca)(cB)A=B(cA)=c(BA)

La multiplicacién de matrices nos permite escribir un sistema de ecuaciones lineales
de una forma muy sencilla. Dado el sistema

Ay X+ ayXy+ -+ a,X,=b;
ay1X1+ayX,+ -+ ay,x,=b, 0

A1 X1+ ApaXy+ o+ Ay X, =bm

de m ecuaciones lineales con n incognitas, si escribimos

a1 dya iy X1 b
A= az, 0'22 a‘Zn . x= X2 F= b.2
A1 Q2 a;nn Xn b,l
se tiene que
AX=h

es una forma abreviada de escribir (I).

B SIS
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EJEMPLO J. El sistema

2x1 +x2——X3=1
X, +2x3=—2

se escribe con notacion matricial de la forma

Xy

(o 2= ()

X3
EJERCICIOS 1.3

1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son inyectivas, suprayectivas o biyectivas:
a) f:R—R, fix)=x2
b) & N" — R, gn) =n*—n

¢) hZw—27Z, h(z)=2z, donde Z denota ¢l conjunto de los nimeros enteros 0, +1,
+2, £3, ...y 2Z={0, +2, +4, +6, ..}

2. Encontrar todas las biyecciones del conjunto {1, 2, 3} en si mismo.
3. Dadas f: S+— T y g: T+ U, demostrar que:

a) f, g inyectivas = g°f inyectiva
b) f, g suprayectivas = g°f suprayectiva
¢) f, g biyectivas = gof biyectiva

4. Dadas f(x)=x2+7, g(x)=3x—35 y h(x)=sen x, funciones de R en R, calcular:
a) hegef b)) geheg ) gohof

5. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones:

a) f(xy, X35 X3)={(x; + X5, 2X; —X3)

by f(xy, x5)=(x;—X3, X1 +2x,, 2x; —3x,)

C) f(xl’ X2)=(X1, X2, X2, xl)
d) f(xy, x5, X3)=3x, — X, +Xx3

6. Dada f: R*+— R? mediante f(x,, x,)=(x; +X,, 2x, —X,), hallar la imagen mediante
f de las siguientes regiones:

a) {(xy, x)/1=x,22,0=x,<1]
b) {(x, x))/—1Sx, =1, —15x, <1}

7. Demostrar que f: R*— R? dada por f(x,, x,)=(x;, x3) no es lineal. Dibujar la
imagen de la recta X =r(1, 1) mediante f.

8. Hallar la matriz de un giro de angulo ¢ en sentido positivo en RZ.
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9. Hallar la matriz (en R?) de la simetria con respecto al plano x=y.

10. Dadas las matrices

2 1 8
A= :
327

calcular:
a) A(B+C)D) b) (B+C)? ) (F*—G»A)D dy (B*+CH3D
e) AB? f) 2E(F?-G? g9) G3

11. Dadas las aplicaciones lineales f(x,, X2)=(x; + X2, X1 —X;), g(x;, X3)=(3x,
—X3, 2x1) ¥y h(x,, x,)=(x,, —X,, X; —3x,), calcular:

a) helg+f) b hegeg ) hofog

12.  Demostrar las propiedades (S,), (S,), (S3) y (S4) y M), M), M3) y M,) de la
suma de aplicaciones y matrices y de la multiplicacion de éstas por nimeros reales.

13. Demostrar las propiedades (C,), (C3) y (C,) de la composicion de aplicaciones
lineales y de la multiplicacién de matrices.

14.  Escribir en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a  x+y+z=7 b) x+2z=41 ¢) ax+3z—2y=a?
x—3y+2z=3 3y+2z+x=1; 2z—ay+x=3
z—Ty=3 ‘ y—z+4+ax=a

15. Desarrollar los siguientes sistemas escritos en forma matricial:

X 30
R
Y \3 2 6

1
X
z 7 1/V?2 5

e

1.4, INVERSA DE UNA APLICACION E INVERSA DE UNA MATRIZ

Dada una aplicacion f: S+ T decimos que g: T— S es una inversa de fsi:

a) gef(s)=s, para todo seS, y
b) feg(t)=t, para todo teT
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Si definimos I¢(s)=s para todo seSe I r(t)=t para todo te T (las cuales reciben el

nombre de aplicaciones identidad) las condiciones anteriores a) y b) se escriben de la
forma

gof=Is y fog=1Iy

1 3
EJEMPLO A. 1. Si f(x)=2x+3 es una aplicacion de R en R, g(x)=§x—§ es una

inversa de f, ya que
1 31 3
g°f(x)=g(f(x))=5f(x)—5=§(2x+3)—§=x

1 3
£o 909 =1(g(x) = 29(x) + 3 = z<5 . 5) F3mx

2. Sif: R?—R? es la simetria con respecto a una recta, f'es su propia inversa, ya
que

f"f=f2=I|Re2

Figura 1.11

La inversa de una aplicacion no siempre existe. Si f: {1,2,3}~{1,2} es la
aplicacion dada por f(1)=f(3)=1, f2)=2, f no posee inversa. En efecto, si
g: {1, 2} {1, 2, 3} fuera una inversa de f tendriamos que

I=g°f(1)=g-f(3)=3

lo cual es una contradiccidn.

Si existe la inversa de una aplicaciéon S se dice que fes invertible y la inversa de [se
denota por f 1.
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La inversa de f, cuando existe, es Unica. Para probar este resultado supongamos
que g: T—S y h: T— S son dos inversas de f: S+— T. Tenemos que para todo teT,

h(t)=(g ° fY(h()=g(f(h()) = g(f> h)(t) = g(¢)
y, por tanto, h=g.
A continuacién damos una condicion necesaria y suficiente para que exista la

inversa de una aplicacion.

TEOREMA 1

Sea f: S+ T una aplicacion. f es invertible si y solo si f es biyectiva.

Demostracion. Supongamos, primero, que f es invertible y sea g: T+ S su inversa.
Si f(s)=f(s') tenemos que g°f(s)=g°f(s’) y, por tanto, s=s"; esto prueba que [ es
inyectiva. Para probar que f es suprayectiva, sea te T y tomar s=g(t); entonces f(s)
=f(g(®))=(f°g)(t)=t. esto prueba que f es biyectiva.

Supongamos ahora que f es biyectiva. Dado te T definimos g(t)=s de manera que
f(s)=t. La aplicacidén g es la inversa de f, ya que

gof(s)=g(f(s))=g(t)=s

Jeg)=flg)=fls)=t m

EJEMPLO B. 1. Seaf: R* — R dada por f(x)=log x (log denota siempre logaritmo
neperiano), donde R* es el conjunto de los nimeros reales positivos. Esta aplicacion es
inyectiva ya que log x=1log y = x=y, y es suprayectiva ya que si yeR, tomamos x
=¢’ y tenemos que log x=log ¢’ =y. Por tanto, f es invertible.

Claramente, su inversa es la aplicacion g: R— R* dada por g(x)=e".

2. Sea f: R—R dada por f(x)=2x—1. Esta aplicacion es inyectiva ya que f(x)
=f(y) & 2x—1=2y—1, de donde se deduce que x = y; es, ademas, suprayectiva ya que

1
dado ye R podemos encontrar xeR tal que 2x — 1 =y; basta tomar x=§(y+ 1). Por el

teorema 1, f es invertible.
Su inversa se ha encontrado en la demostracion de la suprayectividad:

f‘l(X)=%(X+1)

* * *

Pasamos ahora a calcular la inversa de aplicaciones lineales de R* en R”; comenza-
mos demostrando que si una aplicacion lineal f: R"— R" es invertible, su inversa
/7% R"—>R" es también una aplicacion lineal.
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TEOREMA 2

Si f: R"— R" es una aplicacion lineal invertible, f ~1: R"+— R" es también una
aplicacion lineal invertible y (f ™) " 1=/.

Demostracién. Lo Unico que es necesario demostrar es que f ! es lineal. Si
X,y eR" se tiene
SUTIR+TN=ff THR+T)=X+T =ff T X)+fof7'F)=
=TI @ENH O = TI@) )

Puesto que f es inyectiva por el teorema 1,
[TIE+T)=f T @)+ )
Finalmente, si XeR", reR,
JUTHRN=ff R =rX=rfof T\)=1f(f {EN=f(rf X))
y de nuevo puesto que f es inyectiva debido al teorema 1 se tiene que
STHR) =1 T1(X)

Estas dos propiedades son suficientes para asegurar que f ! es lineal debido al
teorema 2 de la seccion 1.3.

* k%

Si f: R"— R" es una aplicacion lineal, su matriz asociada A4 es de orden nxn y, por
tanto, el nimero de filas coincide con el nimero de columnas. Estas matrices se
denominan cuadradas y se dicen de orden n en lugar de orden nxn.

Si f: R"+— R" es invertible, su inversa f ~!: R"— R" es también una aplicacion lineal
y su matriz asociada B es también cuadrada y del mismo orden que 4. La matriz B
recibe el nombre de inversa de A y se denota mediante B=A"".

Puesto que la matriz de fof ~! es AB y la matriz de f ~' ~ fes BA (ver los resultados
obtenidos en la seccion 1.3) se tiene que B es la inversa de A si y solo si

AB=I, y BA=I,

donde 1, es la matriz identidad de orden n, es decir, la matriz con unos en la diagonal
principal y ceros en el resto:

10 0

01 0
I,= .

00 1
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EJEMPLO C. Intentamos calcular la inversa de la matriz de la inversa de A podria haberse realizado a la vez con una matriz que incluyera las
1 0
1 columnas ( 0) y (1); es decir:
A=
(6 3)
(2 1 l 1 0)
Sea B=<x1 x2> su inversa. Puesto que AB=1,, se tiene ‘ 4 3]101 |
que es una matriz de orden 2x4 de la forma (4 | 1,). Realizando operaciones |
2 1\(x x)\_(1 0 o[ FatXs Zxotx) (10 elementales en esta matriz se tiene:
4 3/\xy; x, 01 4x,+3x; 4x,+3x, 0 1
Igualando los elementos de las matrices se tienen los siguientes sistemas de dos 2 111 0 i) 21 1 0 i) 20 3 -1 N 1 032 —12
ecuaciones lineales con dos incdgnitas: 4 3|0 1 0 1| =2 1 0 1| =2 1 0 1(-2 1
2x1+X3=1 2XZ+.Y4=0
D (In . -1
4x, +3x3;=0 4x,+3x,=1 es decir, (I, | A7Y).

Para resolver (I) escribimos: ]

Por tanto, para calcular la inversa de una matriz cuadrada 4 de orden n se

2 11y (21 NN uwy (20 3y /1 Of 372 reduce la matriz (4 | 1,) a la matriz (I, | B) mediante operaciones elementales.
—_— -1 _

(4 3 ‘ 0) _'<o 1 l *2) (0 ! ~ —2> - <0 1 —2) Entonces 47" =B.

de donde deducimos x,=3/2, x;= —2.

Para resolver (II) escribimos: EJEMPLO D. Para calcular la inversa de la matriz
2 1|1\ awy /2 1] O\ /2 0 -1\ , (1 0| —1,2 r 2 0
—_— —
4 3/0) " \o 1|1 0 1| 1 ol1]| 1 A=l0 1 3
2 -1 -8
de donde deducimos x,= —1/2, x,=1. .
Por tanto: escribimos
B3/2—1/2 1 2 0|1 00O 1 2 0] 100 1 20 1 00O
B ) 1 0 1 3101 0|—]0 1 3/ 010f—>{0 13| 010
2 -1 -8|0 0 1 0 -5 ~-8]-2 01 00 7]-251
Podemos comprobar que BA=1,:
1 20 1 0 o0 1 20 1 0 0
32 —1/2><2 1>=< 3-2 3/2—3/2>=<1 0) {01 3] 0 1 o0]-[01 0| 67 —87 -3
-2 1)\4 —4+4 243/ \0 1 0 0 1t |=277 57 17 00 1|=27 571 17
* ok ok 1 0 0|-57 16/7 ¢6/7
En el ejemplo anterior se observa que las operaciones elementales que se han =10 10 6/7 —8/7 =3/
realizado para resolver los sistemas (I) y (II) son las mismas. Esto sugiere que el calculo 00 1 ~27 5/7 1/7
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Por tanto, 4 es invertible y

571 16/ 6/7
A =| 67 —8/771 -3/
~271 511 /7

(Comprobarlo calculando 47! A).

EJEMPLO E. Tratamos de encontrar la inversa de la aplicacion f: R?— R? dada
por f(x,, x;)=(3x, +2x;, x; +2x,). Puesto que la matriz de f es

y 3 2
02
3 2|10 1 210 1 1 210 1
= H
@IR={; 5200 1)7\3 201 0)7 0 —4]1 =3
1 2 0 1 1 0 12 —-172
> —
0 1| —1/4 3/4 0 1| —1/4 3/4
Por tanto, f ! tiene como matriz

S 12 —12
4 “(-1/4 3/4>

4 1 1 1 3
ST, x)={2x1— 25X — 2 X +—X,

tenemos

y en consecuencia:

27T T4 Ty

(jcomprobarlo!).
* k%

El lector se preguntara si existe alguna forma de determinar si una matriz cuadrada
A posee inversa sin necesidad de calcularla. La respuesta es afirmativa y la produce el
teorema de Rouché-Frobenius.

Supongamos que A=(a;)i=1...n Yy X=(x;))i=1....n €s la inversa de A; puesto que
A-X =1, se tiene que I=den JRlen

veey

0
Ay gy 0 Qpu\ [ Xy .
a a -oa Xg; ) .
2 e 2 Hl=|t lugar j=1,2,.,n
dyy  Qpy 0 Gy Xnj 0

lo cual constituyen n sistemas de n ecuaciones cada uno con n incognitas.
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Si A posee una inversa, cada uno de los n sistemas anteriores posee soluciéon unica.
Por el teorema de Rouché-Frobenius se ha de tener que r(4)=n.

Reciprocamente, si r(4)=n, cada uno de los sistemas anteriores posee solucion
unica, ya que

r(A)=r| A|1 |=n
0
Hemos obtenido el siguiente resultado:

TEOREMA 3

Una matriz cuadrada A de orden n es invertible si y sélo si r(4)=n.

Como aplicacion, observar que la matriz

1 2 0
A=|10 1 -1
1 3 -1
no posee inversa, ya que
OI*IHOI—IHOI_IHM
1 3 -1 01 —1 00 0 0 0 0
y, por tanto, r(A)=2#3.
L

PROPOSICION 4

Si f: STy g: T—U son invertibles, gof: S—>U es invertible y (gof)~!
=f"leg™h

Nota. De la proposicion 4 se deduce que si f y g son aplicaciones lineales
con matrices A y B, respectivamente, (4B)"! =B~'4~, siempre que existan las
inversas.
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Demostracion. Basta probar que (f "'og V) e(gef)=Isy (gef)e(f " tog =1y
Tenemos que

(ftog ™ NelgeNO=f"Hg ' @f N =f g™ o g(f)=f"'(fls)=s
y. analogamente;
goN)e(f " og™ Nu=u n

EJEMPLO F. Tratemos de calcular (AB)™!, donde

p 2 1 B—3 2
a3 7T 2
Puesto que

—1/2 172 =172\ .
A‘1=(i/§ /1) (ejemplo C) y B‘1=<_1;4 3;4) (ejemplo E)

tenemos que

e 12 —12\(32 =12 _
(4B)"'=B~"4 '(—1/4 3/4>(~2 1)

34+1 —1/4—1)2 _< 7/4 —3/4)
=<—3/8—6/4 18+3/4) \—158 78

* ok %

Para finalizar esta seccion aplicamos los conocimientos adquiridos para resolver

algunos sistemas de ecuaciones lineales. . ‘
Supongamos que A es una matriz cuadrada de orden n e invertible y tratemos de

resolver el sistema AX=Db. Si A~! denota la inversa de A tenemos que
A~ AX)=A""D
y, por tanto, X=A"'b.

EJEMPLO G. Tratemos de resolver el sistema

I
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dado en forma matricial. La matriz de este sistema es invertible como se ha visto en el
ejemplo D, en donde también se ha calculado su inversa. Por tanto:

X 1 2 0\"!/14 —5/7 16/7 61\ [14\ /6
x|=[0 1 3 7i= 67 —87 —371| 7|=|4
x3) \2 -1 -8 0 -1 51 1)\ o/ \1

(jcomprobar el resultado!).

EJERCICIOS 1.4

1. Demostrar que las aplicaciones f: R?— R* dada por f(x;, x,)=(x; +X,, x; +2x,)
y g: R*—R? dada por g(x;, x,)=(2x, —x,, —X, +X,) son inversas una de la otra.

2. Dadas f(x)=3x—2 y g(x)=cos x, aplicaciones de R en R, calcular gof ! y
fTlefTteg

3. Se denomina rango de una aplicacion al rango de su matriz asociada. Calcular el
rango de las siguientes aplicaciones lineales:

a) f(xq, x2)=(0, x4, x;)
b) f(x1, X3, X3)=(x; + X3+ X3, X; + 2%, + 3x3, X; —X; — 3x3)
) Sflxy, x5 X3)=(x; +2x3+ X3, —x, +2x,+X;)

d) f(xy, x3)=(x1+x3, 0, x; +x,)
€) f(xy1, X35 X3, X)= (X5, X1+ X5, Xy + X5+ X3, X; + X34+ X3+ X,)

4. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:

|

|

\

|
1 0 O
¢ |21 -1
31 4

1 2 3
0
i

1 2 1 2
a) b)
-1 1 32 3
2 1 1 20 { 3 ) 2
dy |1 3 2 e) 10 -1 1 f) 5 5 6 0
1 - 3 15 e
1 4 1 7
5. Encontrar la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1
10 1 1/a 0 a 00 a
a) , a#0 ¢ 1010 d) a 0], a#0
a 1 a—1
0 0 1 00
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Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes aplicaciones lineales:

SOqs X2, X3)=(x1 + X3+ X3, 2x; + X3, X; + X, +2X3)
Sx1s x2)=(x; +¢xp, X1 —cX5), ceR

Encontrar A~ ! y resolver el sistema AX =b para:

1 311
A=<1 “),F=(2> by A=| 2 6 5|, F=
01 —5 7 6

— N

16
—16
32
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BIOGRAFIA

Carl Friedrich Gauss nacio el 30 de abril de 1777 en Brunswick, un pueblecito que
actualmente pertenece a Alemania Oriental. Impresionados por su habilidad para las
matematicas y los idiomas, su madre y sus profesores le recomendaron al Duke de
Brunswick, quien le proporcioné la ayuda econdmica necesaria para estudiar en la
Universidad de Gottingen.

Cuando solamente tenia 19 afios Gauss realizo6 uno de los descubrimientos mas
espectaculares de las matematicas del siglo xvii: fue el primer matemaiico que
construyd un poligono regular de 17 lados utilizando solamente regla y compas.
Euclides sabia como construir poligonos regulares de 3, 4, § y 15 lados, asi como
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aquellos que se obtienen duplicando éstos. Animado por su descubrimiento, Gauss
logro encontrar una solucion algebraica al problema de construir con regla y compas
un poligono regular de n lados y desarroll6 un criterio basado en la teoria de nimeros
con el cual puede decidirse si un poligono regular de un cierto nimero de lados puede
construirse geométricamente.

En 1799 se le concedio el titulo de Doctor por la Universidad de Helmsted. En su
tesis, Gauss dio una demostracion del Teorema Fundamental del Algebra, en el que se
muestra que toda ecuacion algebraica con coeficientes complejos tiene soluciones
complejas. Los numeros complejos, cuya formulacion actual se debe, entre otros, a
Gauss, se estudiaran en el capitulo 4.

A los 24 afos publico una de las obras mas completas de la historia de las
matematicas; se titulo Disquisitiones Aritmeticae y en ella formul6 conceptos y métodos
de enorme importancia en el desarrollo posterior de la Teoria de Numeros.

El Duke de Brunswick financié tan generosamente sus investigaciones que en 1803
pudo renunciar a una oferta de profesor en la Academia de Ciencias de San Petersbur-
go. En 1807 fue nombrado profesor de astronomia y director del observatorio de la
Universidad de Gdottingen, en donde permanecio durante toda su vida.

En 1801, Gauss tuvo la oportunidad de aplicar su habilidad matematica y sus ideas
en el campo de la astronomia. El primer dia del afo fue descubierto un asteroide, que
posteriormente seria llamado Ceres. A pesar de que pudo ser observado durante 40
dias, ningan astronomo fue capaz de calcular su orbita. Con solamente tres observa-
ciones, Gauss desarrolld una técnica para calcular su orbita de manera que Ceres pudo
ser localizado facilmente a finales de 1801 y comienzos de 1802. El método utilizado en
sus calculos fue publicado en 1809 en su libro Theoria Motus Corporum Coelestium;
este método contintia utilizandose actualmente, con ligeras modificaciones, en los
calculos que se realizan con ordenadores.

Carl Friedrich Gauss contribuyo de manera decisiva al desarrollo de varias ramas
de la matematica durante el siglo XIX.

Muri6 el 23 de febrero de 1855 y poco después de su muerte se pusieron en
circulaciéon varias monedas en su honor.

CAPITULO 2

DETERMINANTES
Y SUS APLICACIONES

2.1.
2.2
2.3.

24.
2.5.

2.6.
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FACULTAR DL MIGENIERIA
DEPART# "ENV(r TIE
DOCUMENTACION Y BIBLIOTECA
MONTEVIDEO - URUGUAY

Determinantes de matrices de orden 2 y de orden 3
Definicion general de determinante. Propiedades

therminante de un producto de matrices. Calculo de determinantes de
orden n

Inversa de una matriz. Regla de Cramer

(l;ango de una matriz. Resolucion de sistemas compatibles e indetermina-
0s

Determinantes y permutaciones

ecuaciones lineales de la forma

es muy facil de resolver si se conoce la inversa de la matriz A. También alli se dio
un método para calcular la inversa de una matriz, basado en la realizacion de
operaciones elementales con sus filas.

En este capitulo introduciremos el concepto de determinante de una matriz
que nos permitird obtener una formula para calcular la matriz inversa de una,
dada. Las propiedades de los determinantes, basicas en este capitulo y en
muchos de los restantes, seran estudiadas minuciosamente.

En. particular, estableceremos la relacién entre el rango de una matriz y la
anulacion de ciertos determinantes, lo cual nos permitira encontrar una férmula
para resolver sistemas de ecuaciones compatibles.

En el capitulo anterior se ha llegado a la conclusién de que un sistema de

AxX=b

63
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2.1. DETERMINANTES DE MATRICES DE ORDEN 2 Y DE ORDEN 3

Dado el sistema

ax,+bx,=e; o
cx;+dx,=e,

de dos ecuaciones con dos incognitas, intentamos buscar condiciones sobre los
coeficientes del sistema para que posea solucion unica. Por el teorema de Rouche-
Frobenius esto se cumple solamente cuando

a b
=2
(o

Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de los coeficientes, se

tiene:
a b\ cruer, (aC bC\ F-F /4 be
A= _—
<C d) (ca da) (0 ad—bc>

Si ad —bc es nulo, la matriz A de los coeficientes del sistema tiene rango inferior a 2 y,
por tanto, el sistema (I} no tiene solucion Unica.

Bajo la condiciéon de que el numero ad—bc sea no nulo, el sistema (I) puede
resolverse. Multiplicando la primera ecuacion por d y la segunda por b y restandolas se
obtiene

(ad—bc)x, =e,d—e,b
Por tanto:

_ed—eyb
T be

Multiplicando la primera ecuacion por ¢ y la segunda por a y restando la primera de la
segunda se obtiene

(ad—bc)x, =ae, —cey
Por tanto,

ae,—ce,
ad —bc
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a b
A=
c d
el nimero ad —bc, a ella asociado, recibe el nombre de determinante de A y se denota
mediante |A4|. Por tanto, hemos demostrado el siguiente resultado:

Dada la matriz

PROPOSICION 1

El sistema (I) posee solucion unica si y sélo si el determinante de la matriz de
sus coeficientes es no nulo. Ademas, sus soluciones se calculan mediante las

formulas
e, b a e,
2 d e e
BELTE Y T
c d c d

Las formulas anteriores reciben el nombre de regla de Cramer para la resoluciéon de
sistemas compatibles determinados de dos ecuaciones con dos incognitas.

Observar que las soluciones se obtienen como fracciones que tienen como denomi-
nador el determinante de A; el numerador de la fraccion de x, es el determinante de la
matriz que se obtiene sustituyendo la primera columna de la matriz 4 por el vector
columna que aparece a la derecha del sistema (I); el numerador de la fraccion que
determina x, es el determinante de la matriz que se obtiene sustituyendo la segunda
columna de la matriz 4 por el vector columna que aparece a la derecha del sistema (I).

EJEMPLO A. El sistema

2x,—x,=1
x;+3x,=0

tiene solucién unica ya que

2 7l 5 (—1)-1=6+1=7
M E X 1=6+1=
Su solucion es
1 —t 2 1
o 3 3 oo -1
METTTT 0 T Ty
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La principal propiedad de los determinantes es su linealidad; esta propiedad, entre
otras, se demuestra en el sigviente resultado.

TEOREMA 2 3
. |la+d b+b| |a b+a’ b a b | |a b+a b
) d | |c d |c d y c+c d+d| e dl | d

if) Si B es la matriz que se obtiene a partir de una matriz A muitiplicando una
cualquiera de sus filas por un nimero real r se tiene que |B|=r{A|.

iii) Si B es la matriz que se obtiene a partir de A intercambiando dos de sus
filas se tiene que |B|= —|A|.

iv) Si B es la matriz que se obtiene a partir de A sumando un miltiplo de una
fila de A a otra fila de A se tiene que [B|=]|A|.

v) El determinante de la matriz identidad es 1.

Nota. Las propiedades i) y ii) son las que determinan la linealidad por filas
del determinante. Las propiedades ii), iii) y iv) nos muestran el comportamiento
del determinante frente a las operaciones elementales con las filas de una matriz.

Demostraciéon. Unicamente demostraremos la primera parte de i) dejando el resto
de las demostraciones para el lector debido a su sencillez. Utilizando la definicién de
determinante se tiene que:

! b b/
ata Z —(a+a)d—c(b+b)=ad+dad—cb—ch'=
¢
a bl | b
=(ad —ch)+(a'd—cb")= +
¢ d d ]

que era lo que queriamos demostrar.

Observacion. El determinante de una matriz de orden 2 con dos filas iguales
es nulo:

b
a4 ’=ab—ab-——0
b

a

* * *

A continuacidén pasamos a estudiar una posible definicion del determinante de una
matriz de orden 3. Para ello supongamos que el sistema

ay,X;+agx;+a3xz=by l
(I

a31X; +0a5,X,+a53%3=b,

a3,X; +0a3,X, +a33x3=b; ]
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de tres ecuaciones con tres incognitas tiene solucidn Unica. Para encontrar esta
solucion multiplicamos la primera ecuacién por

dzz dy;
a3, ds;
la segunda por
{412 dy3
@32 das
y la tercera por
a1z Qq3
a2 4az;

y las sumamos. Después de realizadas las simplificaciones adecuadas se obtiene:

dz; a3 ayj; a3 a,, 4
13
<a” % +as, X, =
a3, 4s; az, dasz; az; Q3
—b Q32 Qy3 12 dya 12 43
=b, —b, 3
d3; ds; azy; 4jz; az; 4z

Por analogia con el caso del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
denominamos determinante de la matriz

agy dyy dg3
A=lay ay;, a,,
a3; 43y d4jz;

a la expresion que multiplica a x, en la formula anterior.

Una forma sencilla de recordar esta definicion es haciendo uso de los conceptos de
matriz adjunta de un elemento y de menor. Dada una matriz (@i}, j=1,2....,n S€ denomina
matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i, ) a la matriz due se obtiene
eliminando la fila i y la columna j de la matriz dada, y se denota por A;;. El
determinante de A;; se denomina menor del elemento que ocupa el lugar (i, Jj), es decir,
a;j.

Por ejemplo, en la matriz

1 0 -2
A=|2 1 3
5 -1 7

23
5 7 y |4/=14—-15=-1
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mientras que

1 o -2 | -2
Ap=[2 ] 1] 3] =(5 7) Y |Azl=T+10=17
5 |—-1 7

Con estas notaciones podemos dar la siguiente definicion.

DEFINICION (Determinante de una matriz de orden 3)

Dada la matriz
ayy 432 4p3
A=la,; d;; a3
a3y 43z d4z3

definimos su determinante mediante la formula

|Al=ay,|A;1|—a3;]|Az1|+as31]43,]

E;EMPLO B
1 1] 2 0 2.0 20
2 1 3|=t]f 2] 1 3]-2 2[1 3|l 2|1 3F
11 2] 1}t 2] |-1]1 2 —1]1 2
13 o 2 0
= — - =1-(=1)=2-@)+(—1)-6=—15
3 foof S
* %k 0k

Si desarrollamos la expresion que nos da el determinante de una matriz de orden 3
se obtienen los siguientes seis productos:

|Al=ay1(a3,833 — A2303,) — a31(d12033 —d1383,) +
+a3,(a120,3—a13022) =0a11022833+d3,01303,+
+0a3101,873— 031013033 — 021813033 —041143303;

Los términos positivos de esta expresion son los productos de los términos de la

diagonal principal de 4 y los productos de los términos que ocupan los vértices de los
triangulos de la figura adjunta:

a1 442 G413
a,, a,;| (términos positivos)

a3; 43z 4z
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Un resultado analogo se obtiene para los términos negativos:

a1y 412 Gy3
‘\ ’ . .
a21 d,;| (términos negativos)
RSN\
a3 43z 4dzz
Esta regla nemotécnica puede emplearse para calcular determinantes, pero sdlo

funciona con matrices de orden 3.

EJEMPLO C. Los términos positivos del determnante de la matriz

-2 3
A= S 0 -2
— 1
son
1 -2 3
5 0 —2:1:0-14(=2)(=2)(—D+5-1-3=11
-1 1 1
y los términos negativos son
1 -2 3
5 0 =21 4+(=1D-0-34+1-1-(=2)+5-2)-1=-12
—1 1 1

Por tanto, |[A|=11—(—12)=23 (jcomprobar el resultado utilizando la definicion!).

* k%

A continuaciéon probamos que el determinante de una matriz de orden 3 tiene
propiedades analogas a las enunciadas en el teorema 2 para determinantes de matrices
de orden 2. Concretamente:

TEOREMA 3

Las propiedades analogas a i), ii), iii), iv) y v) del teorema 2 son ciertas para
matrices de orden 3.

Demostracion. i) Si la primera fila es suma de dos se tiene:

' ! ’
ap tay;, at+ay,; ajztdai;

' !
_ |22 da3 a12+a1; a;3tag;
4z, a; a3 |=(a;;+ayy) —dy

az, di; as; ass

dsg as, ds;
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a;,+4ay, a;3t+di; dy; a3 ayz i3 dy2 Qi3
+as, =day, —dy +as, +
az, azs az; d4sz; a3z d4jz; az; Q43
'
, 322 Q23 ai, a3 a2 G13)
aj, —ds +ads =
az; Qdaz dz; Q433 az; 43

4 ! !
ay; 4yz g3 ay, 4y a4p3
=|ay; @iy aas|t+|az; az; dz3

a3y 43z 4s; azy 43z 4z

en donde en la segunda igualdad se ha utilizado la propiedad i) del teorema 2.
Igualmente puede demostrarse cuando la suma aparece en las filas segunda o tercera.

i) Si multiplicamos una fila de una matriz (por ejemplo, la segunda) por un nimero
real r se obtiene:

ay; Gy y3
rdz; Tds; 12 dp3 a2 13
ra ra ra,3|=4a;; —ra,; +aj; =
21 22 23 dis a ra ra
d3;  diz 32 Q33 22 23
az;  dz; 4z;
4 a a ayy 412 4y3
a; 4az; dy2 ady3 12 453
=ra, —raz +ras, =rida;; 4z;; d4z;
az; 4ds; azy; 433 Gz, dzs

431 Q3z 433

en donde se ha utilizado la propiedad ii) del teorema 2. '
iii) Intercambiando, por ejemplo, la primera y la segunda fila de la matriz 4
obtenemos:

azy G4z Q33
12 dy3 ay2 Ga3 Az Qa3
a;y a4y d;3|=dy, —ay +as1a il
az; Qa3 a3z 433 12 413
a3y G3z Q33
az3 Q23 d12 Q13 13 Gys|
=—dy +az —as =
a3y QAss az; d4ss az; 4zs
a1y 432 Qg3
=—|dz21 42 433
a3; Q432 433
iv) Tomemos
a, ais a3
B= ax; az; a3

a3 +ray; ap+rag; dzztrdag
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que se ha obtenido de 4 sumando a la tercera fila r veces la primera. Debido a las
propiedades i) y ii) ya demostradas se tiene que

a1 Q412 443 a a a a
22 23 12 13
[Bl=|A|+r|ay; a;; ay3|=I|A|l+r|ay, —az;
a2 4q3 ayz ay3
ayy Q412 443
a;, a B a,, a a,, a
12 13 12 13 12 13
+ay, =|A|+r1| —ay, +ayy =|4]
22 Q23 B a; 43 G2 a-3
que era lo que se queria demostrar.
La propiedad v) es inmediata a partir de la definicién. ]

Terminamos esta seccion con un ejemplo que muestra como pueden utilizarse las
propiedades iii), iv) y v) del teorema 3 para calcular determinantes.

EJEMPLO D
20 1 20 1 20 12 0
21 32 o -3 3] &2 0 -3 32 (350 1 -1
-1 1 2 0 32 0 05 00 1
120 100
=L 1500 1 o] &£ —15/0 1 0] X _15-1=—15
00 1 0 0 1

que es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo B.

EJERCICIOS 2.1

1. Calcular los siguientes determinantes de matrices de orden 2:

a 2 1 h) 13 1 ¢) la 1
1 2 0 4 a b
d) [cosa —sen e} |cos a sen a

sen o Cos o s€n o —Cos a

2. Hallar la inversa de las matrices c) y d) anteriores.

3. Utilizar la regia de Cramer para resolver los sistemas AX =5, donde

< 3)
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4. Utilizar la definicién de determinante para calcular:

a |1 4 3 by |3 2 -1 ¢ 1 1 1 d |1 a b
210 7 0 7 xX y z 01 ¢
0 3 1 1 4 -7 x? y? z? 00 1

5. Calcular a) y b) anteriores utilizando la regla nemotécnica para calcular
determinantes de orden 3.

6. Calcular el determinante de la matriz ¢) del ejercicio 4 realizando operaciones
elementales en sus filas y utilizando las propiedades de los determinantes.
7. Calcular

cosa —sena 1

sen o«  COS & 0

sen o COS o  COS o
8. Demostrar que si g, b y ¢ son numeros reales, las raices de la ecuacion

a—x b
=0

b c—Xx

son reales.

2.2. DEFINICION GENERAL DE DETERMINANTE. PROPIEDADES

En esta seccion daremos la definicion de determinante de una matriz cuadrada de
orden n de la forma

a1 Qyp o Ay,

azy dpp ot Gy,
A= . . :

a, Ay - Ay

Esta definicion es la generalizacion de la definicion de determinante de matrices de
orden 3 dada en la seccion 2.1. Recordemos que |4;;| denota el determinante de la
matriz de orden n— 1 que se obtiene suprimiendo la fila i y la columna j de la matriz 4;
|4;;| se denomina menor del elemento que ocupa el lugar (i, j) en A.

DEFINICION (Determinante de una matriz de orden n)

Dada una matriz A como arriba, su determinante se define de la forma

[Al=a|A | —az Ay |+ +(— 1)n+1an1|An1|
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Observacion. En la definicion que acabamos de dar el determinante de una
matriz de orden n se reduce a calcular n determinantes de matrices de orden
n—1; cada determinante de orden n— 1 se reduce a calcular n— 1 determinantes de
orden n— 2. Continuando este proceso se llega a obtener determinantes de orden
2, que son faciles de calcular.

EJEMPLO A
123 4
223 234 23 4] |23 4
0223
- =12 0 3|—0[2 0 3|+4]2 2 3|-2[2 2 3
42030 21 1 21 1 203
2 21 1
2 2 3
20 3l=2 3_o? 3+22 3 6+2+12=8
ool o e 3] B
21 1
23 4
2 2 3l=g? 3oP 4+23 4_ 242+42=2
o o o3 B
21 1
2 3 4
2 3 |3 3 4
2 2 3|=2 -2 +2 —12-1842=—4
o 3 “lo 3 R 3
2.0 3
Por tanto
1 2 3 4
0223—1-80+4224)88824
420 3" (—H)=8+8+8=24
221 1

* % %

El célculo de determinantes utilizando la definicion dada resulta larguisimo cuando
se trata de matrices de orden elevado. El estudio de las propiedades del determinante
aliviara este problema.

Para demostrar estas propiedades utilizaremos un razonamiento denominado
método de induccion.

Este método puede aplicarse cuando se trata de demostrar una propiedad P(n) que
depende de un numero natural n. Para ello se procede como sigue:

1.° Se demuestra que P(n) es cierta para un cierto nimero natural n, que
generalmente es pequeiio.

2.° Se acepta que la propiedad es cierta para todo nimero k > n, ¢ inferior a n
(hipétesis de induccion) y utilizando esto se demuestra que también es cierta
para n.
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Estos dos resultados permiten concluir que la propiedad es cierta para todo n = n,,.
En efecto, por 1.° es cierta para ng; utilizando 2.° es también cierta para ny+1;
utilizando de nuevo 2.°, P(n) es cierta para ny+2, y este proceso puede continuarse
hasta alcanzar cualquier numero natural n por muy elevado que sea.

Mostraremos con un ejemplo sencillo como se aplica el método de induccidén. Se
trata de demostrar que la suma de los n primeros nimeros impares es n>.

Sea P(n)=1+43+5+--+(2n—1)=n? la propiedad que queremos demostrar.

1.° P(1)=1=12 es cierta.

Para convencerse de que el resultado es cierto, el lector puede comprobar que P(2)
=1+3=4=22y P3)=1+3+5=9=32

2.° Supongamos que P(k) es cierta para todo k <n, es decir se tiene

1+3+5+--+2k—1)=k* k=1,2,3,.,n—1
Ahora,
1+43+5+--+@2n—1)=143+5++(2n—3)+(2n—1)=

(143454 +[20—1)—1])+Q@n—1) 2= (n— 12 +2n—1)=
=n?—2n+1+2n—1=n?

que era lo que queriamos demostrar. En la igualdad (*) es donde se ha utilizado la
hipotesis de induccion, ya que se ha aplicado que P(n—1) es cierta.

Algunos resultados que pueden probarse mediante el método de induccion se
proponen como ejercicio al final de esta seccion.

* * *

PROPIEDAD 1(P.1)
‘ Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.

Demostracién. Esta propiedad es facilmente comprobable para matrices de orden

0 0
@b 4.0-b.0=0 y =0.d—0-¢=0
0 0 c d

Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden n—1 y tratemos de demostrarlo
para una matriz de orden n con una fila de ceros. Supongamos que los ceros ocupan la
fila i de la matriz, es decir:

a1 as Qyn
Ai-1,1 Gi-1,2 0 Qi1
A= . . .
ay Q2 Qpn
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De la definicion de determinante deducimos
|A|=a“|A“|—-«-+(——1)"ai_1,1|Ai_1’1|+(—1)"+10|Ai,1[+~~-+(—1)"+1a"'1|A"1|

Todos los adjuntos A4, con k#i tienen una fila de ceros y, por tanto, |4,,|=0 por la
hipotesis de induccion. Para k=i, |4;,| esta multiplicado por 0 y, por tanto, todos los

sumandos de la igualdad anterior son nulos. [
PROPIEDAD 2 (P.2)
a1 a2 Ain ayy Quz o Qg
ICl=|aiy+biy ain+by - Gutbhy|=|ay ap - ay|+
Ay Ay e Ayn Ayy Quz 0 Apy
a1 4q3 Ain
+{bi by -+ by |=|Al+|B
anl an2 arm
para todo i=1,2, .., n.

Demostracion. Esta propiedad se ha demostrado para matrices de orden 2 y de
orden 3 en la seccion anterior. Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden
menor que n. Tenemos

ICl=a |Cyyl =+ (=1 [ay + b JCisl + -+ +(=1)""a,,|C,y|

Cada adjunto ¢, con k#i es una matriz de orden n—1 con una fila que es una
suma; por tanto:

|Chil=Ak1]+ Byl

donde A;; y By, son adjuntos de 4 y B, respectivamente. Sustituyendo este resultado en
la igualdad anterior se tiene:

ICl=ay,[14,d+ Byl =+ + (= 1" [a;; + b, JCiy - +(—= 1) ' any [|Ap| +Byl]
Puesto que |C;,|=]|4;,|=|B;;| se tiene que

ICl=a |4+ + (=1 lay Ayl + -+ (= 1" tay Ay | +
+ay4|Byyl+ -+ (=1 1by Byl 4 -+ (= 1" 1a,|B, | =]A4] +|B| n
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PROPIEDAD 3 (P.3)

Si B es la matriz que se obtiene a partir de una matriz 4 multiplicando por
un numero real r una de sus filas se tiene que |B|=r|A|.

Demostracién. En la seccion anterior se demostré que el resultado es cierto para
matrices de orden 2 y de orden 3. Aceptemos la hipétesis de induccion y supongamos,
para simplificar la demostracion que

ra,; ra;, - ras,

az; 4z Azp
B= .

anl anZ ann

Tenemos que

|Bl=ra|Byi|—a,3;|By |+ +(—1)""'a,,|B,,|
El adjunto B, coincide con A4, y, por tanto, |B,,|=|A4,,|; los adjuntos B,; con k#1
tienen una fila que estd multiplicada por r y, por tanto, |B,,|=r{4,,| debido a la
hipotesis de induccion. Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior obtene-
mos

|Bl=ray|A; | —ray Ay |+ +(= 1" tra,_y|A, - 1| =rl4]| [ ]

PROPIEDAD 4 (P.4)

Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus filas, se tiene
que |B|= —|4].

Demostracion. Comenzaremos demostrando el resultado cuando las dos filas que
se intercambian son consecutivas. Al igual que en las demostraciones anteriores
utilizaremos el método de demostracion por induccién. El resultado es cierto para
matrices de orden 2 y de orden 3 puesto que se ha demostrado en la seccion anterior.
Sea, por tanto:

a1 A2 0 Ay
B= Aiv1,1 %i+t1,2 0 Gitin

a; a;; iy

ayy Qyy Qun
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la matriz que se ha obtenido de A intercambiando las filas i e i+ 1. Tenemos que
|B|=011|Bu|_"'+(“1)i+1ai+1,1|3i1|+(—1)i+zai1|Bi+1,1|+"‘+(—1)"+1an1|Bn1|

Se tiene que

iz 0 Gy a2 Gq
Biy=|ay - 4y |=Aiv11 Y Bivia= =A;
Aiv1,1 Qi+1,n
Ay o Gy

Por otro lado, B, con k#i, i+1, es una matriz de orden n—1 con dos filas consecuti-
vas intercambiadas con respecto a A4,,; por la hipotesis de induccion tenemos que |B,;|
= — |4yl
Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior se obtiene:
IBl=—ay)Ay|+ - +(=1)""a;, Lldiv 1l H(= Y 2a, Ay |+ —(=1)"" a,|A,,|=
=—[a|Ayl—+(— 1)i+1aillAi1| +(— 1)i+2ai+1,1|Ai+1,1|+ o (= 1) a1 4,4]]
=14
Hemos demostrado el resultado cuando se intercambian dos filas consecutivas.
Supongamos ahora que se intercambian las filas i y j=i+k de una matriz. Sea

all ------ aln
ajl ------ aj'l
B : :
ail ------ am
a’ll ...... a'"l

la matriz que se obtiene de A4 intercambiando las filas i y j. La matriz B puede
obtenerse a partir de 4 realizando varios intercambios de filas consecutivas. En primer
lugar, la fila i de 4 puede colocarse en la fila j=i+k realizando k intercambios de filas
consecutivas; se obtiene asi la matriz

a, Aipn
@iv1,1 " Gir1m \e—Filai
A= ai jn

a4y - Qy [|e—Filaj=i+k
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Para pasar de 4 a B mediante intercambios de filas consecutivas es necesario
intercambiar la fila (a4, ..., a;,) que ocupa el lugar j~1=i+(k—1), k—1 veces para
colocarla en la fila i. En definitiva, de A se pasa a B mediante k+(k—1)=2k—1
intercambios de filas consecutivas. Cada uno de estos intercambios cambia de signo el
determinante y puesto que se hacen un numero impar de intercambios se tiene que

|Bl=(—1**"14|= —|A| L

PROPIEDAD 5 (P.5)

Si una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es nulo.

Demostracion. Sea

a1 Ain
i1 " Gy |«—Filai
A= . .
S
a“ e ain — Fl]aj
ayp 0 Qyy

una matriz con dos filas iguales, a saber, las filas i y j; intercambiando estas filas se
obtiene la misma matriz; sin embargo, por la propiedad 4, el determinante cambia de
signo. Por tanto, |[4}= —|A]; de aqui se deduce que |4|=0, que era lo que queriamos
demostrar. L

EJEMPLO B. La matriz

—1
-3
—1

P

1
—_0 WO N
N et e ek
~N O = O W
SN = N

tiene determinante nulo ya que su segunda y su cuarta fila coinciden.

PROPIEDAD 6 (P.6)

Si B es la matriz que se obtiene a partir de A sumando un multiplo de una
fila de 4 a otra fila de A se tiene que |B|=]A|.
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Demostracion. Multipliquemos la fila i de 4 por r y sumémosla a la fila k para
obtener B; por las propiedades 2 y 3:

ag, ayp
ail am
|B|=|4|+r| : © | diguales

La matriz cuyo determinante aparece el altimo en la igualdad anterior tiene dos
filas iguales y, por tanto, es nulo por la propiedad 5. Este razonamiento demuestra el
resultado. |

Las propiedades 3 y 6 de los determinantes junto con

*) =l .=t

permiten calcular determinantes de una matriz cuadrada de cualquier orden. El
siguiente ejemplo muestra este hecho.

En este ejemplo y en otros de calculo de determinantes en los que se considere
necesario, se utilizaran los siguientes simbolos aclaratorios de las igualdades que se
escriben:

1) rF; significa que la j-¢sima fila de la matriz ha sido multiplicada por el nu-

mero real r.
2) F;+rF, significa que a la j-ésima fila de la matriz se le ha sumado r veces la
fila k. )
3) La propiedad que utilicemos en cada caso se indicara bajo el signo de
igualdad.
EJEMPLO B
1 2 3 4 1 2 3 4
0223 BB 0 2 2 3R
4 2 0 3] Pe |0 -6 —12 —13| Ps
2 211 0o -2 -5 -7
12 3 4 1 23 4
Sa3bs 02 2 3 = 2.(—6)(—2) 0 1 1 332
P.6 00 -6 -4, 0 0 1 23
00 0 =2 000 1
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3z 2 (—6)(-2)

Aplicar varias veces P.6

=24 (*)

S O o =
S O = O
S - O O
- o o O

Observar que el resultado es el mismo que el obtenido en el ejemplo A.

* * *

Nota. En el ejemplo anterior solamente se han necesitado P.3, P.6 y (¥)
para calcular el determinante. Este es un hecho general, es decir, las propiedades
P.3, P.6 y (*) determinan de manera Unica un nimero al cual se le denomina
«determinante» y que satisface todas las propiedades y férmulas que daremos
aqui. El lector interesado puede encontrar una exposicion de este tipo en el libro

de A. G. Kurosch, Curso de dlgebra superior, Editorial Mir, 1977.
En el ejemplo B puede observarse que cuando tenemos que calcular el determinan-

te de una matriz como

12 3 4
0 2 2 3
00 —6 —4
00 0 -2

el resultado se obtiene multiplicando los elementos de su diagonal principal, es decir, la
diagonal de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Este es un resultado general. Una matriz se dice triangular superior si todos sus
elementos por debajo de su diagonal principal son nulos.

PROPIEDAD 7 (P.7)

El determinante de una matriz triangular superior es el producto de los
elementos de su diagonal.

Demostracion. Sea

a1 Gy 4y3 o dyy
0 a5, ay; - ay,

A=l 0 0 a3; - a,,
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una matriz triangular superior. De la definicion de determinante aplicada repetidas
veces se tiene:

azy Gz 0 4y
0 ass A3y
A= a33 A3n| . . _
|Al=ay, . | =0a11G5, | DT =a01G07 Ay n
0 ay,
0 a,,

De la propiedad 7 se deduce que el determinante de una matriz diagonal, es decir,
una matriz cuyos elementos son todos nulos excepto los de su diagonal principal, es el
producto de los elementos de la diagonal:

a, 0 0 - 0
0 (122 0 e O
0 0 a3; - 0=a,10;5,053ap
0 o 0 - a,

Es conveniente que el ejercicio siguiente se realice en este momento y sin conocer
mas propiedades de los determinantes, puesto que mas adelante resultara muy sencillo.

Ejercicio 1. Una matriz triangular inferior es una matriz que tienc todos sus
términos nulos por encima de la diagonal principal. Demostrar que el determinante de
una matriz triangular inferior es el producto de los elementos de la diagonal principal.

EJEMPLO C. Para calcular el determinante de la matriz

2 3 5 2 0
0 1 20 1
A=} 3 0 10 1
4 1 -3 0 —4
6 —1 1 2 0

la reducimos a una matriz triangular superior mediante operaciones elementales en sus
filas y aplicamos las propiedades ya conocidas de los determinantes. Tenemos:

2 3 5 2 0 -1 3 4 2 -1

Foear, |01 T 0 1 2 0 1
4] 2222 13 0 I 0 l=—==]3 0 1 o0 1
¢ 10 =5 —13 -4 —4 0 -5 —13 —4 —4

0 -1 -1 2 -2 0 -1 -1 2 -2
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-t 3 4 2 -1 -1 3 4 2 -1
0 1 2 0 1Bk o1 2 0 1
LB o 9 13 6 —21=bfB ) 00 =5 6 —11
P.6 P.6
0 —5 —13 -4 —4 00 —3 —4 1
0 -1 -1 2 =2 00 1 2 -1
13 4 2 -1 -1 3 4 2 -1
012 0 1 012 0 1
nik | 000 16 —16 22— 001 2 -1
F-6 000 2 =2 000 2 =2
001 2 -1 000 16 —16
1 3 4 2 —1
- 0120 1
P.6 p7
0002 —2
0000 O
* k¥ ok

En la definicién dada de determinante se ha utilizado la primera columna de la
matriz y sus adjuntos. Nuestro proximo objetivo es demostrar que también puede
calcularse el determinante mediante una formula que incluya cualquier otra columna o
incluso cualquier fila de la matriz y sus adjuntos. Estos resultados seran de gran
utilidad para simplificar el calculo de determinantes.

Comenzaremos demostrando que puede utilizarse la primera fila de la matriz para
calcular determinantes.

TEOREMA 1
Si
0 a; 0
A= a.21 as; Aan

es una matriz con todos los elementos de su primera fila nulos excepto el que
ocupa el lugar j, se tiene que

Al = (— 1)j+la1le1j|
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Demostracion. Procedemos por induccion en el orden de la matriz. Si A es una
matriz de orden 2 puede ser de la forma

a, 0 0 a,
A= (o) B=
a1 A4y 21 4z
En el primer caso se tiene |A|=a;,d,,=0a,,]4;,| y en el segundo |B|=—a,,a,,=
—a,,|Ay,), lo cual prueba que la formula es cierta en este caso.

Para que el lector pueda seguir mejor el caso general hacemos un caso particular
de una matriz de orden 3. Sea

0 a, O
A=|a,, ay, ay;
a3y A3z Q33

Tenemos que

a, a;, 0
|A|=—ay, +a, = —da,,01,033+0d31812023
diz; 4szs aj; 43
az;, 4az;
= —ay,[a,1033—a3,1a53]=—a,,
a3y 4ss

que era lo que queriamos demostrar.

Aceptemos ahora que el resultado es cierto para toda matriz de orden inferior an 'y
sea 4 una matriz de orden n. Si el elemento no nulo ocupa el primer lugar de la
primera fila se tiene

a; 0 - 0
A= a‘u a'zz a.2n
Ay Quy 0 Ay

De la definicion de determinante deducimos que
|Al=ay1|A; | —az Ay ]+ +(=1)""a,, A, | =ay, |4y,

ya que cada adjunto A4;;, con j > 1, tiene una fila de ceros y, por tanto, su determinan-
te es nulo (propiedad 1).

Supongamos ahora que el elemento no nulo de la primera fila ocupa el lugar j, con
j > 1. Tenemos

0 0o - 0 ai; 0 g,
A= Az1 Qzp o Gz -1 Qz5 Az 541 "0 Qg
Ay GQuy an,j- 1 an,j an,j+1 o Qg
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De la definicion de determinante deducimos que
[Al= —az1|4z1] +a3,|45:] = +(=1)""1a,|4,]

El adjunto A,;, i>1, de la formula anterior es de la forma

0 ay 0
. a; _ esa a. _ R can a.:
@) _ _ i-1,2 i—-1,j i+1,n
BO=A, =
Qivy,2 " Qv 0 Givqa
anz e an’j e a'l’,l

y de orden n—1; por la hipétesis de induccidon su determinante es
IAi1|=(_1)ia1j|B(li?j—1|

donde B{;_, denota la matriz que se obtiene de B® = 4;, suprimiendo la primera fila
y la (j—1)-ésima columna. Por tanto:

|[4|= —ay,(— l)ja1j|B(12,)j- | +as(— l)jalle(la,)j— MR +(—1y*a, (- l)jaleB(ln,)j— il=
=(-1y* 1‘111'[‘121|B(12,)j— 1 —431|B(13,)j— W+ + (= l)nanllB(ln,)j- ]

Solamente falta probar que la expresion entre paréntesis coincide con |4, ;. Puesto que

az as, Az, j-1 Q2,j+1 Az
asy as; a3,j-1 Q3+ as,
() — _
BV=4, .=
Ay Ay A j—1 Qnj+1 Qun n-1)

se tiene que
|A1jf=azl|B(1j)1|—au|B(2ji|+ - +(—1)a,,|BY, |

En BY) se han suprimido la primera fila y la primera columna de A4,; y, por tanto, se
han suprimido las dos primeras filas de 4 y las columnas primera y j-ésima de A; de la
misma manera, en B{?;_, se han suprimido la primera fila y la j—1 columna de 4,,y,
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por tanto, se han suprimido las dos primeras filas y la primera fila y la j-ésima
columna de A. Por tanto:

U) — g2
BY) =B,

De manera similar se demuestra que BY)=B{;_,, etc, lo cual demuestra el
resultado. ]

EJEMPLO D. Fl determinante de la matriz

1 2 1 —4
A:
3 1 0 -1
-1 =5 2 0
€S
1 2 -4 1 2 4 51
[Al=(—1)3**Y(=3)| 3 1 —1j== -3/0 -5 1t =—3-1{ ‘:
P.6 -3 -4
-1 -5 0 0 -3 —4

=(—3)[20+33]=—159

TEOREMA 2 (Desarrollo por la primera fila)

Si
(S OP) Ain
A= az a'zz Az
anl an2 ann

se tiene que

|A|=‘111’A11'_a12|A12|+"‘+(_1)n+1aln|A1nl

Demostracién. Escribimos

a11+0+-~+0 0+a12+---+0 0+0+--~+a1,,
a a :
A= .21 .22
An1 (% Qpn



86 Algebra y Geometria

Si 4;,j=1,2, .., n, es la matriz que tiene todas sus filas iguales a A, excepto la
primera, en la que todos sus elementos son nulos excepto el que ocupa el lugar j que es
a,;, de la propiedad 2 de los determinantes aplicada reiteradas veces se tiene

|4l =14, [+]45]+ - +]A4,]

Por el teorema 1, |4,/=(—1Y*'a,;l4,, lo cual prueba el resultado deseado. a

EJEMPLO E. Para calcular el determinante de la matriz

utilizamos el teorema 2 para obtener

0 1 0
Al=2 —1 —1 =2 (=D—13+1)—=1.-6=
- ‘21‘ 1—11“ )(—12‘ (=2-13+D-1-6
——4-4—6=—14

* kX

Sea B la matriz que se obtiene de 4 =(a;))
segunda.
Por la propiedad 5 tenemos que |4]= —|B| y puesto que

..... » intercambiando las filas primera y
n

.....

i=1
j=1

31 G2 - Gy,

Ay Qyz o 4y
B=| . . .

Gu1 Qpz Oy,

utilizando el teorema 1 para desarrollar el determinante de B por su primera fila se
tiene que

|Al= —|B|= —[a21|B11| = a22| Byl + -+ +(—=1)"* 1a,,|B,,{]
Puesto que B,;=A,; para todo j=1, 2, .., n tenemos que
|[Al= —a51|Az1] +agylAzal+ - —(=1)""1a,,|4,,|
lo cual nos da una formula para desarrollar el determinante de A por la segunda fila.

La principal diferencia con el teorema ! es que el primer término es negativo.
Si ahora intercambiamos la segunda y la tercera fila, el determinante cambia de

Wy
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signo por la propiedad 5 y, por tanto, se tendria una féormula para desarrollar el
determinante por la tercera fila, comenzando con un sumando positivo.
Este razonamiento demuestra el siguiente resultado.

TEOREMA 3 (Desarrollo por la i-ésima fila)
Si A=(aij)i,j=1,2,,.

se tiene que

o

|Al=(—1)"* laillAH' +(—- 1)i+2ai2|Ai2| +e (= 1)i+nain|Ain|

No es de extrafiar que exista un resultado analogo para calcular el determinante
utilizando un desarrollo por cualquiera de las columnas. Ello requiere la definicion de
matriz traspuesta de una dada.

Si A es una matriz de orden m x n, se denomina matriz traspuesta de A, y se denota
por A, a la matriz de orden n x m que se obtiene poniendo como i-ésima fila a la i-ésima
columna de la matriz A4.

Por ejemplo, la matriz traspuesta de

1 2 =2
A=
<3 4 1)

3
A= 2 4
-2

€S

El resultado principal que relaciona la operacion de trasposicion con el producto
de matrices es el siguiente:

(AB)'=B' A"

siempre que las multiplicaciones anteriores tengan sentido (ver ejercicio 6 al final de
esta seccion).

TEOREMA 4

Si 4 es una matriz cuadrada, |A4|=|A4.

Demostracion.  El resultado es cierto para matrices de orden 2 puesto que

Al= ayy ayz)
|Al= =d1143; 01207,
ay; Qp;
y
ay; Oy
t p—
|A'|= =d1103,—03,4y,
dz; Gy
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Supongamos que el resuitado es cierto para matrices de orden inferior a n y sea A
=(a;}); j=1.2,...» una matriz de orden n. Puesto que

ayy Qzp o Gy
BeAl— Ay dzy v Ay
aln a2n ann

por el teorema 2 se tiene que
|AY|=ay,|B 1| —az1|Bya| + (= 1" tay, Byl
Puesto que B,;=4};, j=1, 2, .., n, utilizando la hipotesis de induccion se tiene que
|A'|=aU|A“|—a21|A21|+-~~+(—1)"+1a,,1|A“[:|AQ n

Los teoremas 3 y 4 producen el siguiente resultado:

TEOREMA 5 (Desarrollo por la j-ésima columna)

Si A=(a;); j=1,2,..,» S€ tiene que

|Al=(— 1)j+lalj|A1j| +(— 1)j+zazj|A2j| +o (= l)i+nanj]Anj|

EJEMPLO F. Para calcular el determinante de la matriz

5
3
1
2

B O =
SO O W
— A O N

desarrollamos por la segunda columna para obtener

oo [P g
e e 4=—3(_3)‘4 l‘z
3 4 2 1

4 0 2 1

3 4
=-3(-3 =9(—13)=—117
( )|4 1] (—13)

en donde el determinante de orden 3 se ha desarrollado por la primera fila.

* * *
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El teorema 4 produce otro resultado interesante. En las propiedades 1 a 6 de los
determinantes puede sustituirse la palabra «fila» por «columna» y los resultados siguen
siendo validos. Esto permite realizar operaciones elementales con columnas para
calcular determinantes.

La verificacion de estos resultados se deja para el lector.

En el ejemplo anterior se observa que el calculo de determinantes se simplifica si
desarrollamos por una fila o columna que presente el mayor numero de ceros. Si una
matriz no posee ningun elemento nulo es posible realizar operaciones elementales con
sus filas o columnas, de manera que el determinante no cambie, pero que la nueva
matriz posea varios ceros en alguna de sus filas o columnas.

El método combinado de realizar operaciones elementales y utilizar las férmulas
anteriores es el mas utilizado para calcular determinantes, debido a que simplifica el
numero de operaciones a realizar.

EJEMPLO G. Sea

'l
|
hootJ

|
w
— Pt — S
ol

—_ —

Multiplicando por 2 la segunda columna y restindosela a la primera se tiene

-9 4 3 =2
c-2¢, =5 1 0 5
X 01 —1 3

01 1 1

Desarrollando por la primera columna se tiene

1 05 |4 3 -2
|4)==9|1 —1 3|+501 -1 3
/S U B A B B

Para calcular el primero de estos determinantes restamos la primera fila de la segunda
y de la tercera para obtener

1 05 1 o0 5 Ly
1 —1 3|=l0 —1 =2 =‘ | 4’=4+2=6
1 1 1] jo 1 —4
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Para calcular el segundo restamos la primera columna de la segunda y la tercera para,
obtener

4 3 -2 |4 -1 —6 1 —6
1 -1 3j=[1 =2 2=‘ 2’=—2—12=—14

=2
1 1 1 1 0 0

Por tanto:

|A|=—9-6+5-(—14)= —54—70= — 124
* %* *

Es conveniente escribir una matriz con los signos que se asocian a cada ele-
mento en el desarrollo de los teoremas 3 y 5 con motivo de ayudar al lector a re-

cordarlos. Esta matriz es

x a
A= a
a X

Las operaciones elementales que s¢ realizan se indican adecuadamente encima del
signo de igualdad.

X a a x a a
F3—F, x a a a
ldl=la x a| ————|a x a |=x —a =
a—x x—a| |la—x x—a
a a x

0 a—x x—a

= x[x(x —a)—a(a—x)] —ala(x —a)—ala—x)} =

=(x—a)[x? +xa—a*—a*]=(x—a)(x—a)(x +2a)
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EJERCICIOS 2.2

1. Calcular los siguientes determinantes mediante su desarrollo por la primera
columna:

a) b)

4 C)
7
1

N NN

3
4
1

N WO
[SE N R

1
0
2

w =
W = = O
- N O

7
3
1
0 1

2. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos a una matriz triangular
superior mediante operaciones elementales:

a |2 4 -2 36 -39 o l1035 420 -2 4
352b)2104 2127 03 9 —6
25 1 13 25 220 4 12 -1 0

01 32 321 2 03 4 2

3. Calcular los siguientes determinantes usando sus propiedades y efectuando un
numero reducido de computaciones.

o [to 2] Bt 221 o2 132 o] 2 00 35

4 6 04 21 1 00 1 1 —12 12

7 10 00 21 4 -1 2 1 0 13 —11

0011 3 10 1 4 11 -10

—2 31 -3 0
e [300 3 f) [1-2 2 1 g [t 101
0303 3-1 1 2 x 01
00 33 31 1-2 01 y 1
3300 0111

4. Demostrar, sin necesidad de calcularlos, que los siguientes determinantes son
nulos:

a) 1 2 3 by |x y 2x+3y ¢) (sen?a 1 cos®a
-1 =2 =3 4 3 17 sen?b 1 cos?b
3 1 —4 z t 2z+3t senc¢ 1 cos?c
d |1 2345 o |12 22 32 g
2 3456 22 32 4% 52
3456 7 32 42 52 @2
4 5 6 7 8 42 52 62 72
S 6 7809
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5. Sabiendo que los numeros 58.786, 30.628, 12.831, 80.743 y 16.016 son todos
divisibles por 13, demostrar que el determinante de la siguiente matriz es también
divisible por 13:

5 87 86
306 2 8
A= 1 2 8 3 1
8 0 7 4 3
1 6 01 6

6. Demostrar que (AB)=B'A"' siempre que las multiplicaciones anteriores tengan
sentido.

7. a) Demostrar que si A4 es una matriz cuadrada de orden n, y r es un numero real
|rA|=r"|A|. b) Utilizar a) para decir como cambia el determinante de una matriz de
orden n si los signos de todos sus elementos se cambian.

8. Una matriz cuadrada A4 se dice antisimétrica si A= —A'.
a) Dar un ejemplo de una matriz antisimétrica de orden 4.
b) Demostrar que si A es antisimétrica y de orden impar su determinante es nulo.
(Sugerencia: utilizar 7.b)).
¢) (Es cierto el resultado de la parte b) si A es de orden par?
1 x y
9. Demostrar que |1 a, b,|=0 es la ecuacion de una recta en el plano que pasa
1 a, b,
por los puntos A,=(a;, by) y A,=(a,, b,).
Los siguientes ejercicios se refieren al método de demostracion por induccion.

n+1
10. Demostrar la formula 1 +2+3+--+n=

n.

+1)(2 1
11. Demostrar la férmula 12+22+32+---+n2=n(ﬁn%).

12. Un poligono se denomina convexo si las lineas que unen dos cualesquiera de sus
vértices estan en el interior del poligono. Demostrar, mediante el método de induccion,
que la suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n lados es 180(n—2).

13. Deducir una férmula para calcular
1y
01

y demostrarla mediante el método de induccion.

14. Si A4 es una matriz triangular inferior de orden 3 cuyos elementos son nume-
ros reales, todos los elementos de su diagonal principal son iguales y 4% = I,
demostrar que 4 es 1 6 —1.
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2.3. DETERMINANTE DE UN PRODUCTO DE MATRICES.
CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN n

El primer resultado que queremos probar en esta seccion es que el determinante de
un producto de matrices cuadradas del mismo orden es el producto de los determinan-
tes de cada una de ellas.

Para probar este resultado mostraremos primero que las operaciones elementales

con las filas de una matriz pueden expresarse mediante multiplicacion por matrices
adecuadas.

Estudiaremos cada operacion elemental por separado.
a) Si multiplicamos la fila i de la matriz A=(a;)), ;-,, .., por un nimero real ¢

no nulo el resultado es el mismo que si multiplicamos la matriz 4 por la izquierda por
la matriz

E=
En efecto:
1
g a;; G2 e Gy a,; a, a,
EA= 1 )
¢ 4;; 4 A |=| ca;y ca;, Ca;, | «——Filai
1 : : :
: 1 anl an2 Qpn [ a,s (L™

' b) El res-ultado de intercambiar las filas i y k de la matriz A=(a;); j=1,...n s el
mismo que si multiplicamos la matriz A por la izquierda por la matriz

0

0---1 «—Fila i

O/l' 0\1

Columna i Columna k

«Fila k

™



94

En efecto:
1

EA=

ay a.12
a; a:iZ
Ay 0;2
an1  Gn2

a'l'l

aii afz
axy al:cl
aj a:iz
an1 OGn2

Algebra y Geometria

Ain
gy «Fila i
a. —Fila k

a’l’l

¢) El resultado de multiplicar por ¢ la fila i de la mgtriz A=(a,-1‘~),~, i=1.2,n ¥
sumarselo a la fila k es el mismo que si multiplicamos la matriz A4 por la izquierda por

la matriz

En efecto:

EA=

Ay

t &—B
10

ca; tag Captag

E=
c o 1 —
0
1
Columna i Columna k
a1 a‘12
O a; a:,-z
-1 91 ai;z
1 an1 a;z
ay; a'ln
a;z a:in
ayy a;ln

- Fila i

——Fila k
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Las matrices E que aparecen en cada uno de los casos anteriores reciben ¢l nombre
de matrices elementales. Observar que toda matriz elemental se obtiene a partir de la
matriz identidad realizando la operacion elemental correspondiente a su caso. Asi, por
ejemplo, la matriz elemental del caso b) se obtiene intercambiando las filas i ykdela
matriz identidad.

Son ejemplos de matrices elementales las siguientes:

Lo o 10 -20
12 0 01 00

E=[0 0 1| ; E= . E=
01 0 0 1 00 10
00 01

Puesto que toda matriz puede reducirse a una matriz escalonada mediante una
sucesion de operaciones elementales, se tiene el siguiente resultado:

RESULTADO 1

Toda matriz cuadrada A puede reducirse mediante una sucesién de matrices
elementales E,, E,, .., E, a una matriz escalonada B tal que

Ek"'E2E1A=B
FIEMPLO A La matriz GWNIVERSIDAD DE LA REPUELICA
FACULTAD NI INOQEMTERIA
121 DEPART A MENTO 18
A=|3 1 2 DOCUMENTAC!ON Y BIBLIOTECA
0 1 1 MONTEVIDEO - URUGUAY

se transforma en la identidad mediante la siguiente sucesién de operaciones elementa-
les:

121 12 1 12 1 121
301 2|-220 o -5 -1 Eehilo 0 [ B g |8
011 0 1 1 0 -5 —1 00 4
F3———
121 121 120 100
011|500 1 0|2y 01 0 22200 1 0
00 1 00 1 00 1 00 I
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Por tanto, podemos escribir la igualdad

1 -20\/10—1\/10 O0\/10 0\/100)\/100 100
0 t1o0}{o1 o}f01 —1](01 O0[|({010]({001 —-310]|4=I
0 0t1/\00 1/i00 1/1001/4/1051/1010 001

que el lector puede comprobar.

EJEMPLO B. La matriz

(i)

se transforma en una matriz escalonada mediante la siguiente sucesion de operaciones

elementales:
2 1\ p-2r, (2 1 3F, 1 12
_ _—
4 2 0 0 0 0

(590 969

* * *

Por tanto:

PROPOSICION 2

Toda matriz elemental posee una inversa, que es también una matriz elemen-
tal.

Demostracién. Toda matriz elemental E se obtiene a partir de la identidad
mediante una operacion elemental. Mediante la operacion inversa de la realizada, que
es también una operacion elemental, E se transforma en la identidad. |

0 01

0 1/c O .
EjEMPLO C. Lainversa de E =<c ) es < / ) Lainversade E={ 0 1 0
1 00

0 1 0 1
1 00 1 00
es ella misma. La inversade |0 1 0 jes |0 1 0 |. La comprobacion se deja
0 51 0 -5 1
para el lector.
* ok ok

Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 97

PROPOSICION 3

Si A es una matriz invertible, A puede factorizarse como un producto de
matrices elementales.

Demostracion. Puesto que A es invertible puede reducirse a la identidad mediante
una sucesion de operaciones elementales; por el resultado 1 existen matrices elementa-
les E,, E,, ..., E, tal que

E,E,E A=I
Por tanto, A=E; 'E;'---E; ' y cada una de las matrices E; ' es una matriz elemental
debido a la proposicion 2. [ |
EJEMPLO D. Si A es la matriz del ejemplo A se tiene:
1oo\"*/rtoo0\"*/to0\"*/10 O\ '/10 O\ '/10 —1\"!
A= =310 001 010 01 0 01 —1 01 O
001 010 051 0014 00 1 00 1

1 =20\7! 100\/100\/1 0O0\/100\/100\/1 O 1 120
0 10 =13104{001}[{O0 101010 j{01L1|{0O 1 O0|j]010
0 01 001/\010/10 —51/3004/3001/0 0 1/7\001

* % % ‘
TEOREMA 4

Si 4 y B son matrices cuadradas del mismo orden,

|4B|=|A||B|

Demostracion. La demostraciéon la realizaremos en tres etapas.

Etapa 1. Si A es una matriz elemental E el resultado es cierto. Para probarlo
estudiamos cada uno de los posibles casos de matrices elementales. |

En el caso a), |EB|=c|B] por la propiedad 3 de la seccién 2.2; ademas, |E|=c y, por |
tanto, |EB|= c| B|=|E||B|.

En el caso b), |[EB|= —|B| por la propiedad 4 de la secciéon 2.2; ademas, |E|= —1
por la misma propiedad y, por tanto, |[EB|=|E||B|.

En el caso c), |[EB}|=|B| por la propiedad 6 de los determinantes; ademas, |E|=1
por la misma propiedad y, por tanto, |EB|=|E||B| también en este caso.

Etapa 2. Si A es invertible, por la proposicion 3 podemos escribir A=E E,---E,,
donde cada E; es una matriz elemental. Aplicando repetidas veces el resultado
obtenido en la etapa 1 se tiene:

|AB|=|E\E;---E\B|=|E,||E;-- E\B|=--- = |E,||E;|--|E/]| B| =
=|E\E,--E||B|=|A||B]
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Etapa 3. Si A no es invertible, por el teorema 3 de la seccion 1.4, el rango de A es
inferior a n y, por tanto, |4|=0. En este caso también [4B|=0 ya que A puede
escribirse de la forma A = EE, ... E;A’, donde las E; son matrices elementales y A’
tiene una fila de ceros. Por tanto, |AB| = |E| E, ... E,A'B| = |E|||E;) ... |[E}]|4" B|=0,
ya que A'B tiene también una fila de ceros. [ ]

EJEMPLO E. El teorema sobre el determinante de un producto es 1util para
calcular algunos determinantes. El determinante de la matriz

b2+c®2 ab ca
A=| ab *+ad? be
ca be  a*+b?

puede calcularse facilmente escribiéndola como un producto de dos matrices de orden
3. En efecto:

b ¢ 0\/b a O
A={a 0 ¢ 0 a
0 a b/\0O ¢ b
y puesto que
b ¢ 0 b a0
a 0 cl=-2abc y |c 0 a|=-—2abc
0 a b 0 b
se tiene que
|A| =4a%b%c?
* * *

La segunda parte de esta seccion esta dedicada a dar algunas sugerencias relativas
al calculo de determinantes de matrices de orden n y de matrices de orden elevado que
pueden reducirse al calculo de determinantes de matrices de orden inferior.

Comenzamos con ¢l determinante de la matriz de orden n:

x a a a
a x a a
A,=|la a x a
a a a - x

El desarrolio de |4,] por una cualquiera de sus filas o columnas no conduce a ningin
resultado positivo. Lo mas adecuado es realizar operaciones elementales con sus filas o
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columnas y utilizar las propiedades de los determinantes estudiadas en la seccidn
anterior, hasta convertirla en una matriz triangular.

Restando la primera fila de cada una de las restantes se tiene:

4l=la—x 0 x—a - 0

Sumando a la primera columna todas las restantes se tiene:

x+(n—Na a a a
0 x—a 0 - 0
|4, = 0 0 x—a 0 |=(x—a)" '[x+(n—1a]
0 0 0 - x—a

Nota. Ver el ejemplo H de la seccion anterior, donde se ha calculado este
determinante para n=3.

L .

La demostracion por induccion también puede aplicarse para calcular determinan-

tes de matrices de orden n. Expondremos este método calculando el determinante de la
matriz

1 1 1 1

X1 X, X3 Xy

A= xt x5 X3 - X
X'{_l x;—l xg—l x:—l

que se conoce en la literatura matematica con el nombre de determinante de Vander-
monde.

Multiplicando cada fila por x, y restandosela a la siguiente se tiene:

1 1 1 1
0 X, —X, X3—X, Xp— X
V;l(xla ooy xn)=lAn|= 0 x2(x2_x1) 'x3(x3_x1) xn(xn_xl) =

0 x372x;=x)) X537 %(x3—x;) - xp(x,—xy)
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1 1
X, X3 X,
=(x2—x1)-(x3—x1)~----(x,,—xl) .
x372 X372 xt~2
=[H (xk—xl):|Vn—1(x2’ X35 ey Xp)
k=2

n

donde el simbolo [] significa el producto de todos los factores que aparecen variando
k=2
k de 2 an. _
De la misma manera se deducird la formula

| Z000 P Z x,,)=|:]£[ (xk——xz)}V,,_z(x3, vy Xp)
k=3

Se deducira de aqui que V(xy, X, ..., X,) ¢s €l producto de todos los factores de la
forma (x,—x,) con k>j, es decir:

Va1 s Xp)= l—l (xk_xj)

1<j<ksn
x Kk *

Finalmente mostramos un método para calcular determinantes de orden elevado
siempre que se puedan relacionar con determinantes de orden inferior del mismo tipo.

Por ejemplo, para calcular

340000

234000

023400
D=l 02340

000234

000023

observamos que
4 0000
2 3400
D¢=3Ds—2{0 2 3 4 0|=3D;—-8D,
002 34
000 23
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La formula Dg=3D,—8D, se denomina férmula de recurrencia y nos permite
calcular Dy conociendo Ds y D,. La misma formula de recurrencia aplicada a Dy y D,
nos da:

Ds=3D,—8D,, D,=3D,—8D,
Por tanto:
D¢=3[3D,—-8D;]—8[3D,—8D,]=9D,—2-3-8D,+8%D,
Puesto que D;=3D,—8D, se tiene finalmente que
D¢=9(3D;—8D,]—2-3-8D,+8°D,=3%3D,—8D,]—9-8D,—
—2.3-8[3D,—8D,]+8?D,=[3*-3%2.8—2-32.8+8%]D, +
+[—3%.8+2-3.82]D,=—71D,+168D,
Se tiene que

3 4

D,=
2}23

}=9—8=1 y D,=3

por tanto:
Dg=—T1-14+168x3=—71+504=433

* k%

EJERCICIOS 2.3

1. Encontrar una sucesion de matrices elementales E, E,, ..., E, tal que E,---E,E,A
sea una matriz escalonada, donde:

b 1 2-1
a) 10 2 ) %) L2
A= A= 3-1 2|  a=|-11
2 1 1
1 5 4 0 3
d) 01 1 0) 210
A=1 0 1 A={3 3 1
110 121

2. Expresar las matrices del ejercicio 1 que sean invertibles como un producto de
matrices elementales.

3. Utilizar el teorema sobre el determinante de un producto para demostrar la
féormula

1
A7 =—
|4

cuando A es una matriz invertible.
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4. Sean A, B y C matrices cuadradas de orden n y formemos la matriz

(¢ »)
(¢ 1o )

b) Utilizar este resultado para demostrar que |D|=|A4| B|.

de orden 2n. a) Demostrar que

5. Calcular el determinante de la matriz

hallando AA'. [Sol: (a®*+b*+c?+d**]
6. Escribir la matriz
T+x,y7 1+xy, 14+x1p;

A=|1+x,y;, 14+x5, 14+x3);
T4+x3y; 1+x3y; 1+x3)3

como un producto de matrices y calcular su determinante. [Sol.: 0.]

7. Calcular los siguientes determinantes reduciéndolos al determinante de una matriz
triangular (todas las matrices son de orden n).

a |2 2 2 2 b |1 2 3 n
2 2—x 2 2 1 x+1 3 n
2 2 2—x - 2 1 2 x+1 - n
i 2 2 e 2—x 1 2 3 e x+1
¢ |n 1 1 1
1 n 1 1
1 n 1
111 - n

[Sol: a) 2(—x)"~ L. b) (x—1)(x—=2)-(x—n+1). ¢} (n—1y""[2n—1]]
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8. Demostrar que

1 n n
n 2 n
non n|=(=1y"1a!
n nn n

9. Encontrar una férmula de recurrencia para calcular

1 100 0 0
1110 0 O
D,=0 111 0 0
0000 -~ 1 1

en funcion de D, _; y D,_,. Utilizarla para calcular Dg y Dy. [Sol.: Dg=0, Dg= —1.]

10. Una sucesion de Fibonacci (Fibonacci fue un matematico italiano del siglo XI1I)
es una sucesion de niimeros que comienza con 1 y 2 y en la que cada namero es la
suma de los dos inmediatamente anteriores. Es decir, 1, 2, 3, S, 8, ... Demostrar que el
n-ésimo términc de la sucesion de Fibonacci coincide con

1 100 .. 00

—1 110 - 00
Fij=| 0 =1 1 1 « 0 0
0 0 00 -1 1

donde F, es una matriz de orden n.

11. Calcular

12.  Calcular el determinante de la matriz de orden n, 4=(a;j), donde q;; = [i — j|.
(Sugerencia: hacerlo para n=2, 3, 4, e intentar deducir la formula general para
demostrarla por induccion.)
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13. Calcular

I x x* x*?
1 1 1 1

1 2 3 4
1 4 9 16

24. INVERSA DE UNA MATRIZ. REGLA DE CRAMER

En esta seccion comenzaremos dando una formula para calcular la inversa de una
matriz utilizando la teoria de los determinantes. A continuacion usaremos esta formula
para resolver sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de sus coeficientes es

invertible.
Comenzaremos dando una condicion necesaria y suficiente para la invertibilidad de

una matriz haciendo uso del concepto de determinante.

TEOREMA 1

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) A es invertible.
2) rango (A)=n.
3) |A|#0.

Demostracién. Ya sabemos que 1) y 2) son equivalentes por el teorema 3 de la
seccion 1.4 (capitulo 1). Basta demostrar, por tanto, que 1) y 3) son equivalentes.

Si A es invertible, A puede escribirse como un producto de matrices elementales de
la forma A=E E,---E, debido a los resultados de la seccion anterior. Puesto que el
determinante de un producto es el producto de los determinantes se tiene que

|4l =1E | Eo|---|Ey]

La parte derecha de esta igualdad es no nula, ya que toda matriz elemental tiene
determinante no nulo; por tanto, |A|#0. Esto prueba que 1) implica 3).

En la etapa 3 del teorema 4 de la seccion anterior se ha demostrado que si 4 no es
invertible, |4} =0; esto prueba que 3) implica 1), ya que si |A| es no nulo y A no fuera
invertible se tendria una contradiccion. ]

Suponiendo que |A| #0, nos proponemos encontrar una formula para calcular 471
Si A=(a;;); j—1...n del desarrollo de su determinante por la fila i-¢sima tenemos que

|Al=(— l)i+ ‘Al + (= 1)H2ai2|/‘1iz|+ et (- 1)i+nain|Ain|

El nimero ¢;;=(—1)""J4;), i=1,..,n,j=1, .., n, se denomina cofactor del elemento

Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 105

que ocupa el lugar (i, j) de la matriz A. Con esta notacion la férmula anterior se escribe
de la forma

|[Al=a;1¢;1 + ai2¢ip + -+ + @iy

Sea
€11 C12 Cin
Ca1 €23 C2
cof(A)=C= : "
Cnl Cn2 Cnn

la matriz de los cofactores de los elementos de A, que se denomina matriz de cofactores
de A.

Con esta notacion se tiene que la matriz AC' tiene como valor |A| en todos los
lugares de su diagonal principal. Es decir,

iy gz - Qg Ci1 =0 Gy or Gy |
t__ . .
AC = a;y QG 4 Ciz ° Cp 0 Cpp | = |A| Fila i
Ap1 Qpy 0 Gy Cin 0 Cip tr Cpy ?
Columna i

Si logramos probar que los términos de AC* que no estan en la diagonal principal
son todos nulos, se tendria que

AC' =|A[l,
y, por tanto,
A_1=.1_ t
4]

lo cual nos da una férmula para calcular la inversa de la matriz A.
La demostracion completa de la formula anterior para calcular 47! se da en el
sigutente teorema:

TEOREMA 2

Si A es una matriz invertible se tiene que
1

-1 t

4]

donde C es la matriz de cofactores de A.
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Demostracion. De la discusion precedente se deduce que la demostracion se
completa si probamos que los elementos de AC* que no estan en su diagonal son nulos.
Sea i#j e intentemos calcular

ailel +aizcj2+ +ai"Cj".

Esta expresion coincide con el desarrollo por la fila j del determinante de la matriz

@1y Q12 0 G

ail ai2 A ain «——Fila i
B= :

a,-l aiz A ai" — Flla}

yy  Qp2 Qpp

que se obtiene de A sustituyendo la fila j por la i. Puesto que B posee dos filas iguales, | B
=0 y, por tanto:

a“le +a,-2Cj2+"'+a,-,,Cjn=0

si i#], que era lo que queriamos demostrar. n

EJEMPLO A. La matriz

1 20
A= -1 1 2
01 3
es invertible puesto que
1 20
32
|[4]=]|—1 12=032=11 3=7;é0
01 31 101

Para calcular su inversa comenzamos calculando la matriz de sus cofactores:

L -1 7, -1,

= = ; = — = , C = —_—
€11 1 3 Ci2 0 3 13 0 1
2 0 10 12

CZl:_‘l 3{=_6 ; czz:‘o 3]23 ; C“=_’0 f=!
2 0 10 12

c3l=‘1 2‘=4 ; 032=—|_1 2'=_2 ; c33:‘-1 (=3
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Por tanto:
1 3 -1
C=cof(4)=| —6 3 -1
4 -2 3

Por el teorema 2:

) 1 1 -6 4 1/7 —6/7  4/7
A—1=|i|—C'=5 3 3 =21=| 377 37 =277
-1 -1 3 -1/7 =177 3/7
(jComprobarlo!)
* * *

Notas. 1) Una matriz con determinante nulo se dice que es una matriz
singular, de manera que una matriz invertible también recibe el nombre de
matriz no singular.

2) Es conveniente que el lector se ejercite en el calculo de inversas de
matrices de orden 3 hasta el punto de que pueda calcularlas sin necesidad de
escribir la matriz de los cofactores.

* % %

Utilizando el teorema 2 pueden resolverse sistemas de ecuaciones lineales de
la forma:

allx1+a12x2+"'+(ll,,xn=b1
ay1X;+dy5X,+ o+ a3,X,=b,

Ay X1+ Xy + -+ a,,x,= b, J

escrito AX = b en notacion matricial, siempre que A sea no singular o invertible.
En efecto, por el teorema 2:

€11 €21 0 Oy by

. . b,

y:A-lF=LC'F=— Cy; Cyp o Cy; :
ZIRVT] R S R

Cin Can *° Cpp b'l

b1C11+ b2C21+"'+ b,,C,,l

~

=m blclj+ b262j+~~~+ bncnj «—— Componente |

b1C1n+ b2C2n+"‘+ bncm,
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Por tanto, para todo j=1, 2, .., n se tiene que

1
szm[b1c1j+bzczj+ R o M

La expresion entre paréntesis es el desarrollo del determinante de la matriz

ay by Ain
azy b, Az
Aj=
anl bn ann
T
Columna j

por la columna j.

Hemos probado el siguiente resultado:
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TEOREMA 3 (Regla de Cramer)

Si A es una matriz invertible de orden n, el sistema de ecuaciones lineales AX
=D es compatible determinado y sus soluciones se calculan mediante la

férmula
14

=—= j=1,2, ., n
T

donde 4; es la matriz A4 en la que se ha sustituido la columna j por el vector b.

EJEMPLO B. El sistema

2%, +3x,=8
X, +x3=1
2X2‘X4=1
X, +x4=4
tiene solucidén unica, ya que
0 0
0 o
02 0 = 0 2 —1{=—-443=—-1+#0
- 0 1
1 00 1
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Por el teorema 3:

ot o F2 g oo
=l oo |t 2 =4‘2 e 2‘=—12+13=1
40 1
400 I
1??? g 28 0 g o
“==7lo 1 o _1=0 1 -1 =2’4 hdl _1’=10—8=2
14 1
140 1
238 0 2380 o o
tfto1 o [1o1o
=70 21 <1~ 1 2 s of [P 2 EP
toa4 1l ltoaqf "2 2
2308
11011 2 1 38
==l 5 o 1|7|° 1=2-‘0 R 1‘=16+(3—16)=3
100 4

EJEMPLO C. Para determinar si el sistema homogéneo

Xy +3x, +x34+x,=0
2x; +2x,+2x3=0
2x;,+x3=0

—~X;—Xy—Xx4=0

tiene soluciones no triviales basta calcular el determinante de la matriz A de sus
coeficientes. Si |A|#0 solamente posee la solucidn trivial y si |[4|=0 posee soluciones

no triviales, ya que en este caso r(4)<n debido al teorema 1.
Puesto que

1 31 1 1 31 +1
2 22 0| pop-p, |-1 -1 0 -1
2 01 Oof ® | 2 01 0
-1 -1 0 -t -1 -1 0 -1

el sistema posee infinitas soluciones.

—2 —4]=0
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EJERCICIOS 2.4

1. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de
cofactores (comprobar los resultados):

1 0 3 2 01 b3 03
2 1 21 -1 1

O N ALV NS PR
00 1O

) a b _ 1 d —b -
2. Demostrar que si A= con |A|#0, A7 '= utilizando el
¢ d ad—chb\ —c¢ a

teorema sobre la inversa de una matriz.
3. Demostrar que (47)'=(4)"".
4. Probar que |cof (4)|=|A4|""".

5. Hallar la inversa de las siguientes matrices:

b [ 1-1 0

o (11111 1-1 o ftoo o
o T 1-1 010 0]axo
0 01 11 11 00 a —b[bxo
000 11 1—-1 0 0 b a
00001 0 1

6. Hallar la inversa de las siguientes matrices de orden n:

a [1 2 22 .. 2t by [14x 1 |
01 2 .. 202 1 i4+x 1 - 1
00 1 ... 203 1 1 I4+x - 1
00 0 1 1 1 1 - 1+x

7. Encontrar los valores de a y b para los que las matrices siguientes son inver-
tibles:

a fa+l 1 1 by /2 0 0 ¢ (1 a b
1 a—1 1 0 a+1 -1 1 & b
0 1 a+2 0 1 a-3 1 a b
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8. Dada la aplicacion lineal T: R*— R® mediante T(x, y, z)=(x+2y+2z, 3x+y
+22, 3x+2y+2z), demostrar que T es invertible y encontrar su inversa.

9. Sea A una matriz invertible de orden n y triangular superior. Demostrar que 4!
es también triangular superior.

10. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.

a) X +2x,—x3=7 b) 2x1+3x2—5x3—2=01
2X;+ X, +x3=6 3, —x,+2x;4+1=0
xl—x2+3x3=—lj 5x1+4x2—6x3—3=0[

c) 2x;+x,+4x;+8x,=—1
X +3x,—6x,+2x,=3

3x; —2x,4+2x3—-2x,=8

2x, —x,+2x3=4

11. Hallar los valores de m para los que el siguiente sistema posee soluciones no
triviales:

2x—y+z:01
x+my—z=0
x+y+z=0]

12. Hallar la inversa de cada una de las siguientes matrices:

by /1 0 0
a) <cos o —sen a> c) (cos ® sena >
0 cosa —senua

sen o cos o sen & —Cos o
0 sena cosa

Un polinomio de grado n con coeficientes reales es una expresion de la forma f(x)
=ap+a;x+a,x*+---+a,x", con q;eR, j=0,1,..,ny a,#0.

13. Encontrar un polinomio f de grado 2 tal que f(1)=2, f(—1)=4 y f(3)=16.

14. Demostrar que n+1 valores distintos de la variable x determinan de manera
Unica un polinomio de grado n. [Sugerencia: reducir el problema a demostrar que el
determinante de una cierta matriz es no nulo y observar que esta matriz es la que
origina el determinante de Vandermonde.]

15. Demostrar que si un polinomio de grado n tiene n+ 1 soluciones reales distintas |
ha de ser el polinomio nulo. [Nota: x,€R es solucion de f si f(x4)=0.] |
\
|
|

16. Decir para qué valores de a es invertible la matriz 4=(q;;), donde a;;=i—j
sii>jya; = aen el resto de los casos.
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2.5. RANGO DE UNA MATRIZ. RESOLUCION DE SISTEMAS
COMPATIBLES E INDETERMINADOS

En la seccion 1.2 del capitulo 1 definimos el rango de una matriz como el mayor
numero de sus vectores columna que son linealmente independientes. En el teorema 1
de la misma seccion se demostro que el rango de una matriz coincide con el numero de
peldarios de su matriz escalonada.

En esta seccion utilizamos los determinantes para obtener el rango de una matriz.
Demostraremos también el sorprendente resuitado de que el rango de los vectores filas
de una matriz coincide con el rango de sus vectores columna.

Dada una matriz 4 de orden mxn se denomina menor de orden k de A al
determinante de cualquier matriz de orden k formada con los elementos de la
interseccion de k cualesquiera de sus filas y k cualesquiera de sus columnas.

EJEMPLO A. Dada

1 2 3 4
A=1—-1 2 1 1
1 2 0 2
un menor de orden 3 es
1 2 3 4 1 2 4 1 2 4
—1 21 1| |(-1 2 1/=(0 4 5|=-8
1 20 2 1 2 2 0 0 -2
y menores de orden 2 son, por ejemplo:
1 2 3 4
1234 -1 1 2 4
-1 21 1]~ =—1y -1 21 1|~ =—4
10 2 2
1 2 0 2 1 2 02
* k%

Los menores de orden 1 de una matriz son sus elementos. Si A es una matriz
cuadrada de orden n solamente hay un menor de 4 de orden n que coincide con |A|.
En este mismo caso los menores de los elementos de 4 son menores de orden n—1.

Sea A una matriz no nula; siempre podemos encontrar un tinico nimero R que
satisface las siguientes condiciones:

1) A posee al menos un menor no nulo de orden R.
2) Todo menor de A de orden mayor que R es nulo.
Cualquier menor de A de orden R que no es nulo se denomina menor bdsico; las

columnas de la matriz de las que proviene este menor basico se denominan columnas
bdsicas y a las filas se les denomina filas bdsicas.

Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 113

EiEMPLO B. En la matriz

2 2 4 6
A=} 0 0 1 1
11 3 4
los menores de orden tres son:
2 2 4 2 2 6 2 4 6 2 4 6
001,00 1,01 1 yij0 11
1 1 3 11 4 1 3 4 1 3 4

que son todos nulos. Sin embargo, el menor de orden 2:

2 4
0 1

}=z

es no nulo y, por tanto, es un menor basico de A4; sus columnas basicas son la primera
y la tercera y sus filas basicas son la primera y la segunda.
Es facil encontrar otros menores basicos de orden 2 de esta matriz.

* %

El rango de la matriz A del ejemplo B es 2, ya que

22 4 6 1123 1123

001 1]|Sloo1 1] ]oo0 11

113 4 113 4 0011
11 3 1101
B.0o00 1 1200 0]t 1
0000 0000

que coincide con el nimero R de la matriz A.
Esto nos hace pensar en la certeza del siguiente resultado:

TEOREMA 1

Dada una matriz no nula, el nimero R anteriormente definido coincide con
su rango.

Demostracion. El nimero R anteriormente definido no se altera mediante trans-
formaciones elementales en la matriz; la demostracion de esta afirmacion se deja como
ejercicio para el lector (ver el ejercicio 7 al final de esta seccion).
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Asi pues, el nimero R para una matriz A no nula coincide con el namero R para su
matriz escalonada B. La matriz escalonada B es de la forma

—Fila p=r(4)

mxn

donde las matrices sombreadas pueden ser no nulas. El naimero R para la matriz B
no puede ser superior a p, ya que cualquier menor de orden p + 1 incluiria una fila

de ceros.
Por otro lado, ha de ser igual a p, puesto que podemos tomar las p primeras filas y

las columnas ny, n,, ns, .., n, para obtener

1 1 0

1 =1#0

-

Por tanto, R coincide con el nimero de peldafios de B; por el teorema 1 de la

seccion 1.2 este numero coincide con el rango de la matriz. [ ]
1 20
EIEMPLO C. El rango de la matriz A=|2 1 3 jes 2, ya que

315

1 20 1 00 1 0 1

2 1 3|====1{2 -3 3=—12 3 =0 vy \2 1‘=—3#O.

3010597 3 —s 5] (35

* k%

TEOREMA 2 (Teorema del menor bdsico)

Sea 4 una matriz no nula. 1) Cualquier columna de A es combinacién lineal
de sus columnas basicas. 2) El mismo resultado es cierto para las filas de A.
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Demostracién. Debido a las propiedades de los determinantes se puede suponer,
sin pérdida de generalidad, que el menor basico ocupa las R primeras filas y las R
primeras columnas de la matriz 4, donde r(4)=R. Es decir:

aml e amR e am"

donde |C|#0. Sea T}, j=1, 2, .., n, el j-ésimo vector columna de la matriz A. Para
demostrar 1) basta probar que cualquier vector ¥; es combinacion lineal de los
vectores U,, Vs, ..., Dg.

Si 1<j=R, 7, es uno de los vectores T, ¥, .., Tg ¥, por tanto, es combinacién
lineal de ellos.

Si j> R consideramos el sistema homogéneo

a1y 0 4ggp 4y X 0
. . . ., 0

ARy ** Gggr Q4pgj =l : @
. . . ‘o 0

Oy Omp Gy \X; 0

de m ecuaciones con R+1 incognitas. Puesto que el rango de la matriz de los
coeficientes de este sistema es R, que es menor que el niimero de incognitas, el sistema
tiene infinitas soluciones. De todas estas soluciones siempre podemos elegir una de la
forma

Xy d,
X2 d,
XR dg
x d

con d;#0, ya que si todas las soluciones tuvieran d;=0 el sistema (I) seria equivalente
al sistema

ay; 0 4R

7 SO T 3 | I b
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que unicamente posee la solucion nula. Sustituyendo esta solucion en (I) tenemos la

igualdad
a;; 0 Air Ay 4
. . . 1 0
Ar1 "' Grr 4Rj d =|:
. . . R 0
dJ'
Apy *° Our Oy
Esta igualdad puede escribirse de la forma
aji air ay;
I 0
d1 am +"‘+dR aRR +d1 aRJ = .
. . 0

lo cual prueba que 7; es combinacion lineal de ¥, ..., Tg.
El resultado por filas se obtiene de considerar la matriz traspuesta A' de 4, que ha
de tener el mismo rango que A debido al teorema 4 de la seccion 2.2. [ ]

EJEMPLO D. La matriz

21
31
A=l
4 0
21
tiene rango 2 puesto que 31 =2-—3=—1. Por tanto, las filas tercera y cuarta son

combinacion lineal de sus filas primera y segunda. Estas combinaciones lineales se
encuentran resolviendo los sistemas

(1, D=cy2, D+¢5(3, 1) 'y 4,0=4d,(2, )+d,(3, 1)
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o equivalentemente:

201+3c2=1} 2d1+3d2=4}

C1+C2=1 d1+d2=0

lo cual es un buen ejercicio para el lector.

* * *

COROLARIO 3

El nimero maximo de columnas linealmente independientes de una matriz
es igual al niimero maximo de sus filas linealmente independientes.

Demostracion. r(A)=r(A").

COROLARIO 4

El determinante de una matriz (cuadrada) es nulo si y sélo si una de sus filas
(columna) es combinacion lineal de las restantes filas (columnas) de la matriz.

Demostracién. Si A es una matriz cuadrada con |A|=0, r(4)<n (teorema 1 de la
seccion 2.4); por el teorema 2 se obtiene el resultado deseado. ‘

Por otro lado, si 73,7, .., T, son los vectores columna de 4 y 7, =a,7, + 4,7, + -+
+a,_,7,_, realizando las operaciones elementales:

C—Cp =, — o — o, C,
sobre sus columnas se tiene que
ajp 4y ain-1 0
A= dz1 4y, a2,.n‘1 0 —0 -
Ay Gyy an,r.l—l O

2 3 1
EJEMPLO E. El determinante de la matriz { 1 2 0 | es nulo, ya que su tercera
01 -1
columna es dos veces la primera menos la segunda. ;Qué fila es combinacion lineal de
las restantes?

* * *

Los resultados que hemos obtenido sobre el rango de una matriz se aplican a
continuacion para resolver sistemas compatibles e indeterminados.
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EJEMPLO F. Deseamos resolver el sistema

X, +2x,=1
2x1+x2+3x3=2} (0
3x;+%x,+5x3=3
1 20 1 201
Sea A=|2 1 3| la matriz de sus coeficientes y A=2 1 3 2 | la matriz
315 3153
1 2 1 {2
ampliada. Puesto que |2 1 3] =0y 5 1‘= —3, r(4)=2, y puesto que la cuarta
315

columna de A4 coincide con la primera, r(4)=2. Por el teorema de Rouche-Frobenius,

el sistema es compatible e indeterminado.
Puesto que A tiene como basicas sus dos primeras filas, por el teorema 2 la tercera
debe de ser combinacion lineal de las dos restantes; por tanto, la tercera ecuacion del

sistema no introduce nuevas soluciones en (I).
Podemos suprimirla del sistema y tenemos el sistema equivalente:

X, +2x,=1
2x1 +xZ+3X3=2

Poniendo a la derecha de las igualdades las incOgnitas correspondientes a las
columnas no basicas se tiene

X1+2x2=1
2x;+x,=2—3x,

Resolviendo este sistema por la regla de Cramer en funcion de x5 se tiene:

1 2
12—3x3 1‘ 1 —4+6x,
e T =1-2x;
i
1 1
‘2 2—3x,] 2—3x3-2
BTy T 3 T

Haciendo x;=c se tiene

(x1, X2, Xx3)=(1—2¢, ¢, 0)=(1, 0, 0)+ (-2, 1, 1)

Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 119

EJEMPLO G. El sistema

2x1 ——3x2 +5x3+ 7X4: 1
4x; —6x,+2x3+3x,=2
2x,—3x,—11x;—15x,=1 [
es compatible e indeterminado, ya que r(4)=2=r(4)<4=numero de incdgnitas
5
(icomprobarlo!). Puesto que 5 =1%0 podemos suprimir la tercera fila y pasar al
segundo miembro de las igualdades las incognitas x, y x, para obtener
5x3+Tx,=1-2x;+3x,
2x3+3x,=2—4x, +6x,

Resolviendo por la regla de Cramer se tiene

i1—2x1+3x2 7

1=3—6x1 +9x,—144+28x, —42x,=

2—4x,+6x, 3
X3—
1
=22x,—33x,—~11
5 1-2x,43x,
2 2—4x,+6x,
X4= =10—-20x, +30x,—2+4x, —6x,=

1
=—16x, +24x,+38

WNIVERSIDAD DP LA REPUBLICA
FACULTAD DE WGTMIERIA

Haciendo x;=c;, x,=c¢, se tiene:

(X1 X35 X3, Xg)=(cy, €3, 220, —33¢, — 11, —16¢, +24c,+8)=
=(0,0, —11, 8)+c¢,(1, 0, 22, —16)+¢,(0, 1, —33, 24)

* * *

Resumimos a continuacién los pasos a seguir para resolver un sistema compatible
¢ indeterminado:

1) Detectar un menor basico de A.

2) Suprimir las ecuaciones que corresponden a filas no basicas de A.

3) Poner a la derecha de las ecuaciones aquellas incognitas que corresponden a
columnas no basicas de A.

4) Resolver por la regla de Cramer.

* * *
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En la seccion 1.2 (capitulo 1) se demostré que todo sistema homogéneo e indeter-
minado tiene k=n—r(4) soluciones linealmente independientes de manera que cual-
quier otra solucion del sistema es combinacion lineal de las anteriores (véase la
proposicion 3 de la citada seccién).

Para terminar esta seccion daremos una nueva demostracion de este resultado.

Sea AX =0 un sistema homogéneo y sea R =r(4). Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que un menor basico de A esta en su parte superior izquierda. Resolvien-
do A% =0 con las reglas dadas para resolver sistemas compatibles e indeterminadas se

tiene ¢l sistema equivalente:

Aq1Xy+ -+ A pXp= _al,R+1xR+1—'”—alnxn1
. . . . M

Ay X+ FAppXR= —Ap R+1XR+17 """ — QmpXn ‘

Sea T;=(v}y, vj, ..., Ujr) j=1, .., n—R, la solucion que se obtiene de (I) haciendo xg . ;
=1y xg4,=0si k#j, k=1,2, .., n—R, en la parte derecha del sistema.
Los vectores

R+j
€;=(Vj1 Ujzs s Ujgs 0, ., 0, 1,0, 0),

j=1, .., n—R, son linealmente independientes ya que el rango de la matriz

o iz o tig 100 Menor basico de
Uy Uy » Uag 01 .00 orden n—R
Un—R,l vn—R,z rers Un—R,R 0 0 w1

es n—R.
Falta demostrar que cualquier otra solucién de AX=0 es combinacion lineal de

€y, €3y, €y g
Sea

T=(Uy, Uyy ey Ugy, UR 4 15 wor Uy)

otra solucion de AX= 0. Consideremos el vector

El vector €, es de la forma

€o=(2y, 23, s Zg, 0, 0, ..., 0)

como facilmente puede comprobarse. Ademas, €, es solucion de AX =0, ya que es
combinacién lineal de soluciones de este mismo sistema (proposiciéon 2 de la seccion
1.2).
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Por tanto, (z,, z,, .., zg) €s solucion del sistema

agx, +-+ aleR=01

agiX; +-+ aRRxR:OI

que se ha obtenido de (I) poniendo xgz,,=0, .., x,=0, como corresponde a las n
—R Ultimas componentes de €,. Puesto que el determinante de la matriz de este
sistema es no nulo (;por qué?), el sistema solamente posee la solucion trivial. Por tanto,
€,=0 y tenemos

€=Ugi €+ +Ue, g

que era lo que deseabamos demostrar. [

EJERCICIOS 2.5

1. Encontrar, mediante menores, el rango de las siguientes matrices:

a [2 -1 3 -2 4 by /1 2 3 o /1 2
4 -2 5 17 21 0 301
2 -1 1 82 11 -2 4 0

d /43 -5 2 3
8 6 —7 4 2
43 -8 2 7
43 12 =5
8 6 —1 4 —6

2. Encontrar el rango de la matriz

1 a -1 2
2 -1 a s
1 10 —-6 1

para los distintos valores del nimero real a.

3. Demostrar que n+1 vectores cualesquiera de R" son siempre linealmente depen-
dientes.

4. Probar que los siguientes sistemas son compatibles € indeterminados y resolverlos.
a) 3x1+4x2+x3+2x4=31 b)  dx +x,-2x3+x,=3
6x,+8x,+2x3+5x,=7
9%, +12x, +3x5;+10x,=13 ,

X, —2x,~Xx3+2x,=2
2xl+SX2_X4= —1
3x1 +3X2—X3—3x4=1
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C) x1+xZ+X3:1
—x;+3x,=0
2x; +6x,+3x,=3

5. Estudiar mediante menores y aplicando el teorema de Rouche-Frobenius la
compatibilidad de los siguientes sistemas:

a x+2y+2z=3 b) 2x+z=Ol
y+22=21 4x—6y=2;
3x+2y=1} —2x+12y+z=7y
Sx+Ty+6z=2
c) 2x+y=2l d) x—+—5y—+-22=3l
2x+3z=4 2y+5z+3t=2
x+2y+5t=0[ —2x+4y+2t:1‘

6. Dado el sistema de ecuaciones lineales

3x;+x,—8x3+2x,+x5=0
2x;—2x,—3x3—Tx,+2x5=0

x1+11x2—12x3+34x4—5x5=0J
X —5x,+2x,—16x,+3x5=0

encontrar el mayor namero de soluciones que sean linealmente independientes. Indicar
uno de estos conjuntos linealmente independiente de soluciones.

7. a) Sea E una matriz elemental de la forma

. C —fila i

demostrar que ¢l niimero R para EA coincide con el numero R para A.

b) Sea E una matriz elemental que se ha obtenido intercambiando dos filas de la
matriz identidad; demostrar que el nimero R para EA coincide con el nimero R
para A.

¢) Sea E la matriz elemental de la forma
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1
E= 1 ———fila i
¢ oo 1. ] filaj;
g

demostrar que el numero R para EA coincide con el nimero R para A.

Notas. En este problema, 4 es una matriz cuadrada. Las demostraciones de
estos resultados deben realizarse sin utilizar el teorema 1.

Este problema completa la demostracion del teorema 1 de esta seccion.

2.6. DETERMINANTES Y PERMUTACIONES

Presentaremos a continuacion una nueva formula para calcular el determinante de
una matriz cuadrada. Esta nueva férmula requiere el concepto de permutacion.

Recibe el nombre de permutacion de los nimeros naturales 1,2, ., n toda
aplicacion biyectiva del conjunto {1, 2, .., n} en si mismo. Las permutaciones se
representaran con las letras griegas a, f§, 7, ...

EJEMPLO A. Las permutaciones de los numeros naturales 1 y 2 son
« {1, 2} {1, 2} dada por a(l)=1y a(2)=2, y B {1, 2} {1, 2} dada por p)y=2y
pO)=1.
A continuacion escribimos las permutaciones de los numeros naturales 1, 2 y 3:
ap a()=1, «,(2)=2, «,(3)=3
at a(l)=2, a)2)=1, ay(3)=3
a3 ay()=3, o3(2)=1, a33)=2
ag ag(1)=3, 0,(2)=2, a,3)=1
as: as(l)=2, as(2)=3, as(3)=1
ag ag(l)=1, ag2)=3, wax3)=2
Al lector se le ha pedido todas estas aplicaciones en el ejercicio 2 de la
seccion 1.3.

* k¥

En el ejemplo anterior puede observarse que para escribir una permutaciéon no es
necesario escribir los elementos del conjunto inicial; basta con escribir ordenadamente
la imagen de los elementos en su orden natural. Asi, por ejemplo:

=03 1 2

as=(2 3 1)

donde a3 y as son como en el ejemplo A.
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Si llamamos S, al conjunto de todas las permutaciones de los n primeros nu-
meros naturales y ae S, podemos escribir

a=(x(l) «2) - «n)

Dada una permutacion o de S,, diremos que en « se ha realizado una inversion si se
han intercambiado entre si dos elementos de su imagen. El resultado de realizar una
inversién en una permutacion es, de nuevo, una permutacion.

EJEMPLO B. f=(14325) es una permutacion que se obtiene de a=(54321) reali-
zando una inversion; a saber, se han invertido el 1 y el 5.

* * *

Sea k, el nimero de inversiones que es necesario realizar en la permutacion o para
transformarla en la permutacion identidad; el niimero k, no es fijo para una permuta-
cion e S, sino que varia con el orden en que se realicen las inversiones. Sin embargo,
si por un procedimiento se ha necesitado un numero par (impar) de inversiones
cualquier otro procedimiento debe necesitar un niimero par (impar) de inversiones.

Por tanto, el namero

sig (@)= (— 1)

que recibe ¢l nombre de signatura de «, no depende de la forma en que se realicen las
inversiones. Este resultado puede encontrarse demostrado en cualquier libro de teoria
de grupos.

Si k, es par, la signatura de « es +1 y entonces diremos que o es una permutacion
par; si k, es impar, la signatura de o es —1 y entonces diremos que o es una
permutacion impar.

EjEMPLO C. Dada la permutacion a=(53142) podemos invertir €l 1 y el 5 para
obtener a, =(13542); a continuacion invertimos el 2 y el 3 para obtener a,=(12543);
finalmente invertimos el 3 y el 5 para obtener a;=(12345), que coincide con la
permutacion identidad. Por tanto,

sig () =(—1)'=—1
El proceso que hemos seguido para hallar la signatura de « puede esquematizarse
de la siguiente forma: '
551 352 553
a=(53142) —> (13542) —5 (12543) —5 (12345)
* * *

Pasamos a continuacion a encontrar una féormula para el determinante, que utiliza
el concepto de permutacion. Si comenzamos con matrices de orden 3 sabemos que

a;y 4y 4y3
Ay, Gy ap3|=01,055033+ 015833031 +01303143;
dzy Q4s; 4z

— Q13032031 —A1305133—d11023d33
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Qbsgrvar que esta «suma algebraica» posee 6 elementos y que cada uno de sus
terminos tiene 3 elementos, de manera que cada uno de estos tres elementos proviene
de dis_tinta fila y distinta columna que los restantes. Ademas, el subindice de las filas
esta siempre ordenado, mientras que el subindice de las columnas forma una permuta-

cion de los elementos 1, 2 y 3. Por tanto, los 6 términos anteriores pueden escribirse de
la forma

A1a(1)3242)%3a3p 2 ES;

afectados de un signo «positivo» o «negativo». Para determinar el signo de cada uno
dp estos sumandos observamos que los términos positivos corresponden a las permuta-
ciones pares cx'12 ®, y a3 del ejemplo A y los términos negativos corresponden a las
permutaciones impares o4, &5 y 2 del ejemplo A. Por tanto:

a1 4y a3

az1 4z Gy3|= Z (Sig(“))a1a(1)aza(2)asa(3)
aesS
d3; 4z QAs3 ’

Este resultado sugiere el siguiente:

TEOREMA 1

Sea A=(a;); j-,, .., una matriz de orden n; si definimos

A(A) = Z (Slg (a))ala(l)aZa(Z) **Apa(m)

aEeS,

se tiene que |A]=A(A).

Antes de demostrar el teorema 1 necesitamos los siguientes resultados:

LEMA 2

Si A es una matriz (a;)); ;=,, ., en la que la j-ésima fila es una suma de la
~ P o
forma a;;=b;;+bj;, j=1,2, .., n y escribimos

all alZ aln all a12 aln
B={ by b, - b, ; B'=| by, b, - b,
a,,l anz e a'm anl anz vee an"

se tiene que

AMA)=A(B)+ A(B)




Algebra y Geometria

126

Demostracién. Por la definicion de A se tiene que

A(A)= 2 (sig () 1a(1) Vi) *Onaemy =
aes,
= Z (sig (@)A1 a1y " [bia(i) + b;a(i)] T
aeS,
= Z (sig (@))14(1) * Diagiy* *Gnamy + Z (sig (0)a1 41y *Diagy " Cnatmy =

a€eS,

a€eS,
=A(B)+ A(B) [ ]

LEMA 3
Si A=(a;); j=1,..n ¥ A; denota la matriz

0 SRR AR 0

que se obtiene de A4 sustituyendo todos los elementos de la altima fila por cero
excepto el que ocupa la columna j, se tiene que

A(A)=(=1""a,A(A,)

donde A,; denota la matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (n, j).

Demostracién. Comenzamos observando que si B es la matriz que se qbtiene de A
intercambiando dos columnas se tiene que A(B)= —A(A); la demostracion de este

resultado se pide en el ejercicio 3 al final de esta seccion. .
Intercambiamos la columna j de 4; con todas las columnas posteriores a ella hasta

llevarla a la ultima columna de la matriz; se obtiene asi la matriz

b“ bl,j—l blj bl,n—l bln
byy - bz,j—l b2j o by ban =
0o - 0 o - 0 by
Ay 0 Gp -1 Grye1 0 Qi
Gyp v Gg4-1 Gz5+1 7t G2, Ay

0 0 0 0 ay;
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Puesto que la columna j se ha intercambiado n—j veces para llevarla a la altima
columna, se tiene que

A(B)=(—1)"""A(4)
Observando que (—1)™"=(—1)" se tiene que
A(4)=(=1)"""AB)=(-1y"*A(B) *)
Para calcular A(B)) utilizamos la definicion de A y se obtiene:

A(Bj)= Z (sig “)bxau)“'bn— Lamn—1)" bna(n)

aeS,
a{n)=n

ya que si o{n)#n, by, =0. Toda permutacion «eS, que satisface a(n)=n puede
interpretarse como una permutacion €S, _ | sin mas que definir f(k)=a(k), 1 <k<n—1;
reciprocamente, si feS, ; podemos definir aeS, tal que ak), 1<k<n—1y
a(n)=n; ademas, sig(x)=sig(f). Por tanto:

A(Bj)zbnnl: Z (Slg B)bla(l)'“bn— 1,8(n— 1):|=bnnA(Bml)

BeSn-
Puesto que b,,=a,; y B,,=A,;, s tiene que
A(Bj) =a,;A(A,)

Sustituyendo este resuitado en la formula (*) se obtiene de resultado deseado. W

Demostracion del teorema 1. Realizaremos la demostracion mediante el método de
induccion. Si 4 es de orden 3 ya hemos comprobado anteriormente que el resultado es
cierto; el lector puede comprobar que el resultado es también cierto si 4 es de orden 2.

Supongamos que el teorema es cierto para toda matriz de orden inferior a n y sea 4
=(a;)i,j=1..,,» una matriz de orden n. La matriz A4 puede escribirse de la forma

gy a Ain
e a.2 1 a 22 a?"

@y +0+--+0 O4a,+--+0 0+0+-+ay,
Aplicando repetidamente ¢l lema 2 se tiene que
A(A)=AA)+A(A) + -+ AA) + -+ A(A,)

donde A4, j=1, 2, .., n, es como en el enunciado del lema. Por el lema 3 se tiene que

AA) =(=1)"" Ay )+ - + (= 1) a, A A, ) + - +(— 1)*"a,,A(A,,)
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Puesto que las matrices A,; j=1,2, .., n, son de orden n—1, por la hipotesis de
induccidn se tiene que

A(A)=(— 1)n+ 1anl|/4nl1 + - +(— 1)n+janj|Anj| +e +(‘ l)znannlAnnl = |A|

donde la ultima igualdad se debe al teorema 3 de la seccion 2.2 (desarrollo del
determinante por la ultima fila). Esto termina la demostracion. ]

La formula del determinante resulta engorrosa cuando se trata de matrices de
orden superior a tres si queremos utilizarla en el calculo practico. Por otro lado, es
bastante eficiente para realizar algunas de las demostraciones de las propiedades de los
determinantes, que se expusieron en la seccion 2 de este mismo capitulo.

Por ejemplo, la propiedad 1, que expresa que si una matriz tiene una fila (columna)
de ceros su determinante es nulo, es facil de demostrar. Basta observar que en todos
los términos de A(A) aparece un elemento nulo y, por tanto, |A| = A(4)=0. Las
demostraciones de otras propiedades se piden en los ejercicios al final de esta seccion.

EJERCICIOS 2.6

1. Dadas las permutaciones

a=(23154) , B=(13245) , y=(53412)
1=(31856472) , 6=(4321)

calcular la signatura de cada una de ellas y la signatura de f°a, B lyyept

2. Indicar el signo de los términos d,,a,3d31044 Y @140,1G3,d43 €n el desarrollo del
determinante de una matriz de orden 4.

3. a) Demostrar que si f es la permutacion que se obtiene de « intercambiando (i) y
a(k), i#k, se tiene que sig(f)= —sig(x).

b) Demostrar que si B es la matriz que se obtiene de 4 intercambiando dos columnas
se tiene que A(B)= —A(A).

4. Demostrar que si B es la matriz que se obtiene de 4 multiplicando una de sus filas
por r se tiene que A(B)=rA(A).

5. Utilizar el problema 3 para demostrar que si A es una matriz con dos filas
idénticas se tiene A(A)=0.

- |
CAPITULO 3

LA GEOMETRIA DEL PLANO
Y DEL ESPACIO

3.1. Rectas en un plano

3.2. Rectas y planos en el espacio

3.3. Distancias y angulos. Producto escalar
34. Figuras en el plano y en el espacio
3.5. Areas y voliumenes. Producto vectorial

La geometria es la rama de la matematica que estudia la forma y el tamarfio -
de las figuras, asi como las trasformaciones que sobre ellas se ejercen. Depen-
diendo de que las figuras estén en un plano o en el espacio se obtienen las
geometrias descritas en el titulo de este capitulo.

La antigua civilizacion griega poseia muchos conocimientos acerca de la
geometria. Estos conocimientos fueron recogidos por uno de sus mejores expo-
nentes, Euclides, que los recopildé en un libro denominado Los elementos. La
traduccion de este libro, que llegd a Europa a través de la civilizacion arabe, ha
sido la base de todo el estudio de la geometria hasta finales del siglo XIX. Los
elementos estan basados en un sistema de verdades evidentes, denominadas
axiomas, a partir de las cuales se deducen las propiedades de las figuras mediante
un razonamiento logico.

Ejemplos de propiedades de las figuras son los siguientes:

1) Los angulos formados por rectas perpendiculares entre si son iguales.

129
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2) Las mediatrices de los catetos de un triangulo rectangulo se cortan en el
punto medio de la hipotenusa.

En el siglo XvII el filésofo y matematico francés R. Descartes introdujo la
nocién de coordenada de un punto; todo punto tiene una representacién con
respecto a unas rectas dadas que se cortan. Los trabajos de los matematicos
durante los dos siglos siguientes mostraron que las propiedades geométricas de
las figuras pueden demostrarse mas facilmente utilizando el sistema de represen-
tacion mediante coordenadas cartesianas. Esta forma de estudiar la geometria se
denomina geometria analitica.

La geometria analitica sustituyo a la geometria de Los elementos de Euclides
a finales del siglo X1X y actualmente es la forma mas extendida de estudiar la
geometria.

La geometria analitica del plano y del espacio ocupara gran parte de nuestra
exposicion en este capitulo, dedicaremos también alguna seccion a estudiar
propiedades de las figuras desde el punto de vista euclideo.

3.1. RECTAS EN UN PLANO

Dadas dos rectas en un plano que se cortan en un punto O, cualquier otro punto
del plano queda determinado por dos numeros que reciben el nombre de componentes
con respecto a las rectas dadas. Estas componentes se obtienen de la siguiente manera.
Fijada una unidad de medida u en cada una de las rectas /,, [, todo punto P del plano
tiene como componentes x € y, donde x es la distancia, medida con la unidad u, del
punto P a la recta I, siguiendo una paralela a I, ¢ y es la distancia del punto P a la
recta I, siguiendo una paralela a I,, midiendo la distancia con respecto a la unidad de
medida u (figura 1).

Fig. 1
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Si las rectas [, y I, son perpendiculares, diremos que tenemos un sistema de
coordenadas rectangulares o cartesianas. La primera componente se denomina abscisa
del punto y la segunda ordenada. De acuerdo con esta nomenclatura la recta I, se
denomina eje de abscisas y I, se denomina eje de ordenadas, escribiéndose también por
OX y OY, respectivamente. A la izquierda de O en la recta [, y por debajo de O en la
recta [, se toman medidas negativas. El punto de interseccion O se denomina origen de
coordenadas (figura 2)

YJLIZ
=3, 5)m————-4 Eje de
I 1l n/ ordenadas
| 1
I
f———— P(3,2
' 1 (3,2)
1
N ! i N . 1 h
A T T 0 T 1] T T x
b
|
|
|
I ES
(-1,—4) L_._ Eje de
1 abcisas
Figura 2

Un plano dotado de un sistema de coordenadas se designa por R2.

Otra forma de tratar a los puntos de R? es considerarlos como el extremo de un
vector cuyo origen es el origen de coordenadas (véase la figura 3).

El algebra de los vectores se ha estudiado en la seccion 1.2 del capitulo 1. La suma
de los vectores Ty y 7, es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados los
vectores 7y y 7, (véase figura 4.4)). El producto de un vector ¥ por un numero real ¢ es

Fig. 3
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otro vector cuyo extremo es el punto que tiene como componentes ¢ veces las
componentes de U’; el vector ¢ tiene el mismo sentido que ¥ si ¢ es positivo y distinto
sentido si ¢ es negativo (ver figura 4.b)).

Y Y
(2
c>0
P
)
0 5 X
v
c<0
Fig. 4.0) Fig. 4.b)

Dados dos puntos P=(x;, y;) ¥ @ =(x,, ¥,), se denomina vector P_Q', al vector con
origen en P y extremo en @; sus componentes son

@=(x2-x1, Yy2—Y1)

y, por tanto, es equivalente al vector que tiene como origen O y extremo un punto R de
coordenadas (x, —xq, ¥, —¥1)-

Y2
Y1
xl/

Fig. 5 .

Dado un vector 7, el conjunto de puntos t7, donde t es un nimero real, determina
la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene a 7 como vector director (ver

figura 6.a)).
La recta r que pasa por el punto Py tiene a T como vector director se representa

mediante el conjunto de puntos
P+t
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<\

a) Fig. 6 b)

donde ¢ es un numero real. Si P=(p,, p,) y T =(v,, v,) cualquier punto (x, y) de la recta
r se escribe de la forma

(%, Y)=(p1, p2)+ v, v3).
Igualando componentes se tiene:
X=p,+tv,
y=p;+ wz}
que se denominan ecuaciones paramétricas de la recta r.

EJEMPLO A. Para encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa pbr
los puntos P=(2, 1) y Q=(—1, 3) observamos que uno de sus vectores directores es
PJ=(—3,2) y puesto que pasa por el punto P=(2, 1) se tiene

x, =02, )+t(-3,2)
x=2—-3¢
y=1+2t}

0=1(-1,3)

o bien

Fig. 7
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Nota. La representacion paramétrica de una recta no es unica; en el ejemplo
anterior podriamos tomar 1PQ =7 como vector director y Q como uno de los
puntos de la recta; se obtendrian en este caso las ecuaciones

(x, )=(—1, 3)+t<—%, 1>

que representan la misma recta.

* kX

En la recta de ecuaciones paramétricas

x=p1+tul}
y=pyt+iv,

podemos eliminar la variable real t despejandola en cada una de las ecuaciones e
igualando los resultados; se obtiene

XD t_y—Pz
v, v,
y, por tanto:
X—py V=P
Uy U,

siempre que v, y v, sean no nulos. La igualdad anterior puede escribirse de la forma
VX =01y +01p;— 0P =0
o bien
ax+by+c=0,

que se denomina ecuacion general de la recta en coordenadas cartesianas.
Si v, =0, las ecuaciones paramétricas de una recta se escriben de la forma

X=pD } ]
y=p;+iv,

Puesto que de la primera de las ecuaciones ya se ha eliminado el parametro ¢, la
ecuacion general de esta recta es
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Si v,=0, la ecuacion general de la recta es x=p,. Estos casos particulares correspon-
den a rectas paralelas a los ejes de coordenadas (ver figura 8).

)
x=0
Yy=p2
12}
0f ~¥—— y=0 5%
D1
X=p,
Figura 8

EJEMPLO B. Para encontrar las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por el
punto P=(2, 1) y tiene como vector director (—1, 5) escribimos sus ecuaciones

paramétricas
x=2—t 0
y=1+5¢
y eliminamos t:
x—2 y—1
t= = X——
—1 5
Por tanto:
S5x+y—11=0

Otra forma de eliminar ¢t en (I) es considerar que tenemos un sistema de dos
ecuaciones con una incOgnita t, mientras que x € y son constantes, es decir, el sistema

—t=x—2

St=y—1 .
Puesto que fijados x e y este sistema tiene una sola solucion en ¢, del teorema de
Rouche-Frobenius se deduce que

(47

-
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~1 -1 x=2 .
Puesto que r< 5 ):1 hemos de tener que r s v =1, y esto es equivalente a
-1 x-2
=0.
S y-—1

Desarrollando este determinante se obtiene
—y+1-5x+10=0

que es el mismo resultado que obtuvimos anteriormente.

* k%
Dadas dos rectas en un plano pueden darse los siguientes casos:

a) Las dos rectas se cortan en un solo punto.

b) Las dos rectas son paralelas.

¢) Las dos rectas coinciden.

Si se conocen las ecuaciones de las rectas en coordenadas cartesianas podemos

determinar su posicion relativa, es decir, cada uno de los casos anteriores, estudiando
las soluciones del sistema formado por las dos ecuaciones. Si las ecuaciones son

r15a1x+b1y+cl=0} )

r,=a,x+b,y+c,=0

tendremos el caso a) si el sistema (II) posee una sola solucion; por el teorema de
Rouché-Frobenius esto sucede solamente cuando

a; by £0

a, b,

En el caso b) el sistema (II) no posee solucion, y, por tanto, se ha de tener

a, b, a, by —¢
r #r
a, b, a, b, —c;

Finalmente, si las rectas coinciden el sistema (II) posee infinitas soluciones y, por

tanto, se ha de tener que
a, b a, b, —c
At T )=r <2
a, b, a; by —c
En los ejercicios no es conveniente memorizar los resultados obtenidos, sino
obtenerlos en cada caso mediante la utilizacion del teorema de Rouché-Frobenius.
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EJEMPLO C. Las rectas de ecuaciones 3x+2y—7=0y 6x+4y+1=0 son paralelas,

ya que
3 2 32 7
r =1y r =2
6 4 6 4 —1
* * *

Si las rectas estan dadas en coordenadas paramétricas podemos estudiar su
posicion relativa pasandolas a coordenadas cartesianas. Sin embargo, también puede
conocerse su posicion a partir de sus coordenadas paramétricas, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO D. Dadas las rectas de ecuaciones

rix o y=(1,0+t—1, 2)
ry (X, y)=(—=2, )+s(—1, —3)

(=12

S

(1, 0)

81

Figura 9

ambas se cortan si y solo si existe un unico valor de ¢ y un Gnico valor de s para los
cuales se obtiene el mismo resultado de x ¢ y. Por tanto, el sistema

(1, 0)+t(—1,2)=(—2, D+s(—1, —3)

tiene solucion Unica en ¢ y s. Igualando componentes se tiene

l1—t=-2—5 —t+5=-3
<>
2t=1-3s 2t+3s=1
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Este sistema posee solucion Unica, ya que

-1 1
‘ ‘:—3—2:—5;&0

2 3

Por tanto, las rectas dadas se cortan en un inico punto. Para encontrar las coordena-
das del punto de corte encontramos los valores de t y s que satisfacen el sistema
anterior y sustituimos en las ecuaciones de las rectas:

}—3 1‘ -1 -3
—1
IR I CIP B |
-5 -5 -5 -5

(LO+2(—1,2)=(-1,4) ; (=2, )+(—=1)—1, =3)=(—-1,4)

Se trata, por tanto, del punto (— 1, 4). Observar que solamente es necesario calcular el
valor de t o el de s, pero no ambos, para obtener el punto de corte. El hallar los dos
valores sirve de adecuada comprobacion.

% k%
Supongamos que las rectas de ecuaciones
P+tﬁ:(p1’ p2)+t(uls uZ)

Q+sv"=(q,, g;)+5s(vy, v3)

son paralelas o coincidentes. En el primer caso el sistema

p1ttu,=q,+sv
1 1 1 1} (III)

Dy t+tuy,=q,+sv,

no posee soluciones y en el segundo posee infinitas soluciones. En cualquier caso,
aplicando el teorema de Rouché-Frobenius el rango de la matriz de los coeficientes de
sus incognitas ha de ser 1 y, por tanto, se tiene

“t. 70 =0 <

U, —0;

Puesto que los vectores ' y ¥ son no nulos, por ¢l teorema del menor basico (teorema
2 de la seccidon 2.5) se obtiene que T es una combinacion lineal de 7, es decir:

U=crv

Por tanto, los vectores @ y T son proporcionales.
Reciprocamente, si T y 7 son dos vectores proporcionales, las rectas que los tienen

como vectores directores son paralelas o coincidentes.
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EJEMPLO E. Las rectas (1, 2)+t(—1,4) y (—1, 0)+s(2, —8) son paralelas o
coincidentes, ya que (2, —8)= —2(—1, 4). Para determinar si son paralelas o coinci-
dentes escribimos el sistema que se obtiene de igualar las dos ecuaciones:

1—t= —1+2s} . —t=2s= —2}

24+4t=—8s 4t +8s=—2

Puesto que

-1 =2 o

4 8

tenemos que

-1 =2

r =1,
y puesto que
-1 =2
=2+8=10#0

se tiene que

-1 -2 =2
r =2
4 )
Las rectas, por tanto, son paralelas.
* * *
Para terminar esta seccidn observamos que la ecuacion
1 x vy
1 a, a,|=0
1 b, b,

determina una recta que pasa por los puntos A=(ay, a,) y B=(by, b,). Para prgbar
este resultado observar que desarrollando el determinante por la primera fila se tiene:

1 a,

1 a,

a a

b, b,

—X +y =0

que es la forma general de la ecuacion de una recta en coordenadas cartesianas;
ademas, la recta pasa por los puntos 4 =(a,, a,;) y B=(by, b,), ya que al sustituir x e y
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por los correspondientes valores de 4 y B se obtiene un determinante con dos filas
iguales.

EJERCICIOS 3.1
1. Dados P=(1,0), 0=(-1,2), T=(l, —=1) y v'=(3, —2), hallar las ecuaciones
paramétricas y cartesianas de las siguientes rectas, y dibujarlas:

a) Recta que pasa por P y tiene como vector director 2U.
b) Recta que pasa por P y tiene como vector director U +7.
¢) Recta que pasa por Q y tiene como vector director U —27.

2. Demostrar que la ecuacion de una recta que pasa por los puntos P=(p;, p;) y @
=(q,, g,) puede escribirse de la forma

4,—p .
y—py=——"2(x—p)), si q,—p;#0
q1— D1

[Nota: El namero (q,—p,)/(q, —p;) s¢ denomina pendiente de la recta.]

3. Determinar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y encontrar el
punto de interseccion si se cortan:

a) (o=@ D+, 1) y (x,9)=>1,0+s=5 —3)

by x+y=1 y 2x—y=2
¢) 2x—y=4 y (x, )=02,0+t-2, —4)
d) (x,y)=1-12) y (x, »=(1,0)+s(2,3)

4. Determinar ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas, y dibujarlas:

a x—2y=5 b) 2x—y=3 ) x=3 d y=0
[Nota: El resultado no es necesariamente {inico.]

5. Dada la recta de ecuacion ax+ by +c=0, demostrar que todas las rectas paralelas
a ella tienen una ecuacion de la forma ax +by+ ¢’ =0 con ¢’ € R. [Nota: El conjunto de
las rectas paralelas a una dada se denomina haz de rectas con la propiedad citada.]
Encontrar la ecuacion del haz de rectas paralelas a la recta que pasa por (1, 2) y tiene
(—1, 1) como vector director.

6. Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de las siguientes rectas,
comprobando el resultado si se cree posible:

a) Paralela a (x, y)=(3, 3)+t(2, 1) que pasa por (1, 0).
b) Paralela a 2x—y=>5 que pasa por (1, —2).
¢) Paralela por el punto (—2, —3) a la recta que pasa por (1,0) y (0, 1).
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7. Demostrar que la recta que pasz por los puntos P y  tiene como ecuaciones
paramétricas

(1—-0P+tQ
o bien
sP+1tQ con s+t=1

8. Dadas las rectas secantes de ecuaciones

ax+b,y+c,=0

a,x+b,y+c,=0
comprobar que para cada par de valores ¢, s la ecuacion

Ha,x+by+c)+s(a,x+b,y+c¢,)=0 (¥

es una recta que pasa por el punto P de interseccion de las anteriores y que todas ellas
se obtienen asi.

[Nota: (*) se denomina la ecuacion del haz de rectas que pasan por P.}

,//\\ <

Haz de rectas por P

9. Utilizar el problema anterior para encontrar:

a) La recta que pasa por (1, 1) y por la interseccion de x+y=2, 2x+y=>5.
b) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (1, 4).
¢) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (0, 0).

3.2. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

De manera analoga a como se hizo en el plano puede introducirse en el espacio un
sistema de coordenadas de manera que todo punto del espacio quede determinado por
tres nameros, que se denominan sus componentes. Basta para ello considerar tres rectas
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que se cortan en un solo punto, que serd el origen, y cualquier otro punto queda
determinado por su «distancia» a cada uno de los planos que determinan dos de las
rectas dadas tomada paralelamente a la tercera (ver figuras 1 y 2).

z
P1 f
z /”’fh‘\\\})=(l’1a P2 P3) P=(p.. 72 p3)
- / =,
S~ 7/V/;_//
Dz / A== —=A
4]
! / /// 7 i
-1t '( =
: Ps3 | f
| P2 ! !
] L
-t > —
12} 7 y
| _L//
x
Figura 1 Figura 2

Si las rectas dadas, que se denominan ejes de coordenadas, son perpendiculares,
tenemos un sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano. Cada punto del espacio
queda determinado por sus tres componentes, que se denotan por (x, y, z) o
(xla X2, x3)‘

Denotaremos por R3 al espacio con un sistema de coordenadas rectangulares.
Todo punto P de R® puede interpretarse como un vector que tiene como origen el
origen de coordenadas y como extremo el punto P. La suma de vectores y el producto
de un vector por un nimero real tienen en R* la misma interpretacién geométrica que
en el plano (ver seccion 3.1).

Dados un punto PeR? y un vector 7 eR>, el conjunto de puntos que se representa
de la forma

P+tv

donde t es un niimero real, determina la recta que pasa por P en la direccién de 7. Si P
=(p1, P2, P3) ¥ U =(vy, V3, v3) podemos escribir

X= pl + tvl
y=py+1v, 1))
z=p;+1iv;
EJEMPLO A. La recta que pasa por el punto P=(l, 2, 3) y tiene a T=(—1, 1, 2)
como vector director tiene como ecuaciones paramétricas
x=1—t
y=2+t
z=3+2t
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Figura 3

Dados dos puntos Py Q en R?, la ecuacion de la recta que pasa por Py Q tiene
como ecuaciones paramétricas

P+1HQ—P)

ya que uno de sus vectores de direccion es T=0Q — P. Por tanto, la ecuacién paramétri-
ca de una recta que pasa por P y Q puede escribirse de la forma

(1—tP+1Q
o bien
sP+tQ con s+t=1.
Dadas dos rectas en el espacio, existen cuatro posiciones en las cuales pueden
encontrarse (ver figura 4). O bien se cortan en un solo punto, o se cruzan sin cortarse,

o son paralelas en el sentido de que sus vectores directores son proporcionales o son
coincidentes.

La posicion relativa de dos rectas en el espacio puede determinarse estudiando el
sistema formado al igualar las correspondientes coordenadas de las dos rectas dadas y
determinando si sus vectores directores son o no proporcionales en los casos segundo
y tercero.

Rectas que
se cortan

Rectas que / Rectas / Rectas
se cruzan paralelas coincidentes

Figura 4
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EJEMPLO B. Para determinar la posicion relativa de las rectas
x, y,2)=(1,0, )+1(—1, 1,0
(x, y,2)=(0, 1, 2)+s(2, 0, 1)
igualamos las correspondientes coordenadas para obtener el sistema
(1,0, )+t(—1,1,0)=(0, 1, 2)+s(2,0, 1)

0 equivalentemente:

t=1
—s=1]
Puesto que
-1 =2
r 1 0|=2
0 -1
y
-1 -2 -1
r 1 0 1]=3
0 -1 1
ya que
-1 -2 -1 -1 -2 -1 50
1 0 1|=| 0 -2 O(=-1 ) 1=2;é0
0 —1 1 0 -1 1
. ©, 1, 2)
- ———
e :
'
1,0,1 “ll‘-_
(/H)'/%U’O)
! 1
am XY

Figura §
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el sistema no posee ninguna solucion. Por tanto, las rectas dadas se cruzan o son
paralelas. Puesto que sus vectores directores no son proporcionales (;por qué?), ambas
rectas se cruzan.

* * %

Dada una recta en coordenadas paramétricas como en (1), podemos despejar ¢ de
cada una de las igualdades para obtener:

siempre que v;, v, y v; sean no nulos. Tenemos, por tanto, las igualdades

X—D =Y“‘P2 27 Ps

@

que se transforman en las tres igualdades siguientes:

UpX =01y =001 — 01D,
U3Y =032 =03p; —U,P;
U3 X — 01 Z=03D; — VD3

cada una de las cuales es deducible de las otras dos como se deduce facilmente de la
forma en que se han obtenido. Por tanto, podemos escribir

02X—U1y=02P1—U1P2} 3)

U3V —U,2=03p; —U,P;3
como las ecuaciones de la recta dada, que reciben el nombre de ecuaciones carte-
sianas.

EJEMPLO C. Para hallar las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por los
puntos P=(1,0,1) y Q=(—2, 1, 2) escribimos sus ecuaciones paramétricas

(x, ¥, 2)=(1,0, )+¢(=3, 1, 1).

Tenemos, por tanto: 'QY'
P4
x—1 y—0 z—1 PPN o
311 G
o bien
x+3y=1
y—z=-—1
* * *
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Si alguna o algunas de las componentes del vector 7" son nulas (jno tqdas pueden
ser nulas!) se obtienen rectas en posiciones especiales con respecto a los ejes y planos
coordenados. Por ejemplo, si v, =v, =0, v3#0 se obtiene una recta paralela al cje 0z
que pasa por el punto P=(p;, p,, p3); esta recta tiene como ecuaciones cartesianas

X=py, Y=D2

Se invita al lector a buscar otros casos particulares.

* k%

Dados dos vectores T y T en R* no proporcionales y un punto P de R® el conjunto
de puntos que se representa de la forma

P+tu+st

con t y s nimeros reales es un plano que pasa por el punto P y tiene T y T como
vectores directores.

Figura 6

Si P=(p,, py, P3), T =(ty, Uy, u3) y T=(vy, v, v3) la ecuacion del plapo que pasa
por P y tiene ¥ y ¥ como vectores directores puede escribirse con las igualdades

x=p1;ktu1+sv1 1
y=p;+tu,+sv,

)
Z=p3+tuy+50; [

que reciben el nombre de ecuaciones paramétricas del plano considerado.
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Si queremos encontrar las ecuaciones cartesianas de este plano, es decir, ecuaciones
que solamente contengan x, y y z y no los parimetros t y s, basta con eliminar estos
parametros entre las tres ecuaciones de (4). Esto puede hacerse mediante el método de
sustitucion, pero es mas conveniente considerar (4) como un sistema de tres ecuaciones
con incognitas t y s que, fijadas x, y, z, sélo posee una solucion; por el teorema de
Rouche-Frobenius se ha de tener

U vy U, vy X—py
rfu, vy |=rju; v; y—p;

<
Uy U Uy U3 Z—py

Para que esto se cumpla es necesario que

u, vy X—p;
U, v; y—py|=0

Uy U3 z—p;
Por la propiedad 3 de los determinantes (ver seccion 2.2) para columnas se tiene

u, v, x u;, vy py
U vy y|[—|uy v, p,|=0

Uy vy 2z Uz Uz Ppj3

Desarrollando el primero de los determinantes por la ultima columna se tiene

Uy vy N
U, v, U, v u; v
x— v+ z—|uy; vy p,t=0
U Uy u; 0y U, 0,
u; vz p3

que podemos escribir de la forma
ax+by+cz+d=0

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion cartesiana o en coordenadas rectangula-
res de un plano.

Casos particulares de esta ecuacion son, por ejemplo, x= —d o z=0. El primero es
un plano que contiene a todos los puntos de la forma (—d, p,, p3) con p,, ps
cualesquiera nimeros reales y, por tanto, es un plano paralelo al plano determinado
por los ejes OY y OZ que pasa a distancia —d del origen (ver figura 7). El segundo es
el plano determinado por los ejes OX y OY (ver figura 7).

Se invita al lector a tratar de visualizar geométricamente otros casos particulares de
la ecuacion cartesiana .de un plano.
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zy
x=—d
z=0
7
s — /// /;
7 —_

7 '

Figura 7

EJEMPLO D. Las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto P
=(1, 1, 0) y tiene como vectores directores @ =(—1, 0, 2) y 7 =(1, 3, 3) son

x=1—t+s
y=1+3s
z=2t+3s
Su ecuacidn cartesiana es
-1 1 x-—1
0 3 y—1{=0
2 3 =z
Tenemos, por tanto:
— - -1
x: 01; x1 3o
0= 0 3 y-lI= YU T T ze2x—2”
3 z 0 5 z+2x-2

=—3z—6x+6+5y—5=—6x+5y—3z+1
* * *
Las posibles posiciones relativas de dos planos en el espacio son las siguientes
(véase figura 8):

a) Los dos planos se cortan en una recta.
b) Los dos planos son paralelos.
¢) Ambos planos coinciden.
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a /
a /

Planos paralelos

Planos que se cortan en una recta

Figura 8

La posicion relativa de dos planos puede determinarse a partir de sus ecuaciones,
utilizando el teorema de Rouché-Frobenius para determinar el numero de puntos en
comin que ambas poseen. Un estudio de este tipo se realiza en los dos proximos
ejemplos.

EJEMPLO E. Para hallar la posicion relativa de los planos de ecuaciones 2x + 3y
—z=1y —x—2y+z=0 estudiamos el sistema

2x+3y—z=1
— X 2y + z= 0
Puesto que
2003 S0 (23 U\ o imero de incognit
r =2=r _
-1 =2 1 -1 -2 1 o numero de incognitas
Y
. . . . . 2 3 N
el sistema tiene infinitas soluciones. Puesto que ) 5 es un menor basico de la

matriz de los coeficientes, las soluciones dependen de un solo parametro y, por tanto,
los planos se cortan en una recta.
Para determinar la ecuacion de esta recta escribimos el sistema en la forma

2x+3y=1+:2
—Xx—2y=—z
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y lo resolvemos utilizando la regla de Cramer:

14z 3
—z =2 —-2-2z+43z
xX= = =42
2 3 —1
-1 =2
2 14z
-1 —z| —=2z4+1+:z
y= = =Z—
2 3 ~1
-1 =2

Haciendo z=t, se tiene
x,9,2)=Q—t,t—1,0=2, -1,00+1—1, 1, 1)

que son las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los dos planos dados.

* * *
EJEMPLO F. Dados los planos de ecuaciones paramétricas

(x, ¥, 2)=(1,0, )+¢(1, 1, 0)+s(0, 1, — 1)
(x’ Vs Z)=(0’ Os 3)+l(1, 2’ - 1)+m(2s 19 1)

tratamos de determinar su posicion relativa. Igualando las correspondientes coordena-
das obtenemos el siguiente sistema:

1+t=14+2m t—1-2m=—1
t+s=2l+m}: <« t+s5s—2l-m=0
1—s=3—-I4+m —s+l-m=2
. Puesto que
1 0o -1 =2 1 0 -1 -2 1 0 -1 =2
1 1 =2 —1]E2E o 1 -1 1| &2 lolr -1 1
0 -1 1 -1 0o -1 1 -1 00 0 0

el rango de la matriz de los coeficientes del sistema anterior es 2. Por otro lado:

1 0 -1 1 0 -1
1 1 0|=10 1 =3
0 -1 2] |0 -1 2
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y, por tanto, el rango de la matriz ampliada es 3. Esto nos lleva a deducir que no
existen soluciones del sistema anterior y, por tanto, los planos dados son paralelos.

* * *

Observar que en el ejemplo F los vectores directores de la segunda recta son
combinacion lineal de los vectores directores de la primera recta, ya que :

(1,2, =1)=(1,+,0+(0, 1, — 1)
2,1, 1)=2(1,1,00—(0, 1, —1)

Este resultado es cierto en general: si dos planos son paralelos, los vectores directores
de uno de ellos son combinacion lineal de los vectores directores del otro y el reciproco
también es cierto. La demostracion de este resultado se pide en el ejercicio 7 al final de
esta seccion.

EJEMPLO G. Tratemos de hallar el plano paralelo al de ecuacién x+y+z=0 que
pasa por el punto P=(1, 1, 1).

Escribimos el plano dado en ecuaciones paramétricas; para ello basta con determi-
nar tres de sus puntos que no estén alineados; por ejemplo:

A=(0,0,0), B=(1,—-1,0, C=(0,1, -1
Estos puntos no estan alineados, ya que los vectores
#=AB=(1, —-1,0) y T=A4C=(0, 1, —1)

no son proporcionales (;por qué?). Puesto que el plano dado pasa por el punto 4
=(0,0,0) y tiene & y 7 como vectores directores su ecuacion paramétrica es

(x, ¥, 2)=(0, 0, 0+ (1, —1,0)+5(0, 1, —1).

Como vectores directores de un plano paralelo a éste pueden tomarse @ y 7 y
debido a que el plano pedido pasa por el punto P=(1, 1, 1) sus ecuaciones paramétri-
cas son

<
. (65, =1, 1, D+o(1, =1, 0+50, 1, 1) 5« &
9N R
Su ecuacion en coordenadas cartesianas es z f " 5 ::,
=3 S FE
1 0 x-—1 1 0 x—1 e S FE
~SE LT
O=[—1 1 y—1{=[0 1 x+yp—2|=z—l4+x+y—2=x+y+2—3 Q“f B oo B
0 —1 z—1]| fo -1 z—1 Jo Fel
249 £54
. I 045
es decitr, Q& S8
95 G54
Xx+y+z=3. &5 o
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Otra forma de resolver este problema es utilizando el resultado del ejercicio 8 al
final de esta seccion; en él se pide demostrar que las ecuaciones de todos los planos
paralelos al plano de ecuacion ax + by +cz+d =0 pueden escribirse de la forma ax+by
+cz+d =0, donde d' toma valores en los nimeros reales.

Aceptando este resultado, la ecuacion del plano que se busca es de la forma x+y
+z+d =0; el valor de d’ se calcula imponiendo que el punto P=(1, 1, 1) sea un punto

de este nuevo plano; por tanto:

1+1+1+d'=0.

La ecuacion del plano buscado es
x+y+z—-3=0

que es ¢l mismo resultado que se obtuvo anteriormente.

*  *x %

OBSERVACION 1. Dados dos planos de ecuaciones

ax+by+cz=d (5)
a/x+b/y+crz=d/

ambos determinan una recta si y solo si

a b ¢
=2 6)
r(a’ b c’> (

Por tanto, dos ecuaciones de la forma que aparecen en (5) son también ecuaciones
cartesianas de una recta siempre que se cumpla la condicion (6).
OBSERVACION 2. Son numerosos los diferentes ejercicios que pueden hacer-

se referentes a rectas y planos en el espacio. Al lector se le invita a que real¥ce
todos los ejercicios propuestos al final de esta seccion y que también realice

algunos de su propia cosecha. . .
Es conveniente también que, siempre que sea posible, se realicen adecuadas

representaciones geomeétricas de las rectas y planos que aparecen en un proble-
ma.

EJERCICIOS 3.2
1. Dados P=(1, 1, —1), 0=(0,1,2), #=(—1,2,0) y T=(1, —1, —1), hallar las

ecuaciones paramétricas y cartesianas de las siguientes rectas en R3, y dibujarlas:
a) Recta que pasa por P con vector director & —7.

b) Recta que pasa por Py Q.

c) Recta que pasa por Q con vector director 37.

-
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2. Dados los siguientes pares de rectas en R*, determinar su posicion relativa y si se
cortan, encontrar el punto de interseccion:

a (x,y2)=(-1,2,1)+14,3,2) y (x5 2=0,1,0+s(1, 3,
b) (x,5,2)=0,1,5+11,3, —=2) vy (x,y, 2)=(5,5, 3)+s(4, 1,
c) 2x+3y—z=3} y x+y=2 }

2)
0)
x—3y=4 y—z=-1
3. Hallar la ecuacion de la recta paralela a la de ecuaciéon
Ix—y+z=1
x+y—3z=0
que pasa por el punto (1, 1, 1).

4. De todas las rectas que pasan por el punto P=(0, 2, —1), hallar la que corta a las
rectas de ecuaciones

(17 1, 2)+t(29 _1: O)

0,1, D+s(—3,1,2)

5. Dados P=(1,2,3), Q=(—1, =2, =3), R=(0, 1, — 1), #=(0, I, —1) y T=(5, 1, 2),
hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los siguientes planos:

a) Plano que pasa por P, Q y R.

b) Plano que pasa por Py Ry es paralelo a la recta que pasa por Qytiene W —7
como vector director.

¢) Plano que contiene a R en la direccién de u+27 y 27 +7.
6. Determinar, si es posible, la interseccion de los siguientes pares de planos en R>:

a) x—y+z=1y 2x+2y—3z=4
b) (x,y,2)=t1, 1, =1)+50, I, =2) y (x, y, 2)=(0, 1, 0)+ 10, 1, —1)+m(2, 3, 5)
¢ (x,y2=2,31D+0,1,2)+s3, 1, =5 y x—6y+3z+1=0

7. Demostrar que dos planos son paralelos o coinciden si y sélo si los vectores
directores de uno de ellos son combinacion lineal de los vectores directores del otro.

8. Demostrar que las ecuaciones de los planos paralelos al plano de ecuacion ax +by
+cz+d=0 pueden escribirse de la forma ax+by+cz+d =0 con d’ un nimero real.

9. Escribir las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los siguientes planos y rectas
3.
en R~

a) Recta que pasa por Q=(0, 2, 1) y es paralela al plano
w 3x—z+2=0

y al plano que pasa por P=(1,0, 1), Q y el origen.
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b) Plano paralelo a la recta
r(2, 1,0+, 2, 1)
por el punto Q y que contiene al punto (1, 3, 0).

¢) Todas las rectas que pasan por Py son paralelas a 7 y, entre ellas, la que corta a r.
d) El plano que pasa por R=(2, 1, 1) y contiene a la recta

) Ix+ty—z=2
> —2y+z=1
¢) La recta que une R con la interseccion de s y el plano x—y=1.

f) Haz de rectas que une R con los puntos de s. 5
g) Haz de planos que pasa por R. [Sugerencia: generalizar el problema 8 de la seccion

anterior. ]
1 x y z
10. Demostrar que Prag a, d =0 es la ecuacion de un plano que pasa por los
1 b, b, by
1 ¢, ¢ ¢

puntos A:(al, az, (13), B=(b1, bl’ b3) y C=(C1, C2, C3)'

33. DISTANCIAS Y ANGULOS. PRODUCTO ESCALAR
Dados dos puntos P y Q en el plano, de coordenadas

P=(p, P2 » Q=41 q2)

con respecto a un sistema de coordenadas rectangulares, del teorema de Pitagoras se
deduce que la distancia de P a Q se puede calcular mediante la formula

d(P, Q)=+/(g, —Pp1)*+(g,—p;)* (ver figura 1)

y

P=(py, p3)

q— P2

Figura'l
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Si los puntos P y Q estan en R? y tienen como coordenadas

P=(p;, p;, p3)
0=+, 92, 95)

aplicando el teorema de Pitagoras a los triangulos rectangulos PQS y PSR se obtiene
el siguiente resultado:

d(P, Q)=/(a;—p1)* +(d,—p,)* +(qs—p3)* (véase figura 2)

0=y, 92 93)
q3—Ps3
: S
— P
q2—P2 R
P=(pi, p2, P3)
v
x
Figura 2

Dado un vector 7 =AB en el plano o en el espacio se denomina longitud de T y se
designa por |7 a la distancia entre 4 y B. Palabras sinonimas de longitud de un
vector son mddulo de un vector y norma de un vector.

EJEMPLO A. La longitud del vector & = AB, donde A=(1, —1,2) y B=(3, 4,
—5), es

EAl =\/(3— 1244 +1)2+(-5-2)? =\/4+25+49=, /78
* ok ok
La longitud de un vector posee las siguientes propiedades:

1) ¥} =]c||7 [, donde ¢ es un numero real y |c| denota el valor absoluto de c.
2 lw+7l<|l+I7].

La segunda propiedad se denomina desigualdad triangular y geométricamente se
expresa diciendo que cualquier lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros
dos. Esta propiedad puede demostrarse utilizando la ley del coseno, a saber:

7+ )2 =@ |2+ 7>~ 217 || 7| cos ¥ @, T)
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Puesto que cos ¥ (u, v)= — 1, se obtiene que
w4712 < @2+ 1T+ 2@ T =71+ 7))

de donde se deduce el resultado tomando raices cuadradas en ambos lados.. .

El dngulo que forman dos vectores &' y T en R? o en R? pued'e obtenerse utilizando
el teorema del coseno; ello nos permite calcular el coseno del angulg gue forman, el
cual queda univocamente determinado si suponemos que 0 x(w, _37) < Puedei
obtenerse una formula para calcular cos & (&, T), si W=(u, ;) ¥y U =(v,, v,), de
teorema del coseno se deduce que

2,2 i —
(01—“1)2+(Uz—“2)2 =“%+“§+U1+Uz-2”u 7]l cos & (&, T)

Simplificando obtenemos
—2uy0, — 2uy0, = —2[ |7 cos ¥ (@, T)

de donde se deduce que

U0 +Uy0,

cos ¥ W T =" iw

)

La expresion que aparece en ¢l numerador de la parte derecha de eifa _forrr_lula
recibe el nombre de producto escalar de los vectores ¥ y U y se denota por @, 7). Silos
vectores tienen dos componentes tenemos

(ﬁ, F)=ull)1 +u202
Si tienen tres componentes se tendria

(@, T)=u v, +uzv, + 30,

y la formula para calcular el angulo que forman es similar a la (1).
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EJEMPLO B. El coseno del angulo que forman los vectores w=(1,1,1)y
T=(—1,11) en R? es

@ %) 1(-=D+1-1+1-1 1

@ A3 3

Observar que el angulo es agudo, ya que su coseno es positivo.
* * *

cos & (&, 7)=

Nota. De acuerdo con la formula (1) dos vectores son perpendiculares si y
solo si su producto escalar es cero, ya que es en este caso cuando su coseno es
cero y, por tanto, el angulo que forman es /2.

De la definicion de producto escalar pueden deducirse las siguientes propiedades:

1) (u,7)=(7, W) para todo par de vectores & yv.

2) (@+7, @)=, &)+ (v, @) para cualesquiera tres vectores w, UV y o (propie-
dad lineal).

3) (cu, T)=c(@, ¥) para todo nimero real ¢ y todo par de vectores ¥ y 7.

4) (@, w)=|w|* = 0 para todo vector .

Con la relacion de producto escalar pueden atacarse problemas en el plano y en el
espacio sobre perpendicularidad y angulos que forman algunas de las figuras anterior-
mente estudiadas. Lo que sigue es una serie de problemas relativos a estos temas; esta
serie no es exhaustiva y seria conveniente que el lector se propusiera sus propios
problemas sobre estas nociones. "

* k%

Comenzamos hallando las ecuaciones cartesianas de una recta en un plano sin
necesidad de hallar sus ecuaciones paramétricas; supongamos que la recta pasa por el

punto P=(p,, p,) y tiene a &@ =(u,, u,) como vector director. Un vector perpendicular a
ues

ya que
(T[9 5’) u1u2+u2u1—0 ‘ <
2. B
T=(—uy, u;) A g S :
| Dl a8
T e T}
2f D88
P=(P1’P2) T =(u,, u,) < _(_: : M g
4 £ E >
. [ 5] -'(-':’ :, Z O
X =(x,, x3) 8~ ; 91 =
a0 xgf =)
< o >
o= & =
n= oQ
5 O Eo
i Se g=
Figura 3 —- o
3 a
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Un punto X =(x,, X,) esta en la recta pedida si y solo si PX es perpendicular a 7';
por tanto:

—,

0=(PX, 7)= —(x; —p Uy +(xp— pJu; = —upx; +u;x,+¢

donde c=p,u,—p,u;. Esta es la ecuacion cartesiana de la recta que tienp
a & =(—u,, u;) como vector perpendicular y pasa por el punto P. Ul} vector perpendi-
cular a una recta dada se denomina también un vector caracteristico de la recta.
Dada la ecuacién a,x, +a,x,=c que determina una recta en un plano, un vector
perpendicular a ella es @ =(a,,a,). Para demostrar esto basta escribir la ecuacion de la
recta en la forma (@, X)=c, donde X =(x;,x,); st P=(p;,p,) s un punto' de la recta se
tiene (@, 7)=c, con § = (p,, p,); por tanto, tenemos (@, X’)=(a@,p), 0 equivalentemente:

—

@ x-p)=0

Esto nos dice que (@, ¥)=c es la ecuacion de la recta que pasa por Py tiene a @ como
vector perpendicular.

EJEMPLO C. Para hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto
P=(1, —2) y tiene.a @ =(1, 3) como vector director, observamos que v'=(—3, 1) es
un vector perpendicular a ¥, por tanto:

(F, Y)= —3x1+xZ=C

es la forma de la ecuacion pedida; para determinar c sustituimos el punto P=(1, —2) y
obtenemos

—3-2=c

Por tanto, —3x,+x,=—>5 es la ecuacion de la recta.

Figura 4

* % %
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Utilizando el producto escalar puede encontrarse la ecuacion cartesiana de un plano
en el espacio cuando se conocen un punto del plano y un vector perpendicular a él. Si
P=(py, p2, p3) es un punto del plano y & =(u,, u,, u;) es un vector perpendicular a él,
cualquier punto X =(x,, x,, x3) del plano satisface

@, XP)=0

como puede facilmente observarse en la figura adjunta. La igualdad anterior puede
escribirse de la forma

UpXytuX, +usxz=c

P=(py, P2, P3)

X =(xy, X3, X3)

Figura 5

Reciprocamente, una formula como la anterior determina un plano que es perpen-
dicular al vector @ =(uy, u,, uz). La demostracion es similar a la realizada para la recta
en ¢l plano y se deja como ejercicio.

EJEMPLO D. El plano que pasa por el punto P=(1, 3, —2) y tiene a w=(2, —1, 4)
como vector perpendicular o caracteristico tiene como ecuacién una expresion de la
forma

2x,—x,+4x3=c

El valor de ¢ se determina imponiendo que P pertenezca al plano: 2:1-344(-2)
=—9=c. Por tanto, 2x, —x,+4x;=—9 es la ecuacion del plano.

*  x %

Sea ¥ un vector cualquiera de R?> o R3. El producto escalar puede utilizarse para
descomponer todo vector v de R? o R’ en una suma de dos vectores

T=4+b

donde @ es un multiplo de @ y b es perpendicular a & (ver figura 6).
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Figura 6

Puesto que @ es un miltiplo de @ hemos de tener @=cu, con ceR, y, por tanto:
T=ci+b

Multiplicando escalarmente los dos lados de la igualdad anterior por @ y teniendo

en cuenta que (b, W)=0, ya que b es perpendicular a @, se tiene que

De aqui deducimos que

v, 0
dea=" Dy (1)
@, @)
y, por tanto:
@, 7)
b=T—a=T—
TiE

De la formula (1) y de la férmula del coseno del angulo que forman dos vectores

deducimos que
| SN,
=120 toos 5 @, )1
|
y si @ es un vector unitario, €s decir, de longitud 1, se tiene

@=|7||[cos ¥ (@, V)}&

lo cual demuestra que @ es un vector en la direccion de w que tiene ||T||{cos ¥ (&, V)]

P

como mddulo (ver figura 7).

|7l cos 9 (T, T)

Figura 7

T
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EJEMPLO E. Para descomponer ¥ = (1, 3, —1) en un vector paralelo a
w=(—1,0, 1) y otro perpendicular a él, escribimos

T=G+b=cT+b

donde b es perpendicular a #. Del razonamiento anterior deducimos que

@ 7) 1(=1)+3-04(=1)-1 =2
c= = ==
@2 (—1)*+0%+1? 2

-1

Por tanto:
d=—-1a=(1,0, -1) y b=5-3=(0,3,0)

* * *

Dado un punto P se denomina proyeccion de P sobre una recta o un plano a un

punto P’, de la recta o del plano, tal que PP’ es perpendicular a la recta o al plano
dados (véase figura 8).

Figura 8

El problema de hallar la proyeccion de un punto sobre una recta o un plano se
resuelve con métodos anilogos a los que se utilizaron para descomponer un vector en
sus componentes paralela y perpendicular a un vector fijado. En lugar de encontrar
formulas de manera tedrica preferimos realizar algunos ejemplos.

EJEMPLO F. Queremos hallar la proyeccion del punto P=(1, 2) sobre la recta r
de ecuacion

—2x+3y=—-6

en el plano. Un vector perpendicular a la recta dada es 7=(—2, 3) y, por tanto, &
=(3, 2) es un vector director de la recta. Si tomamos un punto de la recta, por ejemplo,
A= (0, —2), P’ sera de la forma: P'=A+cw. Ademas, PP’ es perpendicular a & y, por
tanto,

0=(PP, @W)=(PA+cw, #)=(PA, @)+ c(@, @)=
=((—1, —4), 3, 2)+¢((3,2), 3, 2))= — 11 +¢-13
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De aqui deducimos que ¢=11/13 y, por tanto,

, oy (B _4
P'=(0, -2)+—@3, 2)= 3 13

13

7

P

r

Figura 9

EJEMPLO G. Queremos hallar la proyeccion del punto P=(1, 2, 3) sobre el plano
n de ecuacién x+y—2z=23; sabemos que un vector perpendicular a este plano es 7
=(1, 1, —2). Si P’ es la proyeccion de P sobre el plano 7 hemos de tener 1?P’=cﬁ’;
ademas (ver figura 8), si A es un punto del plano, por ejemplo, A=(1, 2, 0), se tiene que
AP’ es perpendicular a 7. Por tanto:

0=(AP, 7)=(4 P+ PP, 7)=(4P, 7)+ (T, 7)=
—=((0,0,3), (1, 1, =2)+c(1, 1, =2), (1, 1, —=2))=—6+cb

Asi pues, c=1y PP'=7=(1, 1, —2). Como P'=P+ PP, sc tiene

P=(1,23+(1,1, =2)=(2,3,1)

* * *

Se denomina distancia de un punto P a una recta o a un plano a la menor de las
distancias del punto P a cada uno de los puntos de la recta o del plano. Utilizando el
teorema de Pitagoras se demuestra que la distancia de P a una recta o a un plano
coincide con la distancia de P a la proyeccion P’ de P sobre la recta o el plano
considerados. Para demostrar esto basta observar que si Q es otro punto de la recta o
del plano (ver figura 10) se tiene

IPQ|2=|PP|*>+ | PQ|*> | PP|?
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Figura 10

si Q#P'. Puesto que ya sabemos calcular la proyeccidon P’ de P también sabemos
calcular la distancia de un punto a una recta o a un plano.

En los casos de la distancia de un punto a una recta en un plano o de un punto a
un plano en el espacio se obtiene una formula sencilla, que es conveniente encontrar.

PROPOSICION 1 (Distancia de un punto a un plano)

La distancia del punto P=(p,, p,, p;) al plano de ecuacion a,x; +a,;x, +ax;
+c=0 esta dada por la formula

la\py+azpy+azps+cl

a?+ai+al

Demostracion. La ecuacion del plano puede escribirse de la forma
@, X)+c=0
donde @=(a,, a,, a;) y X =(x;, X,, X3). Puesto que @ es un vector perpendicular al

plano, la distancia d(P, n) del punto P al plano = es de la forma ||t@|, donde t debe de
ser elegido de manera que

P+td=Pen

7 P

0 ¥ @ = PP’
a
X

\ T

o

Figura 11
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Para obtener ¢ sustituimos en la ecuacion del plano:
0=(@, OP)+c=(a, OP+td@)+c=(a, OP)+ (@, @)+c

De aqui deducimos que

e —(@, OP)—c
@)
y, por tanto,
—(d, OP)—c a, OP)+c
d(P, m)=|ta@| = |=¢ — 2) a K q) |
EL Iall
que coincide con la formula anunciada en la proposicion. ]

Un razonamiento similar al anterior permite obtener el siguiente resultado, que se
deja como ejercicio.

PROPOSICION 2 (Distancia de un punto a una recta en el plano)

La distancia del punto P=(p,, p,) a la recta de ecuacion a,x; +a,x,+c=0
esta dada por la formula

laipy +ap,+cl

Jai+adi

EJEMPLO H. La distancia del punto P=(1, 3, —2) al plano de ecuacién

w 3x;—2x,4+7x3=5
es
3-1-2-3+7-(=2)—5| |-22] 22

St Ja Je

* k%

d(P, n)=

Tratamos de hallar ahora las bisectrices de dos rectas dadas que se cortan. Tanto en
el plano como en el espacio sus ecuaciones seran de la forma

A+tT y A+sv

) D . .
donde A es el punto de corte. Puesto que — y —— son vectores de igual longi-
rud es facil demostrar que (LA B

74 T

) 17l
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y
u bl
=] N7l

son vectores que tienen la direccion de cada una de las bisectrices buscadas. Basta para
ello observar que los triangulos ABD y ACD son isOsceles e iguales. Las ecuaciones

seran
w T
A+t<Ti‘_.—
)~ |7

u T
Il

g

Iz

Iz

Figura 12

EJEMPLO I. Deseamos hallar las bisectrices de las rectas de ecuaciones
riox—y=—1 r;: 2x+y=4

Un vector perpendicular a r, es (1, —1), luego un vector director de r, es

Figura 13
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Un vector perpendicular a r, es (2, 1), luego un vector director de r, es
v=(1, -2
Los vectores directores de las bisectrices seran

7T (L) (-2
@) = 17l f \[

Un punto por el que pasan las bisectrices es el punto de interseccion de las rectas
dadas; el lector puede comprobar que este punto es A=(1, 2). Por tanto:

(x, y)=(1, 2)+1 1+_3
vFA/_vﬁ_Jg
son las ecuaciones paramétricas de las bisectrices.

* %Xk

Para terminar esta seccidn recordamos que el angulo que forman dos planos se
define como el angulo que forman sus vectores perpendiculares (ver figura 13). Por
tanto, el coseno del angulo que forman dos planos puede calcularse mediante la

férmula obtenida al comienzo de esta seccion.
Si el lector desea realizar algin ejercicio relacionado con este concepto puede
intentar hallar el angulo que forman los planos de ecuaciones

Ix—2y+z=0 y 2x+y—3z=0

Ty

Ty

Figura 14

EJERCICIOS 3.3
1. Dados los puntos P=(1,0), ¢=(—1,1) y R=(2, 1) y las rectas
re 3x+y=4, ry x—2y=-1

se pide:
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a) Distancia de P a Q.

b) El coseno del angulo que forman los vectores PQ y PR.

¢} El coseno del angulo que forman las rectas r, y r,.

) Ecuacion cartesiana de la recta que pasa por P y es perpendicular a r,.
¢) Ecuacion cartesiana de la recta que pasa por R y es perpendicular a r,.

{1 Descomponer el vector PQ en un vector paralelo a la recta r, y en otro perpendi-
cular a ella.

gj Hallar la proyeccion del punto Q sobre la recta r,.

#y  Hallar la distancia de Q a r, y de P a r,.

i) Hallar el simétrico del punto P con respecto a la recta r,.

j)  Encontrar las ecuaciones cartesianas de las bisectrices de r; y r,.

2. Dados los puntos P=(1,0,0), =(1,0,1) y R=(2, 3, —2) y los planos
ri 3x—y+z=3, ry; x+2y—z=2

se pide:

a) Distancia de P a Q y de Q a R.

b} El coseno del angulo que forman los planos r; y r,.

¢) Ecuacién del plano perpendicular al vector PQ que pasa por R.

¢} La proyeccion del punto P sobre el plano r,.

/i Descomponer el vector QR en un vector perpendicular a r, y otro paralelo a r,.

i Encontrar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular al plano r, que pasa
por R.

;1 Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta interseccion de los dos planos
dados y que pasa por Q.

h) Distancia de Q ar, y de P ar,.

i} Hallar el punto simétrico de P respecto del plano r,.

-

3. Dados los puntos P=(0,0, 1) y @=(0, 3, 0) y las rectas de ecuaciones:
re (L LO+12,0,1), ry: (0,0, —2)+s(1, —1, 3)

se pide:

a) Demostrar que r, y r, se cruzan.

b) Ecuacion del plano perpendicular a r; que pasa por P.

c) Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la recta paralela a r; que corta a r, en el
punto (0, 0, —2).

d) Ecuaciones de las bisectrices de la recta r, y la encontrada en el apartado anterior.

¢) La proyeccion del punto Q sobre r,.

f) Distanciade Q ar, yde P ar,.
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g) Descomponer el vector PO en un vector paralelo y otro perpendicular a r;.

h) Ecuacion del plano paralelo a r; que contiene a r,.

i) Ecuacién del plano paralelo a r, que contiene a r,.

j) Distancia de r, a r,. [Sugerencia: hallar la distancia entre los planos de los
apartados h) e i).]

4. Utilizar vectores para demostrar que las diagonales de un rectangulo son
perpendiculares si y solo si el rectangulo es un cuadrado.

5. Demostrar que las bisectrices de dos rectas que se cortan son perpendiculares.
6. Dadas las rectas de ecuaciones

x—y+z=1 y+z=2
ry , Tyl
2x+y=3 x—2y+z=0

demostrar que se cortan y hallar las ecuaciones paramétricas de sus bisectrices.

7. Hallar la ecuacion del plano cuyo punto mas cercano al origen es P=(1, —2, 1).

8. Hallar la ecuacion de un plano que determine con los ejes coordenados segmentos
de longitudes 2, 3 y 1, respectivamente.

9. Hallar la ecuacion del plano paralelo al plano de ecuacidén 2x—3y—6z—14=0y
que dista 5 unidades del origen.

10. Encontrar la ecuacion del plano perpendicular al de ecuaciéon x—2y—2z+9=0
que pasa por los puntos P=(2, —1,6) y Q=(1, —2, 4). [Sol.: 2x+4y—3z+18=0.]

3.4. FIGURAS SENCILLAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO:
SUS ECUACIONES

En las secciones anteriores hemos estudiado las rectas y los planos por medio de
sus ecuaciones. En esta seccion estudiaremos otras figuras en el plano y en el espacio.
En todas ellas se observara que si sus ecuaciones paramétricas solo dependen de un
parametro las figuras son curvas o trozos de curvas, mientras que si depende de dos
parametros se trata de superficies o trozos de superficies.

Comenzamos con ¢l segmento que une los puntos Py Q, donde P y Q pueden ser
puntos del plano o del espacio. La recta que contiene a P y @ tiene como ecuacion
parameétrica

P+t(PO)=P+HQ—P)=(1—t)P+1Q
donde ¢ es un numero real. Si imponemos la restriccion

0<:t=1
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Figura 1

se obtienen todos los puntos del segmento PQ y solamente éstos. Por tanto, el
segmento PQ puede representarse de la forma

(1-t)P+tQ con 0=r<1

Dado un punto X en el segmento PQ se denomina razén de X con respecto a P y Q
al cociente

L _IPX]
QX1
P X
Q
Figura 2

La razdén de un punto con respecto a otros dos es, por tanto, un nimero real
positivo.

Dado un nimero real positivo r siempre puede encontrarse un punto X tal que su
razén con respecto a dos puntos dados P y Q es r. Para encontrar X observamos que

__IPX|
loxil
y ademas:
X=(1-t)P+tQ=P+1QP

para algun t€(0, 1). Para encontrar este valor de t sustituimos X en la formula que nos
da la razéon r y obtenemos

|QP|
I(1—0QP| 1~

De aqui podemos despejar ¢t en funcion de r:

t=
1+r
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El punto medio del segmento PQ es un punto cuya razon es 1 con respecto a Py Q
y, por tanto, t=1/2. De aqui deducimos que el punto medio de PQ es

N, 1. P+Q
X=<1_E>P+§Q_T

EJEMPLO A. Queremos hallar un punto X que tenga razon 2 con respecto a los
puntos P=(1, 2, 0)y Q=(—1, 0, 3). El punto X sera de la forma X =(1 —¢)P +tQ, donde

Por tanto:

12120)2(103)— 122
X= _5(7’ +§ sy Vs D)= 3a39 .

2 1
Observar que X es un punto que dista §||PQ|| de Py §||PQII de Q.

* * *

Dados tres puntos no alineados 4, B y C, en el plano o en el espacio, determinan
un triangulo. Los puntos del interior del tridngulo pueden determinarse paramétrica-
mente. Los puntos del lado BC tienen como ecuacion paramétrica

(1-)B+tC, 0t <1

(1—9B+tC
0<t=1

Figura 3

Uniendo A4 con todos los puntos del lado BC se tiene el interior del triangulo, que
satisface la ecuacion

(1—8)A+s[(1—8)B+1tC], 051, 0=t=1
Esto puede escribirse de la forma

(1—-s)A+s(1—t)B+stC, 051,051
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o bien
aA+bB+cC, a+b+c=1,0=<a,b,c<1.
La demostracion de esta ltima afirmacion se deja como ejercicio para el lector.
Cuatro puntos 4, B, C y D no coplanarios en el espacio determinan un poliedro de
cuatro caras triangulares. Puede demostrarse con un razonamiento analogo al anterior
que los puntos de su interior se representan paramétricamente de la forma

aAd+bB+cC+dD, a+b+c+d=1,0<a,b,c,d=<1

A

Figura 4

EJEMPLO B. Dados 4, By C, tres puntos en el plano o en el espacio, queremos
hallar las ecuaciones paramétricas de la region sombreada. El segmento que une B con
C tiene como ecuaciones paramétricas

(1-)B+:tC, 0<t<1.

Figura 5

Trazando las semirrectas que unen A con cualquiera de los puntos del segmento BC
se obtiene la region sombreada. Estas semirrectas tienen por ecuacion

(1—s)A+s[(1-t)B+tC], 05,05t <1

Dado un triangulo cualquiera, se denominan medianas a las rectas que unen un
vértice con el punto medio del lado opuesto.
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Demostraremos a continuacion que las tres medianas de un triangulo se cortan en
un punto cuya distancia a cualquiera de los vértices del triangulo es 2/3 de la distancia

del vértice al punto medio del lado opuesto.
Para demostrar este resultado sean A, B y C los vértices del triangulo; el punto

i __ B+C
medio del lado BC es

) 2 . .
. El punto que se encuentra del vertice 4 a 3 de la distancia

de A al punto medio del lado BC es (ver ejemplo A):

2 2B+C 1 B+C A+B+C
- A+s ——=- A+ =
3 3 2 3 3 3
A+B+C A
3

B
B+C

Baricentro 2 C
Figura 6

Realizando el razonamiento con cualquier otro vértice se obtendra el mismo
resultado. Esto demuestra nuestra afirmacion.
El punto donde se cortan las medianas de un triangulo se denomina baricentro o

centro de gravedad del triangulo.
Otros puntos caracteristicos de un tridngulo se obtienen como interseccion de sus

alturas, sus bisectrices o sus mediatrices. Los resultados que a ellos les conciernen se
proponen en los ejercicios del final de esta seccion.

* * *

Pasamos a continuacion a estudiar las figuras mas sencillas en el plano y en el
espacio que no pueden formarse con segmentos de rectas.

En el plano tenemos la circunferencia, que es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto fijo, llamado centro. La distancia del centro a uno cualquiera
de los puntos de la circunferencia recibe el nombre de radio de la circunferencia.

Si C=(c,, ¢,) es ¢l centro de la circunferencia y r el radio, un punto X =(xy, x,)
esta en la circunferencia si y solo si

dX, C)=r.

Por tanto:

(x4 —c1)2+(x2—cz)2=r2

es la ecuacion implicita de la circunferencia de centro ¢y radio r.
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X =(xy, X;)

X2 —C;

Xy =€

Figura 7

’ Ecuaciones paramétricas de la circunferencia pueden encontrarse utilizando el
angulo a que forman el radio de la circunferencia con una recta fijada que pase por el
centro de la circunferencia. Se tiene que

Xy —Cy=FCOsa X,—Cp=TSena.
Por tanto,

X{=c;+rcosa
Xy;=Cy+r sen a

son las ecuaciones paramétricas buscadas.
La figura que tiene a
X;=cy+acos a
X,=c,+b sen «

como ecuaciones paramétricas recibe el nombre de elipse (ver figura 8). Para encontrar
sus ecuaciones cartesianas observamos que

Xy —¢ Xy—Cy

b

COS o=

y sen o=
Por tanto,

(xy —cy)? +(x2——c2)2 .

1=cos? a+sen? a= -
a b?

ﬁ
® ®
K C :(CI’ CZ) FZ

Figura 8
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La elipse puede definirse de la siguiente manera: el lugar geométrico de los
puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, F, y
F,, es constante.

* * *

Otra curva que posee una definicion «similar» a la de la elipse es la lemniscata de
Bernouilli: es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas distancias a dos puntos
fijos, llamados focos, F, y F,, tienen producto igual a c?, con 2c la distancia entre

ambos focos.
Si F;=(—1,0)y F,=(1, 0), la lemniscata de Bernouilli tiene por ecuacion

e+ 1724 y2[(x— 172 432 =1

2¢
r— =

s
— T Af

Figura 9

Simplificando esta igualdad se obtiene
(x?+y?)? =2x*—y*)=0
Escribiendo x=r cos a, y=r sen a tenemos que
r* =2r%(cos? a.—sen? )
Por tanto:
r2=2 cos 2a.

Esta ecuacion, denominada ecuacion en coordenadas polares de la lemniscata de
Bernouilli, permite obtener la representacidén grafica de la figura adjunta.

* * *
La curva que describe un punto de una circunferencia cuando rueda sin deslizar

sobre una recta tiene unas ecuaciones paramétricas sencillas. Esta curva recibe el
nombre de cicloide, y su grafica se aprecia en la figura adjunta.
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Cicloide 2n

Figura 10

Si la circunferencia tiene radio 1 y esta situada inicialmente como se muestra en
la figura 11, después de que el centro de la circunferencia haya recorrido una longitud
t, el punto P se transforma en P, cuyas coordenadas x e y satisfacen

x=t—d(B, C)=t—cos a=t—cos <t~g>=t—sen t

y=1+4+4d(C, P)=1+sen a=1+sen <t—g>=1—cos t

1

o f -——,
—+—

Figura 11

* k%

En el espacio la figura mas sencilla es la esfera, que posee una definicién similar a la
de la circunferencia. La esfera cs el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de un punto fijo, llamado centro. La distancia del centro a un punto
cualquiera de la esfera recibe el nombre de radio de la esfera.
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X=(x17 X2, X3)

Figura 12

Si C=(cy, ¢y, c;3) es el centro de la esfera y r su radio, cualquier punto X
=(xy, X, X3) de ella satisface la igualdad

dX,C)=r
Por tanto:
(1 — 1P+ (X3 — )+ (x3— ) =r?

son las ecuaciones paramétricas de la esfera de centro C y radio r.
Ecuaciones paramétricas de la esfera pueden encontrarse en funcion de los anguios
oy B de la figura 12. Tenemos

X3—c3=rcos f
mientras que ||CP| =r sen . De aqui deducimos que

X,—cC{=rcos asenf§
X,—C,=r sen a sen f§
X3—c3=rcos f
que son las ecuaciones paramétricas buscadas. Observar que estas ecuaciones paramé-

tricas dependen de dos parametros, @ y f, lo cual esta en concordancia con el hecho de
que determinan una superficie en €l espacio.

EJERCICIOS 34

1. Encontrar los puntos que dividen al segmento 4B en tres partes iguales, donde 4
=(—1,0, —3)y B=(4, 3, 5).
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2. Describir paramétricamente las regiones I, II, IIT y IV de la figura adjunta, donde
A, By C son tres puntos no alineados.

I I

~4 B\ 11

3. Hallar la interseccion de las siguientes figuras en el plano:

a) La recta x=y+1 y la circunferencia (x —2)*+y?=6.

1 4
b)  El semiplano y———x = — y la circunferencia (x —2)? + y*=6.

NENA

¢) El sector s(4, 1)+(1—s—1)(1, 2), t>0, s>0 y el semiplano x+2y—5<0.

4. Demostrar que un criterio para que la recta A+t@ toque a la circunferencia x2
+y*=r? en un solo punto es que se cumpla la igualdad

2
— L)
ra|?=

a,; 4a;

donde U=(u,, u,) y A=(a,, a,).

x2+yt=r?

S. Demostrar que si A" y B’ son los puntos medios de los segmentos AC y BC, se
tiene que

rye— 1
14'B| =5 I4BY|
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6. Se denomina mediatriz de un triangulo a la perpendicular por el punto medio a
uno cualquiera de sus lados. Demostrar que las tres mefiiatrices dc? un triéngglo se
cortan en un punto que coincide con el centro de la c1rcunfsrenma circunscrita al
triangulo. (Este punto recibe el nombre de circuncentro del triangulo dado.)

C

X

Circuncentro

7. Demostrar que el circuncentro (ver problema anterior) de un tridngulo rectangulo
se halla en el punto medio de su hipotenusa.

8. Se denomina bisectriz de un triangulo a cualquier recta que divide a uno cualquie-
ra de sus angulos interiores en dos partes iguales. Demostrar que las bise!:trices de un
triangulo se cortan en un solo punto que coincide con el cent'rf) de la circunferencia
inscrita en él. (Este punto recibe el nombre de incentro del triangulo dado.)

Incentro

9. Cada una de las rectas que pasan por el vértice de un tridngulo y son perpendicu-
lares al lado opuesto reciben el nombre de alturas del triangulo ABC de l'a figura. Estgs
alturas coinciden con las mediatrices del tridngulo A'B’'C’ de la figura adjunta. Deducir
de este resultado y del problema 6 que las alturas de un tridngulo se cortan en un

punto. (Este punto se denomina ortocentro del triangulo dado.)

CB|BC
A'B'|AB
A'C|AC
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10. Dado el triangulo ABC en el plano cuyos vértices tienen como coordenadas
A=(-3,0), B=(2,1) y C=(0, 3), hallar:

a) Las coordenadas del baricentro.

b) El circuncentro y la ecuacién de la circunferencia circunscrita.

¢) El incentro y la ecuacidn de la circunferencia inscrita.

d) El ortocentro.

(Ver los problemas 6, 8 y 9 para las definiciones.)

11. Hallar las ecuaciones de la altura relativa al vértice A del prisma de base
triangular BCD, donde

A=(1, 15 3)3 B=(0’ '—1’ 0)’ C=(13 0, 0) y D=(O’ 39 1)

12. Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de las siguientes figuras:

a) La circunferencia que pasa por los puntos 4=(2, 1), B=(0,3) y C=(—1, 0).
b) La esfera que pasa por los puntos A=(l, 2, 0), B=(1, 0, 2), C=(3,0,00y D

=2, 1, /2.

3.5. AREAS Y VOLUMENES. PRODUCTO VECTORIAL

Comenzaremos encontrando una féormula para determinar el area de un paralelo-
gramo situado en el plano o en el espacio. Observamos, en primer lugar, que un
paralelogramo queda determinado por dos vectores @ y b que son linealmente
independientes (ver figura 1).

UNIVERSIDAD DB LA REPUZLICA
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Figura 1 MONTEVIDEGC - URUGUAY

Sabemos que el area de un paralelogramo se obtiene multiplicando la longitud de
su base por la altura; por tanto:

area=|a|-||CP|
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donde P es la proyeccion del punto C sobre la recta que contiene a A y B. Puesto que
|CP| =|b || sen ¥ (@;b), deducimos que
(area)?= |7 2512 sen? ¥ @, B)=1@2|B |2[1 —cos® ¥ @, b)) =
- @ b)? - -
= @B 17| 1 —— 53 [= @B 12 =@ b)Y
l@nzib

Hemos obtenido el siguiente resultado:

PROPOSICION 1
Si @ y b son dos vectores linealmente independientes en el plano o en el
ayb se

espacio, el area A del paralelogramo determinado por los vectores @

obtiene mediante la formula

A=JI@PIv 1> ~@, b)* =

Si@=(a,, a,) y b =(by, b,) son dos vectores linealmente independientes en el plano

tenemos -que
—@, b)?=(a? +ad)(bi+ b)) —(a\b, + ab,)? =

_’||f_l'||2||-5||2
' =a§bf+afb§+a§b%+a§b§—a§b§—2a1b1a2b2—a§b§=
2
a, a
—(ah,—ab)?=|" *
(ajby —azby) b, b,

Por tanto, el drea de un paralelogrtamo en el plano coincide con el valor absoluto del
determinante formado por las componentes de los vectores que lo determinan.
En el espacio también existe una formula sencilla, pero es necesario utilizar un

concepto que se introducira mas adelante.
El 4rea de un triangulo de vértices 4, By C coincide con la mitad del area del

paralelogramo determinado por los vectores ACy AB, como puede observarse en la
figura 2. Por tanto, las formulas para el area de un triangulo se obtienen dividiendo

entre 2 las formulas para el area del paralelogramo que él determina.

Figura 2
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, 'Fmalmente, record'amos que el area de cualquier figura limitada por segmentos es
acil de calcular a partir del area de triangulos, ya que toda «figura» puede «triangular-

se» (ver figura 3).
D
E D

B Figura 3 A B

EJEMPLO A. Tratemqs de encontrar el area del triangulo de vértices A=(1, 2), B
=(—2,0) y C=(1, —3). Si consideramos los vectores ’

a=AC=(0, -5
y
b=A4B=(-3, -2
se tiene que é <
. 25 £
-3 —22_15 T e ﬂ:]'g
i Ce8
Por tanto, el 4rea pedida es 15/2. U fAm
SE 2P
| a7 L k '
BE 5
Qo =0
22 524
a5 428
Q S
5§
™

Figura 4

EJEMPITO B. Qt’leremos encontrar el area del triangulo que tiene como vértices los
puntos de interseccion del plano de ecuacion 2x+ y+3z=6 con los ejes coordenados

(figura 5). Estos puntos son
A=(3,0,0, B=(0,6,00 y C=(0,0,2)

como facilmente puede comprobarse.
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c=(0,0,2)
a
B=(0, 6, 0)
b
A=(3,0,0)
Figura §

Si tomamos
7=(-3,0,2) vy b=(-360

de la proposicion 1 deducimos que

1 2 1 -
- — 02=-./13-45—81=
A—2,/(9+0+4)(9+36+0) (9+0+0) 2\/

=% 504=3,/14

Observar que en este caso no podemos utilizar el determinante, mientras que si se
utilizé en el ejemplo A.

* k%

Una férmula en la que interviene un determinante de orden 3 puede utilizarse para
calcular el volumen de un paralelepipedo en el espacio. Un paraleleplpedo‘queda
determinado por tres vectores linealmente independientes (ver figura 6). Si estos

vectores son

a’=(al’ a, a3)9 F=(b1’ b2’ b3) y Z.=(c1s Ca C3)

Figura 6
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demostraremos que el volumen del paralelepipedo que ellos determinan se obtiene
como el valor absoluto del determinante de la matriz.

a, a, as
@,b,c)=| b, b, b,
€y €3 C3

Para demostrarlo basta con encontrar un vector @ perpendicular al plano determi-

nado por los vectores @ y b, ya que entonces tendremos que
V =volumen = (area de la base)- || ¢|/|cos X (c, @)
ya que la altura del paralelepipedo coincide con |c||icos & (¢, @)!.
Para encontrar un vector @ =(x,, X,, x3) que sea perpendicular a @ =(a,, a,, a3) y

b =(by, b,. b;) basta con resolver el sistema

(@, B)=a,x; +a,x,+a3x;=0
b, @)=byx,+b,x;+byx,=0

—_—

Puesto que los vectores @ y b son linealmente independientes:

a, a, a;
r =2

y, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Supongamos que

a, a
#0
b, b,
y sea x3=I; tenemos que
1 —a; a,| |a, —as| la; a,
= t > s
al a2 _b3 b2 bl —b3 bl b2
by b,
a, a, ) )
Tomando t= #0, por ejemplo, se tiene que
1 02
_ a; aj a; a3 |4y 4,
w= s T ’
by by |by bsf by b,

que recibe el nombre de producto vectorial de @ y b
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DEFINICION 1 ( Producto vectorial de dos vectores)
(b, bs, by) en el espacio definimos su
producto vectorial como el vector

axy:< )

Una forma de recordar las componentes del vector producto vectorial de @ y b es
observar que corresponden al resultado de eliminar la primera, la segunda y la tercera

Dados los vectores @ =(ay, d,, 3) ¥ b

a, a,

a, a;

by b;

a, das

b, b

>

3

columna, respectivamente, de la matriz
a, a, as
by b, by

teniendo siempre cuidado de que a la segunda componente es necesario cambiarle el

signo.
Otra forma de recordarlo, procedente de la fisica, es la siguiente: sean i T=(1,0,0),
7=(0,1,0)y k=(0, 0, 1) los vectores coordenados unitarios; podemos escribir

ﬁ=a1i +a27+a37(.

F=b17+b27+b37('

x b se obtiene desarrollando «formalmente» el determinante

El vector @
Tk
a a, 4
b, b, by

por la primera fila.
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EJEMPLO C. Tratemos de hallar la ecuacion cartesiana del plano que pasa por el
punto A=(2, 1, 3) y tiene T=(1,0, — 1) y T=(2, —1, 1) como vectores directores. Un

vector perpendicular a T y 7 es

wxoo(] © U U NL L, s o
e | T e P —1'>_(_’_’_)’

la ecuacion de todos los planos perpendiculares a T x 7T es
—x—=3y—z=d

El valor de d se calcula con la condicion de que el punto 4 pertenezca al plano; por
tanto, tenemos —2—-3—3=—8=d. La ecuacion del plano es

x+3y+2z=8

El modulo o longitud del producto vectorial de dos vectores tiene una bonita
interpretacion geométrica. Si los vectores dados son @ =(ay, a,, az) y b =(by, by, by), ¥

calculamos ||@ x b [|? se tiene que

2

2
=(a,b;

a, a3)* la; a5 la, a,

—a;b,)? by—asb,)?
b, by b, by Tlb, b, azby)” +(a;by—azb,)* +
+(aib, —a,b, )’ =a3bl +a3b}+alb3 +alb? + a?b3 +albi—
—2[asbsasb, +a,byazb, +a,byab,]=(a + a3+ a)(b} + b3+ b3)—

2b§ —'2[a2b3a3b2 +alb3a3b1 + a1b2a2b1] =

+

laxb?=

—aibie-a3bl—
=(at+a}+ad)(b3+b3+b})—(ab, +a,b, +ashy)? =
=|@|?b 1>~ (@, b)*

De la proposicién 1 deducimos el siguiente resultado:

PROPOSICION 2 (Area de un paralelogramo en el espacio)

El area A4 de un paralelogramo en el espacio determinado por dos vectores @
y b coincide con el modulo del producto vectorial de los vectores, es decir:

A=|a@xb|=|a|l|b | sen & @, b)
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El area del tridngulo del ejemplo B podemos calcularla ahora utilizando el
producto vectorial. En efecto, tenemos que
2i|1/2

A= 6 0 3 6

2 ‘—3 2
1
[144+36+324]“2=§,/504=3,/14

o~ 1[0 2 2 1-3 0
||a><b||=§ +_3 0

N = DN —

que coincide con el resultado encontrado en el ejemplo B.

ﬁ I llsen % @.F)

Y

Figura 7

* % %

El problema que nos ha conducido a los resultados anteriores es el de encontrar
una férmula para determinar el volumen de un paralelepipedo en R3. Este problema
puede ser resuelto ahora de una forma elegante. Para el paralelepipedo de la figura 8 se

tiene que su volumen es
V= (area de la base)- |CP|cos ¥ (@ x b, )

Iellcos & @ xb, )l

Figura 8
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Debido a la proposicion 2 se tiene que
V=laxb|-|Tllcos ¥ (@ x5, )

Si recordamos la formula para calcular el coseno del angulo que forman dos vectores
(ver seccion 3.3), obtenemos que

V=I@xb, )

El producto escalar de @ xb con € recibe el nombre de producto mixto de los
vectores @, b y T. El producto mixto de tres vectores puede calcularse utilizando un
determinante, ya que

T = a; as a, ai| la; a,
(a Xb,C = ( y — s ),(CI,CZ,C3) =
by bs| |by byl |by b,
ay a, az
a, da; a, a; a, a;
= Cl_ CZ+ C3= bl b2 b3
€1 € C3

Todos estos resultados quedan resumidos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3 (Volumen de un paralelepipedo )

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, b y € en el
espacio puede calcularse mediante la férmula

V=|@xb, c)

y coincide con el valor absoluto del determinante de la matriz

a, a, a;
by b, by
€1 € C3

donde @ =(ay, a,,a,), F=(b1’b2,b3) Yy ©=(c1,¢yC3).

EJEMPLO D. El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @
=(1,2, -3, b=(0,1,2) y ¢=(1, -2, —1) es el valor absoluto de

1 2 -3
1 2l 2 -3
0 1 2= + =—144+4+3=10
-2 —1f i1 2
1 -2 —1
Por tanto, V=10.
* %* *
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Utilizando la proposicidn 3 puede calcularse el volumen de otras figuras en el
espacio. Si se trata, por ejemplo, de un prisma triangular determinado por los vectores
@, b y T (véase figura 9) se tiene que su volumen es

1 -
=—|@xb,T

51 l
ya que dos de ellos unidos por una de sus caras laterales forman un paralelepipedo
determinado por los vectores @, b y T.

8

1 -
V=g!(ﬁ’xb,'5)l

Figura 9

Si consideramos una piramide de base triangular determinada por los vectores @,

b y T,y tenemos en cuenta que el volumen de una piramide es un tercio del area de la
base por la altura, deducimos que

1 —
=—|@xb, 7).
6I(a <)l

Otra forma de llegar a esta conclusion es observando que seis piramides de base
triangular e iguales forman un prisma de base rectangular, como puede apreciarse en
las figuras 10 y 11. (Los dibujos de estas figuras han sido realizados por Manuel
Moreno, 1.° de Fisicas UAM, 1985)

El producto vectorial, que nos ha aparecido al intentar calcular areas y volimenes
de figuras tridimensionales, aparece de manera natural en algunos fendémenos fisicos.
Se justifica expenmentalmente que una carga eléctrica positiva de magnitud g, que se
mueve con una velocidad ¥, dentro de un campo magnético de intensidad 7, se
encuentra sometida a una fuerza F cuyo médulo y direcciéon estan dados por

Figura 11

Una corriente que circula por un hilo recto produce un campo magnético cuyo
vector F tlene el sentido del producto vectorial del vector que sefiala el sentido de la
corriente, T, en el hilo y el vector AB de la figura adjunta.

189
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Estudiaremos a continuacion las propiedades del producto vectorial. Sabemos que
el producto vectorial tiene direccion perpendicular a cada uno de los vectores y su
moédulo o longitud coincide con el area del paralelogramo que ambos vectores
determinan. Sin embargo, esto no determina completamente el producto vectorial de @
y b, ya que la direccion perpendicular a @ y b posee dos sentidos opuestos. Se plantea
entonces la pregunta de saber cual es el sentido del vector @ xb.

Realizamos algunos ejemplos sencillos. Si e; =(1, 0, 0), e,=(0,1,0) y e3=(0, 0, 1),

tenemos que
0 O 1 0 |1 O
“ Xez:(‘ \ " H l>=(0, 0, 1)=e;

1 o o oo 1
y
10 o olo 1
xXe = - =—
“2%¢=\lo of "It o't o é
€3

€3

s T

€ e3=e; X € 1y—e3=ez><e1

En estos ejemplos se observa que el sentido del producto vectorial de @’ y b esta
dado por el sentido de avance de un tornillo que gira yendo de @ hacia b.

Otra forma de recordar el sentido del producto vectorial es la regla de la mano
derecha: el sentido de @ x b es el sentido en el que apunta el dedo pulgar cuando los
dedos de la mano derecha estan curvados de @ hacia b (véase figura 12).

Las propiedades que conocemos del producto vectorial le determinan totalmente,
es decir, el producto vectorial @ x b de dos vectores @ y b en R® que son linealmente
independientes es el Gnico vector que satisface las siguientes propiedades:

1) Es perpendicular a @ y b.
2) Su longitud es el area del paralelogramo determinado por @ y b.
3) Su sentido esta dado por la regla del tornillo.

AN\

Sl
X
<

Figura 12
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PROPOSICION 4 (Propiedades del producto vectorial)

Cualesquiera que sean los vectores @, b y © en R? se tiene:

a axb=-bxa

b) @xb,a)=0y @xb,b)=0

¢y Sia y b son no nulos, @ x5 =0 si y sOlo si @ y b son paralelos.
d (@+b)xT=TxT+bx7

e) @xb,¢)=@ b x7?)=(b,Txa)

f) ax( x?)=@, ©)b —(@, b)c

Nota. Las propiedades a), b) y c) se deducen inmediatamente de las propie-
dades ya conocidas del producto vectorial. El resto de las propiedades pueden
demostrarse directamente utilizando la definicion de producto vectorial, y se
dejan como ejercicio para el lector.

E)'(isten varias formas de calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan en el
espacio; una de ellas se sugiere en el apartado j) del problema 3 de la seccién 3.3. Otra

de ellas puede obtenerse utilizando la proposicién 3 de esta secciéon. Dadas la
rectas de ecuaciones

rie A+t y ry B+sT
formamo,s un paralelepipedo como se muestra en la figura 13. El volumen del
paralelepipedo se obtiene multiplicando el area de la base por la altura a. De las

proposiciones 2 y 3 deducimos que

V=|& x7T, AB)|=|[¥ xT) -a

Figura 13

Pues}o que la altura a del paralelepipedo coincide con la distancia de B al plano que
conticne a riyes paralelo a r, y ésta, a su vez, coincide con la distancia entre las rectas
dadas, la distancia buscada es

d(ry, r))=a=|@ x 7, AB)|/|[7 x 7|
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EJEMPLO E. Para calcular la distancia entre las rectas de ecuaciones
rl: (19 09 1)+t(2’ 0’ 1) y r2: (07 17 1)+S(1’ 3a ‘_1)
calculamos

20 1] o2 1
@x7, AB)=| 1 3 —1|=| © —=‘

_ =6
4 —1
-1 1 ol I-1

y
I 0 1} 12 120
||u><U||=||(2,0, 1))((1,3, ""1)”= 3 _1’ —1 _1’ 13 =
=(=3,3,6[=09+9+36)"*=./54.
Por tanto,
sy r)=—
T, Mp)=—==—%=
v 54 /6
* * %*

Terminamos esta seccion haciendo algunos comentarios sobre la orientacion del
plano y del espacio.

En un plano no hay una orientacion privilegiada: podemos decir cuando dos pares
de vectores tienen la misma orientacion, pero no decir cudl es la orientacion de cada
uno de ellos. Sin embargo, decimos que hay un sentido positivo y un sentido negativo
de giro porque siempre miramos nuestro plano de un lado fijo: ei papel por el lado en
que dibujamos o las agujas del reloj desde fuera del mismo. iSi usamos un plano
transparente y lo miramos desde atras, los sentidos de giro cambian!

En el espacio no tiene sentido preguntar si el giro en torno a un eje es positivo o
negativo y solo tiene una aparente respuesta si en el eje se ha elegido una direccion
positiva y el observador se sitia en la direccion positiva de este eje. A pesar de no
existir una respuesta satisfactoria para definir un sentido de giro positivo o negativo en
el espacio, siempre podemos decidir si tres vectores estan positivamente orientados
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utilizando fl producto yectorial: los vectores @, b y T estan positivamente orientados si
el vector ¢ tiene el mismo sentido que el vector @ x b

EJERCICIOS 3.5
1. Hallar el area de la figura de vértices ABCDE, donde

A=(-2,0, B=(-1,-2), C=(2,1), D=(0,1), E=(-1,3)

2. Hallar las ecuaciones cartesianas de los siguientes conjuntos de puntos:
a) Plano que pasa por los puntos A=(1,2,1), B=(—1,3,0)y C=(2, 1, 3).
b) Recta perpendicular a las rectas

(:3,29+13, -1,2) y (1,1, 9)+s51, =5)

y que pasa por su punto de interseccion.

¢) Plano perpendicular a la recta de ecuacion (1, 2, 1)+#—1, 2, 0
bunt FerpeRds (1,2, 1)+#(—1, 2, 0) que pasa por el

3. Demostrar que la distancia de un punto 4 a la recta B+tw en el plano puede
calcularse mediante la formula

Uy u;

al_bl az_bz
il

donde A=(a1’a2)9 B=(b19b2) y u‘=(u15u2)'

[Sugerencia: utlli_zar que el area de un paralelogramo en el plano puede expresarse
como un determinante.]
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4.

C=

a)
b)
c)
d)

e)

5.

Algebra y Geometria

Dada la piramide de base ABCD y vértice E, donde A=(2, 0, 0), B=(3, 1, 0),
0,1,0), D=(—1,0,0) y E=(1, 1, 3), hallar:

El area de la cara ABE.

El area de la base.

El volumen del prisma.

La distancia entre las rectas EB y DC.
El valor de la altura.

Hallar el volumen del prisma determinado por los vectores
a=(1,2,-1), b=(0,1,2) y T=(1,2, -3)

Demostrar las siguientes propiedades del producto vectorial:

CAPITULO 4

LOS NUMEROS COMPLEJOS

4.1. Los nimeros complejos y sus propiedades

4.2. Formas trigonométrica y polar de un namero complejo
4.3. Raices de nimeros complejos

4.4. Resolucion de ecuaciones algebraicas

4.5. Ejercicios de algebra lineal con nimeros complejos

Las sucesivas ampliaciones de los sistemas de nimeros se han realizado para
acomodar resultados sorprendentes en los sistemas de nimeros conocidos. Estos
resultados sorprendentes provienen, en la mayor parte de los casos, de la
resolucion de ecuaciones algebraicas.

Por ejemplo, la ecuacion x+7=5, en la que solamente aparecen numeros
naturales, no posee ningun nimero natural como solucién; su solucién es el
nimero negativo —2. Los nimeros naturales, junto con los nimeros nega-
tivos, forman el sistema de los nimeros enteros. Este sistema de numeros es
insuficiente para resolver todas las ecuaciones algebraicas; la ecuacién 3x=>5 no
posee como solucion ninglin numero entero; su solucién es el nimero fracciona-
rio 5/3. Los numeros enteros, junto con los niimeros fraccionarios, forman el
conjunto de los nimeros racionales. Estos niimeros resultan insuficientes para
resolver ecuaciones cuadraticas; por ejemplo, la ecuacién x?=2 no tiene un
numero racional como solucion; sus soluciones son los nimeros irracionales \/5
Yy —+/2. Los nlimeros racionales, junto con los irracionales, forman el sistema de
los nimeros reales.

En todos estos sistemas de niimeros estan definidas las operaciones de suma,
multiplicacion, resta y division, que generalizan las operaciones con niimeros
naturales.

Los numeros reales no son, sin embargo, suficientes para acoger en su seno

195
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las soluciones de toda ecuaciéon cuadratica. La ecuacién x* = — 1 carece de toda
solucion real, ya que el cuadrado de un nimero real es siempre un nimero
positivo. Nos vemos,en la necesidad de ampliar el concepto de numero para
incluir aquellos que permitan resolver esta ecuacion. La idea mas sencilla, y a la
vez genial, es definir un «nuevo» nimero, i, de manera que satisfaga la relacion
fundamental i?= —1. El nuevo sistema de numeros que se obtiene anadiendo
éste vy sus combinaciones a los niimeros reales recibe el nombre de sistema de-.
nimeros complejos. Las operaciones que con ellos se realicen deben ser una
generalizacion de las correspondientes operaciones con numeros reales. Este
capitulo esta dedicado al estudio de los niimeros complejos.

4.1. LOS NUMEROS COMPLEJOS Y SUS PROPIEDADES
Un nimero complejo es toda expresion de la forma
z=a+bi

donde a y b son nameros reales € i es un nimero que satisface i>= — 1. El namero real
a recibe el nombre de parte real del nimero complejo z, y se representa mediante
real(z), y el nimero real b recibe el nombre de parte imaginaria de z y se representa
mediante img(z).

La suma de dos nimeros complejos es otro nimero complejo, que tiene como parte
real la suma de las partes reales de cada uno de ellos, y como parte imaginaria la suma
de las partes imaginarias de cada uno de ellos; asi pues, si

z=a+bi, z'=c+di
se tiene que
z+z' =(a+c)+(b+dji.
El producto de dos numeros complejos es otro numero complejo que se obtiene
multiplicando los nimeros complejos como si fueran polinomios en la variable i y
sustituyendo i por —1 siempre que aparezca. Tenemos, entonces, que

z- 2’ =(a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + bc)i.

EJEMPLO A. Queremos calcular [(3+2i)®+(1—i)]% podemos utilizar el binomio
de Newton para calcular el cubo de (3+2i) y obtenemos

(3+2i)>=3%+3-32.2i4+3-3-(2)* +(2i)* =27+ 54i — 36 — 8i= — 9 + 46i.
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Por tanto:

[B+2i+(1—)12=[(—9+460)+ (1 — )] =(— 8 +45)> =(—8) — 452 +
+2.(—8)-45i= — 1.961 —720i.

EJEMPLO B. Puesto que i*= —1, tenemos que i*=(—1)>=1; por tanto, si n es un
namero natural que al dividirlo entre 4 da de resto r, 0<r <4, es decir, n=4/+r, don-
de I es un numero natural, se tiene que

"= i4lir =i

Asi, por ejemplo, i**' =i, ya que 431=4x 107+ 3; puesto que i*=i?.i= —i, se tiene

que *¥=—i.

* % *
El cociente entre dos niimeros complejos, de los cuales el divisor es no nulo, es otro

numero complejo; si deseamos hallar el cociente entre los nimeros complejos z = a + bi
y zZ’=c+di#0, escribimos

El namero complejo x+iy es el cociente entre z y z' si se cumple que
(c+di)(x+iy)=a+bi.

Utilizando la definicion de multiplicacién de nimeros complejos e igualando las partes
reales e imaginarias se tiene que

cx—dy=a
dx+cy=b{"

Es facil obtener las soluciones de este sistema:

x_ca+db _cb—ad
T 2442’ y_c2+d2

(Observar que la solucion es unica, ya que ¢?>+d?#0 por ser z #0.) Por tanto:

a+bi ca+db+,cb—ad
= l .
c+di A+d? 2 +4?

La férmula para calcular el cociente de dos nimeros complejos no es muy dificil de
recordar; sin embargo, es mucho mas facil calcular el cociente de dos nGmeros
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complejos utilizando la nocioén de conjugado. Se denomina conjugado del numero

complejo z'=c+di al nimero complejo
Z=c—di

que posee la misma parte real que z/, pero su parte imaginaria se ha cambiado de signo.
Al multiplicar un nimero complejo z’=c+di por su conjugado se tiene

77 =(c+di)c—di)=c?+d?

que coincide con el denominador de las partes real e imaginaria del cociente entre z
y Z. Esto sugiere que para calcular el cociente entre dos nimeros complejos hasta

multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador. En
efecto, este calculo proporciona el resultado adecuado, ya que

a+bi a+bi c—di_(ac+bd)+i(bc—ad)_ac—+—bd_Hbc—ad
c?+d? T +d? A+ d

c+di c+di e—di

EJEMPLO C. Queremos expresar el numero complejo
(1—i)(1+2i)
1+i

en la forma a+ bi; el numerador da como resultado
(1=)(1+2)=1+2i—i—-2=142+i=3+i
Multiplicando numerador y denominador por 1—i se tiene

(I—DA+2) _3+i 1=i 3-3i+i=i® 4-2%
t+i L+i1-i 2 2

* ok %

La suma de nimeros complejos cumple las siguientes propiedades, que son
semejantes a las propiedades de la suma de niimeros reales:

(S1) Asociativa:

(a+bi)+[(c+diy+(e+fi)]=[(a+bi)+(c+d)]+(e+fi)

(S2) Conmutativa:

(a+bi)+(c+di)y=(c+di)+(a+bi)
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(S3) Existencia de elemento neutro: el numero complejo 0=0+0i satisface
(a4 bi)+0=0+(a+bi)=a+bi

(S4) Existencia de elemento opuesto: el opuesto de a+bi es —a— bi.

La multiplicaciéon de nimeros complejos tiene propiedades analogas a las de la
suma; son las siguientes: § §
3 .
(M1) Asociativa: e as; g’
SE 93
(a+bi[(c +di)e +1)] = [(a+bic +di)](e+1i) Fh oo B
Lo
. ::: £ 2>
(M2) Conmutativa: o
&l gz,
S o) f
(a+bi)c+di)=(c+di)(a+bi) aq = gt
< < p
Q&= ofa
(M3) Existencia de elemento unidad: el nimero complejo 1=1+0i satisface 0 = 3 é £
O C
(a+bi)l =1(a+bi)=a+bi g o 5 =
o

(M4) Existe el inverso de todo nimero complejo distinto de cero: el inverso de un
numero complejo z=a+ bi, no nulo, es otro niimero complejo x + yi tal que

(a+bi)(x +yi)=1.

Por tanto,

a—bi a (=b)

xX+yi= = = +1i
Mo arbi b a1b b |

de acuerdo con los resultados anteriores sobre el cociente de dos nimeros
complejos.
Finalmente, la suma y la multiplicaciéon de niimeros complejos estan relacionadas
mediante la siguiente propiedad:
(D1) Distributiva:
(a+bi[(c+di)+(e+fi)] =(a+bi)c+di)+(a+bi)e+fi).
El lector no tendra gran dificultad en comprobar las propiedades anteriormente
expuestas. Cuando un sistema de niimeros con operaciones enél definidas satisface las

propiedades anteriores recibe el nombre de cuerpo. Podemos hablar, entonces, del
cuerpo de los nimeros complejos o del cuerpo de los niimeros reales.

* k%
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La validez de las operaciones con numeros complejos era cuestionada por varios
matematicos anteriores al siglo X1X. El nombre de «imaginarios» que aun se da a los
nameros complejos cuya parte real es nula es un vestigio de este escepticismo. Sin
embargo, a comienzos del siglo XIX una sencilla interpretacion geométrica de las
operaciones con numeros complejos hizo desaparecer estas sospechas. Esta inter-
pretacion geométrica fue encontrada simultaneamente por Wessel (1745-1818), Argand
(1768-1822) y Gauss (1777-1855).

Esta interpretacion geométrica consiste en colocar la parte real de un numero
complejo en un eje y su parte imaginaria en otro eje perpendicular al primero. El
primero de estos ejes se denomina eje real y el segundo eje imaginario. De esta forma
todo niimeros complejo queda representado en un plano mediante un vector, como
puede apreciarse en la figura 1.

Figura 1

La suma de dos numeros complejos es un numero complejo cuya representacion
grafica coincide con la diagonal del paralelogramo que se obtiene con los dos vectores
dados (véase figura 2).

(a+bi)+(c+di)

c+di

a+bi

Figura 2
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Para poder interpretar geométricamente la multiplicacion de niimeros complejos es
necesario recurrir a una nueva forma de escribirlos. Esto se hara en la proxima seccidn.

EJERCICIOS 4.1

1. Calcular:

3
a) [2-3i)*-i]? b) <%—z\/7§> o [R+d2-i]?

2. Expresar los siguientes numeros complejos en la forma a+ bi:
l_—_i b 3-D(2+)) i Q—z_)2

1+i 341 (3-i)?

3. Encontrar las partes reales ¢ imaginarias de

1 z+1
p A —
z2 y z—1

donde z=a+ bi.
4. Encontrar dos nimeros complejos tales que su cuadrado sea §—6i.

5. Demostrar las siguientes igualdades:

a) zi+z,=z,+2z, y by z,z,=z,z,

donde z; y z, son dos nimeros complejos cualesquiera.

4.2. FORMAS TRIGONOMETRICA Y POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO

Se denomina médulo de un numero complejo z=a+ bi a la longitud del vector que
le representa, y se escribe de la forma |z|. Utilizando el teorema de Pitagoras se

tiene que
r=lz|=/a*+b?

Todo nimero complejo posee un modulo positivo, excepto el niimero complejo z=0,
que posee modulo nulo.

El angulo que forma la direccion positiva del eje real con el vector que representa
al nimero complejo z se denomina argumento de z y se representa mediante

a=arg(z).
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El argumento de un niimero complejo z no estd determinado univocamente, sino
que puede variar en un miultiplo de 360°=2n radianes. En cualquier caso, la

trigonometria elemental nos permite obtener: 4
b
tgo=—
a

siempre que a sea no nulo.
En el triangulo de la figura ! puede observarse que

a=rcosa y b=rsena
¥, por tanto:
z=r[cosa+isenal.

que recibe el nombre de forma trigonométrica del nimero complejo z.

Moédulo
z=a+bi
A0 :
: 1b
!
@ ey
1 -

a k
Argumento

Figura 1

EJEMPLO A. Queremos escribir el nimero complejo z= —2 +2i en forma trigono-
métrica; su modulo es r= 4+4=2ﬁ y su argumento o satisface tgo= —3=~ 1;

por tanto, como el nimero complejo estd en el segundo cuadrante, se tiene «=135°,
Asi pues,

—2+42i=2,/2[cos 135° +isen 135°].
El lector puede también comprobar que
—2i=2[cos 270° +isen 270°]

obteniéndose asi la forma trigonométrica del nimero complejo z= —2i.
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—2i

Figura 2
x k%

Dados los numeros complejos z, =r(cosa+isena) y z,=s(cos f+isenf) en su
forma trigonométrica el resultado de multiplicarlos produce

zy - z3=rs[(cos x cos f—sen asen )+ i(cos a sen B+ sen a cos f)].

Utilizando las formulas trigonométricas para el coseno y el seno de una suma de
angulos se tiene que :

zy -z =rs[cos(a+ f)+isen(x+ B)]
De aqui se deduce que ¢l modulo de un producto de nimeros complejos es el
producto de los médulos de cada uno de ellos y que su argumento es la suma de los

argumentos de cada uno de ellos. Esta afirmacion tiene una representacion geométrica
sencilla que puede observarse en la figura 3.

212,

Z2

a+f

Figura 3
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Para interpretar geométricamente el cociente z,/z,, donde z, es nulo, calculamos
primero el inverso de z,. Puesto que

z,=s(cos f+isen f)
se tiene que
1 1 _s(cosﬁ—isenﬂ)_l

z, s(cosf+isenf) 52 s

[cos(—p)+isen(—pf)].

Por tanto,

El=zl-i=£[cos(oc—,B)+isen(rx—[)’)]_
Z, Zy S

De aqui se deduce que el médulo de un cociente de numeros complejos es el cociente
de los modulos de cada uno de ellos y que su argumento se obtiene restando del
argumento del dividendo el argumento del divisor.

Hemos probado que el modulo del producto de dos nimeros complejos es el
producto de los médulos de cada uno de ellos. El modulo de la suma es, sin embargo,
menor o igual que la suma de los modulos de cada uno de ellos, es decir:

2y + 25| £ [z4]+]2,)

dandose la igualdad unicamente en algunos casos particulares. La desigualdad anterior
es una inmediata consecuencia de aplicar la desigualdad triangular al triangulo OAB
(véase seccion 3 del capitulo 3).

zZ,4+1z,
Z3

Z1

Figura 4

Particularmente interesantes son algunos resultados que se obtienen utilizando el
conjugado de un nimero complejo z=a+bi. Se tiene que

z+Z=(a+bi)+(a—bi)=2a=2real(z)
z—z=(a+bi)—(a—bi)=2ib=2iimg(z)

z-Z=(a+bia—bi)=a*+b*=|z|?

* * *
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Finalizamos esta seccion dando una nueva forma de escribir un niumero complejo.
En cualquier libro de analisis matematico puede encontrarse la formula

x2 3 x"
[4 =1+X+5+§+'“+E+"’, xeR

lo cual es una aplicacion de la formula de Taylor para funciones de una variable. De la
misma manera puede demostrarse que

x2 x4 x6 x2n
cosx=1—£+E—a+---+(—l)"m+m
y
x? x° xn+!
senx=x—§+§—---+(—l)"m+---.
Por tanto:

o ot a® o o’ o
r[cosa+zsena]=rl:<1—E+E—a+--->+1<oc-i+§-—7—!+--->:|=

. N2 . N3 IRV} TR
=r[x+ia+";_!’+%+(ig+% }

La similitud de esta Gltima expresion entre corchetes, con la formula para e*
anteriormente dada, nos lleva a dar la siguiente definicion:

re®=r[cosa+isena],
que recibe el nombre de formula de Euler.
La expresion re'* se denomina forma polar de un nimero complejo; en ella esta
contenida toda la informacién necesaria para que el nimero complejo quede determi-
nado: estan dados su modulo y su argumento.

EJERCICIOS 4.2

1. Calcular su moédulo, su argumento y expresar los siguientes niimeros complejos en
sus formas trigonomeétrica y polar:

2. Calcular e™, e*™, ¢ y e
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4. Hallar el modulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos, sin realizar
las operaciones:

) 14/3i
b 1—\/31.’

5. Siz, y z, son dos nimeros complejos, demostrar que:

(1491 —i i*31(3-3i)

a) zil—lz;] £ |z + 2,
b) lzil—lz,ll = |z, — 22l

6. Probar, sin efectuar calculos, que si a—bi es no nulo, a+ bi/a—bi tiene siempre
médulo 1.

7. Demostrar que

eia+e—ia eia_e—ia
cosg=——— Yy Seno=——_——-
2 2i

utilizando la formula de Euler.

43. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS

Tra:emos ahora de encontrar la raiz n-ésima de un nimero complejo; este proble-
ma tiene una solucién sencilla si el nimero complejo esta escrito en forma trigonomeé-

trica.
Observemos, primero, que si deseamos calcular la potencia n-ésima del numero

complejo
z=r[cosa+isena]
se tiene que
z"=r"[cos no+isen na].
Esta formula, que recibe el nombre de férmula de De Moivre (matematico inglés, 1667-
‘.. 1754), se deduce del hecho de que al multiplicar dos niameros complejos, el moédulo es el
* producto de cada uno de sus modulos y su argumento es la suma de cada uno de sus
argumentos. Este resultado fue demostrado en la seccion anterior.
Demostraremos a continuacion que todo numero complejo posee n raices n-ésimas

‘que‘son también numeros complejos. Dado el nimero complejo

w=s[cos f+isen f]
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una raiz n-ésima de w es cualquier nimero complejo z que satisface z"=w. Para
encontrar z escribimos

z=r[cosa+isena]

¢ imponemos la condicién de que su potencia n-ésima sea w; utilizando la formula de
De Moivre se deduce que

r"[cos na+isen noa] =s[cos f+isen f].
Igualando los modulos y los argumentos de estos dos numeros complejos se tiene que

r"=s

nu=p+2kn, k=0, +1, +£2, +--

en donde se ha tenido en cuenta que dos numeros complejos iguales poseen argumen-
tos que difieren en un multiplo entero de 360°=2n radianes.
Puesto que r y s son numeros reales positivos se tiene que

r=\"ﬁ

donde /s denota la tunica raiz real positiva del nimero real positivo s. Ademas,

2%
el LT 0, 41, 2,
n n

Por tanto, los nimeros complejos

B 2km\ | B 2k=n
w,=ys]| cos| —+— )+isen|—+—] ], k=0, £1, £2, ..
n n n n

son raices n-ésimas de w.

En la coleccion infinita de nimeros complejos {w,} hay una cantidad infinita de
ellos que se repiten. Observar, por ejemplo, que si k=qn+r, kz2n, 0Sr<n-—1, se
tiene que 4}'

Y
2k 2 2 3
cos(L_”):cos(quﬁﬂ):cos(&ﬂ) & 4
n n n S

hn n n

A ey ~
y, analogamente, @ LR S
o &

B 2kn B 2rn B 2rn § I f:‘§ ‘
P - L —sen| 24250, o3 o)
sen(n+ " sen n+2q7r+ " sen n+ " \Qf..( &S S
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Por tanto, w,=w, De manera similar puede demostrarse que si k es un entero
negativo, w, coincide con algin w,, con 0 £ r < n—1. Ademas, todos los w,, con
re{0, 1,2, .., n—1} son distintos, como puede comprobarse facilmente. Asi pues, w
posee n-raices complejas que escritas en forma polar son

g+ 2kn

wk=\'/;e " k=0,1,2,..,n—1

EJEMPLO A. Queremos calcular las raices cibicas del nimero complejo 8i; puesto

n n , iy .
que 8i=8 cosz+isen 5:| las tres raices cubicas de i son:

A \/5 1
wo=2 cosg+lseng]—2|:7+12:|

[ (n 2m\ . n 2n \ﬁ 1
wl=2_cos<g+?>+zsen<g+?>]=2,:—-2—+15]
B T 4n\ .
w,=2 cos<—+?>+tsen< >:|=—21

+47‘E
3

N
ENE

EJEMPLO B. Calculamos a continuacidn las raices quintas del nimero complejo z
= —1—1i; puesto que

5 Sn
—1—i=ﬁ<cosfn+isen7>
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se tiene que las raices pedidas son:
/

wo:{}’i[cosz+zsen~J ‘ f[jﬂ\[]

2
a)l—\}flicos< >+zsen<z+?n>J={7/§[cos117°+isen117°]
. n 4my n 4n L . o
w2=\}6 cos Z+? +isen Z+? =\?§[cosl89°+zsen189]

* * *

De la férmula para calcular las raices n-ésimas de un ntimero complejo se deduce

que todas ellas tienen el mismo modulo, a saber, \/ y sus argumentos difieren en 27/n
radianes; por tanto, los extremos de estas raices son los vértices de un poligono regular

de n lados inscrito en una circunferencia de radio \/; Este comportamiento puede
observarse en los ejemplos anteriores.

Un caso particular interesante es calcular las races n-ésimas de 1, las cuales se
denominan raices n-ésimas de la unidad. Puesto que 1 es un numero complejo que tiene
modulo 1, de la observacion anterior se deduce que los extremos de las raices n-ésimas
de la unidad son los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en una
circunferencia de radio 1.

Claramente, una raiz n-ésima de la unidad es 1; el resto pueden calcularse con la
formula anterior. Por ejemplo, las raices cuartas de la unidad son:

wo=1[cos0°+isen0°] =1

2 . 2m| .
wy=1 cosT-Hsen? =i

lr 4n+_ 47 :
Wy = COS—+1sen— |= —
L4 4 |
1’ 6n+_ 6n] ,
=1{cos—+isen— |= —
w5 4 isen 2 i
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EJERCICIOS 4.3

1. Calcular los diferentes valores de

N A e A e T

2. Calcular las raices sextas de la unidad.

3. Calcular las raices ciibicas de la unidad. Sean éstas wy=1, ®w, y w,; demostrar que
®, y w, satisfacen la ecuacidon x?+x+1=0 y ambas son conjugadas.

44. RESOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS
Una ecuacion algebraica es una ecuacion de la forma
ax"+a,_x""'+--+a;x+a;=0 )

donde los a; son nameros complejos; en particular, si 10; a; son numeros reales la
ecuacion anterior se dice que es una ecuacion con cocficientes reales. .

Se denomina solucion de la ecuacion algebraica (1) a cualquier nimero corpplejo z
tal que al sustituir x por z en la parte izquierda de la ecuaciéon y realizar las
operaciones indicadas se¢ obtiene 0 como resultado. ‘ '

Inicialmente podria pensarse que toda ecuacion algebraica con coeficientes reales
posee soluciones reales. Nada mas lejos de la verdad, puesto que ya sabemos que la
ecuacion x2+1=0 no posee soluciones reales. Sin embargo,_posee las splucmnes
complejas i y —i. Esto nos lleva a pensar que toda ecuacidén algebraica posee
soluciones complejas. Este resultado se conoce con el nombre de teorema fundamental
del dlgebra, y se enuncia asi:

Toda ecuacidn algebraica de la forma (1) posee una solucion compleja.

La primera demostracion correcta de este teorema es debida a C. F. Gaus.s; la
demostracion mas sencilla requiere conocimientos relativos a funciones de variable
compleja y se incluye en cualquier curso dedicado a este tema.

Si z, es una solucion de (1), existen numeros complejos by, by, .., b, tal que

ax"+a,_;x" 14 tax+ag=(b,_ X" 1+ +b;x+bo)(x—z,).
Para demostrar este resultado multiplicamos los polinomios de la parte df:recha de
esta igualdad e igualamos sus coeficientes con los del polinomio de la parte izquierda.

Por este procedimiento se obtienen las siguientes igualdades:

ay=b,_; ay_1=b,_3—21by_y; @y_3=by_3—21b,_3; .5 ay=bo—2,by; ap=—2,b,.
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La primera igualdad nos permite encontrar b,_1(=a,); conocido b,_, podemos
encontrar b,_, de la segunda igualdad, ya que by-y=a,_;+z:b,_=a,_,+z,a,
conocido b,_, podemos encontrar b,_, de la tercera igualdad, ya que

bn—3=an—2+zlbn—2=an—2+zl(an—1+zlan)
Este proceso continta hasta que se ha calculado b, de la pendltima igualdad:
b0=a1+zlb1=a1+zl(a2+zlb2)i~--=a1+azz,+a3zf+--~+a,,zq“.

Esta igualdad coincide con a,= —z,b,, ya que z, es solucidon de la ecuacidén (1). Este
procedimiento para calcular el polinomio by_1x"" 1+ +b x+b, se conoce con el
nombre de regla de Ruffini y puede esquematizarse como sigue:

a, a,—, ) a; ag
zy) 248, z;b,_, - ziby z,bg
a b,y b,y - b, | O.

Utilizando de nuevo el teorema fundamental del algebra para la ecuacion b,_  x" !
+:++b,x+bo=0 se obtiene otra solucién compleja z, de (1). Repitiendo este proceso
n veces podemos escribir

X"+ 8, X" taxtag=a, - (x—z;)(x—2,)-(x—z,).
Algunas de las soluciones z; pueden repetirse, con lo cual podemos escribir
ax"+a,_+-+a;x+a,=a, - (x =z (x = z) 2 (x — z,)*.

El numero c; se denomina multiplicidad de la raiz z,j=1,2, .., k. Tenemos, por tanto,
el siguiente resultado:

Toda ecuacion algebraica de la forma (1) posee n soluciones complejas, donde cada
solucion estd contada el nimero de veces que indica su multiplicidad.

Encontrar las n soluciones de una ecuacidén algebraica es un problema imposible de
resolver en general. Sin embargo, en algunos casos particulares, que aparecen con
mucha frecuencia, es posible encontrar las soluciones.

Si la ecuacién algebraica (1) es de grado 2 y con coeficientes reales, es decir, de la

forma

ax*+a,;x+a,=0, ay, a;, a,eR

la conocida férmula

—a; +/at—4a,a,

2a,

nos permite obtener sus soluciones.
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Si la ecuacion algebraica es de grado 3 6 4 y con coeficientes reales, también existen
formulas para calcular sus soluciones; estas formulas resultan bastante complicadas. El
lector interesado puede encontrarlas en el libro de A. G. Kurosch, Curso de dlgebra
superior (Editorial Mir, 1977).

Ecuaciones algebraicas de la forma

x"—a=0

donde a es un numero complejo se han resuelto en la seccién anterior, ya que
simplemente se trata de calcular las raices n-ésimas del numero complejo a.

Otros casos particulares pueden verse en los ejercicios al final de esta seccion.

Para finalizar es conveniente exponer un método para encontrar las soluciones
racionales, en particular las enteras, de una ecuacion algebraica con coeficientes
enteros, si es que ésta posee algunas soluciones del mencionado tipo.

Supongamos que la ecuacion algebraica con coeficientes enteros

ax"+a,_x" '+ +a;x+a,=0 (1)
posee una solucidn racional de la forma z=M/N; siempre podemos suponer que M y

N son primos entre si, ya que en caso contrario podemos eliminar los factores comunes
en ambos. Sustituyendo z en la ecuacion se tiene:

Mn Mn—l
a,,N;+a,,_1 N +ta;—+ay=0
o bien
aM'+a,_  M" 'N+--+a MN" ' +a,N"=0. 2)

La igualdad (2) puede escribirse de la forma
(a,M" *+a, M N+--+a N~ H)M=—a,N"

Por tanto, M divide a a,N™; como M y N son primos entre si, deducimos que M ha de

ser un divisor de a.
La igualdad (2) también puede escribirse de la forma

N(@,_ M" '+« +a,MN" 24 g N"" )= —a,M".

De aqui se deduce que N divide a a,M”"; como M y N son primos entre si, deducimos
que N ha de ser un divisor de a,.

Resumiendo, las soluciones racionales de la ecuacion algebraica con coeficientes
enteros (1) se encuentran entre aquellos nimeros fraccionarios cuyo numerador es un
divisor de a, y cuyo denominador es un divisor de a,.
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EJEMPLO A. Para encontrar las soluciones de la ecuacién
3x*—14x2 +23x—10=0
intentamos averiguar si posee soluciones racionales. Los divisores de ao= —10 son
1, -1,2, -2,5 -5 10y —10
Los divisores de a;=3 son
1, —1, 3, -3
Las posibles soluciones racionales de la ecuacién son

1, —-1,2, -2,5 —-510, —10

Uno de estos nameros es solucion si al sustituirlo en la parte izquierda de la ecuacion
y realizar las operaciones indicadas se obtiene cero como resultado. Por ejemplo, 2 no
es solucion, ya que

3:2-14.22423.2—-10=24— 56446 — 10 =4 #0.
Sin embargo, 2/3 es solucién, ya que

2 22 2 8 56 46
3.5 145 423.210=—-4+ 2 _10=0.
3ty 57973 0

Haciendo uso de la regla de Ruffini o simplemente dividiendo el polinomio 3x3
—14x%+23x—10 entre x—2/3 se tiene

2
3x*—14x2 +23x —10=3(x> —4x + 5)( —§> .

Por tanto, las otras dos soluciones de la ecuacién son también solucion de la ecuacion
x?—4x+5=0; éstas pueden obtenerse mediante la formula cuadratica:

4+/16—-20 4+./—-4 a4
5 = =

> Ti.

2 . .
Asi pues, 21=§, z,=2+iy z3=2-1i son las tres soluciones de la ecuacion dada.
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EJEMPLO B. Queremos encontrar las soluciones de la ecuacion
x*—x3—x?—x—2=0.

Si posee soluciones racionales, deben ser numeros enteros puesto que el d@nomma-
dor ha de ser +1 (observar que el coeficiente de x* es 1). Estas posibles soluciones son
los divisores de —2, es decir:

1, —1,2y =2

Después de algunos intentos se concluye que x=—1y x=2 son soluciones de la
ecuacion dada; en efecto:

(=1 = (= 1P = (=12 =(=1)=2=1+1—1+1-2=0.

24-23-22-2-2=16—-8-4-2-2=0

Una vez dividido el polinomio x*—x*—x*—x—2 entre (x+1) y (x—?) se tiene como
divisor al polinomio x2+ 1. Las soluciones de x>*+1=0 son i y —i. Por tanto, las
soluciones de la ecuacion dada son

zy=—1,2,=2,z3=1 y z4=-—1I

EJERCICIOS 44

1. Resolver las siguientes ecuaciones algebraicas:

a) x*—10x3+35x2—50x+24=0. [Sol: 1, 2, 3, 4]

1 /3, 1 ./3
b) x*+x3—x—1=0. [Sol: —1, 1, —5+\—/2:-l, ——5—-71.)
3+./3i
) x*—x?—3x+6=0. [Sol.: -2, ) ]
3
d) 4x®*—4x*>—5x+3=0. [Sol. 7 —1.]

€) x*+7x?—144=0. [Sugerencia: hacer x*=t.] [Sol.: 3, —3, 4i, —4i.]

2. Demostrar la igualdad (x*+x®+x2+x+1)(x—1)=x>—1. Utilizar este resultado
para encontrar las soluciones de la ecuacion x*+ x>+ x2+x+1=0.

3. Demostrar que si z es una solucion compleja de una ecuacion algebraica con
coeficientes reales, 7z es también solucion de la misma ecuacion.

4. Encontrar las raices de la ecuacion x?+2x+1—2i=0 completando cuadra_ldos.
(Contradice el resultado de este problema lo demostrado en el problema anterior?
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4.5. EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL CON NUMEROS COMPLEJOS

Todos los conceptos introducidos en los capitulos 1 y 2, asi como los resultados alli
obtenidos, pueden ser generalizados a los nameros complejos. Por recordar algunos
citaremos el método de Gauss para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, el
concepto de dependencia e independencia lineal de vectores, el determinante de una
matriz y la regla de Cramer.

En esta seccion proponemos ejercicios relativos a estos conceptos y resultados, en
los cuales se utilizan numeros complejos. Estos ejercicios sirven, ademas, de repaso de
los capitulos 1 y 2.

En los ejercicios que siguen C denota el conjunto de los nimeros complejos. De
acuerdo con esta notacion, C" es el conjunto de todos los elementos de la forma
(z4, 23, .., 2,), donde cada z;eC.

1. Utilizar el método de eliminacion de Gauss para resolver, si es posible, los
siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes complejos:

a) xl—x2+ix3=1} b) x;—ix,=2 c) X, —x,=1
iX,—X3=1 Xy +ixg=142i; ix,+x,=0
X +x,=1+i ] x1-+-(1——i)x2=i]

2. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o
independientes y en caso de que sean linealmente dependientes encontrar una combi-
nacion lineal entre ellos:

o) {4, 14i,0,1-0),(0, 1,4, 1+i), (1, 1, 1, 2—2i)}

3. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales:
a) f:C>wC? tal que f(zy, 25, 23)=(iz, +2,, 2, +iz3)

b) g:C*—C? tal que g(zy, z,, z3)=(iz3, iz,, iz,)

¢) hC*—C’ tal que h(zy, z,)=(2, —izy, 2, +iz,)

4. Sif, gy h son las aplicaciones del ejercicio 3, calcular:

a hef b)) goh ¢ g7t d) gloh

5. Calcular los siguientes determinantes:

PLo TR t+i 02
@ t—iafop % 9o 1 o

0 1 1 1-i 1
i1000 i ;
1 i100 i -z i

d (01 i10 e) i 0 -z o i |, zeA

001 i1
0 00 i i i i—z| e,
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6. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de los
cofactores:

b) [14i -1

) 3 g
a) <l 1> {2
L i 10

7. Utilizar la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales con coeficientes complejos:

a) X;+ix, =0 b) x;+x,=2
—X{+x3=—1 X, —X,=2i
Xz—iX3=i

8. Encontrar el rango de las siguientes matrices:

a) 1 i 2i b) 20 1+ c) i -1 =2i
2 =2 0 1 0 —i 1 2i
0 1+i 1+ -3 2—i, i -1 =2

9. Encontrar el rango de la matriz
1 z —1

2 -1 z
1 10 -6

para los distintos valores del numero compliejo z.

10. Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad de los siguientes sistemas y
resolverlos en el caso de que sean compatibles:

a) x;—ixy+x;=i b) x;+x,+x3=0 ¢) x;—ix,=0
X,—ixy=2 2x,—3x3=5i Xi+x3=1 ‘
ix1+2x2=l’ x1+ix2=—l‘ Xy —ixy=2

CAPITULO 5

ESPACIOS VECTORIALES

5.1. Definicion de espacio vectorial. Ejemplos

5.2. Base y dimension de un espacio vectorial

5.3. Cambio de base

5.4. Subespacios vectoriales. Interseccion y suma de subespacios vectoriales
5.5. Variedades lineales. Espacio afin

5.1. DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL. EJEMPLOS

El conjunto de los nameros reales y el conjunto de los nimeros complejos, con los
cuales se ha trabajado en los capitulos anteriores, tienen propiedades similares. En
ambos pueden definirse dos operaciones + y - que satisfacen ciertas propiedades; estas
propiedades han sido enumeradas para los nimeros complejos en la primera seccion
del capitulo 4. Un conjunto en el que se han definido dos operaciones + y - que
satisfacen las propiedades (S1) a (S4) y (M1) a (M4), enunciadas en el capitulo 4 para
los numeros complejos, recibe el nombre de cuerpo. Observemos que todos los
resultados obtenidos en los capitulos 1 y 2 son ciertos en cualquier cuerpo, con tal
que el cuerpo posea infinitos elementos.

Todos los resultados de los tres capitulos siguientes son ciertos en cuerpos similares
a R, que denota el cuerpo de los nimeros reales, y a C, que denota. el cuerpo de los
nimeros complejos. Sin embargo, nosotros trabajaremos fundamentalmente con R y
C, los cuales se denotaran por K.

Al estudiar el conjunto de todos los vectores en el espacio hemos definido la suma
de vectores y la muitiplicacién por un nimero real y enunciado las propiedades que
satisfacian (véase seccion 2 del capitulo 1).

Otros conjuntos a los cuales se les puede dotar de una estructura similar a la del
conjunto de todos los vectores en el espacio son los conjuntos formados por matrices.

217
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Si denotamos por A, x ()= 4, al conjunto de todas las matriggs de m ﬁlas, yn
columnas con elementos en ¢l cuerpo K, se ha demostrado en la seccion 3 del capitulo
1, que satisface las mismas propiedades que los vectores, al menos c_uapdo KK es el
cuerpo de los numeros reales. Iguales resultados se obtlepen si KK coincide con C.
En la misma seccion en que se estudiaron las propiedades de las m?xtrlces se
definieron operaciones con aplicaciones lineqles de R™ en R" y se estudiaron sus
propiedades. Estas son analogas a las _prople(.iadeS de las matrlcss..Por tantg, el
conjunto L(R™, R") de todas las aplicaciones llnealt?s de R™ en R tiene la misma
estructura que los vectores en el espacio y las matrices. o .
Cuando en varios conjuntos distintos aparecen estructuras S{ml!ares es copvenlente
axiomatizar éstas y dar un nombre al ente resultante. Lg principal ventaja que se
obtiene es que estudiando esta estructura, quedan estudl.adas todas las estructuras
particulares que en ella se encuadran. Cuando en un conjunto se da.una estructura
similar a la de los ejemplos anteriores, se dice que se tiene un espacio vectorial.

DEFINICION ( Espacio vectorial)

Un conjunto V, cuyos elementos se denotan mediante o, U,.W’ , ..., se dice que
es un espacio vectorial sobre el cuerpo [, si en ¢l se han definido dos operacio-
nes: la suma, +, de manera que a cada par de elementos @ y 7 de V se le hace
corresponder el elemento @ + 7 de V, denominado suma de #' y ¥, y la multiplica-
cion por escalares, de manera que a todo elemento ¥ de V' y a todo elemqntg a de
K se le hace corresponder el elemento aw de V, que satisfacen las siguientes
propiedades:

(S1) (Conmutativa) & +7 =7 +u para todo ¥, v de V.

(S2) (Asociativa) W+ (T+W)=u +7)+ W paja todo wv y w de V.

(S3) Existe un elemento de V, designado por 0 y denominado neutro, tal que

7+0=u para todo @ de V.

(S4) Para todo @ de V existe un elemento, designado por —# y denomina-

do opuesto de w, tal que w+(—u)=0.

(M1) 1w =u para todo ¥ de ¥, donde 1 denota el elemento unidad de K.

(M2) a(bw)=(ab)# para todo & de V y todo a, b de K.

(M3) (a+ by =af +bu para todo @ de V y todo g, b de K.

(M4) a(if +T)=aif +av para todo ¥, 7 de V' y todo a de K.

Notas. 1) Los elementos de un espacio vectorial‘ reciben el nombr.e .g’enérico
de vectores y en general se utiliza la notacion indicada en la def?n1c1on para
denotarlos. Esto no es obstaculo para que en algunos casos particulares, por
ejemplo, matrices o aplicaciones, se utilice la notacion propia de f:ada caso.

2) Las propiedades de (S1) a (S4) se reﬁer&?n a l,a suma, las propiedades (Ml)
y (M2) se refieren exclusivamente a la multiplicacion por escalares y las propie-
dades (M3) y (M4) son las distributivas de una operacion con respecto a l_a otra.

3) SiK es R se dice que V es un espacio vectorial real y si K es C se dice que
V es un espacio vectorial complejo.
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4) De (83), (S4) y la propiedad conmutativa se deduce que 04+7=0 y(—u)
+7=0

EJEMPLO A. 1) El conjunto de los vectores en el plano ¥, o el conjunto de los

vectores en el espacio ¥; con las operaciones dadas en el capitulo 1 son espacios
vectoriales reales.

2) El conjunto A, (K)=.4#,,,, de todas las matrices de m filas y n columnas
con elementos en K es un espacio vectorial sobre el cuerpo IK.

EJEMPLO B. El conjunto

K" ={(xy, x5, ., x)/x; el j=1,2, .., n}

con las operaciones

(xl’ X25 vy xn)+(y1’ V25 ooy yn)=(x1 +y17 x2+y27 ey Xy +yn)
a(xy, X, .y X)=(ax,, ax,, ..., ax,)

es un espacio vectorial sobre I, como facilmente puede comprobarse.
En particular, R" es un espacio vectorial real y C" es un espacio vectorial complejo.

EJEMPLO C. Sea R”™ el conjunto de todas las sucesidnes de la forma (a,)
=(ay, a,, ..), con a;€R, con las operaciones

0,
n=1

(an)’c;o= 1 + (bn):o= 1= (an + bn)r(:o= 1 y a(an):o= 1= (aan):O= 1

Se deja para el lector la comprobacion de que este conjunto es un espacio vectorial real
con las operaciones que acabamos de definir.

EJEMPLO D. Sea Py[x] el conjunto de todos los polinomios en la variable x
sobre el cuerpo K, es decir, todos los elementos de la forma

n
px)=ap+a;x+--+a, X" '+a,x"= Z ax’, a;ek

J
j=0
En ¢l definimos las siguientes operaciones: dados
n . m )
P)=Y apxd y qx)=Y by
j=0 j=0
con m 2 n su suma es

p(x)+g(x)= Zn: (a;+b)x/+ i bx.
j=o0

j=n+1
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Dado aelk, definimos
ap(x)= Y (aa)x’.
j=0

Con estas operaciones Py [x] es un espacio vectorial sobre K.
Si denotamos por P{?[x] al conjunto de todos los polinomios en la variable x, de

grado menor o igual que n, tenemos de nuevo un espacio vectorial, con las mismas
operaciones que en Py[x].

EJEMPLO E. Sea C([a, b]) ¢l conjunto de todas las funciones continuas definidas
en el intervalo real [a, b] con valores en R; con las operaciones

(f+9)X)=f)+g(x) ¥y (af)x)=a(f(x)

puede comprobarse que C([a, b]) es un espacio vectorial. El elemento neutro de este
espacio vectorial es la aplicacion nula.

EJEMPLO F. Sea L(R™ R") el conjunto de todas las aplicaciones lineales de R™ en
R™ en la seccion 3 del capitulo 1 se han definido operaciones en este conjunto y se ha
visto que satisfacen las propiedades requeridas para ser un espacio vectorial real.

EJEMPLO G. Ha llegado el momento de mostrar algunas estructuras que no
satisfacen todos los axiomas de un espacio vectorial. Si denotamos por D al conjunto
de todas las matrices cuadradas con determinante nulo y en €l definimos las mismas
operaciones que en .#,,,, D no es un espacio vectorial; para ello basta observar que

(o o) 2 26 )

son matrices con determinante nulo, mientras que A4+ B tiene determinante 1.
Tampoco el conjunto de todos los polinomios de grado exactamente n es un
espacio vectorial con las operaciones definidas en Py[x].

EJEMPLO H. Un ejemplo muy importante es el conjunto S(4) de soluciones del
sistema homogéneo

Ax =0, AeM,,(R) (D

donde X =(x;, X5, .., X,) € R". Ya sabemos que 0 es siempre solucion de (I) y de los
resultados de la seccion 2 del capitulo 1 se deduce que si X e ¥ son soluciones de (I) y

aeR, X +¥ y ax son soluciones de I.
* * *

Para terminar esta seccion daremos algunos resultados que se deducen inmediata-
mente de las propiedades que definen un espacio vectorial.
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PROPOSICION 1

El elemento neutro de un espacio vectorial es nico.

Demqstracién. Supgngamos que 0, y 0, son dos elementos neutros de un espacto
vectorial V; por ser 0, un elemento neutro se tiene que 0, +0,=0,; por ser 0, un
elemento neutro se tiene que 0,+0,=0; puesto que 0,+0,=0,+0, debido a la
propiedad conmutativa, deducimos que 0,=0,, mostrandose asi la unicidad del
elemento neutro. [

PROPOSICION 2

El opuesto de cada elemento en un espacio vectorial es unico.

D'er.n’ostracién. Supongamos que el elemento & posee dos opuestos T, y T5; de la
deﬁmf:}on de opuesto se deduce que @ +7,=0. Sumando ¥, a ambos lados de esta
ecuacion y utilizando las propiedades (S1), (S2) y (S3) de espacio vectorial se tiene que

FZ +(V+Fl)=(_'2 +ﬁ.)+5’1 =6+_>1 =_.1
T+ +7))= _’2+6=_’2
De aqui deducimos que 7, =T7,. ]

PROPOSICION 3

Para todo @ de un espacio vectorial ¥, 0-7w=0.

'Demostracion. Tenemos la siguiente cadena de igualdades debida a varios de los
axiomas de la definicion de espacio vectorial

T=1T=0+1)7=0-7+1-7=0-T+7

Esto implica que 0-% es el neutro del espacio vectorial ¥, y por tanto, 0-w=0. W

PROPOSICION 4

Para todo elemento # de un espacio vectorial ¥, (—1)# es su opuesto.

Demostracién. Tenemos que
T+H(—o=1-T+(—1)a=(1+(-D))u=0-w=0

en QOnde se ha utilizado (M1), (M3) y la proposicion 3. Puesto que el inverso es Unico,
debido a la proposicion 2, queda probado el resultado. u
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PROPOSICION 5

En todo espacio vectorial V, a-0=0, donde aeK y 0 es el elemento neutro
de V.

Demostracion. a-0=a(0 +0)=a-0+7@ .0; sumando el opuesto de a- 0 en ambos
lados se tiene a-0 =0, que era lo que queriamos demostrar. [ |

52. BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo [; un nimero finito de vectores
T, Ty, .., T, se dice que son linealmente dependientes si existen n elementos de K,
a,, a, .., a, no todos nulos, tal que

a,Ty +a,0,+ - +a,7,=0 *)

Si los vectores ¥, Ty, .., U, no son linealmente dependientes, se dice que son
linealmente independientes; por tanto, los vectores Ty, U3, ... 7, son linealmente
independientes si cualquier igualdad como la que aparece en (*) implica que todos los
elementos de K, a,, a,, ..., 4,, son nulos.

Si en la igualdad (*) a, es no nulo, podemos escribir

decimos entonces que T, es una combinacion lineal de los vectores Ty, Uy, .., T,—,- En
general, diremos que T es combinacion lineal de los vectores vy, 75, ..., 7, si existen k
numeros d,, d,, .., 4; de K tal que

F=al_lf1 +a2T).2+"'+akT);(~

Un conjunto finito de vectores {7}, 5, .- T, de un espacio vectorial V se dice que
es un sistema de generadores de V si todo elemento de V' puede escribirse como una
combinacion lineal de los vectores 7y, T, ..., Ux.

Antes de exponer algunos ejemplos es conveniente realizar algunas observaciones.

En primer lugar, observamos que todo conjunto finito de vectores que contiene al
elemento neutro es linealmente dependiente; basta observar que

- a-0+40-7,4-+0.7,=0
para cualquier ae K.

En segundo lugar, observaremos que todo conjunto finito de vectores linealmente
independientes no puede contener un subconjunto de vectores que sean linealmente
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gspengz'gnt(;zsa En efec;t'o, s1 U}, ..., U, son linealmente independientes y suponemos, por
modidad de notacion, que Uy, ..., T;, kK < n, son linealmente dependientes tendriamos

a0 +a,0,+ - +a,7,=0

con no todos los a; igual a cero; basta observar que, entonces,
a0 +a,0, + - + a5+ 07, , , + - +07,=0,

con lo cual los vectores originales serian linealmente dependientes.

EJEMPLO A. Tres vectores no n i i
. ulos en ¥, son siempre linealmente i
Para demostrarlo tomar P dependientes.
U=(ug, uy), v=(v,, V), W=(wy, w,)

tres vectores cualesquiera de V,. La igualdad

a0 +a,v+a,w=0
se traduce en

auy+av; +azw, =0
AU, +av,+azw, =0

que es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.
h Pue§to que el rango de la qlatriz de los coeficientes es inferior a 3, este sistemia
omogeneo posee infinitas soluciones. Basta elegir una no nula para tener el resuitado
deseado.
lEsfte resultgdo puede demostrarse también geométricamente como puede apreciarse
en la figura adjunta. La recta que contiene a @ y la recta que es paralela a 7 y pasa por

4

Figura 1
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el extremo de W' se cortan en un punto B. Observar que si estas rectas no se cortan, ¥’ y
T son proporcionales y ya habriamos probado el resultado. En la figura se observa que

OB+ BA=w; por tanto:

—

aw +bv=w

lo cual prueba el resultado deseado. . . ‘
Este mismo razonamiento muestra que dos vectores linealmente independientes

cualesquiera de V, son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial.

EJEMPLO B. En general, n+ 1 vectores de K" son linealmentg dependientps; basta
observar que esta afirmacion se reduce a demostrar la existencu.l de soluqulones no
nulas de un sistema homogéneo de n ecuaciones con n+ 1 incognitas (ver ejemplo A);
este ultimo resultado es cierto por el teorema de Rouché-Frobenius.

En R? puede darse una demostracion geométrica de este resultado. Supongamos
que W, W, y i, son tres vectores de R? linealmente independientes. Por. el exiremo _fle
7, se traza una paralela a iy hasta que corte al plano que determinan ¥, y u,.

‘Tenemos que

u,=0B+BA
A
L
a3i 3
Uy

Uy

am 2 B
0 a7, '417
Figura 2

Puesto que OB es un vector del plano determinado por i, y @, se tiene que (jB=aﬁi1
+a,i,. Utilizando este resultado junto con el hecho de que BA=a;u; se tiene que

u4 =a174‘1 + aza’z + a3ﬂ’3.

Si los vectores #,, W, y i, fueran linealmente dependientes, se tendria una igualdad de
7y 7 T,=0 i inealmente
la forma a,if, +a,i,+a;@ ;=0 y, por tanto, los cuatro vectores serian lineal

dependientes, ya que tendriamos la igualdad

alﬁ'l +02E2 +a31_4‘3 +0 'U4= 0.
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Este razonamiento muestra, ademas, que tres vectores cualesquiera linealmente
independientes de R* son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial.

EJEMPLO C. 1) Las funciones po(x)=1, p,(x)=x, py(x)=x2, .., p,(x)=x" son
linealmente independientes, ya que si tenemos la igualdad

apl+ax+a,x*+ - +a,x"=0

para todo xeR se ha de tener ay=a,=a,=---=qa,=0 (véase ¢l problema 15 de la
seccion 4 del capitulo 2).

2) Las funciones f(x)=cos?x, g(x)=sen? x y h(x)=1 son linealmente dependientes
en C([0, 2n]), ya que

cos?x+sen?x=1

* k%

DEFINICION 1

Un conjunto finito de vectores {€},@,,..,€,} se dice que es una base de un
espacio vectorial V si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1) Los vectores €,,¢,,..,€, son linealmente independientes, y

2) Todo elemento de V es una combinaciéon lineal de los vectores
€1, Ty Ty

Observar que la condicion 2) de esta definicion es equivalente al hecho de que el
conjunto de vectores {€}, @, .., €,} sea un sistema de generadores de V. Sin embargo,
no todo el sistema de generadores de un espacio vectorial Ves una base; convénzase el
lector por su propia cuenta de que tres vectores en V,, dos de los cuales son
linealmente independientes, son un sistema de generadores de V,; sin embargo, no
pueden formar una base de V,, ya que son linealmente dependientes, como se ha
mostrado en el ejemplo A.

EJEMPLO D. S8i 2;=(0, .., 1, .., 0)e K", donde el 1 ocupa el lugar j, se tiene que
{€1,€,,..,€,} son linealmente independientes, ya que si

a;;=(0, 0, ..., 0)

s

j=1

se tiene que (ay, a,, .., a,)=(0, 0, .., 0). Por tanto, a, =a,=---=a,=0. Ademas, si X
=({xy, X3, ..., X,)€K" se tiene que

n
X=) xe;
j=1

Por tanto, {€,¢,,..,¢,} es una base de K", que recibe el nombre de base candnica de
este espacio.
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EJEMPLO E. 1) El conjunto {1, x, x% .., x"} es una base de P{¢[x], ya que son
linealmente independientes de acuerdo con el resultado del ejemplo C, y todo polino-
mio p de grado inferior o igual a n puede escribirse de la forma

p(xX)=agl +a;x+ax*+--- +a,x"

2) Elconjunto {1, x, x?, .., X"} no es una base de Py [x], ya que el polinomio p(x) =
=x"*! no es combinacion lineal de éstos.

EJEMPLO F. Las matrices

1 0 01 00 00
o o) Bolo o) B o)y 2o )

son una base de .#,,,(K). Son linecalmente independientes, ya que

a, a, 00
a,E +a,E, +asEs+a,E, = o a, =lo o

implica a, =a,=a;=a,=0. Ademas, si
e a b
“\e d

A=aE1+bE2+CE3+dE4
* * * ‘ ~

podemos escribir

Si {#,,€,,..,€,} es una base de un espacio vectorial V' y ¥ es cualquier elemento de
V podemos escribir 7 como combinacion lineal de €, €,,..,¢, de la forma

F:UL?I +Uz?2+"'+vna

con v;€ K. Los nimeros v, vy, ..., v, sS¢ denominan componentes de v con respecto a la
base €,,€,,.., €,. Las componentes de un vector 7 con respecto a una base son unicas,

ya que si tenemos

T=0,8,+0,8,+ - +0,E,

T =01} +vhe, + - +U,€,
se tiene también que

0 =(v; — ))& + (0, = 0)& + -+ +(0,— V),
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Puesto que ¢,,%,,..,€, son linealmente independientes hemos de tener vy =0, U,
=v), ., U, =0, que era lo que queriamos demostrar.

* * *

Un mismo espacio vectorial puede poseer varias bases; nuestro proximo objetivo es
demostrar que todas ellas han de poseer el mismo nimero de elementos.

PROPOSICION 2

Si V es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, cualesquicra
n+1 vectores de V son linealmente dependientes.

—

Demostracién. Sea {€\,e,,..,€,} una base de V y sean X, Xy, .., Xny Xps;
cualesquiera n+1 vectores de V; podemos escribir

n

n n
X, = Z Xj1€j, X,= Z Xj2€j vy X = Z Xin€j Xp4y= Z Xin+1€j
] j i=1 j=1

ya que todo elemento de V es una combinacion lineal de los vectores de la base.
Tratamos de demostrar que podemos encontrar a,, a,, ..., a,, a,,;, no todos nulos,
tal que

X +aX 4 +a, X, 4+, X1 =0 1)

Esto es equivalente a escribir

' n n n n
al(z le?j>+az<z,l xj2?j>+”'+an<z xjn?j)+an+l<z xj,n+1?j>=0'
i=

j=1 i ji=1

j=1
Igualando las componentes se tiene
A Xj+aXjp+ o+ X+ 0y 11X ,4,=0, j=1,2,.,n

que es un sistema de n ecuaciones con n+1 incognitas; puesto que el sistema
es homogéneo, siempre ha de poseer una soluciéon no trivial; esto demuestra el re-
sultado. [ ]

De esta proposicion se deduce un resultado un poco maés general: en un espacio
vectorial V que posee una base con n elementos, cualesquiera m vectores de V, con m > n,
son linealmente dependientes. Basta observar que n+ 1 de los m vectores dados han de
ser linealmente dependientes, debido a la proposicion 2, y por tanto, todos ellos han de
formar un conjunto de vectores linealmente dependiente.

Este resultado se aplica en la demostracion del siguiente teorema:
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TEOREMA 3

Todas las bases de un mismo espacio vectorial ¥ poseen el mismo nimero de
elementos.

Demostracién. Sean {€,, €4, .., T} ¥ {€1, €, .., €, dos bases de V; por el
razonamiento anterior m < n, ya que en caso contrario los vectores de la segunda base
serian linealmente dependientes. Similarmente, n < m, ya que en caso contrario los

vectores de la primera base serian linealmente dependientes. Se tiene, por tanto, que m
=n. . [ ]

El nimero de elementos que posee una base cualquiera de un espacio vectorial V
recibe el nombre de dimension de V; este nimero sera designado mediante dim (V).

Si el espacio vectorial solo contiene un elemento, que necesariamente ha de ser su
elemento neutro, es decir, V={6}, diremos que V tiene dimension cero. Las razones
para dar esta definicion se veran claramente mas adelante.

De los ejemplos que hemos realizado anteriormente podemos deducir los siguientes

resultados:

1) la dimension de K" es n,
2) la dimension de P{P[x] es n+1,
3) la dimension de .#,.,(IK) es 4.

En general, tenemos que la dimension de 4, (i) es mxn.

PROPOSICION 4

Sea V un espacio vectorial de dimension n. Todo conjunto de n vectores de V

que sean linealmente independientes son una base de V.

Demostracién. Sean @,, W5, .., ¥, n vectores linealmente independientes; si T es
cualquier otro vector de V, los vectores ¥, @y, W, .., W, son linealmente dependientes
por la proposicién 2; por tanto, existen ay, a;, .., a,€ K tal que

ao_ﬁ"{"alﬁ.l +azﬁz+ e +anﬁn=0

con algan a;#0. El namero a, debe ser no nulo, ya que en caso contrario los vectores
w,, #,, .., &, serian linealmente dependientes. Por tanto:

y queda probado que {#,, W, .., ¥, €s un sistema de generadores de V. |
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EJEMPLO G. Los vectores w;=(1.0,1,0), w,=(0,1,0,0), w3=(1, —1,0,0) y &,
=(0, 0, 1, —1) son linealmente independientes en R%, ya que

1 0 1 0
01 —1 0

r :4
1 0 0 1
00 0 —1

Por la proposicién 4 son una base de R* ya que dim(R*)=4.

* * *
Una forma de encontrar una base de un espacio vectorial V es «anadir» vectores a

un conjunto de vectores linealmente independientes de V; la forma de «anadirlos» se
explica en la demostracion de la siguiente proposicion:

PROPOSICION 5

Sea V un espacio vectorial de dimension finita n; todo conjunto de vectores
linealmente independientes de V puede completarse para obtener una base, €s
decir, dados k vectores €, €5, ..., €, k<n, de V, linealmente independientes,
existen n—k vectores €.,y ..,€, de V tal que el conjunto
{€,, €3 s € €xs1s s €, €5 UNa base de V.

Demostracion. Puesto que k es inferior a n podemos encontrar un elemento de V
linealmente independiente con ¢, ¢,,.., €; en caso contrario, los vectores
€., €, .., €; formarian una base de V. Sea €, este vector. El razonamiento se repite
con el conjunto {€, .., €,, €, ,} hasta encontrar n vectores lincalmente independientes,
que han de ser necesariamente una base, por la proposicion 4. |

* * *

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimension finita n; acabamos de
probar que k vectores linealmente independientes de V pueden «completarse» para
obtener una base. Demostraremos a continuacion que si S es un sistema de generado-
res de V, de él puede extraerse una base de V. Antes de demostrar este resultado
necesitamos el siguiente lema:

LEMA 6

Supongamos que dim(V)=n; sea S un sistema de generadores de V y
supongamos que S=S,US,, donde S, y S, son disjuntos. Si los elementos de S,
son combinacién lineal de los elementos de S, S, es también un sistema de
generadores de V.
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Demostracién. Supongamos, para evitar complicaciones de notacion, que S,
={€, .. &} ¥ S3=1{€+1, .. ). Puesto que los elementos de S, son combinacion
lineal de los elementos de S; tenemos que

€= axe;, k=Il+1,.,m

i

M-~

I

1

Si X'eV, puesto que S es un sistema de generadores de V, se tiene que

Por tanto,
i m 1 m ]
=Y x@+ Y X&=Y x€+ ) x| ) aue )=
i=1 k=1+1 i=1 k=1+1 i=1
i 1 m 1] m _
= Z xi€+ Z Z Xl |€;= Z X+ Z Xy | €;
i=1 i=1 \k=Il+1 i=1 k=1+1
Esto prueba que S, es un sistema de generadores de V. |

PROPOSICION 7

Sea S un sistema de generadores de un espacio vectorial V de dimension n;
podemos encontrar un subconjunto S; de § que sea una base de V.

Demostracion. Elegir %, € S tal que &' # 0; esto siempre puede hacefse salvo en el
caso en que V={0)} (si ¥={0} la proposicion es una trivialidad). Elegir a continua-
cion w,eS tal que @, es independiente con #;. Suponiendo que hemgs elegido
Ty, Uy, .., U, elegir @, €S que sea linealmente independiente con los anteriores. Este
proceso se continila hasta que es imposible encontrar vectores de S linealmente
independientes con los anteriores. Sea

S, ={T,, Tg . T}

el subconjunto de S obtenido de esta manera. Por el lema anterior, S, es un .sistema de

generadores de V. Debido a la eleccion realizada, los vectores de S, son 11n.e'almente

independientes; por tanto, S, es una base de V. Se termina asi la demostracion de la

proposicion 7. |
* * *

Terminamos esta seccion haciendo unos comentarios acerca de la dependencia o
independencia lineal de subconjuntos infinitos de un espacio vectorial.. .

Un conjunto infinito S de elementos de un espacio vectorial V se dice llqealmente
independiente si cualquier subconjunto finito de S es linealmente independiente. En
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caso contrario, S se dice linealmente dependiente; es decir, S es linealmente dependiente
si existe un subconjunto finito de él que es linealmente dependiente.

Un espacio vectorial V en el que se puede encontrar un subconjunto S linealmente
independiente y con infinitos elementos, se dice que tiene dimension infinita.

Los espacios vectoriales Py[x] y C([0, 2n]), introducidos en la seccidn anterior,
son espacios vectoriales de dimension infinita. El conjunto S={x"/ne N} es un
conjunto linealmente independiente en Py [x]. El conjunto S = {cos nx, senmx}, mcx €8
un conjunto linealmente independiente en C([0, 2xn]). De las dos ultimas afirmaciones
anteriores la primera es sencilla de demostrar; la segunda es mas complicada y se pide
su demostracion por parte del lector en el ejercicio 13 de la siguiente seccion; en este
ejercicio se dan las sugerencias adecuadas para facilitar su resolucion.

5.3. CAMBIO DE BASE
Supongamos que un espacio vectorial ¥ de dimension finita posee dos bases
B={¢,,¢, ..¢} vy B={¢,¢, ., 7}
Denominaremos base antigua a la primera de ellas y base nueva a la segunda. Como

todo elemento de la base nueva se escribe como combinacién lineal de los elementos
de la base antigua podemos escribir:

—

€/=a;,€ +a,, €+ +a,?e,

e — — —
€;=0ay€; +a,e;+ - +4a,,¢, (1)
_e’r:zalné.l +a2n?2 + e +anna'

Puesto que es conveniente que el lector se familiarice con notaciones abreviadas
escribiremos (1) de la forma

n
€= a;e, j=1,2,.,n
i=1

Diremos entonces que la nueva base se obtiene de la antigua mediante la matriz

yy Ay ot Gy
A= G2
an1 (%) t Qpp

donde la j-ésima columna de A son las componentes del vector €} con respecto a la
base antigua, j=1, 2, .., n. La matriz 4 se denomina matriz del cambio de base.

o
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Cuando, por necesidades de notacion sea necesario hacer constar las bases By B
escribiremos

A=M¥

Si By B coinciden se tiene que M§=1,., La matrz I, ., es invertible; estq supede
para cualquier matriz de un cambio de base, como se demuestra en la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 1

La matriz A del cambio de base de B a B’ es invertible y su inversa es la
matriz del cambio de base de B a B. Podemos, por tanto, escribir:

ME=(M)" = A"

Demostracién. Para demostrar que A es invertible es suficiente demostrar que su
determinante es no nulo (véanse los resultados del capitulo 2). Ciertamente, el
determinante de 4 es no nulo, ya que de lo contrario sus columnas y, por consiguiente,
los vectores €7, €5, .., €, de la base B, serian linealmente dependientes.

Sea A'=(aj); j=1,..» la matriz del cambio de base de B’ a B; hemos de demostrar
que A'=A"1. Por definicion de A’ tenemos

por definicion de A tenemos
n
E‘:: Z aki?k, 1= 1, 2, ey M
k=1

Por tanto,

n

n n n
€= Z dij(](gl aki—gl(>=kz (Z akia;j>ac-

i=1 =1 \i=1

Puesto que ) aaj; es el elemento que ocupa el lugar (k, j) en el producto de las-

i=1

matrices A y A se tiene que
I ,=Mi=AA"

Esto demuestra el resultado deseado. |
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Tratemos ahora de relacionar entre si las coordenadas de un mismo vector en las
bases nueva B’ y antigua B. Supongamos que X eV,

doms X =x,@ %575+ 4 %G, @
y ademas:
X=X\ 8]+ X584 +X,E 3)

Sustituyendo en (3) las expresiones dadas en (1) obtenemos

n n n
sz&(Z an?i>+x}/.<z aiza>+"'+x;<z ain?i>=
i=1 i=1 i=1

! ’ — —
=(a;, x| +a;,X+ - +a,,X)€ +(ay, X) +a5,X5 + -+ ay,X,)E +

+ - +(an1x/1 + an2x,2 + -+ annx;l)?;l
Comparando esta Gltima igualdad con (2) podemos escribir

’
n

- ’ ’
X =a 1 X1 t+a;x,+ -+ a,x

- ’ ! ’
Xy =0a31X1+a,X5+ - +ay,X, 4)

— 4 ! ’
Xp =0y X +an2x2+ +ann-xn'

X1 X}
x ’
. . _ 2 , 2 -
Si convenimos en escribir X=| ~ 1y X'=| | a las componentes del vector X en la
'
xn xn

antigua y en la nueva base, respectivamente, (4) se escribe brevemente de la forma
X=A4X'

Esto nos permite obtener las coordenadas del vector X" en la base antigua conociendo

las coordenadas del mismo vector en la nueva base.

EJEMPLO A. Sea ¢,=(1,0,0), e,=(0, 1, 0), €;=(0, 0, 1) la base candnica de R>.
Dadas las bases

encontrar las coordenadas del vector X' =3%, + 2%, en la base {uf}, #;, #3}. Comenzar
observando que ambos conjuntos son bases de R>.
Podemc: escribir X' =3(¢} + €;)+ 2¢€, = 3¢, + 2¢, + 3e,. El problema queda reducido
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: : i~ —t ot ot )
a encontrar la matriz del cambio de base de {€,, €, €3} a (&, W, W4} De las

expresiones dadas deducimos que la matriz del cambio de base es
1 0 2

A=l -1 1 0

0 0 1

Escribiendo X =x\u", + x,W, +x375, por los resultados anteriores tenemos que

3 1 0 2\ /x}
21=| -1 1 O Jfx5 | =
3 0 0 1/\x}
X 1 0 2\°! 3) 1 0 =2\ /3 -3
=|x3|=]-110 29=]11 1 =21}|2]|=] —1
x4 0 0 1 3 00 1/13 3

Por tanto, X' = —3u| —uw’, + 3u;

EJEMPLO E. Sean ¢, &, dos vectores perpendiculares unitarios en R? en la
direccion de los ejes de coordenadas cartesianas. Girando los ejes de goordenadas un
angulo ¢ en sentido positivo (contrario a las agujas del reloj) se obtiene una nueva
base €, €. (Cual es la matriz del cambio de base?.

En el dibujo se observa que

e/ =(cos ¢)e| +(sen P)e,
e, =cos <g + ¢> e, +sen (g + d>>?2 = —(sen ¢) €, +(cos ¢)e,

con lo que la matriz del cambio de base es

e cos¢ —seng
-<sen¢ cos ¢
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Las coordenadas antiguas a través de las nuevas vienen dadas por

X, cos¢p —sen¢\/x, X, =X} cos ¢ —x,sen ¢
= A
X, sen ¢ cos ¢ J\ x) X, =X} sen ¢ + x5 cos ¢

* * *

EJERCICIOS (SECCIONES 5.1, 52 y 5.3)

1. a) Decir si el conjunto F={feC([0, 1]}/ 2/(0) =f(1)} es un espacio vectorial con
las mismas operaciones que las definidas en C([0, 1.
b) Decir si el conjunto

B={<" b>e//12x2(n@)/ a—b+c+d=0}
c d

€s un espacio vectorial con las mismas operaciones que las definidas en .# 2% 2(R).

2. Estudiar si las siguientes familias de vectores son linealmente dependientes o
independientes:

@ {(1,2),0 1)} c R
b) {(1,), (i, —1)} = C* (como espacio vectorial sobre C).

) {e™, ™D, et DY « C(([0, 1), donde Ce([0, 1]) denota las funciones conti-
nuas definidas en [0, 1] con valores en C.

p 1 -1 1 0 Y R
S

e) {sen mt, sen 2nt} = Cy([0, 1]).

3. Encontrar los valores de z para los cuales los vectores (z,1,0), (1,2 1) y (0, 1, 2)
son linealmente dependientes en C3.

4. Demostrar que en C? puede definirse una estructura de espacio vectorial real.
¢Cual es la dimension de este espacio?

5. Estudiar si los siguientes conjuntos son bases del espacio vectorial dado:

a) {1, x+3,(x+3)% (x+3)>} en PP'[x].

B (A I HIR (Y B
11 11 01 1 0

B (I T I} G S
11 -1 1 I =1 01

6. Encontrar una base de R* que contenga a los vectores (0, 0, 1, 1) y (1, 1, 0, 0).
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7. Estudiar si las aplicaciones lineales f, f5, f3 y f4 dadas por fi(x,, x,)=(x;, —x3),
Salxis x2)=(x1, X,), f3(x1, X2)=(2xy, x3) ¥ falX1, X2)=(x; +2x;, x,) forman una base de
L(R?, R?).

8. Sean p,(x), p,(x), ..., p(x) polinomios y supongamos que

pila)) palay) - pilay)
P1(.‘12) Pz('az) Pk(.az) £0
pila) pila) - play)

para algunos nimeros reales a;, Demostrar que el conjunto {p,(x), p,(x), ..., pi(x)} es
linealmente independiente en Pgr[x].

9. Dada una matriz Ae.#,, ,(K) definimos su traza como la suma de los elementos

n
de su diagonal principal; es decir, si A=(a;); j=1,..n traza (A)= ) a; Demostrar que
i=1

T={Ae M x.{K)/ traza(4)=0}

es un espacio vectorial con las operaciones definidas en .#,, (). ;Cual es la dimen-
sion del espacio T?

10. a) Demostrar que los siguientes conjuntos son bases de R*:

B, ={7,=(1,1,0,0), 7,=(0,1,0,0), 73=(0,0, 1, 1), 7,=(0, 0, 0, 1)}
Blz{a}:(l’ 29 09 0)5 ﬁzz(o, 19 2, _1), ﬁ3=(1, —1, _1, —1), H’4=(0, 1, 1, 0)}

b) Encontrar las componentes del vector T=37, — 73 +27, con respecto a la base
BZ.

11. Sea @), &, .., € la base candnica de R" y sea U, =€, — €, Uy =3 — €5, ..., H,_ =€,
—%,_, =7,

a) Demostrar que {u}, iy, .., i,} €s una base de R".

by Expresar el vector X =¢,+¢€,+ -+ ¢, como una combinacién lineal de los

vectores Uy, Uy, ..., Uy,

12. Demostrar que el conjunto S={(x+1), (x—1), x*—1, x2+ 1} es un sistema de
generadores de Pi#'[x]. Encontrar un subconjunto S, de S'que sea una base de P{P[x].

13. Demostrar que el conjunto

S= {COS nx, s€n mx}n, melN
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es linealmente independiente en C([0, 2r]). [Sugerencia: observar que

2n 2r
f (cos? nx)dx #0, J (sen?mx)dx#0, n, meN
0 0

2n 2n
f (cos nx)(cos mx) dx = J (cos nx)(sen mx)dx =
0 4]

2r
= J (sen nx)(sen mx)dx =0

0
sin#m, n,meN.]

14.  Sea V un espacio vectorial de dimensién n'y B = {@,, .., €,} una base de V. Sea 4
=(ay);,j=1,.., Una matriz de orden n con ‘determinante no nulo. Demostrar que

n
—y — .
e'=Y a;e, j=1,2,..,n

es una base de V. (Observar que este resultado es el reciproco de la primera parte de la
proposiciéon 1 de la seccion 5.3)

1S. Decir para qué valores de a los vectores #,=(a, 0, 1), u,=(0, 1, 1)’y
i3 = (2, —1, a) forman una base de R3.

5.4. SUBESPACIOS VECTORIALES. INTERSECCION Y SUMA
DE SUBESPACIOS VECTORIALES

Algunos subconjuntos de un espacio vectorial V son a su vez espacios vectoriales
con las operaciones definidas en V; estos subconjuntos especiales reciben el nombre de
subespacios vectoriales de V.

DEFINICION 1 (Subespacio vectorial )

Un subespacio vectorial de un espacio vectorial ¥ es un subconjunto ¥, de V,
que a su vez es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V.

Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario
comprobar de nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En
realidad, es suficiente demostrar que la suma de dos elementos de V; es otro elemento
de ¥, y que la multiplicacion de un elemento de ¥, por un elemento del cuerpo K es
otro elemento de V;; es decir:

1) Siw,veV,w+7TeV,
2) SiaeKyweV, aveV,.
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En efecto, las propiedades (S1), (S2), (M 1), (M2), (M3) y (M4) se cumplen en V; por
cumplirse en el espacio mas grande V; ademés, 0-w=0¢eV, y (— )T = -7 € V, debido
a 2), lo cual prueba que las propiedades (S3) y (S4) son también ciertas en V..

EJEMPLO A. a) Todas las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios
vectoriales de R3.

b) PR'[x] es un subespacio vectorial de Pg[x]; a su vez, Pr[x] es un subespacio
vectorial de C(R).

¢) Los subconjuntos {6} y V son siempre subespacios vectoriales de V; éstos
reciben el nombre de subespacios vectoriales impropios de V y el resto se denominan
propios.

* * %*

Ademas de ser intuitivamente claro no es dificil demostrar que si V es un espacio
vectorial de dimension finita n, cualquier subespacio V, de V tiene dimension que no
supera a n.

EJEMPLO B. Sea S={i, &3, ..., #,} un conjunto de vectores de un espacio
vectorial V. Definimos

u$=Lﬁbmvwﬁn={Zaﬁy %GKJ=L2”wn}

ji=1

El conjunto L(S) es un subespacio vectorial de ¥, ya que

Este subespacio vectorial recibe el nombre de subespacio vectorial generado por S.
Los vectores #,, ), ..., %, son un sistema de generadores de L(S); de ellos se puede
elegir unos cuantos que sean base de I(S) (proposicion 7, seccion 5.2). Por tanto, la
dimension de L(S) no supera a n.
Por ejemplo, los vectores #; =(1, 0, 1), W, =(—1, 1, 0) y @3 =(1, 1, 2) son linealmente
dependientes en R3, ya que

1 —1 1 111
0 1 1| =2X% lp 1 1| =5z%

1 0 2 12 2

Por tanto, L(75;, &,, #;) es un subespacio vectorial de R de dimensién inferior a 3.

Puesto que
1 -1
=1
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i, y u, son linealmente independientes, mientras que i, depende linealmente de los dos
primeros. Por tanto, L(#,, @,) = L(i5;, iy, u3) y este subespacio vectorial tiene dimension
2.

EJEMPLO C. Dada una matriz 4 de m filas y # columnas y de rango r todas las
soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo

AX =0, XeR" @
son de la forma
)—C’=a1ﬁ.1 +a2U2 + b +akﬁ;(
donde k=n—r, a;eR y los vectores u; son linealmente independientes (véase proposi-
cion 3 de la seccion 1.2 del capitulo 1). Por tanto, las soluciones del sistema homogéneo
(I) constituyen un subespacio vectorial de dimension k=n—r de R" Ademas, 7y, U, ..., U,
es una base de este subespacio.
Reciprocamente, todo subespacio vectorial de R" puede determinarse por un

sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Sea V1 un subespacio de R” de dimension k
y sea €j, €, .., € una de sus bases. Completamos esta base hasta obtener una base

— — —

?1/’ ?é, very ek’ ek+1’ vy €y
de R". Es claro que si X =x}{+x,¢; + - +x,2, el vector X" pertenece a ¥, si y sélo si
x;(+1 :O, veey x;,=0

Ademis, si X =x,e¢; +x,¢,+ - +x,¢, donde {€, .., €} es la base canodnica de R",
realizando el cambio de base adecuado, se tiene que

!
0=xk+1=ak+1,1x1+"'+ak+1,nxn
!
0=xk+2=ak+2,1x1+"'+ak+:,nxn
'
0= x, = a,x;, + - + Xy

que es un sistema homogéneo de n—k ecuaciones con n incognitas que determina el
subespacio V.

* % x

Dados dos subespacios vectoriales ¥, y ¥, de un espacio vectorial V podemos
definir su interseccion

VinV,={@jaeV, y wel,)
y su suma '

itV ={t +w,/u, eV, uye Vy}.
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Como puede comprobarse facilmente estos dos nuevos subconjuntos son también
subespacios vectoriales de V. La relaciéon que existe entre las dimensiones de estos
subespacios vectoriales y las dimensiones de los subespacios V; y V, queda plasmada
en el siguiente resultado:

PROPOSICION 2

dim (V) + dim (V,) = dim (V, + V) +dim (V, A V)

para cualesquiera subespacios vectoriales V| y V, de un espacio vectorial V de
dimension finita.

Demostracion. Sea €, .., €; una base de V| nV,; completar esta base hasta
obtener una base

€ ?1’71+1’ ""7k

de V; y una base\

€15 5 €1 Jiv 15 s Im

de V,. Demostraremos que
SZ{?D vy E'hfl+ 1» ""ﬁc’ G+ 15 -+ gm}

es una base de V| +V,. De aqui se deducira que

dim(V,+V,)=l+k—-)+m—)=k+m—I=
=dim (V})+dim (V,)—dim (V; n V)

que era lo que queriamos demostrar.

Para demostrar que S es una base de V, + V, basta demostrar que S es un conjunto
de vectores linealmente independientes, ya que debido a la construcciéon realizada
resulta claro que todo elemento de V; + V, es una combinacion lineal de elementos de
S. Supongamos, por tanto, que tenemos una expresion de la forma

a8+ +a@+by fiag o S G+ G =0.
El vector T=a,e¢,+ - +a&+bs1fi+1+ - +bfe€V, coincide con —c;, Gsq1—
—Cugn €V, y, por tanto, es un elemento de V; n V,. Como V; NV, estd generado por

los vectores €, ..., €; hemos de tener ¢;, ; =---=¢,,=0. Por tanto, la igualdad anterior
se transforma en

‘11?1‘*’"'+ala+bl+1ﬁ+1+"'+bkﬁ=0

Puesto que {€,, ..., €, fi+1, - fi} € una base de V; deducimos que a;=---=g,=b;,
=...=p,=0. Esto termina la demostracion. ]
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EJEMPLO D. Dos subespacios vectoriales V; y V, en R3, ambos de dimension 2,
que se cortan en una recta, han de tener una suma que coincida con todo R?, ya que

dim (V, + V3)=dim (V) + dim (V;)—dim (V, A V;) =24+ 2—1=3

* * *

DEFINICION 3

Un espacio vectorial V es suma directa de dos de sus subespacios V, y V, si:
) Vi+V,=V
2) VinV,={0}.

Utilizaremos la notaciéon V=V, @ V, para indicar que V es suma directa de
los subespacios vectoriales V; y V.

Observaciones. 1) El plano R? puede escribirse como suma directa de dos
rectas no coincidentes que pasan por el origen.

£

2) El espacio R? puede escribirse como suma directa de un plano que pasa
por el origen y una recta que le corta en este punto.
3) De la proposicion 2 deducimos que si V=V, @ V, se tiene que

dim (V)=dim(V, @ V;)=dim (V,)+dim (V,)

ya que el subespacio vectorial impropio {6} tiene dimension 0.

Si V=V, +V, todo elemento T eV puede escribirse de la forma ¥=7,+7, con
vieV; y 13€V,. Si la suma es directa, esta descomposicion es Unica:

PROPOSICION 4

Sean V; y V, subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

) V=V, @V,
2) Para todo 7€ V existe una descomposicion unica de la forma 7 =7, 4 7,,
con v, eV, y T,eV,.
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Demostracion. Para demostrar que 1) implica 2) es suficiente probar la unicidad;
supongamos que T =7,+7, Yy U=U, +U, con Ty, Uy eV, y 7,, V,€V,. Tenemos

Fl +FZ=E.1 +ﬁ’2
o bien
Fl —ﬁl =Tl’2——5’2.

La parte izquierda de esta igualdad es un elemento de V;, mientras que la parte
derechz es un elemento de V,. Puesto que O es el Gnico vector que V; y V, tienen en
comun, deducimos que

Por tanto:

que era lo que queriamos demostrar. o
Para demostrar que 2) implica 1) es suficiente demostrar que V; n V,={0}. Si
v eV, nV,, podemos escribir

T=7+0=0+T7.

Puesto que la descomposicion ha de ser tnica se tiene que 7=0. Esto prueba el
resultado deseado. u

* ok Xk

También podemos definir la interseccion, la suma y la suma directa de mas de dos
subespacios vectoriales. En general, dados n subespacios vectoriales Vi, V,, ..., ¥, de un
espacio vectorial V definimos

(\ Vi={weV/@eV, para todo j=1, .., n}
j=1

£ v-{ % mmen, -t}
j=1 ji=1

que reciben el nombre de interseccion y suma, respectivamente, de los subespacios
vectoriales dados. Estos dos nuevos subespacios son también subespacios vectoriales
de V.

La definicion de suma directa de varios subespacios vectoriales es un poco mas
complicada en general, que si solamente hay dos. La definicion mas razonable es la
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que guarda similitud con la afirmacion 2) de la proposicién 4. Diremos que V es suma
directa de los subespacios vectoriales Vi, V,, ..., V,, y escribiremos

V=V1®V2®@V,.

n
si todo vector 7 de V tiene una descomposicion tnica de la forma 7= Y 7, conTeV,
i=1

i=12, .. n

Si n=2, la proposicion 4 muestra que esta definiciéon de suma directa y la dada
anteriormente son equivalentes. Si n = 3 se pide demostrar en el ejercicio 6 al final de
esta seccion que una condicion equivalente de suma directa es la siguiente:

n ¥ v=v

2) V,-n(Z V,‘>={6} para todo i=1,2,..,n
k#i

A partir de aqui puede demostrarse que

Mm<é10=,'&m0ﬁ
i=1 i=1

lo cual se obtiene aplicando repetidas veces el resultado ya conocido cuando n es igual
a2

EJERCICIOS 5.4

1. Los siguientes subconjuntos y familias de vectores de algunos espacios vectoriales
son subespacios y bases de éstos. Verificar la verdad o falsedad de esto en los ejemplos
siguientes:

a) {(@beR¥Yb=1}; {2, 1)}
b) {p(x)e PR [x]/(x—1) divide a p(x)}; {x—1, x>—1}

B)y={Ae . # R)/BA=AB B—21' 21 01
¢) com(B)={Ae.#,,,(R)/BA=AB} con —<0 2), {(0 >, <1 0

2. Estudiar si los siguientes subconjuntos de .#,,,(R) son subespacios vectoriales:

a) R={Ae,.,(R)/r(4)=1} donde r(A) designa el rango de A.
by T={Ae.H,.,(R)/traza(4)=0}, donde traza(A) denota la suma de los elementos
de la diagonal principal de A.
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3. Encontrar la dimension del subespacio generado por los siguientes conjuntos de
vectores:

a) {(1,2),(0,1),(—1,3)} en R%

i1\ /140 1—i
b) {(o 1+i)’< 0 2 )} en M 2x2(C).

4. Hallar en cada uno de los ejemplos siguientes la suma y la interseccion del par de
subespacios dados, y comprobar que se verifica la ecuacion

dim (V) +dim (V)= dim (V, + V,) +dim (V; A V)

2 1 2 0
a) V,=com <O 2), V,=com (1 2) (ver el ejercicio 1 para la definicion de com (B)).

b) V,={p(x)e P&'[x]/x+1 divide a p(x)},
V,={p(x)e PP[x]/x—1 divide a p(x)}

¢) L{sent, cost}, L(e", e™") considerados ambos como subespacios del espacio
vectorial real C([0, 1]).

5. Decir cuales de los siguientes pares de subespacios se suman directamente y cudl es
la suma (directa o no) en cada caso:

a) ¥={AeM,.,(C)/A=A"} (matrices simétricas)
A ={Ae,,,(C))A=— A"} (matrices antisimétricas)
by P={f:[—1, 11— R/f(—t)=f()} (funciones pares)
I={f:[-1, 1]~ R/f(—t) = —f(t)} (funciones impares)
[Sugerencia: g(t)=(g(t) +g(—1)/2)+(g(t) —g(—1))/2)]
o V={f[-11]1-R/f(t)=0,t =0}
o={f:[-1, 11>R/f()=0,1 £ 0}
6. Sean V|, V,, ..., ¥, subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Demostrar que
si n = 3 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

=
I
=

a)

M= 1D =

]
—-

=
<
Ii

itk

V.y V,~m<2 V,,)={f5} para todo i=1, .., n.

5.5. VARIEDADES LINEALES. ESPACIO AFIN

En el ejemplo C de la seccion anterior se observo que si A es una matriz de m filas
y n columnas de rango r, las soluciones del sistema homogéneo

Ax=0, XeR" (D
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son un subespacio vectorial de R" de dimension k=n—r. Este subespacio vectorial, que
denotamos por S(I), es un subespacio vectorial generado por k vectores linealmente
independientes oy, i, ..., %, que sean solucion de (I); es decir:

S()= L(uy, @5, ..., Uy).
Si consideramos el sistema no homogéneo
Ax=b, XeR" beR" (11)
sabemos que sus soluciones pueden escribirse de la forma
X=U+c U+ +cu, c;eR

(teorema 2, seccion 1.2, capitulo 1). Por tanto, si denotamos por S(II) al conjunto de las
soluciones de (II), podemos escribir

SN =7 +S(I)

Figura 1

Este conjunto se obtiene trasladando S(I)= L(w}, %>, ..., &) mediante el vector 7. Si k=1
se obtiene una recta, si k=2 se obtiene un plano y, en general, si k>2 los objetos que
se obtienen se denominan k-planos. Todos ellos reciben el nombre de variedades
lineales.

Este tipo de construccion puede hacerse no solamente en R”, sino en otros espacios
vectoriales.

Sea Z un conjunto de elementos, que se denominardn puntos, y V un espacio
vectorial. El par (2, V) recibe el nombre de espacio afin, A, si todo par ordenado M, N
de puntos puede ponerse en correspondencia con un solo vector v de ¥, lo cual
escribiremos de la forma MN =7, y que satisface las siguientes propiedades:

1) Para todo punto M y para todo vector ¥ de V, existe un solo punto N tal que
MN =7. Escribiremos entonces N=M +7.

2) Para cada tres puntos M, N y P se tiene que MN + NP=MP.
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Figura 2

En muchas ocasiones el conjunto 2 de puntos y el espacio vectorial V coinciden
como conjuntos; éste es el caso de R?, R? o en general, de R" o C".

El espacio afin A4 se dice que tiene dimension n si el espacio vectorial V subyacente a
A es de dimensién n. Todo subconjunto de A de la forma

P+V,

donde P es un punto y V; es un subespacio vectorial de V, recibe el nombre de variedad
lineal de A. Como casos particulares de variedades lineales podemos citar las rectas, los
planos y, en general, los hiperplanos en R”.

* x %

En un espacio afin 4 un sistema de referencia esti formado por un punto O, que se
considera el origen, y una base {€, €,, .., €,; del espacio vectorial subyacente.
Utilizaremos la notacioén

R={0; 2, Ty, ... T}

para designar este sistema de referencia.
Dado un punto X, existe un vector X de V que esta en correspondencia con €l par

de puntos O, X; si

X=x,€;+x,8;+ - +x,€,

diremos que (x;, X, ..., X,) son las coordenadas del punto X con respecto al sistema de
referencia #. Por abuso de notacion escribiremos

—

0X=x1?1 +XZ?2+ b +xné;l.

Dado un nuevo sistema de referencia &' = {P; W, U, .., #,} en el espacio afin, las
coordenadas del punto X con respecto a este nuevo sistema de referencia seran
distintas de las anteriores. Para encontrar estas nuevas coordenadas (x7, x5, ..., x;) de
X con respecto a #” procedemos en dos etapas:

a) Cambiamos el sistema de referencia # a # = {P; ¢, ©,, ..., &,}, de manera que
solamente hemos variado el origen.

b) Pasamos de & a #" dejando fijo el origen y realizando el cambio de base en el
espacio vectorial subyacente.
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En la .primera etapa el cambio de sistema de referencia se realiza de la siguiente
manera: si (x,, X2, -, X,) designan ias coordenadas del punto X con respecto al sistema
de referencia #' y (p,, p,, -, p,) las del punto P con respecto a # se tiene que

O0X=0P+PX <> (x1, X3, ., X)=(Py, P2s oor Pu) +(X7, X5 vy Xp);

por tanto:
(X1, X3, oy X0) =(X1 = P2y X2~ P2y s Xp— Py,

En la segunda etapa se trata de realizar (inicamente un cambio de base en el espacio

vectorial subyacente: si (x7, x5, ..., x') son las coordenadas del punto X con respecto a
. : .

9? y A es la matriz del cambio de la base {¢,, %, ..., €,} a la base {7, 0, ..., w,} se

tiene que

b x|

’ 1

X2 X2
=A .

X, x)

Combinando los resultados de estas dos etapas se tiene:

1"

!
X1 X3 X1 —Py Pi X,
xr/ x/ x
2 - 2 - 2—P X
Sj=AT =41 e P
" !
x" Xn xn_pn Pn X,

que nos da las coordenadas de X con respecto al sistema de referencia %'’

EJEMPLO A. Sea X un punto de coordenadas (3, 4) en un sistema de referencia %
={0; €}, @,} del espacio afin R? y sea #"={P; 7, #,} un nuevo sistema de referencia,
donde P tiene como coordenadas (1, 3) con respecto a # y uy =¢e; +2¢,, ‘u‘i=2‘e‘1 -,
Las coordenadas del punto X con respecto a #” son

(6 ) ()6 20-63)

€

i
[}
1
P —————————
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EJEMPLO B. Sea #=1{0; ¥,, €, €5} un sistema de referencia en R* con respecto al
cual el plano 7 tiene de ecuacion x, +x,+x3=2. Sea # ={P; U, Uy, U3} un nuevo

sistema de referencia tal que P=(1,1,0), U=~ + &, U,=—¢€;+€3 y U3 =¢;+¢,
+e;.

Para encontrar la ecuacion del plano 7 con respecto a #' observamos que
(xy, X x3)=(1, 1, )+ (=1, 0, }+s(0, =1, 1)

son coordenadas paramétricas del plano m; por tanto, las coordenadas (x;, x;, x;) de
un punto X de = se transforman en (x), x5, x3) de manera que

X, -1 0 1\ '/x—1 . -2 11 —t
X5 b= 0 —1 1 x,—1 =3 1 -2 1 -5 =
X5 1 11 x,—0 1 1 1 t+s
—2t—s+t-+s —t
=1 —t+25+t+s | = s
—t—S+t+s 0

. . L
Por tanto, x;=0 es la ecuacion del plano 7 con respecto al sistema de referencia #'.

EJERCICIOS 5.5

1. En el plano, y respecto a la referencia canoénica #, se dan los puntos A=(1, 1) y
B=(—2, 0), los vectores w;=(1,2) y #=(—1,1) y la recta r = x; —x,=1. Hallar:
a) Las coordenadas de B con respecto al sistema de referencia %' = {A4; @,,,}.

b) La ecuacion de la recta r con respecto a #'.

2. Sea % el sistema de referencia en el plano que se obtiene giraqdo un énguloz o CIZI
sentido positivo los vectores de un sistema de referencia dado #. Si C = (x; —1)"+x3

=4 es la ecuacion de una circunferencia respecto a #, encontrar la ecuaciéon de C
respecto a #'. (Cual es el centro de la nueva circunferencia respecto a #7?

3. Dado el plano de ecuacién x, —x, + x3 =3 con respecto a un sistema de referencia
# en R3, encontrar un sistema de referencia 2’ de R* en el que el plano anterior tenga

por ecuacion x5, =0.
4. Dada la circunferencia C = (x; —1)2+(x,—1)>*=9 en el plano, encontrar sus

1 1
ecuaciones en el sistema de referencia #' = {A; i, }, donde A=(3, 3), u, = <ﬁ ﬁ>,

. (Qué tipo de curva es C en el sistema de referencia #"?

()

CAPITULO 6

APLICACIONES LINEALES
ENTRE ESPACIOS VECTORIALES

6.1. Definicion de aplicacion lineal. Ejemplos

6.2. Matriz de una aplicacion lineal. Operaciones con aplicaciones lineales

6.3. Cambio de base para aplicaciones lineales

6.4. Aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas. Nicleo y rango de una
aplicacion lineal

6.5. El espacio dual de un espacio vectorial

6.1. DEFINICION DE APLICACION LINEAL. EJEMPLOS

En la seccion 3 del capitulo 1 hemos definido el concepto de aplicacion lineal de R”
en R™ Recordamos que en ese contexto toda aplicacion lineal quedaba determinada
por una matriz de m filas y n columnas; ademas, las siguientes propiedades caracteri-
zan una aplicacion lineal 4 entre estos espacios:

1) AKX +Y)=A(X)+ A() para todo X, Ve R"
2) A(rx)=rA(X) para todo X eR" y todo nlimero real r.

(Ver los teoremas 1 y 2 de la seccion antes citada.)

Utilizaremos esta caracterizacion para definir las aplicaciones lineales entre dos
espacios vectoriales cualesquiera. En la siguiente seccién mostraremos que, fijadas dos
bases en los espacios vectoriales, toda aplicacion lineal queda determinada por una
matriz.

DEFINICION 1 (Aplicacién lineal )
Sean V' y W espacios vectoriales; una aplicacion lineal A de V en W es una
aplicacion A: Vie W tal que:
1) AW +W)=A(T)+ A(W) para todo 7, we V.
2) A(av)=aA(7T) para todo aeK y todo TeV.

249
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Nota. Observar que ambos conjuntos V'y W deben ser espacios vectoriales

sobre el mismo cuerpo K.
En el capitulo 1 se han dado varios ejemplos de aplicaciones lineales entre los
espacios vectoriales R" y R™ Recordamos tnicamente los giros en el plano y la
simetria con respecto a un eje en RZ2.

EJEMPLO A. Dado un numero real a, la aplicacion que asocia a cada polinomio
del conjunto Pg[x] su valor para x=a es una aplicacion lineal; esta aplicacion queda
definida mediante las siguientes expresiones:

A: Pg[x]— R/A(p(x))= p(a).
El hecho de que A es una aplicacion lineal se deduce de las siguientes igualdades:

A(p(x)+ q(x)) = A((p + 9)(x)) = (p + g)(a) = p(a) + q(a) =
= A(p(x)) + A(g(x)

A(cp(x))= A(cp)(x)) = (cpa) = c(p(a)) = cA(p(x))
para todo numero real c.

EJEMPLO B. Dada la matriz

) i 10
A1

de elementos complejos, podemos definir la aplicacion
A: C3—C2
dada por A((z,, z,, z3))=(iz, +z,, 2, + iz, +z3). Puesto que

Zy

A((zla 225 23))=A<22>

Z3
donde en la parte derecha se realiza una multiplicacién de matrices, es facil demostrar
que A4 es una aplicacion lineal.

En general, dada una matriz Ae .#,,, (), la aplicaciéon

A K- K™
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dada por

Z;

Z2

A(zy, 255 s 2,))=A

Zm

es una aplicacion lineal, que recibe el nombre de aplicacion lineal asociada con la matriz
A.

EJEMPLO C. Sea D la aplicacion que a cada polinomio le hace corresponder su
derivada, es decir:

D: Pg[x] Pg[x]/Dlag+a;x+ - +a,x")=a, +2a,x+--- +na,x"" ..

Esta es una aplicacion lineal, ya que la derivada de una suma de funciones es la suma
de las derivadas de cada una de las funciones y la derivada de un namero real por una
funcion coincide con el producto del nimero real por la derivada de la funcién.

Observar que si el conjunto inicial de esta aplicacion es P§'[x], como conjunto
final podemos tomar el mismo, o incluso P~ "[x]; esto es cierto ya que la derivada
de un polinomio de grado no superior a n es otro polinomio de grado no supe-
rior a n—1.

EJEMPLO D. La aplicacion que a cada matriz cuadrada le hace corresponder su
determinante no es una aplicacion lineal, ya que, en general, el determinante de una
suma de matrices no coincide con la suma de los determinantes de cada una de ellas.
Baste como ejemplo el siguiente:

t=det( (2 DV Voder (0 Naaer(0 o
- 0 0/"\1 0))7% o o/TN1 o)

* Xk %

Aplicando repetidas veces las propiedades 1) y 2) de la definicion de aplicacion
lineal entre espacios vectoriales se consigue demostrar que la imagen, mediante una
aplicacion lineal, de una combinacion lineal de vectores del espacio vectorial inicial es
una combinacion lineal de vectores del espacio vectorial final. De forma mas precisa:

4 ( 3 Cﬁ’}): 2., CA(T)
j=1 j=1
donde c;e K y 7;eV para todo j=1, 2, .., n.
Otras propiedades que se deducen inmediatamente de la definicion de aplicacion
lineal son las siguientes:
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PROPOSICION 2

Sea A una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V' 'y W. Se tienen los
siguientes resultados:

1) Laimagen del elemento neutro de V mediante 4 es el elemento neutro de
W, es decir, A(0)=0.

2) La imagen mediante A del opuesto de un elemento ¥ de V es el opuesto
de A(D), es decir, A(—7)=—A(V).

Demostracién. Para demostrar 1) escribimos
A(0)=A(0+0)=A(0) + A(0)
y restamos A(0) en ambos lados. Para demostrar 2) basta observar que
A(=7)=A(— 1)T)=(— DAT)= — A7) L

En el capitulo 1 demostramos que la imagen de una recta mediante una aphcaqon
lineal de R" en R™ es otra recta o un punto. Para aplicaciones lineales entre espacios

vectoriales se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 3

Sea A: Vi~ W una aplicacion lineal entre espacios vectoriales. La imagen
mediante A de cualquier subespacio vectorial de V es un subespacio vectorial de

W.

Demostracién. Sea V; un subespacio vectorial de V'y sea W, = A(V}) la imagen de
V, mediante A. Recordamos que

W, = A(V)={A(T)/v, €V}

Sean w,, Wy W,; existen, por tanto, dos vectores 7, 7€ V; tal que A(T;)=W, y
A(v])=w]. Entonces

Wy + Wy = A(T) + A7) = AV, + 7))
y puesto que T, + 7€V, por ser V; un subespacio vectorial de ¥, se tiene que W,
+wieW,.

Tomemos ahora aclK y w, € W; existe v, €V, tal que A(v;)=w. Por tanto,

aw, = aA(v)= A(av))

— . . . e W
y puesto que a7, € V;, por ser ¥, un subespacio vectorial de V; se tiene que aw; € W,
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Estos dos resultados son suficientes para probar que W, es un subespacio vectorial
de W. [ ]

* k%
Si el subespacio V) tiene {7, .., T;} como base, todo elemento w de W, puede

escribirse como combinacion lineal de los vectores A(v), ..., A(T,). Esto es cierto ya que
tomando T eV, tal que A(T)=W se tiene que

W’:A(T)’)=A<Xk: ’cﬁj>= i ¢;A(T))
j=1 ji=1

Por tanto, W, coincide con el subespacio generado por los vectores A(Ty), ..., A(T), €s
decir, W, = L(A(7}), .., A(%)). En consecuencia, la dimension de W, no puede superar k.
Hemos probado el siguiente resultado:

PROPOSICION 4

La imagen mediante una aplicacion lineal de un subespacio vectorial de
dimension k es un subespacio vectorial de dimension no superior a k.

Para finalizar esta seccion demostramos que una aplicacion lineal queda determi-
nada cuando se conocen las imagenes de los elementos de una base del espacio inicial.
El enunciado preciso de esta afirmacion se da en el siguiente teorema: :

TEOREMA 5

Sea B={¢e}, €, ..., €,} una base de un espacio vectorial V y sean wy, w5, ..., W,
n vectores cualesquiera de otro espacio vectorial W, En estas condiciones, existe
una unica aplicacion lineal A de V en W tal que

A@)=W, j=1,2,..n

Demostracion. Definimos A de la siguiente manera: dado TeV podemos escribir

n
T= Z v€;, con v;elf; entonces definimos
i=1
n
AT)= .Zl vW.
i=

A partir de aqui es un simple ejercicio comprobar que A es la Gnica aplicacion lineal
tal que AE@)=w, j=1,2, .., n [ |
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6.2. MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL.
OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES

En esta seccion, y mientras no se indique lo contrario, ¥ y W denotaran dos
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y 4 una aplicacion lineal de V en W.

Sea B={e¢,, €, .., ¢,} una base de V' y B={f\,f2 - fm} una base de W. El
elemento A(2;) es un vector de W y, por tanto, podemos escribir

A(?1)=a117; +az1ﬂ + e +am1.7:n‘
Analogamente,

A@)=az, fi+ Gy fot +ama

A(?;l) = alnﬁ + aZn.TZ +-t amnfn

Estas igualdades se escriben abreviadamente de la forma

A@)= ) aij—i: j=12, .., n

i=1

En estas condiciones diremos que

ay; Q12 Gy

dzy Ay - Qg
A=| . .

Au1t Qa2 - Oy

es la martriz de la aplicacion A con respecto a las bases B y B.

Observar que la j-ésima columna de la matriz de la aplicacion lineal A son las
componentes de A(€;) con respecto a la base B de W.

Para ser precisos seria necesario designar la matriz 4 con un simbolo que incluyera
las bases B y B; este simbolo podria ser M}(A4). Nosotros preferimos denominar a la
matriz con la misma letra que a la aplicacion, siempre que esta economia en la
notacion no sea causa de incomprension.

Dado x eV, podemos escribir

=Y x7 e y=AX)=Y nf:
i=1 i=1

La relacion entre las coordenadas y; y x; viene dada por la matriz A. En efecto, la
igualdad
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implica las siguientes igualdades:

yi= Z a;;x;, i=1,2, .., m 1)

Con notaciéon matricial, podemos escribir

Y1 Xy
y.z .y X.z
ym x’l

No so6lo toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz con
respecto a dos bases dadas, sino que reciprocamente, fijadas bases B={¢, .., €,} y B
={fi, ﬁ} en los espacios inicial y final, respectivamente, y dada cualquier matriz de
orden mxn

,,,,,

n
existe una unica aplicacion lineal que tiene a A como matriz: si X' = Z x€; definimos
i=1

donde y,, y,, .., ¥m €stan dados por las relaciones que aparecen en (1).

Nota. Si los espacios vectoriales V'y W coinciden y en ambos se toma la misma
base B para representar una aplicacion A4, su matriz se dice que esta dada con respecto
a la base B.

EJEMPLO A. Sea R, la rotacién de angulo «, en el plano, alrededor del origen en
sentido positivo. R, es una aplicacion lineal de R? en R? que, referida a la base
canoénica del plano, tiene como matriz

cos o —se «
Ra:( >
sen o cos o
(Ver el ejemplo B de la secciéon 5.3.)

EJEMPLO B. En el espacio vectorial real R* consideramos el subespacio ¥,
={(xy, X3, 0)/x,, x,€R}. Si B={€), &, €3} es la base canonica de R>, y S es la simetria
con res@al/subespacio vectorial V,, se tiene que

-

;o SE)=e,, S@)=¢, S@)=—72;
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|

(23

S(es)

|
|
Y
|

Por tanto, su matriz con respecto a la base canonica es

Observar que las simetrias pueden definirse con respecto a cualquier subespacio
vectorial de R>.

EJEMPLO C. Sea P la proyeccion ortogonal de un vector de R* sobre el plano xOy;
P es una aplicacion lineal de R® y puesto que ,

P@E)=¢, P(e)=¢e, y P(?3)=6-

P={0 1 0
0

EJEMPLO D. Dados dos espacios vectoriales V'y W la aplicacion nula que envia
todo vector de V al elemento neutro de W es una aplicacion lineal, cuya matriz es la
matriz nula con respecto a cualesquiera bases de V' 'y W.
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En un mismo espacio vectorial ¥, la aplicacion que lleva todo vector de V en si
mismo se denomina aplicacion identidad. Es facil comprobar que, con respecto a
cualquier base de V, la matriz de la aplicacion identidad es

si el espacio vectorial tiene dimension n.

EJEMPLO E. Sea D la aplicacion derivacion del ejemplo C de la seccion 6.1 y
consideremos D como una aplicacion de P{’[x] en P~ V[x]. Sea B={l, x, x, ..., x"}
una base de PP[x] y B={1, x, x?, .., x"~ !} una base de P~ Y[x]. Tenemos

D(1)=0, D(x)=1, D(x?)=2x, D(x3*)=3x?, .., D(x")=nx""1

Por tanto, la matriz de D con respecto a las bases B y B es la matriz de orden n x (n
+1) dada por

R e e B <= I )
O OO -
O OO
S W o o
S O O O

= ...

0000 -0

EJEMPLO F. Tratamos de encontrar una base en R* de manera que la matriz de
la simetria con respecto al subespacio vectorial V;={(x, y, z)eR3/x+y+z=0} sea

1
0
0

0 o\
1 0
0 —1
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En el ejemplo B se ha resuelto el caso en que el subespacio vectorial coincida con el
plano xOy. Un estudio detallado del ejemplo citado nos da la idea adecuada para
resolver el problema planteado aqui: basta tomar dos vectores cualesquiera de V, que
sean linealmente independientes y un tercero que sea perpendicular a V,. Por ejemplo,

Ulz(la -1, 0)> VZZ(Oa 1, —1), E‘3=(Ia 1, 1)
* * *

Ya hemos mencionado anteriormente que si en los espacios vectoriales V' y W, de
dimension finita n y m, respectivamente, se fijan bases, existe una correspondencia
biunivoca entre las aplicaciones lineales de V en W y el conjunto de las matrices
M n(I), de orden m x n sobre el cuerpo K.

Puesto que el conjunto .#,,,.(I) posee una estructura de espacio vectorial, no es
de extrafiar que en el conjunto de todas las aplicaciones lineales entre dos espacios
vectoriales puedan definirse dos operaciones que le den estructura de espacio vectorial.

Estas operaciones ya han sido definidas en el capitulo 1 cuando los espacios
vectoriales son R" y R™ Las operaciones que daremos aqui son una copia de aquellas.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo [K; el conjunto de todas
las aplicaciones lineales de V en W se designara mediante el simbolo

L(v;, W)
Si A y B son elementos de L(V; W), definimos su suma mediante
(A+B)(v)=A(V)+ B(v') para todo TeV.

Si A es un elemento de L(V; W)y ¢ es un elemento de [, definimos la multiplicacién de
c por A mediante

(cA)T)=c(A(T)) para todo TeV.

Las operaciones que acabamos de definir tienen ciertas propiedades que coinciden
con las enumeradas para matrices en la seccion 3 del capitulo 1. Una forma elegante y
rapida de enumerar estas propiedades se da en el siguiente teorema:

TEOREMA 1

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo I; el conjunto
L(V; W) de las aplicaciones lineales entre V' y W, con las operaciones anterior-
mente definidas, es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

La demostracion completa de este resultado se deja para el lector; nosotros
observaremos que ¢l elemento neutro de este espacio es la aplicacion nula y el opuesto
de una aplicacion A es la aplicacion — A definida por

(= A)a@)= —(A@)).

Si V'y W coinciden escribimos L(V) en lugar de L(V; V).
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Puesto que toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz y
reciprocamente, el siguiente resultado no debe extranar al lector

TEOREMA 2

Sean ¥V y W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente;
entonces, el espacio vectorial L(V, W) tiene dimension n x m.

Demostracion. Hemos de exhibir n x m elementos de L(V, W) que formen una base
de este espacio. Fijadas

B={€15 bt ?;l} y E={ﬁ, ’an}

bases de V' y W, respectivamente, definimos, para j=1, .., n, i=1, ., m,

. ffi sioj=k
Eji(ek)={—(—)> i Ak k=1,2, .., n

Esta definicion se simplifica, en cuanto a su notacidn, si utilizamos un simbolo
denominado delta de Kronecker:

1 si j=k k=1,2, .. n
5jk= . s,
0 j#k j=L2 ., n

Entonces podemos escribir
Ejl(a)=6jkfl’ k= 1, 2, ey N
Puesto que E; ha sido definido para los elementos de una base de ¥, determina una
unica aplicacion lineal de V en W, que seguiremos denotando por E;; este resultado se
ha demostrado en el teorema 5 de la seccion anterior.
Para finalizar la demostracion del teorema es necesario probar que
E={E;}j=1,...n
i=1,...,m

es una base de L(V, W). Sea

M=

aﬂEﬂ=O
1

i

n
j=ii

una combinacion lineal nula de los elementos de E (0 designa la aplicacion nula de V
en W), para todo k=1, 2, .., n

i
IngE;
o]
=

I

O,

M

=

M=

ajiEji(E;c)
1 i=1

jz::i i



260 Algebra y Geometria

Puesto que B es una base de W se deduce que a,;=0, i=1, 2, ..., m. Esto prueba que E
es un conjunto de aplicaciones lineales linealmente independientes.

Falta probar que E es un sistema de generadores de L(V, W). Sea Ae L(V, W)y sea
A=(a;;) su matriz con respecto a las bases B y B; para todo g, eV tenemos

m

AB)= Y. aufi= Y auBu(@)=

i=1 i=1

ngE]

E(aye).

1

Puesto que E;(,)=0 si j#k, podemos escribir

z a;;E(€).

1j=1

M=

A(e)= i i Eji(aij_e;c)=

i=1 j=1 i

[

De aqui se deduce que

m n
A=% 3 a;E;
i=1 j=1
ya que ambas aplicaciones coinciden sobre los elementos de una base de V.
Esto termina la demostracion del teorema 2. |

Nota. Mas adelante se dara otra demostracion del teorema 2 estableciendo una
correspondencia biyectiva entre L(V, W) y .#, ., (i) de manera que se conserve la
dimension. (Ver seccion 6.4.)

* %* *

Con la misma situacién que al comienzo de esta seccion, sean A y A’ dos aplicacio-
nes lineales de V en W. Sean M(A), M(A’), M(A+ A') y M(cA) las matrices de las
aplicaciones lineales A y A’ con respecto a las bases By B de V y W, respectivamente.
En estas condiciones se tiene que

M(A + A')= M(A)+ M(A)

M(cA)=cM(A), celk.

Estas igualdades expresan que la matriz de la aplicacién lineal «suma» coincide con
la suma de las matrices de cada una de las aplicaciones y que la matriz de la aplicacion
lineal ¢A4 coincide con el producto de la matriz 4 por el escalar c.

Las demostraciones de estos resultados son analogas a las realizadas en la seccion 3
del capitulo 1 para aplicaciones lineales de R" en R™ y, por tanto, se dejan para el
lector.

* k%

Con dos matrices se puede definir su producto siempre que concurran circunstan-
cias favorables. El producto de matrices corresponde a la composicion de aplicaciones
lineales, que definimos a continuacion.
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Dadas Ae L(V; W) y Be L(W; X) definimos la composicion de A y B mediante
(B° A)(T')= B(A(7')).

Dadas las condiciones impuestas sobre 4 y B es facil comprobar que
BeoAe L(V; X).

Si los espacios V, Wy X tienen dimension finita y si denotamos por M(A), M(B) y
M(B° A) las matrices de A, B 'y B° A, respectivamente, con respecto a bases de
antemano fijadas se tiene el siguiente resultado:

M(B > A)= M(B)- M(A).

La demostracion es andloga a la dada en la seccion 1.3 para aplicaciones lineales
entre espacios vectoriales de la forma R". La repetimos aqui para conveniencia del
lector.

Sean {€;}7-,, {f;};™, {Gi}xZ, bases de V, W y X, respectivamente. La i-ésima
columna de la matriz de B> 4 son las componentes del vector (B ° 4)(€;) con respecto a
la base {g,}f-; por tanto, si escribimos

A:(aﬁ),’_-'.nl‘j:i’ B=(bkj)k£1,j'="1

se tiene

Jj=1

BoA(e,-)=B(A(a»=B< > a,-ﬁ,->= ¥ aB(7)=

s

D p m
aji( > bkj§;‘>= Y <Z byja; |9k
=1 k=1 K=1\y

Esto prueba que Y b,a; es el elemento que ocupa el lugar (k, i) de la matriz M(B° A);
j=1

este valor coincide con el valor del elemento que ocupa el lugar (k, i) en el producto de

matrices M(B)- M(A).

6.3. CAMBIO DE BASE PARA APLICACIONES LINEALES

Sean V'y W dos espacios vectoriales, sobre el mismo cuerpo, de dimensiones n y
m, respectivamente. Sea A una aplicacion lineal de V en W con matriz

A=(aij)i;"1,j:1

con respecto a las bases B={%), .., €,} y B={f], ... f,} de V y W, respectivamente.
Si deseamos conocer la matriz A'=(a;),”, ;2, de la misma aplicacién A, con
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respecto a dos nuevas bases B'={¢}, .., €,} y B'={f], ... fu} de V y W, respectiva-
mente, es necesario realizar los cambios de base adecuados en los espacios inicial y

final.
_diagrama:
V
X, €+ +X,°, . .
e "t | B={e, .., &}
R B={?), .2}
Coxyel+ -+ xE)

Si escribimos xe V de la forma

X, €+ +x,6,=X=x1e] + -+ X,

€ }”-——A(Y) de la forma

Ml V=T =Y i+ + Y

Para que el lector siga con mayor facilidad el razonamiento, realizamos el siguiente

yifi+ --|~|+ym7m

y
[

Vifit et Yt

los resultados de la seccidn anterior, junto con los relativos al cambio de base en un
mismo espacio vectorial, que se estudiaron en €l capitulo anterior, nos permiten

escribir
Y1
Y2
Ym
X, b
X2 X2
J1=C
xn x'l
y
’
Y1
!
y2
’
Vm

X1
_A4| ™
Xn

Y1 i

y.z =D y/z

y'm Ym
Xy
_al
Xy

)

@

€)

En las igualdades anteriores C y D son las matrices del cambio de base de Ba B’y

de B a B, respectivamente.
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Sustituyendo (2) en (1) se obtiene

Vi Xy i
/ ! c <

Y2 X2 9]
D| "7 [=AC]| . 3 é)
: Q9 x o)
’ x' 2 S 3
Vm n Y I
o = T
. . . g A

Puesto que D es una matriz de un cambio de base, posee inversa; por tantofj ¢
8E Gz
Y X} oo
, , 2 Lél oo :\(1
_ X <
Y2 _p-14c| 2 a& af
: Nno AR
/ , Q
Vm Xn E‘ 8 E
] Q
) | 5 S
Comparando esta expresion con (3) se obtiene =
A'=D"'AC 4)

que nos permite calcular la matriz A’ de la aplicacion A4 con respecto a las bases B’ y
B, conocida la matriz 4 de la misma aplicacion con respecto a las bases B y By las
matrices C 'y D del cambio de base de B a B' y de B a B, respectivamente.
En muchos casos los espacios inicial y final de una aplicacion coinciden. Si, ademas,
By B coinciden y B' y B’ coinciden la formula del cambio de base es mas sencilla.
Si A4 es la matriz de la aplicacion A € L(V) con respecto a una base B de V, la matriz
A’ de la misma aplicacion con respecto a una base B’ de V esta dada por

A'=Ct4aC

donde C es la matriz del cambio de base de B a B'.
Observar que, en este caso, |4'|=|A|, ya que el determinante de un producto de

matrices es el producto de los determinantes de cada una de ellas.

EJEMPLO A. Una aplicacion lineal 4 tiene, en una base {€;, @,} de un espacio
vectorial de dimensién 2, la matriz
6 -2
A= .
6 —1

Queremos determinar la matriz de esta aplicacion lineal en la base €] =7, +2¢,, €,
=2¢, +3%,. Puesto que la matriz del cambio de base es

)

- URUGUAY

MONTEVIDED
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—sr =+

la matriz A’ de esta aplicacion en la base {€j, €,} es

o 1 2\7Y6 —=2\/1 2\ (2 0
23/ \6 —-1\2 3/ {0 3
EJEMPLO B. Sea A: R3— R? la aplicacion dada por
A(xq, X35 X3)=(x; + X3, X3, X3 —X3)
donde (x;, X,, x;) son las coordenadas de un punto xeR® con respecto a la base
candnica en R>. Sea B’ la base {€3, €}, €} que se obtiene permutando los elementos de
la base canonica.
Puesto que la matriz de 4 en la base canodnica es
1 1 0

A=<0 0 1>,
01 -1

y la matriz del cambio de base es

010
c=|0 0 1
1 00

la matriz A’ de 4 en la base B es

010 11 0\f0O 1t O
A=10 0 1 00 1/{0 0 1 [=
1 00 01 —-1/\t 00O
0 01 011 -1 01
=1 0 0 1 0 0= 0 11
01 0/\-1 01 1 00
* * *

EJEMPLO C. Queremos encontrar las ecuaciones de la simetria S con respecto al
subespacio vectorial ¥, ={(x, y, z)}/x—y+2z=0}, referida a la base canonica de R°.
La estrategia consiste en encontrar en primer lugar una base de R* en la cual la matriz
de la simetria sea lo mas sencilla posible y a continuacion realizar un cambio de base
para pasarla a la base canénica.

Capitulo 6 Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales 265

Vi

En la base B'={uw;=(1, 1,0), u,=(0, 2, 1), u3=(1, —1, 2)} determinada por dos
vectores de V, y un vector, 3, perpendicular a él, la matriz §" de S es

10 0
=0 1 0
0 0 —1

ya que S(uy)=u,, S(u,)=u, y S(it3) = —u;. Puesto que la matriz del cambio de base de
la base canodnica a B’ es

1 0 1
C=i1 2 -1
0 1 2

se tiene que

§'=C7!SC <« S=CS'C™.

Por tanto:
1o 1\/to o\/t o 1"
S={1 2 —1|{o1 ot 2 =1} =
01 2/\00 —-1/\0 1 2
’10—1151—2 142—4
=1215‘222=8<244
01 =2 1 -1 2 —4 4 =2
Asi pues,

2 1 2 1 2 2 2 2 1
S(xq, X5, X3)= §x1 +§x2—§x3, §x1+§x2+§x3, —§x1+§x2—§x3
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donde (x,, x,, x3) son las coordenadas de un vector X € R® con respecto a la base
canonica.

EJERCICIOS (SECCIONES 6.1, 62 Y 6.3)

1. Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios
vectoriales dados:

1
a) Mg M, (R)—.4,,.,(R) dada por My(A)=AB con B=<_1>.
b) Sg M,.,(R)— M, ,,(R) dada por Sg(A)=A+B con Be .#,.,(R) fija.

21
c) Cg M,y (R)r— M, ,(R) dada por Cyz(A)=AB—BA con B=<0 2>.

1
d S M, (C)— dada por S(A)=24A+A‘) donde ¥={Ae M, (C)/A=A"}.

) R: My (R)— % ,(R) dada por R(A)=AA"

f)  A: PP[x]+ PP[x] dada por A(p(x))=p(x+1).

g) B: PP[x]— PP[x] dada por A(p(x))=p(x)+1.

2. Sea 4: R*— R® dada por A(x,, x;, X3)=(x; + X3, X3, X; +X3). Encontrar la matriz
de A con respecto a la base candnica. Hallar la imagen mediante A de los siguientes
subespacios vectoriales de R3.

a) Vi={(x;, X, x3)€ R3/x; +x;+x3=0}.

b) VZI{(XI’ x2’ O)/xla XZER}‘

C) V3:{(x1, X2, X3)=t(l, _19 1)/tER}

En cada caso indicar la dimension del subespacio y la dimensién de su imagen
mediante A.

3. Encontrar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales con respecto a las
bases canénicas de los espacios vectoriales dados:

a) Mgy Cg del ejercicio 1.

b) A PRP[x]— R*/A(p(x) = (p(0), p(1), p(2), p(3))

o) A PP[x]— P [x]/A(p(x))=p(x +1).

4. Respecto de la base canodnica en R? hallar las matrices de las siguientes aplicacio-
nes lineales:

&

) Giro de « grados con respecto al eje z.

) Simetria con respecto a la recta x=0, y=0.

) Simetria con respecto a la recta x=y, z=0.

d) Proyeccion sobre el plano x—y+2z=0.

e} Simetria con respecto a la recta (x, y, z)=1¢(1, 1, 1).

=

o
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S. La traza de una matriz cuadrada A se define como la suma de los elementos de su
diagonal principal y se designa por traza(4). Demostrar que la aplicacion
T My ()= es lineal. Dar una base de .#,,, () y encontrar la matriz de T con
respecto a esta base y a la base candnica de K.

6. Dadas A: R’ R® mediante A(x,, x,, x3)=(x,, x5, 0) y B: R*— R? dada por
B(xy, x5, x3)=(x; +x3, x,) calcular 4"=A¢-" o 4 para todo neN y B¢ A. [Sugerencia:
encontrar las matrices de A y B.]

7. Sabiendo que la aplicacion A lleva los vectores
l—il =(1’ 0? 0)’ UZ=(15 19 0) y ﬁ.32(13 1’ 1)

de R3 en los vectores

g

=2, 1,2, #,=(3,1,2) y w;=(6,2,3)

respectivamente, encontrar la matriz de A4 en las siguientes bases:
a) La base candnica de R>.
b) La base {u, u,, u3}.

8. Encontrar las ecuaciones de las siguientes aplicaciones lineales realizando cambios
de base adecuados:

a) Simetria con respecto a la recta (x, y, z)=1(1, 1, 1).

b) Proyeccion sobre el plano x—y+z=0.

¢) Giro de 90° con respecto a la recta x+y=0, z=0.

9. Sea T: PR[x]— Pi'[x] tal que T(1)=x2+1, T(x)= —x, T(x3)=x>y T(x*)=x2
+x—1. Calcular T(x?+2x+1) y T((x—2)?>+x?). Encontrar la matriz de T con
respecto a la base {1, x, x%, x*} de P{'[x].

10. Sea AeL(V; W); si V| es un subespacio vectorial de V, la aplicacion A puede
considerarse como una aplicacion lineal de ¥, en W; esta aplicacion recibe el nombre
de restriccion de A a V,, y se designa con el simbolo A|V,. En los siguientes casos
encontrar una base del subespacio vectorial dado y la matriz de la aplicacién dada
restringida a este subespacio con respecto a esta base:
a) A: RaH RZ/A(XI, X2, x3)=(x1 +x29 X2 +X3)

Vi={(x1, X2, x3)/x; = 2x, +3x;=0}
b) A: C*—C*A(zy, 25)=(z, +2,, iz, iz;)

Vi={(z1, z,)/z, =iz,}

11. Dada Ael(V)y AekK, demostrar que el conjunto
E(A)={XeV/A(X)=Ix}
es un subespacio vectorial de V. En los siguientes casos encontrar una base de E(A):

a) A:R3—>RYA(x, x5 X3)=(—2x,, —X3 —X,+X3), A=—1.
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b) A: R*— R* tal que

1 0 2 =6\ /x,
y o1 -1 34 x, ] ) )
(X1, X3, X, X4)= 0 0 ) 3l & ; A=2A=1; A=0
3
00 0 2/ \x,

.
) A:C3—C3Alzy, 25, 23) =2, + 23, — 25, —32,—23); d=é3.
12. Sea & ,(K) el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden n con elementos

en ¢l cuerpo K. Definimos
T My, (K)— LK)

. 1

mediante T(A) =§(A + A4Y).

a) Encontrar una base de &, (K).

b) Encontrar la matriz de T con respecto a la base canonica de 4, ., () y a la base
de #,(K) encontrada en a).

13. Sea T una aplicacion lineal de R” en R™; demostrar que T transforma variedades
k-dimensionales de R” en variedades I-dimensionales de R™, con [ <k. En las siguientes
aplicaciones lineales hallar la imagen de las variedades lineales dadas:

a) T:R*-R? dada por T(x,, X,)=(x;+ X3 X, X3) ¥
M={x,=x,/x, x,€R}

b) T:R*— R? dada por la matriz

1 01
T= -1 10
011

y M={(x1, X35 X3)/X1 —2X, +x3=4}.

14. Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real generado por
sen x y cos x. Calcular el determinante de la aplicacion «derivacion» definida en V.

6.4. APLICACIONES LINEALES INYECTIVAS Y SUPRAYECTIVAS.
NUCLEO Y RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo I y 4 una aplicacion
lineal de ¥ en W. Recordamos que A4 es inyectiva si A(X)=A(y) implica X =7; la
aplicacion A es suprayectiva si para todo ye W existe X €V tal que A(X)=¥ o
equivalentemente A(V)= W, donde A(V) denotala imagen de V mediante A4; finalmente,
recordamos que A es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva.

Capitulo 6 Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales 269

En el caso de aplicaciones lineales cada uno de los tipos anteriores recibe un
nombre especial: una aplicacion lineal inyectiva recibe el nombre de monomorfismo, si
la aplicacion lineal es suprayectiva se le da el nombre de epimorfismo, finalmente, si la

aplicacion lineal es biyectiva se dice que es un isomorfismo.
El objetivo de esta seccion es encontrar condiciones sencillas que sirvan para

determinar si una aplicacion lineal es de cualquiera de los tipos anteriores.
Comenzamos con las aplicaciones lineales inyectivas. Para ello necesitamos definir

el concepto de niucleo de una aplicacion lineal; dada una aplicacion lineal
A VW
definimos el nucleo de A, _que se denota mediante ker (A ), como el conjunto de todos
los TeV tal que A(T)=0; es decir:
ker(4)={T e V/A(T)=0}.

Nota. En algunos textos se utiliza N(A4) en lugar de ker(4); la notacioén
ker(A) es la que se utiliza en toda la literatura matematica inglesa; esta notacion

viene de la palabra inglesa kernel, que significa «nucleo».

El subconjunto ker(4) no es nunca vacio, ya que 0 e ker (A); esto se deduce de que
A(0)=0, como se ha demostrado en la secciéon 6.1. El subconjunto ker(4) es, ademas,

un subconjunto distinguido de V; se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 1
Si A: Vi— W es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, ker(A4) es un
subespacio vectorial de V.

Demostracién. Si X e ¥ son elementos de ker (A) se tiene que A(X )=0y AGF)=0;

por tanto:

AT +7)=A(X)+ AF)=0+0=0

de donde deducimos que X +¥ eker(4). Si X' eker(4) y ceK se tiene que

—

A(cX)=cA(X)=c-0=0

de donde se deduce que cx eker(A). Estos dos resultados prueban la proposi-
|

cion.

PROPOSICION 2

l Una aplicacion lineal A: Vi— W es inyectiva si y solo si ker(4)={0}.

A

WNIVERSIDAD Dp LA HErUB

FACULTAD Dpr INGENTERIA

BLIQTECA

TAMENTO DR

ENTACION Y RIB
YN, YT el

DEPAR

bocuMm

o R



270 Algebra y Geometria

Demostracion. Supongimos que A es inyectiva; si X eker(A4) se tiene A(X)=0;
puesto que A es lineal, 4(0)=0, y, por tanto, podemos escribir

A(X)=0=A(0).
Puesto que A es inyectiva, X =0; esto prueba que
ker(4)={0}

Supongamos ahora que ker (4)={0} y probemos que A es inyectiva. Si A(X)= A(Y),
se tiene que

A(X —7)=AX)—-Ay)=0

por tanto, ¥ —¥ eker (4); como ker(4)= {0} deducimos que ¥ —¥ =0, o equivalente-
mente, X =7, que era lo que desedbamos demostrar. ]

EJEMPLO A. Para estudiar si 4: R*—R?® dada por A(x,, x;)=(2x, +x,,
X;+2x,, 3x;) es una aplicacion lineal inyectiva hemos de encontrar ker(A). Si
(x4, x;)eker(4) hemos de tener A(x,, x,)=(0, 0, 0); esta igualdad se transforma en

2x,+x,=0
x;+2x,=0
3x1=0‘

que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones y dos incognitas. Puesto que la matriz
de sus coeficientes tiene rango 2, que coincide con el nimero de incognitas, la Unica
solucion posible es la trivial x; =x,=0. Por tanto, ker (4)={(0, 0)} y A es inyectiva.

EJEMPLO B. Tratemos de encontrar €l nucleo de la aplicaciéon T: R®+ R3, cuya
matriz es

1 11 11
T=10 1 0 -1 1].
1 01 20

Se trata, por tanto, de encontrar todos los vectores X =(x;, X,, X3, X4, Xs) tal que

X1 +x2 +x/3+X4+x5=0

X;—X4+x5=0.
x1+X3+2x4=0
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El rango de la matriz de los coeficientes de este sistema es 2 (observar que la tercera
ecuacion es combinacion lineal de las dos primeras). Utilizando las dos primeras
ecuaciones ¢ introduciendo los pardmetros x;=c,, X4 =¢;, X5=C; tenemos que

XZZCZ“‘Cs

xX;=—(c;—cC3)—c;—c;—¢c3=—¢;—2¢,
Asi pues,

(x5, X5, X3, X4, X5)=(—C; —2¢y, C3—C3, Cy, €3, C3)=
=c(—=1,0,1,0,0)+c,(—2, 1,0, 1, 0)+¢50, —1,0,0, 1)

que son las ecuaciones paramétricas de ker(T). Observar que el nucleo de esta
aplicacion tiene dimension 3.
* * *
Supongamos ahora que la aplicacion linéal A es suprayectiva, es decir, que A es un
epimorfismo; en estas condiciones se ha de cumplir que A(V)=W, donde A(V) es la
imagen de V mediante la aplicacion A.

El conjunto A(V) recibe el nombre de imagen de A, y se designard, de ahora en
adelante, mediante img(A4). Por tanto, A es suprayectiva si y solo si '

img(4)=W

Por la proposicién 3 de la seccion 6.1 sabemos que la imagen de cualquier
subespacio vectorial de V es un subespacio vectorial de W; en particular, img (A4 ), que
es la imagen de V mediante A, es un subespacio vectorial de W.

EJEMPLO C. Queremos encontrar la imagen de la aplicacion T del ejemplo B y
decidir si es suprayectiva. La estrategia mas sencilla es observar que la imagen de una
base cualquiera de R® es un sistema de generadores de img(T): si B={¥, €,, €3, €4, €5}

5

es una base de R y Weimg(T) existe 7= Y, vjg;e R® tal que T(V)=W; asi pues,
j=1

WZT(ZS: ”jz’}>= i v;T(e)

con lo cual queda probado el resultado. (Relacionado con este resultado, ver el
problema 9 al final de esta seccion.) Por tanto,

T@)=(1,0,1), T(@)=(1,1,0), T(@)=(10 1),
T(e)=(1, —1,2), T(E)=(11,0)
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son un sistema de generadores de img(T); de este sistema de generadores es necesario
extraer el mayor numero de ellos linealmente independientes, y asi podremos encontrar
img(T). Puesto que la matriz que tiene a estos vectores por columnas es T y ya
sabemos que T tiene rango 2, solamente es posible encontrar dos vectores linealmente
independientes. Podemos tomar

img(T)=L(1, 0, 1), (1, 1, 0)).

Debido a que img(T) tiene dimension 2, llegamos a la conclusion de que T no es
suprayectiva.

Si queremos encontrar las ecuaciones cartesianas de img(7T) hemos de eliminar los
parametros ¢, y ¢, de las ecuaciones

(yb Yas y3)=C1(1’ 0’ 1)+CZ(1’ 1, 0)

Asi pues,
cite,=y
€2=Y2
C1=Y3

De aqui deducimos y, + y; =y, sin mas que sustituir las dos tltimas ecuaciones en la
primera.

* % %

En los ejemplos B y C se observa la siguiente relacién entre las dimensiones del
nicleo de T y de su imagen:

dim (ker (T)) + dim (img (7))

coincide con la dimension del espacio inicial de T.

Este resultado es cierto en un contexto mas general; le enunciaremos y demostrare-
mos a continuacién. Después obtendremos algunas de sus consecuencias relacionadas
con las aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas.

TEOREMA 3

Sean V y W dos espacios vectoriales de los cuales V es de dimension finita y
sea A: Vi— W una aplicacién lineal. Entonces,

dim (ker (4)) + dim (img (4)) = dim (V)

Demostracién. Sea k=dim (ker (4)) y n=dim (V). Elegimos una base {7}, ..., T;} de
ker(A4) y la completamos con vectores Ty, y, .., U, hasta obtener una base de V. Es
suficiente probar que B={A(Ty+,), .., A(T;,)} es una base de img(A4), ya que entonces

dim (ker (4)) +dim (img (A4)) =k + (n— k)=n=dim (V).
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Probamos en primer lugar que B es un sistema de generadores de img(A); si
w eimg(A4), elegimos T eV tal que A(T)=w; puesto que

n
T=) ¢

se tiene que

W’=A(F)=A< Y cj‘ﬁ’j>= Y. ¢;A(T)

; =

debido a que 7, ..., T, son elementos de ker(A) se tiene que A(E'j)=6 sil <j<k; por
tanto,

n
W= Y AT
J=k+1

y queda probado que B es un sistema de generadores de img(A).
Finalmente, probamos que los elementos de B son linealmente independientes.
Supongamos que tenemos una relacion de la forma

S ¢A(v)=T0. (1

j=k+1

Utilizando la linealidad de A, la igualdad anterior se escribe de la forma

A< ) Cﬁfj)=6
i=k+1

Esto implica que el vector Y c¢;T;€ker(A). Puesto que ker (A4) esta generado por los
j=k+1
vectores T3, ..., U, podemos escribir

n
Cor1Thsrt o HCT= Y ¢T=CTy+ -+ Tk
j=k+1

Puesto que {7}, .., T,} s una base de V la igualdad anterior solamente es posible si c,
==y =0Cyy, = =¢,=0. En particular, la igualdad (1) solamente es cierta cuando

todos los c; son nulos. Se termina asi la demostracion del teorema. n

Para deducir algunos corolarios de este teorema es necesario hacer uso del concepto
de rango de una matriz estudiado en los capitulos 1 y 2.

Sea A una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V y W, ambos de
dimension finita n y m, respectivamente. Sea 4 la matriz de la aplicacion lineal 4 en dos
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bases cualesquiera de V y W; para encontrar el nicleo de A es necesario resolver el
sistema homogéneo

donde x,, .., x, son las coordenadas de un vector de V con respecto a la base elegida.
Debido a la proposicion 3 de la seccion 1.2 (capitulo 1) este sistema posee n—r(A4)
soluciones linealmente independientes que generan todas las restantes, donde r(A)
denota el rango de la matriz A.

Podemos, por tanto, concluir que

dim (ker (4))=dim (V) —r(A).
Comparando esta igualdad con el teorema 3 se deduce que
dim (img (A4)) = r(A).

Puesto que img(A4) no depende de las bases que se elijan en V' y W para encontrar
su matriz, de la igualdad anterior se deduce que todas las matrices de la aplicacion A
tienen el mismo rango. Podemos, por tanto, definir el rango de una aplicacion lineal A,
que seguiremos escribiendo mediante r(A4), como el rango de una cualquiera de sus
representaciones matriciales.

Una vez hechos estos comentarios el lector no tendra ninguna dificultad en
demostrar los siguientes resultados:

COROLARIO

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y 4: Vi— W una
aplicacion lineal. Entonces:

a) A es inyectiva si y solo si r(4)=dim(V).

b) A es suprayectiva si y solo si r(4)=dim (W).

EJEMPLO D. Supongamos que V y W son espacios vectoriales de dimension finita
y A: Vi— W una aplicacion lineal.

Si A es inyectiva, ker(A)={0} y, por tanto, dim (V)=dim (img(A)); como img(4) es
un subespacio vectorial de W concluimos que

dim (V) < dim (W)
Si A es suprayectiva, del teorema 3 se deduce que

dim (V) = dim (img (4))=r(4)=dim (W)
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En particular, una aplicaciéon lineal de R® en R? no puede ser inyectiva y una
aplicacion lineal de R? en R* no puede ser suprayectiva.

* *x %

Para terminar esta seccion estudiamos las aplicaciones lineales biyectivas o isomor-
fismos entre espacios vectoriales. Supongamos que V' y W son espacios vectoriales de
dimension finita, y que A es un isomorfismo entre ellos. Del corolario anterior
deducimos que

dim (V)= r(4) = dim (W)

Otras consecuencias sencillas de algunos resultados anteriores se recogen en el
siguiente teorema. :

TEOREMA 4

Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita n y sea 4: Vi— W una
aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) A es biyectiva.

b) A es inyectiva.

¢) ker(4)={0).

d) A es suprayectiva.
¢) El rango de A4 es n.

Demostracion. Entre b), ¢), d) y e) se tienen las siguientes equivalencias:

Prop. 2
o )
Cor. 0
e <« d
) Cor. )

Por tanto, todas ellas son equivalentes entre si.

Finalmente, a)=b), ya que toda aplicacion biyectiva es inyectiva y puesto que b) y
d) son equivalentes en este contexto y ambas implican a) se tiene que a) y b) son
equivalentes. Esto termina la demostracion. n

Diremos que dos espacios vectoriales cualesquiera son isomorfos si podemos
encontrar un isomorfismo entre ellos. Para que esto ocurra entre espacios vectoriales
de dimension finita ya sabemos que ambos han de ser de la misma dimension. El
reciproco también es cierto.

TEOREMA 5

Dado cualquier nimero natural n, todos los espacios vectoriales de dimen-
sion n sobre un mismo cuerpo son isomorfos.
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Demostracién. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension n sobre el mismo
cuerpo y sean B={7,, .., T,} y B={W,, .., W,} bases de V' y W, respectivamente.

Para definir el isomorfismo A4 entre V y W basta definirlo sobre los elementos de la
base B:

AT)=W; j=1,2,.yn

Por el teorema 5 de la seccion 6.1 A se extiende a una aplicacion lineal de Ven W.
Puesto que r(4)=n, ya jue B es una base de W, del teorema anterior deducimos que A
es un isomorfismo. ]

EJEMPLO E. 1) Todos los espacios vectoriales reales de dimension n son isomorfos
a R" y todos los espacios vectoriales complejos de dimension n son isomorfos a C". En
general, todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre un cuerpo K son
isomorfos a K"

2) Los espacios vectoriales ., (R), PP[x] y R* son isomorfos entre si.

EJEMPLO F. Sean V y W espacios vectoriales de dimension n y m, respectiva-
mente, sobre un mismo cuerpo K. Deseamos probar que los espacios vectoriales

M)y LV, W)

son isomorfos. Puesto que V es isomorfo a K" y W es isomorfo a K™ es suficiente con
encontrar un isomorfismo entre

M pen(K€) Y. LK KT

(ver el problema 10 al final de esta seccion). La eleccion mas natural de este isomorfis-
mo es la siguiente: dada A€ 4,,,, definimos

para todo (z,, z,, ..., z,) € K. Observar que F(4) es la aplicacion que tiene como matriz
A en las bases canonicas de K" y K™ y, por tanto, F(A4)e L(IK"; K™).

Es necesario probar que F es un isomorfismo; como F es claramente una aplicacion
lineal, hemos de probar que es biyectiva. Comenzamos encontrando su nucleo: si F(A4)
=0 se tiene que

para todo Z =(zy, ..., z,) € K"; eligiendo 7 =7¢}, j=1, 2, .., n, deducimos que a;;=0 para
todo i=1, 2, ..., m; por tanto, A coincide con la matriz cero, que es por tanto el uni-
co elemento del nucleo de F.
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Finalmente, hemos de probar que F es suprayectiva; dada una aplicacion lineal A
de R™ con matriz M(A) con respecto a las bases canodnicas, basta observar que

F(M(A)=A

Puesto que los espacios #,,x,(K) y L(V; W) son isomorfos y A, x, () tiene
dimension m x n deducimos que

dim(L(V; W))=dim (M ,,« ,(K))=m x n
Hemos dado otra demostracion del teorema 2 de la seccién 6.2.

* kX

Observacion. Supongamos que A es un isomorfismo entre dos espacios
vectoriales V'y W de dimensioén n; debido al teorema 4 su rango es n y, por tanto,
la matriz M(A) de A en cualesquiera bases de V'y W es invertible. La inversa de
M(A) es la matriz de la aplicacion inversa de A.

EJERCICIOS 6.4

1. Dadas las siguientes aplicaciones lineales encontrar las ecuaciones paramétricas del
nucleo y la imagen comprobando en cada caso la ecuacion

dim (ker) + dim (img) = dimension del espacio inicial

e indicar si son inyectivas o suprayectivas:

a) A: R3—R3/A(x,, X,, x3)=(X; + X3, X3, X; + X3+ X3).
b) B: C*— C?/B(zy, z,)=(izy + 25, z; +iz;).

¢) C:RZR*YC(xy, x5)=(x,, X, + X5, 2X,;, X1 +2X,).
d) D: C3—C3/D tiene como matriz

1 0
D= (0 1 2
i -1 0

2. Describir el nicleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando si
son inyectivas, suprayectivas o biyectivas:

a) My M, ,(R)— 4, ,(R) tal que Mg(4)=AB con
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by Cg My, (R)—> M, . ,(R) tal que Cp(4)=AB—BA con

o 1)

B= .

0 1

¢) A: PR[x]— PRP[x] tal que A)=x2+1, A(x)=x+2, Ax})=x*—xy A(x})=1.

d) La aplicacion derivacion de P§'[x] en P~ V[x].

3. Describir el niicleo y la imagen de la aplicacion lineal traza e indicar las dimensio-
nes de cada uno de ellos. (La definicion de la aplicacion traza se ha dado en el
problema 5 de la seccion anterior.)

4. Dada AeL(V; W), demostrar los siguientes resultados:

a) A2=A°A=0 si y solo si img(A)c=ker(A).

b) ker(A) < ker(4?) < ker(4%) < ---cker(4" ') cker(4™ < -
¢) img(A) o img(A4?) > img(43%) > ---oimg(4" ) > img(4")> -

5. Construir aplicaciones que sean isomorfismos entre los siguientes pares de espacios
vectoriales:

a) C°y R,
b) PP[x]yC'tl.
) My, ,(R)y RS

6. Sea A: V' W una aplicacion lineal y V; un subespacio vectorial de V; denotare-
mos por Al,, la restriccion de A a V;. Demostrar que:

a) ker(Al,,)=(ker(A)n V.
b) imgA=img(4|,,) si V,+ker(4)=V.

7. Sean AeL(V; W)y Be L(W,; X).

a) Demostrar que img(B° A) < img(B) y que ker(B° A) o ker (4).
b) Demostrar que (B A) £ r(A) y r(Be A) < r(B).

8. Sea V un espacio vectorial de dimension n y W un espacio vectorial arbitrario.
Dados dos subespacios vectoriales V; de V' 'y W, de W tal que

dim V, +dim W, =n

demostrar que existe una aplicacion lineal A: Vi— W tal que ker(4)=V; e img(4)
= Wl'

9. Sea A un isomorfismo de los espacios vectoriales V' y W, ambos de dimension
finita. Demostrar que toda base de V se transforma en una base de W.

10. Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente. Demos-
trar que L(V; W) es isomorfo a L(K" K™).

En los siguientes problemas V y W son espacios vectoriales de dimension finita.
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11. Sea Ae L(V; W) una aplicacion lineal inyectiva; demostrar que toda base de V se
transforma mediante 4 en un conjunto de vectores linealmente independientes.
Deducir de este resultado que si existe una aplicacion lineal inyectiva entre dos
espacios vectoriales V' y W de dimension finita, se ha de tener dim (V)£ dim (W) (ver
ejemplo D).

12. Sea A’eL(V; W) una aplicacion lineal suprayectiva; demostrar que toda base de
V se transforma mediante A’ en un sistema de generadores de W. Deducir de este
resultado que si existe una aplicacion lineal suprayectiva entre dos espacios vectoria-
les V y W de dimension finita, se ha de tener dim (V) 2 dim (W) (ver ejemplo D).

13. Dar un ejemplo de espacios vectoriales V y W y aplicaciones lineales 4 y
A’eL(V; W) y una base B de V tal que:

a) A sea inyectiva y A(B) no sea base de W.
b) A’ sea suprayectiva y A'(B) no sea base de W-(Ver los problemas 11 y 12

14. Sea A un isomorfismo de V en W. a) Demostrar que toda base de V se transforma
en una base de W mediante A. b) Demostrar que toda base de W se transforma en una
base de V mediante A~ !. Deducir de a) o de b) que si V y W son isomorfos, dim V
=dim W.

6.5. ESPACIO DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL

Dado un espacio vectorial ¥ sobre un cuerpo K, podemos considerar el conjunto
L(V: K) de todas las aplicaciones lineales de V en el espacio vectorial K. Obsérvese
que [ es un espacio vectorial de dimension 1 sobre K.

Este espacio ha sido estudiado con mayor generalidad en la seccion 6.2. En
particular, el teorema 1 de la seccion citada nos permite concluir que L(V; K) es un
espacio vectorial sobre [€. Este espacio vectorial recibe el nombre de espacio dual del
espacio vectorial V y se utiliza comiinmente el simbolo

V*,

en lugar de L(V; K), para indicarlo. Por tanto, V'* es el espacio vectorial de todas las
aplicaciones lineales de V en K.

Los elementos de V* son aplicaciones lineales y, por tanto, se indicardn con letras
mayusculas. Algunos autores prefieren utilizar letras minasculas seguidas de una * en
la parte superior derecha, tal como v¥, e*, etc. La primera de estas notaciones sera la
que se utilice en el teorema que se enuncia en esta seccion.

Si V es un espacio vectorial de dimension finita n, del teorema 2 de la seccion 6.2 se
deduce que el espacio dual V* tiene dimension n. El siguiente teorema exhibe una base
B* asociada de manera Unica y natural a una base fijada B de V. Obsérvese que la
demostracion de un teorema mas general, que incluye a éste, se ha dado en la seccion
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6.2 (teorema 2): ?ncluimos la demostracion porque este caso particular puede servir para
aclarar el caso mas general anteriormente descrito.

TEOREMA |

Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y B={¢), €, .., €,} una
base de V. Existe una Unica base

B*={E1, E2, ey E"}

de V* tal que E€;)=1 para todo i=1, 2, .., n, y Ej(e;)=0si i#j. La base B* se
denomina base dual de B.

Nota. La propiedad de B* enunciada en el teorema se escribe mas facil-
mente utilizando el simbolismo denominado de la delta (8) de Kronecker que se
ha introducido en la demostracion del teorema 2 de la seccion 6.2. Recordemos
que &, j, ieN, es un numero definido como sigue:

1 si i=j
51';': .,
0 s1 i#].
Con esta notacion los elementos de la base dual de B satisfacen

Efe)=0; J,i=1,2,..,n

Demostracion. Para j=1, 2, .., n definimos E; de la siguiente manera: dado ¥’

s

v;e;€ V tomamos

i=1

E(V)=v;
es decir, la j-ésima coordenada de 7" en la base B.

Es facil comprobar que E;€ V* para todo j=1, .., n, y que E; satisface la propiedad
requerida en el teorema.

Unicamente falta demostrar que B*={E,, E,, .., E,} es una base de V*.

Si tenemos una igualdad de la forma

0

n
> E;
j=1
donde O representa la aplicacion lineal nula, se tiene que

Y. GE@) =0
j=1
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para todo i=1, 2, .., n. Por tanto, ¢;=0, i=1,2,..,n, ya que E (&) es no nulo
solamente si j=i. Esto prueba que B* es un conjuntc de aplicaciones lineales lineal-
mente independientes.

Finalmente, dada AeV* se tiene que

n
ya que si 7= ) T;€; tenemos que
i=1

™M=

A(€)E(v)= Z A(@ o= Z A(vfe}):A( 5 ujz*j):A(m.

j=1

ji=1

Por tanto, B* es un sistema de generadores de V* y queda totalmente demostrado el

teorema. ]

EJEMPLO A. Tratemos de encontrar la base dual de la base candnica B
={¢e,, @,, €3} de R>. La aplicacion lineal E; satisface

Ex(a): 1, E1(?2)=0, E1(—53)=0

Por tanto, E (X, X3, X3)=E(x{€, + X,€5 + X3€3) =X;.
De manera similar se concluye que

Ej(xy, x5, X3)=X, Yy Ej(xy, X3, X3)=X;

EJEMPLO B. Sea B={w,=(l, 1,0), #,=(0, 1, 1), w3=(1, 0, 1)} una base de R>
queremos encontrar la base dual, B*, de B. Denotemos por Uy, U,, U, los elementos
de B*. Por definicion de B* tenemos que

Ul(m) =1, Ux(a}) =0, U1(H3)= 0.
Por tanto,
U1(?1 +?2)= 1, Ul(?z +?3) =0, U1(?1 +?3)=0~

Debido a la linealidad de U, tenemos que

Uy(e)+U(e)=1

Ux(?z)+ U1(?3)=0 j

Uy(€)+U,(e)=0
Resolviendo este sistema se obtiene

. o1 _ 1
Ui(e)= U1(92)=§, U,(e;)= —5
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Por tanto,

Uilxys %25 x3)=5x1 +5x2—§x3.

De manera similar se obtienen los otros dos elementos de la base B*:

1
Ujy(xy, X3, X3)= ——2—x1 +§x2 +§x3
1 1
Us(xy, X3, X3)=2X%; §x2+§x3

EJERCICIOS 6.5

1. Encontrar la base dual de B={u;=(1, 2, 1), #,=(0, 1, 1), w3 =(1, 1, 1)} en R>

2. Encontrar la base dual de B={1, x+1, x?—2, x>—x?} en el espacio vectorial
P{P[x] de todos los polinomios de grado no superior a 3.

CAPITULO 7

VALORES Y VECTORES
PROPIOS. FORMA DE JORDAN

7.1. Introduccion

7.2. Subespacios invariantes. Valores y vectores propios de una aplicacion
lineal

7.3. Forma de Jordan de matrices de orden 2

74. Forma de Jordan de matrices de orden 3

7.5. Aplicaciones lineales y subespacios invariantes

7.6. Teorema de clasificacion de Jordan

7.7. Obtencion de la forma de Jordan de una matriz

7.8. Forma de Jordan real de matrices reales con autovalores complejos

7.9. El teorema de Cayley-Hamilton

7.1. INTRODUCCION

En el ejemplo A de la seccion 6.3 se demostrd que si la aplicacion lineal A tiene

como matriz
6 —2
A=
6 —1

con respecto a una base {€, €,}, la misma aplicacién 4 con respecto a la base &, =7z, +
+27,, & =27, + 37, tiene como matriz

2 0
A= .
o 5)

Tenemos, pues, que 4'=C~1AC o equivalentemente 4=CA’C~!, donde C es la matriz
del cambio de base. N

283
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—r !

La matriz de la aplicacion lineal A en la base {€}, €;} es mucho mas sencil.la que
correspondiente en la base {€;, ¢,}. La matriz 4’ es diagonal. A la vista de este ejemplo
podemos preguntarnos si, dada una aplicacion lineal A, siempre puede encontrarse un
cambio de base de manera que la matriz de A con respecto a la nueva base sea

diagonal. '
Un ejemplo muy sencillo nos hace perder la esperanza de resolver afirmativamente

esta pregunta: la matriz
y 11
“\0 1

) a
En efecto, supongamos que existe una matriz C=(

9
1 , o 0
D ﬁ ‘

oc()_l_abaO d—b)L:
A=C<0 /3>C '<c d)(o g)\-c a)IC

ax b\ 1 (d —by 1 ado.—bef —aba+ab,8>
=<ca dﬂ>ﬁ<—c a>_|C| cds—cdf —bea+adp)

Comparando la primera y la Gltima de estas matrices se tiene:

no puede diagonalizarse. )
d> de cambio de base, con

determinante |C|, tal que

1=%(ada—bcﬁ) M)
0=|—é—lcd(a—ﬂ) @
1=%ab(—a+ﬁ) 3)
1 =|la(—bca+adﬂ) @)

De (2) se deduce que o bien ¢=0, o bien d=0, o bien q=ﬂ. Si ¢=0, 'dc'(’l) y_(}) se
deduce que a=|Cl|/ad =B, y sustituyendo esto en (3) s obtiene la contradlcglon l—p. Si
d=0 se obtiene la misma contradiccion mediante un razonamiento semejante. Final-
mente, si a=p, (3) es claramente una contradiccion.
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A pesar de que no todas las matrices son diagonalizables, el objetivo de este
capitulo es encontrar la forma «mas sencilla» en que una matriz dada puede transfor-
marse mediante un cambio de base; esta forma «mas sencillay se denominara matriz de
Jordan de la matriz dada. (El nombre se debe al matematico Camille Jordan —Lion,
1838-Milan, 1922—, que ayudo a comprender la clasificacion de las aplicaciones
lineales.)

No solo puede utilizarse la forma de Jordan de una matriz para clasificar las
aplicaciones lineales en un espacio vectorial, sino que podemos utilizarla para realizar
operaciones con matrices. Como ilustracion tratemos de encontrar la sexta potencia de

la matriz
6 -2
A:
6 -1

Debido al ejemplo A de la seccion 6.3 podemos escribir:

2 0 1 2
A=C C™! con C=
0 3 2 3
Entonces:

o e e = 3)e
DG (-EY) ()

<—3-26+4-36 27—2'36)

A6

—-3.27+2.37 2837

7.2. SUBESPACIOS INVARIANTES. VALORES Y VECTORES
PROPIOS DE UNA APLICACION LINEAL

Dado un espacio vectorial V y una aplicacion lineal 4: V— V, es decir, A€ L(V), un
subespacio vectorial W de V se llama invariante respecto a A si A(W) < W, es decir, la
imagen A(X) de todo vector X’e W es un elemento de W,

EJEMPLO A. Sea Ae L(R?) una aplicacion lineal en R? cuya matriz respecto de
una base {e), @,} de R? esta dada por

)
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Entonces, W, ={x,e,/x; e R} y Wy={x,€,/x,€R} son invariantes respecto de A.
En efecto,

A(x,8)=x,A(€)) = x,(2€;)=(2x,)e; e W,
A(x,85)=x,A(€)=x,8, € Wy,

EJEMPLO B. Sea R, una rotaciéon de angulo « #0 en R3 con respecto al eje Oz.
Geométricamente se observa que el plano xOy y la recta Oz son invariantes con
respecto a esta aplicacion. Para comprobar algebraicamente que el plano xOy es
invariante observar que la matriz de R, con respecto a la base canonica de R3 es

cose —sena O
R=|sena <cosa O/
0 0 1

Si X =x,¢, +x,€, es un elemento del plano xOy se tiene que

cosae —sena 0\/x, X, COS ot — X, sen o
senag cosa O} x, |=| x;sena+x,cosa
0 0 1/\0 0

y, por tanto,
R,(X)=(x, cos @ —x, sen a)e; +(x, sen a + x, cos a)e,

que es de nuevo un elemento del plano xOy.

EJEMPLO C. Sea P la proyeccion ortogonal de R sobre el plano x0y; todo plano
n que contiene al eje Oz es invariante. En efecto, como la matriz de P es

~
Il
R
)
o o o
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con respecto a la base canonica, y los elementos de # son de la forma ¥ =x,¢; + 1x,¢€,
+x3€3, A€R, tenemos que

1 0 0\/x, Xy
P@)={0 1 O || ix; |=]| Ax;
0 0 0/\ x, 0

El elemento x,€; +4x,¢, es de nuevo un elemento del plano n. Otros subespacios
invariantes de esta proyeccion ortogonal son el plano x0y, el eje Oz y cualquier recta
del plano xOy que pase por el origen de coordenadas.

* * %

Para cualquier aplicacion lineal A € (V) el subespacio E= {0}, formado sdlo por el
elemento nulo, ¢s invariante ya que 4(0)=0 y el propio espacio vectorial V' es también
invariante. :

PROPOSICION 1

La interseccion y la suma de subespacios invariantes respecto de una
aplicacion lineal 4 e L(V) son subespacios invariantes respecto de A.

Demostracion. Sean W,, W, subespacios vectoriales de V que son invariantes
respecto de 4; si X e W, n W, se tiene que XeW, y XeW,; como W, y W, son
invariantes tenemos que A(X)e W, y A(X)e W,; asi pues, A(X)e W, n W,. Esto prueba
que W, n W, es invariante.

Sea ahora X =X, +X,e W, +W,; como A4 es lineal y W,, W, son invariantes
respecto de A, se tiene que

AX)=AX, +X)=AX1) + AX) e Wi + W,

con lo que se demuestra que W, + W, es también invariante. El razonamiento es similar
si se consideran mas de dos subespacios vectoriales. ]

Si W es un subespacio vectorial de ¥, de dimension 1, y es invariante respecto de
una aplicacién lineal A€ L(V) tenemos que si X € W, no nulo, A(X')=4X; si y es otro
vector de W, ¥ =aX con aclK; asi pues,

AF)=A@X) =0 A(X)=aAX)=AaX)=Ay

y, por tanto, satisface la misma ecuacion que X.
Esto nos conduce a la siguiente definicion:

DEFINICION 2 (Valores y vectores propios)

Un vector X #0 de un espacio vectorial V sobre K se llama vector propio de
una aplicacion lineal A€ L(V) si existe un escalar 1K tal que A(x)=A1x; este
namero A se denomina valor propio de la aplicacion A correspondiente al vector

—

X.
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Nota. Otra nomenclatura que se utiliza para vectores propios y valores

propios es la de autovectores y autovalores, respectivamente.
Observar que, por el razonamiento realizado antes de la definicion 2, st X es un

vector propio de 4 con autovalor 4, todo elemento no nulo del subespacio uno-
dimensional generado por X es un autovector de A con el mismo autovalor A
Supongamos que una aplicacion lineal A en un espacio V de dimension n tiene n
vectores propios linealmente independientes €, €,, .., &, con valores propios
Ays Agy s Ay TESpECtivamente; tomando {}, €3, .., €,} como una base de V se tiene que

A(?x) = '11_941, A(?z) = Az_éz, ey A(_é;) = lna

y, por tanto, la matriz de A con respecto a esta base es la matriz diagonal

0 ;

Reciprocamente, toda aplicacion lineal que tiene una matriz diagonal en una cierta
base tiene a los elementos de esta base como vectores propios. Si decimos que una
aplicacion lineal A e L(V) es diagonizable si existe una base de V en la cual la matriz de
A es diagonal, hemos probado el siguiente resultado:

PROPOSICION 3

Una aplicacion lineal A€ L(V) es diagonizable si y sélo si existe una base de
V formada por vectores propios.

DEFINICION 3

Una matriz 4 € .#, (i) se dice diagonalizable en K si la aplicacion lineal
A: K" K" que la tiene como matriz es diagonalizable.

De esta definicion se deduce que A € A, « ,(K) es diagonalizable en K si existe una
matriz C € 4, x ,(K), con determinante no nulo, tal que 4'=C “1AC es una matriz

diagonal.

EJEMPLO D. Demostrar que X =¢€; +2¢, ¢ ¥ =2¢] + 3¢, son vectores propios de
la aplicacion lineal A de matriz
6 -2
A= o
6 —1

con respecto a la base {€), €,} de R? y encontrar sus autovalores. (Es esta matriz
diagonalizable en R?
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(¢ S)e-(-0)
(¢ SJ66-0)

se tiene que 'A(Sc* )=2X"y A(y’)=37 con lo que X e ¥ son vectores propios de 4 con
valores propios 2 y 3, respectivamente. Como {X, '} forman una base de R?, ya que

1 2
2 3

‘=3—4=-1¢0

la matriz A es diagonalizable en R y su matriz diagonal asociada es

2 0
0 3
* k%

'A c'ontmuacic'm mostramos como se calculan autovalores y autovectores de una
aplicacion lineal.

Supongamos que X es un vector propio de una aplicacion lineal 4 en un espacio
vectorial V' y que A es su autovalor, es decir, A(X)=AX". Sea {¢, €, ..., €,} una base de
VyX=x&+ +x,€,. Si A=(a;;) es la matriz de A con respecto a esta base tenemos
que

Puesto que {€, €, ..., €,} es una base de V hemos de tener

(@i —Ax +ag x4+ +a,,x,=0
ay Xy +Ha —Ax,+ - +a,,x,=0 )

Ay X1+ QpaXo+ o+ (A —A)x, =0
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Puesto que (1) es un sistema homogéneo, para que posea una solucion no nula se
ha de tener que el determinante de la matriz de sus coeficientes sea nulo, esto es:

ap—4  ay, vt Qg
0.21 a22.—}~ a.2n =|A—j.]|=0 (2)
Qyy a2 ann—j'

donde I denota la matriz identidad. La igualdad (2) es una ecuacion en 4 de gradon y
sus soluciones en K son los autovalores de A. A partir de ahora restringiremos nuestra
atencion a espacios vectoriales sobre el cuerpo R o sobre C. Si Ves un espacio vectorial
complejo, la ecuacion (2) tiene n soluciones complejas contando cada una con su
multiplicidad, debido al teorema fundamental del algebra (ver la seccion 4 d¥l capitulo
4). Si V es un espacio vectorial real no podemos asegurar que la ecuacion (2) tenga n
soluciones reales.

EJEMPLO A. Determinar los valores y vectores propios de la aplicacion lineal de
R? en R? que tiene como matriz
4 1 2
\s 4/

Los valores propios se determinan resolviendo la ecuacion

PEET CEEA N N I S
0=ia==lls 4o 17| 5 4-4~

=(1—A@d-1—-10=42—51—6.

Sus raices son A4, =6, ,,=—1 y, por tanto, éstos son los autovalores de A. El
subespacio invariante correspondiente a 4, =6 satisface las ecuaciones

Xy Xy . X1 0>
A =6 o equivalentemente (A —6I) =
()2 Wt
-5 2\/x\ (0
( 5 —»2> x,) \0

y, por tanto, — 5x, +2x, =0 (la otra ecuacion es combinacion lineal de ésta). Asi pues

esto es:

2
los vectores propios correspondientes a 4, =6 son de la forma a<5>. Para 1,=—1

(3EH

tenemos
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y, por tanto, 2x, +2x,=0; asi pues, los vectores propios correspondientes a 1,= —1

1
son de la forma g 1

2 1
Como (5> y ( B 1) forman una base de R? la proposicién 3 nos permite deducir

. . o 0
que A es diagonalizable, con matriz diagonal <0 1> y €l cambio de base viene dado

(5 )

* * *

por la matriz

El polinomio (2) se denomina polinomio caracteristico de la aplicacion 4 o de la
matriz A. Para poder hablar propiamente de «polinomio caracteristico» es necesario
demostrar que el polinomio (2) no depende de la base elegida en V para escribir su
matriz. Para demostrar esto, sea Pg(d)=|4—Al| el polinomio caracteristico de la
aplicacion A4 en la base B={e}, €,, .., €,} y sea Pg(4)=|A'— Al| el polinomio caracte-
ristico de A4 en la base B'={e}, €%, .., €,}; si C es la matriz del cambio de base
sabemos que 4'=C~'AC y, por tanto,

Py(A)=|A'—Al|=|C™'AC—Al|=|C™*AC~C~'AIC|=
=|CT A= |C|=|4— 1| =Py(2)

Esto prueba que el polinomio caracteristico no depende de la base elegida en V para
representar A.

* * *
A continuacion realizamos mas ejemplos de calculo de autovalores y autovectores.

EJEMPLO B. La notacion R, de angulo « en el plano tiene como matriz

coso —sena
R,=
sena cos &
con respecto a la base candnica de R2.
Sus autovalores son las soluciones de la ecuacién

cosa—A —sena

0=|R,—All= =(cosa—A)? +sen?a=

sen o cosa—2

=A%2—=2(cosw)A+1
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Sus soluciones son 4, =cosa+isena, A,=cosa—isena. Estas soluciones son niimeros
complejos excepto si a=2kn 0 a=(2k+ 1)n con k un namero entero, en cuyo caso los
valores propios son reales. Si a=2kn se tiene que

(1 O)
R,=
01

que es la aplicacion identidad; en este caso todo vector de R? es un vector propio con
valor propio 1. Si a=(2k+ 1)z se tiene que

R -1 0

L0 -1
Esta es la matriz de una simetria respecto al origen de coordenadas; sus vectores
propios se determinan de la ecuacién (R,—(—1)I)(x")=0, esto es, 0-X =0; por tanto,

todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de esta simetria; su autova-
lor es —1.

EJEMPLO C. La rotacion R, de angulo a, en el espacio, alrededor del eje 0z tiene
como matriz

cosa —seno 0
R,=}sena cosa O

0 0 1
Su polinomio caracteristico es
cosa—A —sena 0
0=| sena cosa—i O |=(1—2A)(A%=2cosa)i+1)
0 0 1—-4

cuyas soluciones son 4, =1, 4, =cosa+isena, A;=cosa—isena. Los vectores propios
para 4, =1 son las soluciones en R*® de las ecuaciones

cosa—1 —sena O\ [x,
O0=| sena cosa—1 O] x,
0 0 0/ \x;

esto es:

), — =0
(cosa— 1)x, —(sen a)x, } 5

(seno)x; +(cosa—1)x,=0

Capitulo 7 Valores y vectores propios. Forma de Jordan 293

Puesto que

cosa—1 sen o 5 ) ,0
=(cosa—1)*+sen“a=2—2cosa=4sen 5

sen o coso—1

el sistema (3) tiene unicamente la soluciéon x, =x, =0 si o 2kn con k entero. En este
caso los vectores propios correspondientes a A, =1 son de la forma (0,0, x5).

Si o =2kn se trata de la aplicacion identidad y en este caso todos los vectores de R?
son invariantes. Si a=(2k+ 1)n, A,=1;= —1 y sus vectores propios son todos los del
plano xQy; en este caso tenemos una simetria con respecto al eje 0z.

* * *

La proposicion 3 nos da una condicion necesaria y suficiente para saber cuiando
una aplicaciéon lineal es diagonalizable, a saber, que exista una base del espacio
vectorial V formada por vectores propios; en algunos casos puede resultar laborioso el
encontrar esta base. Una condicién que es suficiente para poder asegurar la diagonali-
zacion de una matriz esta contenida en la proposicion siguiente:

PROPOSICION 4

Los vectores propios de una aplicacion A correspondientes a valores propios
distintos dos a dos, son linealmente independientes.

"Nota. Daremos dos demostraciones de esta proposicion; una de ellas a
continuaciéon y la otra al final de esta seccion.

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccion segun el niimero de
autovalores. Si solo hay un autovalor A, y X, es uno de sus autovectores, X, es
linealmente independiente puesto que X, #0 por definicion de vector propio.

Supongamos que existen dos autovalores 4,, 4, con vectores propios X, X,
respectivamente, y que A, #4,. Si X, X, fueran linealmente dependientes podriamos
encontrar a,, o, no nulos a la vez, tal que

@, Xy +o,%,=0. 4
Aplicando 4 a ambos miembros de (4) tenemos
ot A(X) + 0 A = A X + a4, %, =0 (5)
y multiplicando (4) por 1, tenemos
U A% +a,4,%,=0. 6)
Restando (6) de (5) obtenemos a,(4, —4,)X; =0; como 4, #4,, hemos de tener a, =0;

sustituyendo «, en (4) obtenemos a,=0, lo cual es una contradiccion.
Para demostrar la proposicion por induccion supongamos que es valida para

»
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cualesquiera k—1 valores propios y que tenemos k valores propios 4,, 4,, ..., 4;
distintos dos a dos con vectores propios X’ > X25 - X}, TESpECtivamente. Supongamos
que tenemos una combinacion lineal de la forma

0 Xy + 0%, + o+ X, =0. )]

Aplicando 4 a ambos miembros de (7) tenemos

k k k -
A(Z “j’_‘}>= Y, GAX)=} a;Ax;=0. ®)
ji=1 ji=1 ji=1
y multiplicando (7) por 4, tenemos
k —_—
j=1

Restando (9) de (8) obtenemos

k—1

> a;(d;—A)x;=0.

j=1

Puesto que los 4; son distintos dos a dos, la hipotesis de induccion nos permite
concluir que «y, «,, .., &,_ son cero; sustituyendo en (7) se obtiene «, =0y, por tanto,
{x\, .., Xx} son linealmente independientes. |

EjEMPLO D. Estudiaremos si la matriz

6 -2 1
A={6 —1 1
0 01
es diagonalizable.
Su polinomio caracteristico es
6—4 =2 1

,1’ =(1=A)(A—-2)(A-3),

6—4 —2
6 —1-

con lo que sus valores propios son 4; =3, 1,=2, 1;=1; sean €}, €,, €; vectores propios
correspondientes a 4,, 4, y 4,, respectivamente; como los autovalores son distintos dos
a dos, ), €,, @, son linealmente independientes; por estar en un espacio de dimension 3
forman una base y por la proposicion 3 la matriz A es diagonalizable.

* * *
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Observacion. Una matriz A puede ser diagonalizable y tener autovalores
multiples, por ejemplo, la matriz identidad es diagonalizable y tiene como unico
autovalor 1.

EJEMPLO E. Tratemos de encontrar los valores de aeR para los que la matriz

000
A= 0
a 0

-A 0 0
0={ 0 a—4i O |=(—Aa—-A—=D=(a—1i%
a 0 —A

Los autovalores de 4 son A=a (simple) y 1=0 (doble). Si a=0, 4 es la matriz nula, que
es diagonal y, por tanto, diagonalizable. .

Si a#0, hemos de estudiar si existe una base de autovectores para poder utilizar la
proposicion 3.

Los autovectores correspondientes a A=a satisfacen:

—a 0 O X 0
ax,; =0
0 0 O jlx,|=|0}<= < x;,=0, x;=0;
ax,—ax;=0
a 0 —a/\x, 0
por tanto, son de la forma
Yz(oa X2, 0)9 X3 € R. (1)

Los autovectores correspondientes a A=0 satisfacen:

0 0 0\/x, 0
ax, =0
Ol x, |=[ 0] <= < x;=0,x,=0
ax; =0
a 0 0/\x; 0
por tanto, son de la forma
Y=(0’ 0’ X3), XSGR' (2)

Con los vectores que aparecen en (1) y (2) no puede obtenerse una base de R? y, en
consecuencia, la matriz A no es diagonalizable si a#0.
En resumen, la matriz 4 es diagonalizable si a=0 y no es diagonalizable si a #0.
%* * *
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Sea AeL(V), donde V es un espacio vectorial de dimension finita sobre KK y sea 4,
un autovalor de A, con A, e K. Denominamos subespacio propio correspondiente a A, al
subconjunto

E(Ag)=ker (A — A,]).

Observar que E(A,) contiene todos los vectores propios correspondientes al valor
propio A, junto con el vector 0.

Puesto que el nacleo de cualquier aplicacion lineal es un subespacio vectorial de ¥,
tenemos que E(J,) es un subespacio vectorial de V. Ademas, de los resultados de la
seccion 6.4, se deduce que

dim (E(4,)) = dim (ker (4 — 1o0)) = dim (V) —dim (img (4 — Ao1)) =
= dim(V)—r(A—4,0)
El siguiente ejemplo queda como ejercicio para el lector.

EJEMPLO F. Encontrar los subespacios propios de la aplicacion lineal Ae L(R3),
que tiene como matriz

O N =
~N O W

* % *

El siguiente ejemplo sirve para mostrar que una matriz con elementos reales puede
no ser diagonalizable en R y, sin embargo, ser diagonalizable en C.

0 -1
A =
1 0
es diagonalizable en C, ya que sus autovalores son 4, =iy 4, —I, que son distintos (ver

proposicion 4). Sin embargo, el lector puede comprobar directamente que la matriz 4
no es diagonalizable en R.

EIEMPLO E. La matriz

* * *

Demostracién alternativa de la proposicion 4. Supongamos que A€ L(V), donde V
es un espacio vectorial de dimension n, y sea B={e}, €, .., €,} una base de V. Sean
A1y Ay .y A, autovalores de A distintos dos a dos y sean Ty, U5, ..., U, autovectores
correspondientes a 4,, 45, ..., 4,, respectivamente.

Para demostrar que v, 75, ..., U, son linealmente independientes hemos de demos-
trar que una relacion de la forma

) 2 7;=0, o€l (1)
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implica o;=0, Vi=1, 2, .., n. Aplicando A a ambos miembros de la igualdad (1) se
deduce que

S adm=0 @)

—

n n
Y ad5i=0 .., Y 0l "'5=0

m
Escribiendo 7;= ) v,@,, las relaciones anteriores implican
k=1

a0y =0, Y oAy =0, .y Y A7 oy =0

1 i=1 i=1

M=

para todo k=1, 2, .., m. Para cada k=1, 2, .., m, las igualdades anteriores determinan
un sistema de ecuaciones lineales y homogéneo en las incognitas (0;01g, s %,Upi)-
Puesto que la matriz de los coeficientes de este sistema es

n—1 n—1 n—1
,11 ,{2 A:

su determinante es el determinante de Vandermonde y, por tanto,

|An| = H (ik_'lj)

1<j<ksn

(ver la seccion 2.3). Puesto que los 4; son distintos dos a dos, |4,/ #0, y, por tanto, el
sistema anterior so6lo tiene la solucion trivial. Asi pues, o;v; =0 para todo k=1, 2, ..., m.
De aqui deducimos que

-

Puesto que los 7; son no nulos, ya que son autovectores, concluimos que o;=0 para
todo i=1, 2, .., n. Esto prueba que los autovectores 7, T, .., U, son linealmente
independientes, que era lo que queriamos demostrar. ]
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EJERCICIOS 7.2

1. Hallar los autovalores reales y los autovectores de R" de las siguientes matrices:

@ [ 4 6 by (5 1 o (2 —1 d (-1 0
<—3 —5) (4 1) 3001 0 —1

e) 0 0 -1 1 2 2 -1 g) 2 -1 1

1 -2 -1 0 -2 1 0 10

-2 3 1 -1 0 0 —1 1 0
h) 0 —1 2 iy (2 2 -1
0 -1 0 0 2 0
—1 1 -3 31 1

[Sol:a)1, =2 b) 3 c)no hay; d) —L; ) +1;1) 0, /5, /=5 9) 5 h) —1, =2 i) 2]

ble en real.

2. En los casos del ejercicio anterior en los que sea posible, hallar una base de R"
formada por autovectores, y la matriz, en esa base, de la aplicacion dada.

1 0 —1

1 _
[Sol.: a) < _ ) b) ( > c) 1 dal -1 N
2 -1 -3 -2

3. Demostrar que el subespacio generado por los vectores €, +2¢, y €, +¢;+2¢, es
invariante mediante la aplicacion que en la base {€}, &,, ;, €,} tiene como matriz

1 0 2 -1
0 1 4 -2
=12 1 0 1
2 -1 -1 2

4. Encontrar los autovalores y los autovectores de las aplicaciones lineales de R” en
R" que estan dadas por las siguientes matrices:

1 000

2 -1 2 4 -5 2 0000

a) 5 =3 3 by |5 =7 3 c) 000 0
-1 0 -2 6 —9 4 100 1
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5. Decir cuales de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y
encontrar una matriz de cambio de base P:

000 1

~1 3 —1 4 -1 —1 oot o
ay | =35 —1 {1 2 -1 910 1 0 0
-3 3 1 1 -1 2 L0 0 o

6. Encontrar los autovalores y autovectores de la aplicacion derivacion, D, en Pi’[x].

a b 0
7. Determinar para qué valores de a, be R la matriz A={ 0 —1 0 |es diagonaliza-
0 01
ble en R.
1 -2 —2—qa
8. Estudiar para qué valores reales de o la matriz A=} 0 1 o | es diagona-
0 0 1
lizable.

9, Dada la matriz

2 =2 6
A=|0 a 4-a
0 a —a

probar que A es diagonalizable en C? para todo ae C— {0, 1}; probar que también es
diagonalizable para a=1 y que no lo es para a=0.

(=S A -

0 1
10. Encontrar los valores de a, be R para que la matriz A=| 0 0 | sea diagonali-
a 0

zable, sobre los nimeros reales.

11. Sea AeL(R?) (=aplicaciones lineales en R?) tal que existe una base de R? en la
que su matriz A=<Z l:) es simétrica. Probar que los autovalores de 4 son reales y
distintos, a menos que a=c y b=0, en cuyo caso A=al y a es el nico autovalor.
Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A dada por A=<: f) en la

base canonica.
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B
—o
autovectores y autovalores de #." (Existe alguna interpretacion geométrica de la
aplicacion &7

12. Sea S=<; ) con o>+ f%=1 la matriz de ¥ en la base canodnica. Hallar los

B

o . -

13. Sea P= g 1 > con a?+f%*=q la matriz de PeL(R? en la base canonica.
—a

Hallar los autovalores y autovectores de P. ;Existe alguna interpretacion geométrica

de la aplicacion P?

14. Si A es una matriz triangular de orden n cuyos elementos de la diagonal principal
son todos diferentes, probar que A4 es diagonalizable.

15. Probar que si 4 es una aplicacion lineal de R" con n autovalores distintos,
cualquier aplicacion lineal B de R™ que conmute con A tiene una base de autovectores,
y todo autovector de A es un autovector de B.

16. Dada una suma directa V=W@®Z podemos definir E€ L(V) como E(T)=7 si ¥
=W+7Z con we W, 7 € Z; equivalentemente E(T)eZ y (I—E)T)eW.

a) Probar que E2=E, W=Kker(E) y Z=img(E).
b) Encontrar los autovalores de la aplicacion E.

7.3. FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN 2

Dada una matriz Ae 4, ., (K),la «forma mas sencilla» a la cual puede reducirse
mediante un cambio de base recibe el nombre de matriz de Jordan de A. Ya hemos
observado en la seccion 7.1 que la «forma mas sencilla» no es siempre la matriz

diagonal.
A la matriz de Jordan de A se le representa por J, o J , cuando sea necesario, y a la
matriz del cambio de base de A a J se le representa por P; asi pues, se tiene

J=P7'4P
o equivalentemente
A=PJP™ '

Es conveniente observar que, aun cuando los elementos de A sean reales, las
matrices J y P pueden ser complejas.
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En esta seccion encontraremos la forma de Jordan de aplicaciones lineales
AeL(V) donde V es un espacio vectorial de dimensién dos.

* k%

Sea Ae (V) y supongamos que su matriz es

a ¢
A=
b d
en una cierta base fijada anteriormente. Su polinomio caracteristico es

a—

o (A)= b

A D= —b
o |=a-a-n-be

con lo que ¢(A4)=0 es una ecuacion de grado 2 en la variable A. Tendremos dos casos
diferentes segin que las dos soluciones de esta ecuacion sean iguales o distintas.

CASO L. Las raices del polinomio caracteristico son distintas: A+ p.
En este caso la matriz A es diagonalizable (proposiciones 4 y 3 de la secciéon 7.2), su

forma de Jordan es
A0
0 u

y la matriz P del cambio de base tiene como primera columna las coordenadas de un
vector X que satisface (4 — AI)x' =0 (esto es, X eker (A—Al)) y como segunda columna
las coordenadas de un vector § que satisface (4—ul)y =0 (esto es, ¥ e ker(A4 — ul)).

3
EJEMPLO A. Encontrar la forma de Jordan J de A=<2 3) y la matriz del

cambio de base.
Como

3-4 —4

0=
‘2 —3-2

':@—ix—3—n+8=at-1

sus autovalores son 4, =1, 1,=—1; su matriz de Jordan es

1 0
J=
0 -1
Si 4, =1, tenemos

2 —a\/x\ (0
(A-Dx=0 <« (2 _4><xl>=<0> < 2x,—4x,=0;
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asi pues,

2
ker(A—I)= {c(l)/ ceK}.

Para 1,= —1 tenemos

asi pues,

ker(A+1)= {c(i)/ ce K}.

2 1
Tomando <1> como base de ker(4—1I) y (1

2 1\/1 0\/2 I\7!
AV VAV WAV
CASO II. Las raices A y u del polinomio caracteristico coinciden: A= p.
En este caso calculamos ker(A—Al). Si ker(4—AI) tiene dimension 2 podemos

encontrar una base de autovectores de A y por la proposicion 3 de la secciéon 7.2 la
matriz A es diagonalizable; su forma de Jordan es

(o %)

y la matriz del cambio de base queda determinada por cualquier base de ker (A4 — Al).
Si, por el contrario, ker (4 — Al) tiene dimension 1 no podemos encontrar una base
de autovectores en V; en este caso observamos que se tiene el siguiente resultado:

) como base de ker(A+I) obtenemos

LEMA 1

L Si A tiene dos autovalores iguales A, (4—AI)2=0.

., , . , . a ¢
Demostracion. La demostracion es sOlo un ejercicio de calculo; si 4= (b d)’ sus

autovalores satisfacen la ecuacion

a—

O=
b

A
P ¢ i‘=(a_1)(d—,l)——bc=12—(a+d)ﬂu+ad—bc.
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Si ambas soluciones de esta ecuacion coinciden se ha de tener

d
(@+d —Had—bc)=0 y i=2T
o equivalentemente,
d
(a—d)y? +4bc=0 y /1=“;L . 1)

Al calcular (4— Al)?> encontramos

(A—u)2=<"‘i c )2=< (a— 4 +cb (a—/l)c+c(d~,{)>

b d—A bla—A)+b(d—4) bc+(d—A)?

que coincide con la matriz cero si utilizamos las igualdades (1). ]

Sea E,=ker(4—AI) y E,=ker(A— Al)* el lema 1 nos dice que E, coincide con el
espacio vectorial V que estamos considerando y que es de dimension dos. Como E,
tiene dimension 1 podemos encontrar @, € E, — E,; tomar &, =(A — AI)(@,). Los vectores
iy, W, son linealmente independientes puesto que u, ¢ E, y u, € E; (ya que (4 —AI)%,)
=(A— A% (w,)=0(x,) = 0) y ninguno de ellos es el vector nulo. Como V es un espacio
de dimension 2, {#,, #,} es una base de V. En esta base tenemos

(A—iD@)=0 < A@)=27,
(A—AD@) =1, < A@W,)=u,+ i,

con lo que la matriz de la transformacion lineal en esta base es

A1
0 .
Esta no es una matriz diagonal, pero es casi diagonal, y es la forma de Jordan de la
matriz A en este caso.

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion, en donde K designa
el cuerpo de los numeros reales o el de los complejos.

PROPOSICION 2

Dada una matriz Ae.#,,,(K) siempre puede encontrarse una matriz
Je#,,,(K) de una cualquiera de las formas

A0y |, /A1
0 , 4, uek
0 u 0 i




304 Algebra y Geometria

y una matriz Pe.#,, ,(K) de determinante no nulo, tal que
A=PJP!

La matriz J se denomina matriz de Jordan de A.

. 2
EJEMPLO B. Reducir la matriz A= 4 a su forma de Jordan.

El polinomio caracteristico de la matriz 4 es

— 2
-2 4-1

‘:m—an—m+4=ﬂ—41+4=u—2f

que tiene como raiz (o solucion) A=2. Con A=2 se tiene que

R i
(2 )

Sabemos, debido al lema 1, que E,=ker(4—2I)* tiene dimension 2; elegimos #, de
manera que %, no esté en E,; por ejemplo:

at
U= o)
ulz(A—21)(uz):<_2 z><0>=<—2>'

E,

ya que

Entonces,

(1. 1)

(1,0
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2 1 -2 1
La matriz de Jordan es J =<O 2) y la matriz del cambio de base es P=< 5 0); asi

pues, hemos de tener

0 2\ /-2 12 1\/-2 1\
-2 4/ \-2 0)\0 2/\-2 0
lo cual puede comprobarse facilmente.

* * *

EJEMPLO C. Encontrar todas las funciones x(t) que coinciden con su derivada
segunda, esto es, x"(t)=x(t).
Si lamamos y(t)=x'(t} podemos escribir

xX'(t)=y(t)
y()=x()

que en forma matricial se escribe como
<x’(t)>_ 0 1>(x(t)>
_ @) \1 0\p/)
01
Encontramos la forma de Jordan de A= {0 ; como

=22 1=(A+1)(A—1)

la matriz 4 es diagonalizable (sus autovalores son distintos) con matriz de Jordan

1 0
J= .
o -1)
Para encontrar la matriz del cambio de base calculamos E(l)=ker(A—1I) y E(—1)
=ker(A+1).

(1)) = v on={ (oo
() = s = e
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1 -1
Podemos tomar u, = y U= q como vectores de la nueva base. Tenemos

entonces

1 —1y\/1 0 12 172
=<1 1)(0 —1> —1/2 172
Por tanto,
X0\ 1 —1\/1 0 1/2 1/2><x(t)>

<y’(t)>-<l 1)(0 —1N\=172 12\

o equivalentemente,

172 12\/x'(®)\_(1 0 1/2 1/2><x(t)>
(—1/2 1/2><y’(t) N0 —1 =12 12\

1 1 1 ! ’
Si hacemos u(t)=§x(t)+§ yt) y v(t)= —Ex(t)+5 y(t) tenemos w'=u y v'= —v, de donde

se deduce
u(t)=upe!, v(t)=vee™*

Como x(t)=u—v tenemos

x(t)=uge' —voe™*

que son todas las funciones buscadas, cuando u, y v, son dos constantes cualesquiera

EJERCICIOS 7.3
B 11 s
1. Encontrar la forma de Jordan de A= {0 y calcular A°.

& 2. Pr'_:ob’ar por induccién que
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) 3 1 10
(1)

y calcular

N
3. Dado un polinomio p(x)= )Y a,x", definimos
n=0
N
p(A)= Y a,A"
n=0

. (=6 2
Dada A=<—6 1) y p(x)=x?+5x+6, calcular p(4) haciendo uso de la forma de

Jordan de A.
4. Si p,(x) es el polinomio caracteristico de la matriz A, demostrar que p,(4)=0,

donde Ae#, . ,(C). (Este resultado se conoce con ¢l nombre de teorema de Cayley-
Hamilton; un resultado analogo es cierto para matrices de orden superior.)

S. Sea A una matriz de orden 2 tal que 4?=0. Demostrar que para todo 4,

EEVIEVES

74. FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN 3

En esta seccion realizaremos varios ejemplos de diagonalizacion de aplicaciones
lineales entre espacios vectoriales de dimension 3, que nos servirin para comprender
mejor los resultados tedricos necesarios para la obtencion de la forma de Jordan de
aplicaciones en espacios vectoriales de cualquier dimension. Los resultados generales

se expondran en las secciones siguientes.
Al final de la seccion resumiremos los procedimientos seguidos en estos ejemplos.

Intentaremos reducir la matriz

EJEMPLO A.
0 3 1 5 s
A= 2 -1 -1 ’;;: 5 g
-2 -1 -1 >fF 0
Mo B9
ool Dom
a su forma de Jordan. = o < @
Sus autovalores satisfacen la ecuacion 35 Z
23] L-:7 S 4
0=]|A—Al|=—A3-222+41+8=—(A—2)(A+2)% Q6 <3
Qo ;.:J
Yy, por tanto, son 5’: 5«: A E
A=2 (simple) y u=—2 (doble). é I
3= 9
] Q
Q

- URUGUAY

MONTEVIDEG
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Calculemos E(2)=ker (A4 —2I), que es el subespacio vectorial definido por las
ecuaciones

- 0 O 0 0
2 3 1\ [ x, 0 Xy 23, —3x;— %, =0
2 =3 —1|{x,|=l0j={2 =3 —1jx2|= 0] =
—d4x,—4x,=0;
-2 =1 =3/\x;3 0 0 —4 —4/\x; 0
1
tomando x;=—1 se tiene x,=1, x,=1, con lo que &= 1 | es un autovector

—1

correspondiente a A=2; ademas, tenemos que dim(E(2))=1.
Para p=—2, E,(—2)=ker(4+2I) es el subespacio vectorial definido por las

ecuaciones

3
1
0
2 3 1\/x)\ /o
|0 -2 -2 x2)=0
0 0 0/\xy \O

con lo que

1 .
El(—2)={a -1 ,aeK}
1

Como E(2)+ E,(—2) no llena todo el espacio vectorial no podemos elegir una base de
autovectores. Es necesario en este caso realizar un truco analogo al realizado en el
caso de raices iguales para matrices de orden 2. Calculamos E,(—2)=ker (4 +2I)%, que
es el subespacio vectorial que tiene por ecuaciones

2 3 1\?/x, 0 8 8 0\ /xg 0
2 1 -1 X, |=10 ]| <= 8 8 0|l x; |={0 | x1=—%3
-2 -1 1 X3 0 —8 —8 0/\x; 0
por tanto,
1 0

Ez(—2)={a —1]+by0 /a,beK}
0 1
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que es un su‘pespacio de dimension 2. Como E;(2)+ E,(—2) llena todo el espacio
podemos eleglr una base de V de manera que la matriz de A sea, en esta base, |
bastante sencilla. La forma de elegir esta base se muestra a continuacion. ,

0
Sea w3=| 0 | un vector de E,(—2) que no esta en E,(—2) y tomemos
1
0 2 3 1\ /0 1
u,=(A+2n10 = 2 1 —-1]{0]=1—-1].
1 -2 -1 1 1

Fac‘:llmf:'nte se comp_rueba que {#}, U,, U3} es una base y en esta base la expresion de la
aplicacion 4 que tiene a 4 como matriz es

AT =21, A(@)=—20,, A(W)=1u,—20,

con lo que

La matriz de la derecha de esta expresion es una matriz de Jordan de A.

L %* *
1 0 0
EJEMPLO B. Reducir la matriz A= 1 0 —1 | a una forma de Jordan.
1 -1 0

Como |4 —Al|=(1—A)(#* = 1)=(1=A)(A+1)(A~1), los autoval _
(doble), u= —1 (simple). A1), utovalores de 4 son A=1

Para A=1,
0 0 o0\/x,\ /o
I —1 =1} x;|=|0]ex,=x%x,+x;
1 -1 —1/\xs) \0O
y, por tanto,
1/ 1 1
E(( )=ker(A—I)={a 1]+b(0 /a,bescalares}
0 1
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Para A=—1,
2 0 0\/x, 0 2 0 0\/x, 0
ole{t 1 =1 x|=0] e =0
1 1 _1 x2 - 2 x1+x2=X3
1 -1 1/\ x5 0 2 0 0/\x, 0
y, por tanto,
0
El(—1)=ker(A+I)={a 1 |/a escalar}.
1

Comno E,(1)+ E,(—1) llena todo el espacio la matriz A es diagonalizable y se tiene

1 10\ /110 10 0

1 0t A1 0 1|=(0 1 0

011 011 00 —1
* * *

EJEMPLO C. Tratemos de encontrar una forma de Jordan de la matriz

=2 I -1
A=| -1 -1 0.
0 t -3

Puesto que |4 —Al|= — A3 —64>—121—8= —(A+2)?, los autovalores de A son 1= —2
(triple).
Como

-1 1 0l x, |={0] < x;=x,=x3

se tiene que

1
El(—2)=ker(A+2I)={a 1]/a escalar}.
1
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Como no existe una base de autovectores procedemos a calcular E,(—2)=
ker (A4 2%

01 —1\?/x, 0 -1 0 1\/x, 0
-1 1 0 X |=[0 )| =1 0 1 |jx,|=|0]< x;=x;5
01 -1 X5 0 -1 0 1/\x,4 0
1 0
Ez(—2)={a 01+b{1 /a,bescalares}
1 0

Puesto que con E,(—2) no se llena todo el espacio vectorial calculamos E,(—2)
=ker (4 — Al)?; como (4 — Al)* =0, lo cual puede comprobarse facilmente, formamos la
cadena de subespacios.

E\(=2) 5 E)(-2) g Ey(-2)=V

y eleguimos @, €V de manera que @, ¢ E,(—2); por ejemplo,

Sl
I
S O =

Tomamos ), =(A + 21y, U, =(A +2I)u,; tenemos

01 —1\/1 0 01 1 0 -1
o= -1 1 oflol={-1]; @=|-110]-1]|=|-1
01 —1/\o 0 010 0 -1

con lo que {#, W,, @3} es una base; en esta base,

Awy)=—2uy, AW)=u;—2u,, AW;)=u,~2u;

con lo cual deducimos

-1 0 1\ -1 01 -2 1 0

-1 -1 0 A -1 —1 0i{= 0 -2 1

—1 0 0 -1 00 0 0 -2
* *x %
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EJEMPLO D. Encontrar una forma de Jordan de la matriz

-2 0 1
A= 0 -1 0
-1 00
Sus autovalores son A= —1 (triple) puesto que |4 —All= —(A+1)>. Las ecuaciones de

E,(—1l)=ker(A+1) son

-1 0 1\ [x, 0

00 0 x; =10 = x;=x3
-1 0 X3 0
por tanto,
1 0
El(—1)={a 01]+b}1 /a,bescalares}
1/ "\o

Puesto que E,(—1) no llena todo el espacio vectorial encontramos Ex(—1)=
ker (A +1)%:

2
Xy

-1 0 1 X, 0 000 0
000 X, {=|0}< 10 0 0| x, |=|0
-1 0 1 X3 0 0 0 0/\x; 0

Tenemos la cadena E,(—1) & E,(—1) = ¥ con lo cual podemos elegir 3 € V—E(-1)

1

por ejemplo, #;=| 0 |. Tomamos ahora u,=(A+I)uj:
0

-1 0 1\/1 —1

u,=| 0 0 0}j0|= O

-1 0 1/\0 -1

Como E,(—1) es un espacio de dimension 2 aun podemos elegir 7w, eE (—1) de
manera que {&,, &, &3} sea una base de V; tomar, por ejemplo,

=l
I
o = O
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En esta base,

A(a‘l)= _ﬁla A(ﬁz)= —Uz, A(l_[:.;):—l?z —U3
y, por tanto,
0 —1 1\' o -1 1 -1 0 0
1 0 0] 411 0 01l= 0 —1 1
0 -1 0 0 —1 0 0 0 -1
* ok Xk

Resumimos a continuacién el procedimiento utilizado en la obtencion de las
matrices de Jordan de los ejemplos anteriores.

Una vez calculados los autovalores A se obtienen los nucleos de 4 — A1, donde A es
la matriz dada; si estos nucleos llenan todo el espacio vectorial puede encontrarse una
base de autovectores y la matriz es diagonalizable; si los nicleos no llenan todo el
espacio vectorial es porque existen autovalores dobles o triples y en este caso es
necesario calcular la cadena de los nucleos de (4—AIY, j=1, 2, 3, Cuando se haya
llenado todo el espacio vectorial procederemos a elegir una base adecuada como se ha
mostrado en los ejemplos.

EJERCICIOS 7.4

1. Encontrar una forma canoénica de Jordan y el cambio de base correspondiente de
las siguientes matrices:

3 -1 —1 1 21 4 —1 -2 32 =2
A=11 1 -1}, B= 21 1], C={2 1 =24, D=0 4 -1

1 -1 1 -1 10 1 -1 1 01 2

0O -1 =2 -2 0 —1 3 2 -3 0 1 —1
E=}1 3 1, F=| -1 -1 —-1|,G={4 10 —12}|, H=1{1 0 1

1 0 3 1 0 0 3 6 -7 ) 1 -1 2
2. Hallar C¢.

3. Encontrar todos los subespacios invariantes de la aplicacion 4: R* — R* dada por
la matriz

4 -2 2
A= 2 0 2
—1 11
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4. Sea A=| A B v |la matriz de A€ L(R?) en la base canonica; supongamos que
povoy

rango(A)=1 y tr(4d)=a+ f+y=1. Hallar los autovalores y autovectores de A.

7.5. APLICACIONES LINEALES Y SUBESPACIOS INVARIANTES

En esta seccion daremos dos propiedades de las aplicaciones lineales que nos
ayudaran en la demostracion del teorema de Jordan sobre la reduccién de matrices a

su forma «mas sencilla».
Si A es una aplicacion definida en un espacio vectorial complejo, con matriz A

respecto de una base fijada, el polinomio caracteristico

P (A)=|A-2]|
de esta aplicacion tiene tantas soluciones complejas como el orden del polinomio (este
resultado se conoce con el nombre de teorema fundamental del dlgebra y ha sido

enunciado con anterioridad en el capitulo 4). Si 1, es una solucion de P ,(4)=0 con
autovector T,, el subespacio L(T,)={aT,/acC} es invariante:

A(aTy) = aA(Ty) = aly Ty € L(v,).
Hemos probado el siguiente resultado:

PROPOSICION 1

Toda aplicacion lineal en un espacio vectorial complejo posee un subespacio
invariante de dimension 1.

En el caso de que la aplicacion lineal esté definida sobre un espacio vectorial real,
su polinomio caracteristico puede tener todas las soluciones complejas y en este caso
no podemos realizar el razonamiento anterior para obtener un subespacio de dimen-
sién 1; se tiene, sin embargo, el siguiente resultado:

PROPOSICION 2

Toda aplicacion lineal en un espacio vectorial real posee un subespacio
invariante de una o dos dimensiones.

Demostracion. Si el polinomio caracteristico P (4)=|4—Al| de la aplicacion A
tiene al menos una raiz real se procede como en el caso complejo para encontrar un
subespacio invariante de dimensién uno.
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Supongamos, por el contrario, que P ,(4) no posee raices reales y sea A=a+if una
de sus raices complejas.

Sea Ae.#,.,(R) la matriz de 4 en una base cualquiera del espacio vectorial. Los
elementos Z' =(zy, .., z,)e C" tal que (4—AI)Z =0 pueden escribirse de la forma

Zy=x1 41y, 2 =Xy 41y, e Zy =X, t iy,

doBde x;, y; son numeros reales. Escribiendo todas las ecuaciones del sistema (4 — Al)Z
=0 tenemos

a1y +iy1) + apa(xa +iyy) + o0+ ag(x,+iy,) = (@ +if)(x, +iy;)
az1(xy +iyy) + az2(x3 +iy;) + oo+ ap(x,+iy,) = (a+if)(x, +iy,)
anl(xl +ly1) + an2(x2+iy2) ++ ann(xn+iyn) = (a+lﬁ)(xn+lyn)

Igualando las partes reales e imaginarias obtenemos los sistemas

31Xy + aX; e+ anx, = axy—fy,
a31Xy  + Axx; et ayXx, = ax,—fy, 0
X, + Anr X3 +-+ AppXy = axn_,Byn
y N
anyr + apy, +o+ any, = ay,+Px;

az;1yy + Ay, ++ a4y, = ay,+px, (In

ay,+ Bx,

A1+ Qpy, ++ an;.}’n
Considerando los vectores reales
w=realZ=x,€,+ - +x,6, T=ImgzZ=y,e + - +),7,
los sistemas (I) y (II) nos permiten escribir
AW)=ow — v, AT)=ov + pu. (1)

Por tanto, el subespacio W generado por los vectores @ y T es invariante respecto de
A. Unicamente falta demostrar que este subespacio es de dimension dos; esto es cierto
porque si ¥ y ¥ fuesen linealmente dependientes tendriamos ¥ =y# con yeR y, por
tanto,

A@)=ou — f7=(a— y)r

con lo que A4 tendria un autovalor real, en contra de lo supuesto. ]
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Nota. Si se mira a la demostracion anterior, se deduce de (1) que la matriz
de A. restringida al plano W, con respecto a la base real {@, 7'} tiene la forma

« p
A|W=<_ﬂ a)

EJEMPLO A. Si existe un autovalor complejo 4 de la matriz

1 -1 0
A= 5 3 0
2 0 —4

encontrar un plano invariante en R* y la matriz respecto de la basej {realZ, imgZ'} de
la restriccién a este plano, donde 7' es un autovector correspondiente a 4.

Puesto que |4 —Al|=(—4—A)(A*—44+8) los autovalo'res de A son A= ‘—4, u=2
+2i, n=2—2i. Los autovectores (complejos) correspondientes a u se obtienen del

sistema

—1-2i -1 0 zy 0 (142i)z,+2,=0
5 1-2i 0 zy 1= 0 | < {5z, +{1-2i)z,=0; <
2 0 —6—2i[\z,3 0 2z, —(6+2i)z3=0

z,=—(1 +2i)zl}
{zl=(3+i)z3

y, por tanto, el subespacio invariante (complejo) correspondiente a u es ker(A4— ul)
3+i
= {a( —1-7i >/aeC}. Tomar los vectores (reales)
1

3 1
u={ -1 , v=| -7
1 ¢

que son los que generan el plano invariante W en R3? correspondiente a u=2+2i; con

respecto a esta base:
2 2
= . 03
(3 3)

Para el autovalor n=2—2i, que es el conjugado de p, el sistema (4 —nl)z' =(4—al)z
=0 tiene las soluciones Z=(Z,, Z,, Z3) CON z;, Z,, Z; COMO antes, con lo cual
3—i

ker(A—nI)={a —1+7i /aeC}.
1
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Los vectores (reales)

3 —1
u=| -1 , 7= 7
1
generan el mismo subespacio W de antes (observar que 7' = -T7); por tanto, el plano

invariante es el mismo y la matriz coincide con la dada en (2), si se toma la base

{w, v}
* ok %

La otra observacion que haremos en esta seccién se refiere a la matriz de una
aplicacion lineal A en un espacio vectorial V el cual puede descomponerse en suma
directa de dos o mas subespacios invariantes respecto de A.

Supongamos que V=W, @ W, es suma directa de los subespacios W,, W, que son
invariantes respecto de A4; recordemos que V=W, @ W, si y solo si V= Wi+ W, ysiw
+w,=0 con w;eW, se tiene w;=0,j=1,2. Sea {7, .., ¢,} una base de W, y
{€.+1, ., €,} una base de W,; como W, y W, son invariantes tenemos:

A(e)) =a € +--+a,€

A(?r) = alr?l + arr?r

A(?r-#'l) = ar+1.r+1er+l+”'+an,r+1en
f
A(en) = Ar+1,n€r+1 + - +an,nen

con lo que la matriz de A respecto de la base {&, .., €, €., , ..., €,} tiene la forma

A, 0
A=
0 4,

con A, matriz de dimension r y A, matriz de dimension n—r.

Se tiene, pues, que, en este caso, la matriz de 4 puede dividirse en «cajas» que
corresponden a las matrices de A restringidas a cada uno de los subespacios invarian-
tes. Los elementos que estan fuera de estas «cajas» son todos ceros.

Si se conocen m subespacios invariantes de A, que llenan todo V mediante una
suma directa, la matriz de A puede escribirse de la forma

en una base convenientemente elegida.
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La demostracion de este altimo resultado es muy similar a la demostracion del
resultado anterior; el lector no tendra ninguna dificultad para realizarla por si solo.

EJERCICIOS 7.5

1. En los casos siguientes, hallar los autovalores (reales o complejos) y lo_s correspon-
dientes autovectores de C"; y cuando haya un par de autovectores conjugados u, u
hallar el correspondiente plano invariante en R", y la matriz respecto de la base
{realw, img#} de la restriccion a este plano.

00 —1 1

01—t 1 =2 00 0 —1 1 14

g |0 r 0p b <3 1> 91 o of ? (—i 1—;>
30 01 0 0

[Sol: a) 1, £./3i; x2=0;<

b 1+i/6; <—i/3 *?)
0 -1

) *i {x2=x4=0}; <1 0
d 0, 2—i

2. Sea Ael(V) una aplicacion lineal invertible y W un subespacio vectorial de V
invariante por A. Demostrar que W es también invariante por A !

>; {x1 ==Xy x3=0}

7.6. TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Con la experiencia acumulada en los ejemplos que'hemos realizado en la}s sec'c'iones
precedentes, nos disponemos a demostrar a continuacion el teorema de’ clasificacion de
matrices, que se atribuye a C. Jordan, y que es uno de los teoremas mas profundos del
algebra lineal. _

El lector que desee comenzar aprendiendo la forma de obtener matrices de Jor,dan
puede pasar directamente a la sigiente seccion, en donde se hace un resumen de cémo
se calculan y se dan varios ejemplos. Es conveni‘ente,‘ sin embargo, que se lea el
enunciado del teorema de clasificacion que a continuacion se expone.

Dos matrices A, Be #,(C) se dicen equivalentes si existe un cambio de base P tal

que
P 'AP=B.
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Denominaremos matriz elemental de Jordan de orden k y autovalor AeC a la
matriz J,(4) de orden k cuyos elementos son todos nulos, excepto los de la diagonal
principal, que valen 4, y los situados inmediatamente encima de la diagonal principal,
que son unos. Por ejemplo:

1 A 10
Ji(A)=(4), Jz(ﬂ-)=<0 > JiA)=[0 1 1}, J,(h)=
00 4

© o o ~
© O x -
© o = o
=)

y asi sucesivamente.
Llamaremos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por yuxtaposi-
cién de matrices elementales de Jordan a lo largo de la diagonal, de la forma

AN
Jkl('{l) 0

J,,(42) '

0 .Gy

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Toda matriz cuadrada (real o compleja) es equivalente a una matriz de
Jordan (compleja), determinada de manera tnica salvo por permutaciones de las
matrices de Jordan elementales que la componen.

Existen varias demostraciones de este teorema; la que nosotros daremos se basa en
la obtencion practica de la matriz de Jordan de una dada. La demostracién sera larga
y en ella habra varios lemas que serviran para que el lector comprenda mejor el
resultado final.

Sea A€ C un autovalor de una matriz A de orden n de la cual queremos obtener su
forma de Jordan. Formamos la cadena creciente de subespacios vectoriales

E})cEf})c - cEfl)c

donde Ej(4)=ker(A—AIY. Como estan contenidas en un espacio de dimension finita
existe al menos un namero natural meN tal que E,(A)=E,, (4); seca peN el
menor de estos nimeros naturales m; este p tiene la propiedad de que a a partir de él
todos los subespacios E,, ;(4), E, . (4), ... coinciden con E,(4). Esto esta contenido en
el siguiente lema:

LEMA 1
Si E,(A)=E,, (4), entonces E,(1)=E, () para todo q>p.
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Demostracion. La demostracion la realizamos por induccion en r, donde g=p+r.
Si r=1 la conclusion coincide con la hipotesis y no es necesario demostrar nada.
Supongamos que el lema es cierto para g=p+ry demostrémoslo para g=p+r+1.
Sea X€E,.,.,(4), es decir,

(A= P *(A—ADX =(A— AP+ 1% =0.

Por tanto, (4 —AX €E, . (A)=E,4) (por la hipdtesis de induccién); entonces 0=(4
—AP(A—ADX =(A—ADPTIX y, por tanto, X € E, . ,(4)=E,(4). Hemos probado que
E,.,+1(4) = E4), de donde se deduce la igualdad puesto que la otra inclusion es
trivial de verificar. n

Sea F,={if,, U, .., #,} un conjunto de vectores linealmente independientes de
E (A)—E,_,(4) de manera que L({#y, %3, - H’,}) @ EP_1(1)=EP(%). (Observar que si d;
=dim(E/A)), r=d,~d,_,). Probaremos a continuacion que las imagenes sucesivas de
los vectores 'y, U5, ..., #, mediante potencias (A—AD¥, 1 £ k< p—1, forman un
conjunto de vectores linealmente independientes.

LEMA 2

Con las condiciones anteriores, {(A—AD*I, (A—AD*T, ..., (4
— A} < E,_(4) son linealmente independientes y

LU(A—ADYTy, o (A= 2D/ (Y Ep—io i (H)={0}

Demostracién. Puesto que (A— AP HA—Al Y, =(A— AlYu;= 0, hemos probado
que (A— A€ E,_ (1) para todo j=1, .., 1.
Supongamos que tenemos una combinacion lineal de la forma Y, aj(A—iI)"ﬁ’j=6;
j=1
como (A—AD* es lineal tenemos

(4 —11)*(21 « jﬁj>=6.
f=

Si probamos que (4—Al) es inyectiva en L(F ,) (=espacio generado por F o), de la

anterior igualdad podemos deducir Y ocjﬁ’j=6, lo cual implica «;=0, para todo j

—

j=1
=1, .., r puesto que los #; son lincalmente independientes.
Para probar que (4 — Al es inyectiva en L(F,) basta observar que

ker (A — Af A L(F,)= Ey(4) 0 L(F,) € E,_, " (F )= {0}

Finalmente, sea TeE,_,-(4) y tal que

T=) afd—ADw;
j=1
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entonces,

0‘=<A—u)f’**"1(7)=(A—M)"*(_i aﬁ,)

de aqui deducimos que Z au;€ E,_(4). Puesto que los &; se han elegido de E,(4)

) Jj=1
—E,_,(4) hemos de tener

r
'21 ;=0 <> a;=a,=-=0a,=0
=

y, por tanto, vU'=0. Esto prueba la segunda parte del lema 2 y termina su demos-
tracion. [

El lema 2 muestra que la familia de vectores
B,={@} '=(A-AlY 'u,, ., Wi=(A—iDu,, @,
UL =(A— AP Uy, ., Wy =(A—ADd,, U,,
oo WET =(A= AP 7T, .., W, =(A~ADT,, @,}
de las potencias de todos los vectores de F » son linealmente independientes; ademas,
ﬁ‘f"leEl(/l) = A@? ™ Y= Aut?!
(A—ADA—-ADP 2w =u0"! = A@? H=u?"'4 a7 "2

(A— A7, =a! =  A@)=ul+m,
uy e E(4) =  A@ Y)=iug!

(A=A A— AP~ 5, =081 = A@ =g~ '+ A ~?

_Ento.nces, lg matriz de A restringida al subespacio vectorial generado por B,, que
es invariante, tiene la forma ?

A1 Jo4) 0

A 0
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es decir, esta formada por la yuxtaposicion de r matrices elementales de Jordan de
orden p todas ellas colocadas sobre la diagonal principal.

Efd) G e g E, . g E,(b ¢ E, (4

Illlllll

B, B,_, B,
Figura 1

Es conveniente ahora observar la figura 1 para aclarar la situacion; los elementos

de B, que estan en E,_,(4) puede que no llenen todo el espaciq entre E,_(A)y

E,_ 2(1) en este caso se eligen {&,,,, .., #;} lincalmente independientes de E,_,(4)

—E,_,(4) y se procede como en el caso anterior (las mismas demostraciones sirven)

para encontrar una coleccion B,_; de vectores linealmente independientes con
respecto a la cual la matriz de A4 restringida a L(B,_,) tiene la forma

Iy 0
Jp - l(l)l
0 T
es decir, esta formada por la yuxtaposicion de | —r matrices elementales de Jordan de

orden p— 1.

Este proceso se repite hasta llegar a elegir un conjunto de vectores B; de E;(4)
—L(B,) U --- U L(B,) que sean linealmente independientes.

Por la forma en que se han ido eligiendo los vectores, la coleccion

B(})=B,uB,_;v--UB,UB;

forman una base de E,(A)=ker(4—Al). N .
En esta base la matriz de A4 restringida a E,(4) es una yuxtaposicion de matrices
elementales de Jordan de diversos 6rdenes asociadas con el autovalor A

LEMA 3

El subespacio maximo E,(4), asociado con un autovalor 4, es invariante.
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Demostracion. Sea U € E,(1); entonces AT = (A—AI)T + A7 y, por tanto, basta
demostrar que (4—AI)7 € E,(4). Pero

(A= ADP(A— AT =(A— AP 1T =(A— AlY(A—AlPT =0,

\\
lo cual prueba el resultado deseado. ]

Hasta ahora hemos conseguido obtener la forma de Jordan asociada con la matriz
A restringida a los subespacios maximos E,(1) de cada autovalor. El dltimo paso es
«pegar» adecuadamente las matrices de todos los autovalores.

Sean Ay, 4, .y 4y (m < n) todos los autovalores distintos de A y sean B(1) = B, i
=1, .., m, las bases de los autoespacios maximos E,(4;) correspondientes a A,.

Tomar

B=B'UB?yU---uB™
Si demostramos que
V=Ep1(/ll)®Ep2(lZ)@ @Epm(im), (1)

donde Ves el espacio vectorial en el cual estamos trabajando, la 1dltima observacién
de la seccion 7.5 nos permite escribir la matriz de A respecto de la base B como

Alg, (3,) 0
J= Alg, (1)

0 ’ AlE, 4.)

donde cada una de las matrices A| E,(4) €S una yuxtaposicion de matrices elementales
de Jordan. Esto probaria la prlmera parte del teorema.
La demostracion de (1) se da en los dos lemas siguientes.

LEMA 4
Si T,€E, (4), j=1,2,...,5 y T, +--+7,=0, se tiene que 7, =T,=---=7,=0.

Demostracion. La demostracion se realiza por induccién sobre s. Si s=1 el
resultado es trivial. Supongamos que se cumple para s vectores 7, .., T, ¥ sea
U1 €E, (A ) (s+1 Zm); si

=
+
+
hcl
+
=}

se tiene que

(A=A TP Dy + o H(A— Aoy (DP T+ (A= Ay J)P Ty =0
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0 equivalentemente
(A=Agy I T +- +(A— Ay P+ 7,=0.
Como (A— A, I) es inyectiva en E,(1;) para j#s+1 (;demostracion?) se tiene que

Hl+"'+5’s=6-

Por la hipétesis de induccion, 7; =---=7,=0 y consecuentemente 7, =0. |

LEMA §

V=Em('11)+Epz(j'2)+ +Ep,,.('1m)

Demostracién. Supongamos, en contra de lo que queremos demostrar, que B
={7, 3, .., Dy} con N <n, y consideremos B={7,, 73, .., T,; una base de V que se
n

obtiene ampliando B. Sea H=L(B—B). Si para cada j=1, .., n, A7;= Y of

k=1

—

7, defini-

mos una aplicacion lineal 4, de H en H mediante

n
A= Y T j=N+1, ., n
k=N+1

A, posee un autovalor i, y un autovector o€ H. Como AT, — A4,V € L(B), existen
T, €E, (4y), ..., Tu€E, (A, tal que

AFO=1107).0+61 + +Fm (2)
Si Ag=4,, aplicando (4 4,I)* a ambos miembros tenemos
(A=A Iy To=(A—-A DTy + - +H(A—= A D),

Como (A—4,I) es un automorfismo de E,(4), j=2, .., m (inténtese demostrar; ver
ejercicio 8), existen wy € E, (1,), .., Wy € E,, (4,) tal que (4—4,1)W;=T}, j=2, .., m, con
lo cual se tiene

(A= A0y 1Ty =(A— A DY Wy + o + (A= 2 D)1,

Puesto que p; < n+1 tenemos que Tp—W,—---—W,€E, (1), o lo que is lo mismo,
To€E, (4)+ - +E, (4,)=L(B), lo cual es absurdo puesto que ToeH, vo;éO.‘ .
Si 4, coincidiera con cualquier otro de los 4; se realizaria un argumento similar.
Por ultimo, si A, no fuera ningiin autovalor de A, (4 — A,I) seria un automorfismo
de E,(4),j=1, 2, .., m (ver ejercicio 8); existirian, por tanto, w;e E, (1), j=1, 2, .., m,
tal que (4 — AoJ)W;=T; sustituyendo en (2) tendriamos

(A_lol)E'o:(A_lol)ﬁ’l + et +(A—’lol)vm.
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Por tanto, ¥y— 7, —--- —T,,eker (4 —A,I); puesto que i, no es autovalor de A,
ker(A—Ai,[)={0} y entonces vy=7v, +---+ ¥, € L(B), lo cual es también una contra-
diccion. N

Esto concluye la demostracion de la primera parte del teorema de clasificacion de
Jordan. El hecho de que la matriz de Jordan es unica salvo permutaciones de las
matrices de Jordan elementales que la componen se deduce de que éstas quedan
determinadas por las dimensiones de los nucleos

ker (A — A1)
J=12 m k=1,2, .. p, .

Nota. La demostracion que acaba de darse esta tomada de unas notas de R.
Moriyén: Clasificacion de Jordan de matrices, U.AM.

* ok ok

La obtencion del autoespacio maximo E (1) asociado con un autovalor A mediante
la estabilizacion de la cadena

E(A)cEj) e - cEfA) = -
puede aliviarse si se conoce la siguiente propiedad:
dim E ,(4) = multiplicidad de A. 3)

El resto de esta seccion lo dedicaremos a demostrar esta propiedad. Sean 4,, .., 4,, los
autovalores de A con multiplicidad r, .., r,, respectivamente: esto es,

IA—)J|=(X-—11)'1x...x(l_im)rm‘ (4)

LEMA 6

dimE, (A)=r, i=1,2,..m

Demostracién. Como V=E, (1,)® --- @ E,, (4,,) deducimos de la ultima observa-
cion de la seccion anterior que la matriz de 4 en una base adecuada puede escribirse
de la forma

Ay |
[ 4]

donde A4 j=A|Ep_(,1j). Por tanto,

|A— ALl =|Ay— A1 X - x |A,— |
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Como A—4; no divide a |4;—4A-1|, j#i, j=1, .., m, se tiene que (4A—4)" divide a
|A;— All; por tanto, {A;— AI| es un polinomio de grado =r;; por otro lado, el grado de
|4;—Al| coincide con dim E,(4;). Esto prueba el resultado deseado. [ ]

Si n es la dimension del espacio vectorial V¥, de (1) se deduce que
r=dimE, (4,)+ - +dimE, (,)
y de (4) se deduce que

n= rl + -4+ rm
Del lema 6 y estas dos expresiones se deduce que
ri=dimE,(4)

j=1,2,..,m, que es lo que se afirma en (3).

EJERCICIOS 7.6

1. Escribir todos los tipos posibles de forma de Jordan de matrices de orden menor o
igual que cuatro.

2. Sea A una matriz real de orden 2 y C la matriz de un cambio de base; de-
mostrar directamente que traza(d)=traza (C~'AC), donde la traza de una matriz
se define como la suma de los elementos de su diagonal principal.

3. a) Si 4 es una matriz de orden 3 y C la matriz de un cambio de base, demostrar
que traza(A)=traza(C 'AC). [Sugerencia: utilizar el hecho de que el polinomio
caracteristico no depende de la base elegida.]

b) Generalizar ¢l resultado anterior para matrices de orden n.

4. a) Demostrar que T*— I =(T—AI(T* '+ AT 24 ... 4 2k 1]),

by Si gA)=ap+ai+--+a, A"y q(T)=agl+a, T +---+a,T™, demostrar que: A
autovalor de T =>q(1) autovalor de ¢(T). (Este problema nos indica entre qué
valores buscar los autovalores para casos sencillos.)

¢) Qué valores posibles de autovalores puede tener T si: 1) T>=T; 2) T>=1 es una
involucion; 3) T"=1I, n>3; 4) T?>=—-1.

d) Si T es invertible y 4 es autovalor de T, demostrar que A~ ! es autovalor de T~ 1.

5. a) Supongamos que T y S conmutan, esto es, TS=ST Demostrar que ker(S) e
img(S) son invariantes por T.

by Probar que si p y ¢ son polinomios, entonces p(T)q(T)=q(T)p(T). En consecuencia,
ker(g(T)) e img(gq(T)) son invariantes por p(T).

6. Dados T, Se L(V), dim V' =n, tales que ambos poseen n autovalores distintos dos a
dos (no necesariamente iguales), probar que TS=ST<T y S tienen los mismos
autovectores.
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7. SeaE »(4) el autoespacio maximo correspondiente a un autovalor A de la aplicacion
TeL(V) y sea

d;=dim (E(4))—dim (E;_ ,(4))
j=1,2, ., p. Demostrar que d; 2d, = --2d, 2 1.

8. Si 4, no es un autovalor de &/, demostrar que =/ — A,/ es un automorfismo de
E(4), donde 4 es un autovalor de o/ y E,(4) es su autoespacio maximo. (Ver lema 5 de
la demostracion del teorema de Jordan.)

* ok *k

Una aplicacion lineal T se dice nilpotente si existe ke N tal que T*=0; si, ademas,
Tk=!' #0, a k se le llama orden de nilpotencia de T.

Dado TeL(V) nilpotente, se dice que es nilciclico si existe weV tal que
V=L@ T% T4, .., T* '), con T* 7 #0.

9. Si T es nilciclico con orden de nilpotencia k y # eV es tal que
V=L@, TW, .., T~ '), demostrar que {#, T4, .., T*" '@} es una base de V.
10. Siw,=T*""'w,u,=T""%%u, .., u,_,=Tu,u,=%, con @ y T como en el ejercicio 9,
encontrar la matriz de T en esta base.
01
. 01
11. Si T= o 1] calcular T" para todo neN. Demostrar que A=0 es el

0
unico autovalor de un operador nilpotente (ver ejercicio 4).

7.7. OBTENCION DE LA FORMA DE JORDAN DE UNA MATRIZ

En esta seccion daremos algunos ejemplos de obtencidon de la forma de Jordan de
una matriz dada; el algoritmo que utilizaremos se basa en la demostracién dada en la
seccion anterior. Para aquellas personas que no hayan leido la seccién anterior
realizamos a continuacion un resumen del «algoritmo» que de ella se sigue.

1) Dada una matriz 4 se comienza calculando los autovalores de A; sean
éstos 4y, .., 4, con multiplicidades r, .., r,,, respectivamente, tal que r, +---+7,,
=An. .

2) Para cada autovalor A se calcula la cadena de subespacios

E (Ay=ker(A—Al) g E,(A)=ker(A—AI)* g

G E (A)=ker(A— Ay =E,, (A)=ker (A— AlpP*1=...
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formada por los nticleos de las potencias sucesivas de (4 — Al); la cadena anterior
se estabiliza después de un cierto numero de pasos p (el subespacio E, (1) se
denomina autoespacio mdximo asociado a 4). El valor de p puede obtenerse
sabiendo que dim E,(4)=multiplicidad de 4.

Nota. Es conveniente ahora observar la figura 1 de la seccion 7.6.

3) Tomar el mayor numero posible de vectores linealmente independientes
de E(A)—E,_,(4); sean éstos

Las imagenes sucesivas mediante (4—Al) de cada uno de los vectores de F,
forman una matriz elemental de Jordan: J,(4). En el subespacio generado por F,
y las potencias sucesivas mediante (4 — Al) de los elementos de F, la matriz de 4
respecto a la base

B(Ay=(A— AP F,)u - U(A—A(F,)UF,

esta formada por la yuxtaposicion de r matrices elementales de Jordan de orden
p dispuestas sobre la diagonal principal.

4) Se elige a continuacion el mayor numero posibles de vectores de E,_,(4)
—E,_,(4) que sean linealmente independientes entre si y linealmente indepen-
dientes con la coleccion B,(4); sean éstos

Fpor= {41y o .

Las imagenes sucesivas de cada uno de estos vectores mediante (4 — AI) nos dan
un conjunto de vectores linealmente independientes B,_,(4) con respecto a los
cuales la matriz de A es una yuxtaposicion en la diagonal principal de r—1
matrices de Jordan elementales de orden p—1.

5) Se continta realizando el procedimiento descrito en 4) hasta llegar a
E () en donde se eligen, si es posible, los vectores necesarios para que junto con
todos los vectores anteriormente elegidos se tenga una base B(4) del autoespacio
maximo E,(4).

6) Los pasos desde el 2) hasta el 5) se repiten con cada uno de los
autovalores 1; como los autoespacios maximos son invariantes respecto de A
(lema 3, seccion 7.6) la matriz de Jordan de A4 es la yuxtaposicion de las matrices
de Jordan de A restringida a E,(4,). El cambio de base viene dado por todos los
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- EJEMPLO A. Tratemos de encontrar una forma de Jordan J de

10 2 -6
01 -1

A= 3
00 1 3
00 0 2

y una matriz P tal que AP=PJ.
Puesto que |4 —AIl=(1—1)*(A—2), los autovalores de 4 son A=1 (triple) y u=2
(simple). Calculamos E,(1)=ker(4—1I);

vectores anteriormente elegidos.

00 2 —6\/x\ /0
00 —1 31 x, 0 x3=0
= <>
00 0 3flx;) 0] x.=0
00 o 1/\x,/ \o
1 0
0 1
E ()=L
1() 0 ’ 0
0 0
Calculamos E,(1)=ker(4—1)*
0 0 2 —6\?%/x, 0 0 0 0 0\ /x, 0
0 0 —1 3 X, 0 0 0 0 O0¢fx, 0 0
= E—9 = =
00 o 3|lx]lo0 000 3|[x, [ lo]T ™
00 0 1 X4 0 0 0 0 1t/ \x, 0
1 0 0
0 1 0
E,(1)=L , ,
() 0 0 1
0 0 0

Como (A—1)>=(A—1)* E,(1) es el autoespacio maximo correspondiente a A=1.

Tomamos

=l
it

S = O O

eE,(1)~E (1)
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2 1

= . -1 . ~ 10 ‘ . .

U, =(A-Di,= 0 ; elegimos w; = ol que es de E (1) y es linealmente inde
0 0

pendiente con u, y W,.
Finalmente calculamos E,(2)=ker (A4 —2I):

-t 0 2 -6\/x

0
0 -1 —1 3|/ x, 0 —X;+2x3—6x,=0 x, =0

0

0

0 0 —1 3| x, = <> -xz——x3-;-3x4=0 x2=30
x3=23x X3=3x
0 0 0 0/\x, 3T 3T
0
E,(2)=L 0
ne 3
1
0
0 . . .
Tomando @, = 3 se tiene una base del espacio vectorial; por tanto:
1
2 010 1 110|0
-1 0 0 O 0 1|00
P= ; J=
0103 0 0|10
00 01 0 0/0[2
12300
012 00
EJEMPLO B. Reducir la matriz A={ 0 0 1 2 0 ]a su forma de Jordan y
000 21
000 01

encontrar P tal que AP=PJ.
Puesto que |A—AI|=(A—1)*(A—2), los autovalores de A4 son A=1 (cuadruple), u

=2.
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. Calculamos E,(1)=ker(4—I):

2x,43x3=0
2x3=0
2x,=0( T X2T¥=Xa=x5=0
X4 +x5=0
1
0
E,M=L{|0
0
0

Calculamos E,(1)=ker(4—1)*

00460
000 40 4x346x,=0
(A-12={0 0 0 2 2| : x,=0
00011 x5=0
00000
1 0
0 1
Ex=L{| o], |0
ol lo
o/ \o

Calculamos E;(1)=ker(4—1)>

000 14 6
000 4 4
(A-1P*=[0 0 0 2 2|, x;=x,=0
000 11
000 00

1 0 0
0 1 0
Exm=Lilo |, lo|, |1
o/ lof lo
o/ \o/ \o
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Calculamos E,(1)=ker(4—D*

000 14 14

000 4 4
(A=IP*=0 0 0 2 2|, xy=—xs

000 1 1

000 0 0

1 o\ /o 0

0 1 0 0
e =L{[o|.lo ||t ].] o

o/ lof o 1

o/ \o/ \o —1

Como E(1)=E,(1), ya que (4—1I)*=(A—1)*, E,(1) es el autoespacio maximo. Esto

tiene que ser asi porque el subespacio ker(4—2I) es al menos de dimension 1.

Tomamos
0 0 6 8
0 0 4 0
U, = 0] ; Wy=(A-Du,=}2|; W=(A-Duz=|0] ; w=(A-Du=|0
1 0 0 0
—1 0 0 0
Calculamos ker(4—2I)=E,(2):
-1 2 30 0 [ 0 —Xx;+2x,+3x3;=0
0 -1 2 0 0| x, 0 x4 2x,20
0 0o —1 2 Ol x3 =] 0 | = Xyt 2%, =0
0 0 00 1\ x, 0 xg=0
0 0 0 0 —1/ \xs 0
14
4
E,2)=L 2
1
0
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Por tanto,

0 0 14

0 0 4

2 0 2

0 1 1

0 -1 0

0 1 —-10
0 —1

. 0 1
1 1 00
0 -2 01

Sus autovalores satisfacen la ecuacion (A2 +1)(4?+1)=0y, por tanto, son A=i, y= —i

(ambos dobles).
Calculamos E,(i)=ker(4 —il):

i 1 =1 0\/z\ /0 , o
0 —1—i 0 1 |[z,| (o] THtRTHET
11 =i o0 Jln]o]T Z‘HZ_(;Z::O
0 -2 0 1-i/\z/ \o femliTiE
i
. 0
E (=L
1
0
Calculamos E,(i)=ker (4 —il)*:
2 2.2 21 2
(A—il)?= 0 ‘ —2+'2i 0 —2i Z, - (=14i)z,=iz,
-2 =2 =2 | Z5 2z, +(141i)z,—2iz;=0

0 4 0 —2-2if\z,

E,()=L

S = O ~

—

’-‘+O
_— O O o O
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Puesto que dim E,(i) =2 =multiplicidad de i, aqui se «estabiliza» la cadena de subespa-
cios. Tomamos

0 i 1 -1 0 0 i
i) fo —1=i o 1 |[1+i) o
=l pEmsdsDn=l 1 1

2i 0 -2 0 1-i/\ 2 0

Para calcular E,(—i)=ker(4+il) observamos que A+il=A—il y, por tanto, el
sistema (4 +il)z=0 es equivalente al sistema (4 —il)z=0, que coincige con el sistema
utilizado para calcular ker(4 —il) excepto que z es sustituido por Z. Entonces

0
E(—d=Li| |
0
De manera similar se tiene
—i 0
E S L 0 1—i
2(—1)‘ 1 9 1 >
0 —~2i

0 —i
~ 1—i . |0
4 — 1 H 3= 1
—2i 0
Puesto que A(w))=iu,, A(W,)=u,+iu,, A[Ws)= —iu,, A(W,)=u;—Iiit,, la matriz de

Jordan de A es
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EJERCICIOS 7.7

En los ejercicios siguientes hallar la forma de Jordan de la matriz dada y la matriz
de paso.

6 -9 5 4
1A_7—1387
18 —17 11 8/
1 -2 13
31 —1 —1
02 0 1
2. B=
11 1 0
00 0 2
20 0 =2
3C_52—22
131 0 =3
10 0 0

78. FORMA DE JORDAN REAL DE MATRICES REALES
CON AUTOVALORES COMPLEJOS

Aunque una aplicacion lineal esté definida en un espacio vectorial real, su forma de
Jordan, obtenida como en las secciones 6 y 7, puede ser compleja. Una muestra se tiene
en el ejemplo C de la seccion antetior. En esta seccidn trataremos de dar una «forma de
Jordan» real de toda aplicacion lineal definida en un espacio vectorial real.

Si la forma de Jordan de una matriz A obtenida mediante el procedimiento de las
secciones 6 y 7 es real, a ésta se le llama forma de Jordan real de A; si, por el contrario,
alguno de los autovalores de 4 es complejo se dard en esta seccion su forma de
Jordan real.

Comencemos con el ejemplo C de la seccion anterior. Sus autovalores eran A=i,
= —i (dobles); la forma de Jordan de A es
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y una base B es {u}, ily, ﬁl, 52} (base del espacio vectorial complejo Vi obtenido a
partir del espacio vectorial real V (ver ejercicio 4 al final de esta seccion)),
donde

i 0
_ 0 . 141
U= 1 ,» U= 1
0 2i
Torhar
0 1
0 - .. .10
7, =real @y = ] ™ =mgu =,
0 0
0 0
_ 1 . 1
_.2=rea] = 1 , Wy=Img u,= 0 ;
0 2

-1 0
0 - . 0 .
AFI: 0 =—W; AW1= 1 =Vy
0 0
0 1
-1 - _ 1 o
A7, = 1 =T, —Ww, ; Aw,= 1= 1+ 7s.
) 0
Por tanto,
01 0 0\_4 0100
0 011 4 0 011 _ —J
1 01 0 1 010
00 0 2 00 0 2

que es una forma de Jordan real de A.
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Observar que J esta formada por dos matrices iguales B yuxtapuestas sobre la
diagonal principal y la matriz identidad encima de ellas, esto es:

J= R
O B

ademas, B es la matriz del subespacio invariante real de dos dimensiones asociado con
el autovalor A=i como en la proposicién 2 de la seccién.7.5.

* * *
Sea A una aplicacion lineal en un espacio vectorial real V con al menos un

autovalor complejo. Definiendo en V' x V la suma
(1 Y1)+ (2 y2)=(x1 4 x5 y1 +y2
y la multiplicacién por nimeros complejos
(a+ib)(x, y)=(ax—by, ay+bx),

V' x 'V se convierte en un espacio vectorial complejo, que se denota por V¢ (ver ejercicio
4). Los elementos de este espacio vectorial complejo se denotan mediante

—

(6 y)=X+iy.

Definiendo A (X +i7)=A(X)+iA(y), A¢ es una aplicacion lineal en Ve.

Toda base de V es una base de V¢ y, por tanto, A¢ posee la misma matriz que 4 en
esta base. Asi pues, la matriz 4 es equivalente en J; a una matriz de Jordan J y V
puede escribirse como una suma directa de autoespacios maximos

Ve=E, () ® - @ E,, (4y). (1)

Si A=a+iB es un autovalor complejo de A4, con B#0, T=0—if es también un
autovalor de 4 puesto que A es real: en efecto, si |[4—AI|=0 se tiene que

O=|A—Al|=|A-Al|=|A-Z1|.
Ademas, las ecuaciones (4 — A1)*Z =0 son equivalentes a (4 — 1I)*Z =0 y, por tanto,
las bases de los autoespacios maximos E,(A) y E,(4) pueden elegirse conjugadas.

Sean

B={T,=(A— Yy _, ..., T =(A— Ay, 7;}
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dos colecciones de vectores linealmente independientes que originan dos matrices
elementales de Jordan:

L), ()

de orden k. Debido a (1), basta encontrar una «forma de Jordan real» que agrupe estas

matrices para tener una «forma de Jordan real» de A. ' o | o
Tomemos los vectores reales que son las partes real ¢ imaginaria de los elemento

de B, es decir,

T,=real W, , W,=1mgu,
— —_— . — 2
Ty =real Y, , Wy =1mg ), @

T,=realw, , W,=Imgiu,
g

=realw; , Ww;=Im

El conjunto de vectores de (2) es linealmente independiente; en efecto, si tenemos

k k .
Y aT+ ) Bw;=0,
=1 j=1

uu; . m—u
puesto que T;= ’2 Ly wy=-1 i ! se tiene que
- ¥ a = & B _. =
0= Z _J(a;+uj)+ Z = —u) =
ji=1 2 ji=1 2i
koo, —if; koa+if; .
=Y -~ wt Y = 5 U
=1 2 =1

como los elementos de B L B son linealmente independientes (;por qué?) se tiene que a;
—iB;=0, a;+if;=0, de donde se deduce que aj.=ﬁj=0, ]='1, ey K. '

]EJncontraremos ahora la matriz de A restringida al espacio vectorial generado por
los elementos de (2). Puesto que A¢ (%) =4, tenemos

A+ iAW) = Ac (@) = i, = (2. + if)(T; + W) =
= (o, — BW) + i(BTy + aw))

e igualando las partes reales ¢ imaginarias obtenemos

A@)=av,— W, 5 A(W) =BT +aw; ©)
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Para u,_; tenemos que Ac(ty )=, +W,_, y, por tanto,

A(Tﬁc—1)+iA(W;¢-1)=AC(ﬁ;c—1)=m+/m;—1 =
=0+ W)+ (@ +if) T +iW,_ )=
=(Ec+°‘7k—1*ﬂw;‘ﬂ)'*‘i(“_’;c‘f‘ﬂ_@cﬂ‘*'awlﬂ),

de donde se deduce que
AW- ) =T+ aT_y — Wy, ; AWy - )= Wi+ BT, _ +aw)_;. 4

Por el mismo razonamiento se obtienen expresiones analogas a estas Gltimas para
A(T) y AW) con j=1,2, .., k-2, es decir,

AT)=T_, +aT,~ i, 1 AW)=¥_, + 7, +aw, (5)

Por tanto, la matriz de 4 restringida al espacio vectorial generado por (2), en la
base (2), ordenada de izquierda a derecha y de arriba a abajo, es

a B] 1 0
—f « 01
o fl1 0
- a0 1
1 0
0 1
a p
-8

Esta matriz estd formada por la yuxtaposicion sobre su diagonal principal de las
matrices del subespacio invariante real de 4 con matrices identidad de orden 2 encima
de la diagonal principal, y ceros en el resto.

La matriz de Jordan real de A se obtiene mediante yuxtaposicién de matrices del
tipo anterior y matrices elementales de Jordan correspondientes a autovalores reales.

EJEMPLO A. Encontrar la forma de Jordan real J de

2 0 -3
A=l 0 -1 0
1 0 -1

y una matriz real R tal que AR=RJ.
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La ecuacion caracteristica de A es —13_-1=0, con lo que sus autovalores son las
soluciones de A3= —1, es decir,

-1 ,{2=e’”'/3=—4£1+; 3, Z-=e_""/3=————l—;\/3

Ay =

A A,=—1 le corresponde la matriz elemental de Jordgn Ji(=1)=(—1) y al par de
autovalores conjugados 4, y 4, le corresponde la matriz

B
2 2
S
T2 2
con lo que
-1l 0 0
N
J= 22
—\ﬁl
0172 2

1+i\/§ _
Para encontrar R calculamos E(-l)=ker(A+1) y E — )=

(- (2 2))

30 -3\ /x 0 1 =3 0

0 0 X, |=[0] = ! 03=E1(—1)=L 1
X =

1 0 0/ \x; 0 ! 0
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2 2 .
z
3 /3. ! e 2z,=0
0 — =Y 0 z, |=[ 0
2 2 3 U5
SV AN AR S A VRS
1 0 _I_ VT
2
3+ 3
i
1+i/3
(12
2 0
1
Tomando

El =| 1 s T)’1= 0 s VV] = 0
0 1 0
se tiene
0 3 \/g
rR=| 2 2
1 0 O
01 O

El lector puede comprobar ahora que en la base {u;, 7, w}} la aplicacién dada por 4
tiene como matriz J.

EJERCICIOS 7.8

1. Encontrar la forma de Jordan real de las siguientes matrices:

01 — 1 , 0 0 -1 1
@ |01 o b)<3_1> c)(l)(l)g_1
31 0
01 0 0
a —p 0
2. SeaG=|f « O |lamatriz de Ge L(R% en la base canonica, con o+ f2=1.
0 01
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i i i valores.
a) Hallar los subespacios invariantes de G, asi como los auto

G= x —p con a?+ %=1 la matriz de Ge L(R?) en la base canonica.
3. Sea G= 8 y

tovalores y autovectores de G. . ~ ~
Z; Il;lfcil;:rlzieauGO:s un gii,o de angulo ¢ determinado por a=cos @, p=sen ¢.

i W, T} es
¢) Siz=u+iveC?es autovector de G, probar que la matriz de i; En f.tl;agel_{:,av_} "
A' 0 A dependiendo de que el autovalor correspondiente sea A =0 +1

4. a) Sea V un espacio vectorial real y sea Vo= {x, +ix,/x,, X, €V} con las opera-
ciones
(x, +ixz)+ (1 +iy,)=(x; +y)+ilx, +2)
(a+ib)(x, +ix;)=(ax; —bxz)+ i(bx, +ax,)

i i lejo.
V~ es un espacio vectorial comp o .
z))emS(;S;rfa; B(l;f) gemostrar que /¢ definida en V¢ por o (x4 +ix,) = (x,) +id(x3)

es una aplicacion lineal en V¢.

79. EL TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

iC ltado que mas tarde seria
thur Cayley (1821-1895) enuncio un resu '
conf)icr:lidlci3 Scirﬁ; elutreorei]na de Cayley-Hamilton, y que €l demostro solamente para

matrices de orden 2. . '
Dado un polinomio p(x) con coeficientes complejos,

: -1
= k= "+ X" 4 e+ agx + a
p(x E ax a,x a,_
( ) k=0 *
y una matriz 4 de orden n, definimos
0
= ; = "4 A"'1+---+a1A+aoA
A E a, A" = a,A d,_y
[)( ) S k

i la matriz 4 teniendo en cuenta que
0 — J. Es decir, se reemplaza x por [ : . |
i%ngel ASi pA) ess la matriz nula decimos que A satisface el polinomio p(x)

i 01 i linomio p(x) = x* + 1,
EjemMpLO A. La matriz 4 = (_ | 0> satisface el poli p

(a6 Do 6963

ya que
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Observar que el polinomio caracteristico de la matriz 4 del ejemplo anterior es
p(A) =A%+ 1y, por tanto, la matriz 4 satisface su polinomio caracteristico.
Este resultado, para todas las matrices de orden 2, es el que demostré Cayley.

TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON PARA MATRICES DE ORDEN 2

Toda matriz de orden 2 satisface su polinomio caracteristico.

L . a b . . -
Demostracion. Si A = 4 s polinomio caracteristico es
¢

p)=]d—x1|=|*""*

b 2
d_ x) = x° —(a + d)x+(ad — cb).
Como
A* —(a+ d)4 + (ad — cb) I =
_fa* + b ab+ba’~ a* +ad ab + bd d— b 1 0y /00
Neated b+d?) Nac+db ad+a?) @Dy 1)=1o o
se obtiene el resultado deseado.

El teorema de Cayley-Hamilton para matrices de orden 7 es similar al enuncia-
do anteriormente y fue demostrado por Hamilton. La idea de la demostracion es
conseguir demostrar el teorema para matrices elementales de Jordan y a partir de
aqui llegar al resultado para una matriz general haciendo uso del teorema de

clasificacion de la seccion 7.6. Antes de enunciar y demostrar el resultado concreto
daremos varios lemas.

LEMA 1.

Si 4 es una matriz de orden cuyos elementos son todos nulos excepto los
que estan encima de la diagonal principal que son unos se tiene que A* = 0.

Demostracion. St h = 2,

6o =0 0

(0 9

Si h =3,
0 1 0\ /00 1\/O 10\ /000
000 00 0/\0 00/ \ooo
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Observar que el efecto que se produce al multiplicar una matriz 4 por sl misma s

i ia arriba. .
desplazar la linea de unos hacia a _ . L Sidl
I;’ara realizar la demostracion procedemos por induccion en el orden de

resultado se cumple para toda matriz de orden /

0|1 0 O o\"™! 011 0 0 oV'/o|1 0 0 0
0 1 0 0 010 1 0 olfolo 1 0 0
00 0 1 0 _lojo o1 ollolo o 1 of_
0lo0 0 0 - 1 0/0 0 0 1/lojo o o (1)
olo 0 0o -~ ofwsn l0l0 0 0 0l0 0 0
0]0 0 N foj1 0 0 0 010 0 0
0l0 0 ol]o0 1 0 0 0/0 0 0
0l0 0 ollolo o 1 ol _[o|o 0 0
010 0 ollojo 0 0 | 0l0 0 0
0l0 0 o/ \olo 0 0 0l0 0 0

en donde la penultima igualdad ha hecho uso de la hipotesis de induccion.

LEMA 2.

Si J,(4) es una matriz elemental de Jordan, J,(4) satisface su polinomio
caracteristico.

k
Demostracién. El polinomio caracteristico de J(4) es Pry(x) = (4 — x)~.
Entonces
A 0 i 10
i) = | i t]=
P, D) = (A —J(A) = Ao /
il B) = (M = NI el R
0 —1 0\* 010
0o -1 | _ g 0
=\ o - —1]= 0
0 0
donde la Gltima igualdad es debida al resultado probado en el lema 1. |

donde la dltima igualdad se debe al lema 3
caracteristico P,(x).
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LEMA 3.

Si J es una matriz de Jordan, J satisface su polinomio caracteristico.

Demostracion. Una matriz de Jordan es de la forma

!
¥, por tanto, un polinomio caracteristico es P (x)=]] (x — A)% Como (J — A,1)*
=1
{
tiene la caja i nula debido al lema 2, al calcular el producto B(J) =[] (J—-aDk
i=1
al menos una
|

el resultado es nulo ya que las / matrices que se multiplican tienen
caja nula en filas y columnas diferentes.

Estamos ya preparados para demostrar el teorema de C

ayley-Hamilton en su
version general.

TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Toda matriz 4 satisface su polinomio caracteristico.

n

Demostracion.  Sea P,(x) = Y. @, el polinomio caracteristico de la matriz A.
=0

Por el teorema de clasificacion de Jordan demostrado en la seccion 7.6, 4 es
equivalente a su matriz de J ordan, es decir, existe una matriz P tal queJ = P 14p
Observar que P,(x) = P(x) ya que A y J son equivalentes:

Py(x) =4 — xI| = |PJP™" — P(xD)P™ 1| = |P||J — xI||P~}| =

= [J ~ xI| = P;(x).
Entonces,
Py=D ad' =Y a,(PIP7Y = P(Y aJ))P ! = Pp ()P~ = Pp, ()P~ ' =0
1=0 1=0 1=0

ya que J satisface su polinomio
|
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EJercicios 7.9

1. Demostrar directamente que las siguientes matrices satisfacen su polinomio

caracteristico: .
1 10
) 1 2 3 b) ¢) 0 3 1
’ 2300 C = 2 —1 -1}
A=14 5 6 B = =
0 0 4 5 5 L
8 9 — —
7 0 0 6 7

00
. 2
2. Determinar todas las matrices A tal que 4~ = (O 0>.

10
. 2 _
3. Determinar todas las matrices 4 tal que 4° = (O 1).

Y

BIOGRAFIA

Camille Jordan nacid el 5 de enero de 1838 en Lion y muri6 el 20 de enero de 1922
en Milan. Fue un matematico cuyos trabajos en grupos de permutaciones y en la
teoria de ecuaciones hizo posible un perfecto entendimiento de las teorias del eminente
matematico francés Evariste Galois.

Jordan comenzé trabajando en geometria. Su Traité des substitutions et des
equations algébriques (1870) (Tratado sobre las permutaciones Y ecuaciones algebraicas),
por el cual obtuvo el premio Poncelet de la Academia de Ciencias de Francia, fue
fundamental en el entendimiento de la teoria de Galois sobre los grupos de permuta-
ciones, lo cual fue aplicado para la resolucién de ecuaciones algebraicas. También
resolvié un problema propuesto por Niels Henrick Abel acerca de la no solubilidad de
una cierta ecuacion algebraica mediante radicales. Jordan publicod sus lecciones y sus
investigaciones en andlisis en Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique (3 vols., 1882)
(Curso de andlisis de la Escuela Politécnica).

En la tercera edicion (1909-15) de su trabajo en analisis, la cual contiene muchas
mas investigaciones de Jordan que la primera, trato la teoria de funciones desde un
punto de vista moderno, trabajando con funciones de variacion acotada; sus trabajos
en este campo fueron aplicados a la curva que hoy se conoce con el nombre de «curva
de Jordan». Las algebras de Jordan se llaman asi en su honor.

En topologia, Jordan probé (1887) que un arco simple no divide al plano y que una
curva cerrada simple divide a un plano en dos partes. A pesar de que estas afirmacio-
nes son intuitivamente obvias, su demostracion requiere sofisticados métodos.

C. Jordan fue profesor de matematicas en la Ecole Polytechnique (Paris, 1876-
1912). También fue editor de la revista matematica Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées (1885-1922).
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EJERCICIOS DE REPASO:
CAPITULOS 1 A7

B LA RErUBLICA
E INGENIERIA

DEPaRTA MEN
. TO D
DOCU'MLNTAC[UN Y BI'B;:IOT!X:I

O - URUGUAY

A continuacion presentamos varios ejercicios que pueden servir para repasar los
conceptos introducidos anteriormente. Los ejercicios del 1 al 37 estan ordenados de
acuerdo con el orden de los capitulos de este libro. El resto son problemas que se han
propuesto en varias convocatorias a los alumnos de primer curso de las licenciatu-
ras de Matematicas y Fisicas de la Universidad Auténoma de Madrid.

1. Utilizar el método de eliminacién de Gauss para encontrar todas las soluciones del
sistema:

Xy +X,—2x3+x,=1
2X, =X, +3x,= -2
4x, +x;,—dx;+6x,=0

2. Sea r el mayor namero de soluciones linealmente independientes del sistema:

X, +2x, +4x;—3x,=0
3x,4+5x,+6x3—4x,=0
4x, + 5%, —2x5;+3x,=0

3x; +8x,+24x;—19x,=0

Hallar r y encontrar r soluciones linealmente independientes de este sistema.

3. Resolver el siguiente sistema:

Xi+ X+ X3+ x,+x5=1
X +X3+X4+x5=2

x1+x2 +X4+x5=3
Xy +X,+%, +x5;=4
X1+XZ+X3+X4 21

349
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4. Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del sistema

x+y+az=1
x+by+z=1
2x+y+z=1

segun los valores reales de a y b y encontrar sus soluciones en los casos en que sea

compatible. o _
5. Sean a y b dos nimeros reales, no nulos y distintos. Estudiar el rango de la

siguiente matriz para los distintos valores de xeR:

x b a b
b x b a
A=la b x b
b a b x

6. Hallar la inversa de la siguiente matriz siempre que sea posible:

o OO X
O O R ==
O ® = O
X - O O

7 Encontrar todos los vectores X € R> tal que T(¥)=—X, donde T(x,, X, X3)=
(=2x,+ X3, —X3 —Xq)

8. a)Seanw,=(1,0,1),#,=0,1, 1) yu;=G, -1, a). Decir para qué valores de aeR
el conjunto B={,, #,, W5} es una base de R3.

i = y 2 ! T

b) Sl B €s la base anterior con a 1 (x’l, x” x3)‘ 'Son las Coordenadasl dell V?Ctol

(xl X X3)e R respecto de la base B, hallar ]a ecuacion €n Coordenadas X1, X2, X3 de
V2

plano
2%, X, +3x3=1

9, Calcular el siguiente determinante de orden n+1:

1 1 1 1
I 14a, 1 1

1 1 1+l12 1

i 1 1 1+an

Ejercicios de repaso. Capitulos 1 a 7 351

10. Probar que

a,—b, a,—b, a,—b; a,—b,
a,—b, ay—b, a,—by a,—b,
ay—b, a;—b, a;—b; a;—b,
a,—b, a,—b, a,~b; a,—b,

1. Si Ae 4, ,(R) no es invertible, demostrar que existe Be.#, ,(R), B0, tal que
AB=0.

12.  a) Encontrar la ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto P=(3, 1).

b) De todas las rectas que pasan por el punto P del apartado anterior, determinar la
ecuacion cartesiana de aquellas cuya distancia al origen sea 1.

13. a) Encontrar el punto de interseccién de las rectas

(x9 ya Z)=(0, 1’ 2)+t(17 - 1’ 3)
(x’ y’ Z)=(3’ Oa 4)+S(1, 1: _4)
b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta perpendicular a las dos anteriores que

pasa por su punto de interseccion.

14. Encontrar la ecuacidn cartesiana de la recta que pasa por P=(1,1,1) y es
paralela a los planos

i x+y+z=1
sy (X, Y Z):t(l, la 2)+S(1, ——la 1)

15. Sean P, y P, las proyecciones ortogonales del punto P=(—1,2,0) sobre los
planos de ecuaciones

My x—y—z=2
o (x, ¥, 2)=(1, —1, 0)+ (1, 0, 1)+s(1, 2, 0)
Encontrar P,, P, y el area del triangulo P,PP,.

16. Hallar la distancia entre las rectas

x—y+z=1 y+z=0
: Ty
2x+y=3 ¥ x—2y+z=1

ry

17. Dado el plano 7n: 5x—3y+4z=1, hallar la recta paralela al vector 5, 3, —4),
contenida en 7 y que esté mas proxima al punto (1, 0, 0).

18. Dados los puntos A=(2, —1,1) y B=(0, 1, 2), la recta r de ecuacion (x, y, z)
=(1,0,0)+#3, —2, 1) y el plano m: 2x+z—1=0, hay exactamente dos paralelogra-
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mos, uno de cuyos lados es el segmento AB y cuyos dos restantes vértices estan,
respectivamente, en r y 7. Hallar los vértices de estos paralelogramos y el volumen del

paralelepipedo que los tiene por caras.

19. Hallar la ecuacién de un plano que contenga a la recta x—1=y=zy diste lo
mismo del origen que del punto P=(2, 4, —4).

20. Encontrar la recta r que corta y es perpendicular a las rectas r, y r, dadas por

x=—t x=1-t
ridy=242t , ryp{y=3-t
z=-2 z=—3+4t

21. Hallar la longitud de la proyeccion ortogonal del segmento @, donde
P=(3,1,2) y 0Q=(—5,0,1), sobre el plano 3x+2z=0.

22. En los siguientes casos hallar los valores de x para los cuales el determinante de
la matriz dada es nulo:

3—x =1 0 4—x =5 7
a A=| 6 —3-x 2 by B={ 1 —4-x 9
8 —6  5-x -4 0 S5-x
3—x —4 0 2
4 —5-x =2 4
¢) C= ¥
0 0 3—x -2
0 0 2 —1-x

23. a) Encontrar la matriz del cambio de base de B ={1, x, x% x3 x*} a B'={1,
x—1, (x—1)% (x—1)%, (x—1)*} en PR[x].
b) Encontrar las coordenadas del polinomio

Fx)=5+4x+3x2+2x*>+x*

con respecto a la base B
24. Encontrar la dimension y una base del subespacio vectorial generado por los
vectores
Ul=(1’ 05 05 —1)’ ﬁ2=(2’ 17 1’ 0), ﬁ.3='(1, 1, 13 1)
T,=(01,234), #=01,273)

Encontrar la ecuaciones cartesianas de este subespacio.

25. Dados los vectores &, =(2, 1, —1), #,=(3,0,1) ¥ @, =(1, 2, —3), determinar el
subespacio que generan y hallar la interseccion de dicho subespacio con el generado
por @;=(5,1,0), v,=(1, -1 1).
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26.( a) Encontrar las ecuaciones de la simetria S en R* con respecto a la recta (x, y, z)
—1(—1, 1, 2). T

b) Hallar las ecuaciones de la proyeccion P en R® sobre el plano x+y—z=3.

27:9 ) Si T, S: V— W son aplicaciones lineales, demostrar que ker(T) n ker(S) = ker (T
+9).

A . . .
28. ’ Sean VS WS X aplicaciones lineales. Si B° A es suprayectiva y dim (W)
=dim(X), probar que A y B son suprayectivas.

29. a) Sea Ae L(R** '), demostrar que ker (4)#img(A).

b) Sf:a A € L(R?®"); demostrar que ker (4) = img(4) si y s6lo si A2=A4°A4=0y
dim (img (4))=n.

30. a) Hallar las ecuaciones paramétricas de ker(T) y de img(T), si T:R3+— R3 esta
dada por

T(xy, X9, X3)={X; +2Xx,+ X3, —X; +2x,, 2X, + X3)

b) Encontrar la interseccion de ker(T) e img (7).

31. Encontrar la forma de Jordan de las matrices

-1 2 -3 0 1 -1
A=| O 1 -1 y B=|1 0
1 -1 2 1 -1 2
indicando el cambio de base.
010
32. Encontrar la forma de Jordan de A=(1 0 0}y calcular 4°
0 0 2
010
33. Decir si la matriz A=|{0 0 2 | es diagonalizable, justificando la respuesta.
0 0 2

34. Encontrar la forma de Jordan de las matrices

0 o 0

ambas de orden n.
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35. Dada la matriz A=| —1 1 15 ], calcular:
30 1

a) El polinomio caracteristico y la forma de Jordan de A.
by —A3+44%2—-54+2.
¢) P(A), donde P(x)= —x%+4x%—5x*+2x*—3I.

36. Sea A,= con neR.

Ll i |
b—t %
X e s

a) Demostrar que A, es diagonalizable para todo n.
b) Calcular 4, ! cuando exista.
¢) Si A;! no existe, encontrar ker(A4,) e img(A4,).

37. Encontrar (razonadamente) los autovalores de A!° si A es la matriz

1 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 1

* * %

38. Discutir, segiin los valores de a y b, el sistema

ax—y+2z=1
x+ay—4z=0
—x+y—2z=b

y resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

39. Se consideran los puntos P=(1, 2, —1), @=(0, 1, 2) y los planos = y n’ descritos
por las condiciones siguientes: = pasa por P y es perpendicular a (1, 1, 1) y o’ pasa por
Q y es perpendicular a PQ. Se designa por r la recta interseccion de = y n’. Determinar
las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por P y es perpendicular a r.

40. Considerar los puntos A=(1,1,0) y B=(0, 1, 1).

a) Determinar un punto C sobre la recta r: (0, 1, 1)+s(1, 0, 1), cuya distancia a la
recta determinada por A y B sea 2\/5.
b) Determinar un punto D sobre la recta r: (1, 1, 1)+¢(0, 1, 0) de tal manera que el

volumen del paralelepipedo determinado por los puntos 4, B, C y D sea 4, donde
C es la solucion del apartado a) que tiene todas sus coordenadas positivas.
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41. Encontrar bases del nicleo y de la imagen de la aplicacion lineal
L: PR [x]+ P@[x] dada por

Liax® +bx?+cx +d)=(a—c+2d)x> +(—2a+ b)x + (b—2c + 4d)

42. a) Estudiar si la aplicacion T: R*— R* dada por
1
T(xy, x5, x3)=g(—4x1 +4x,, 5%y +4x,, —x;—2x;, —6x;)

es diagonalizable.
b) Encontrar los subespacios invariantes de dimension 1 de la aplicacion T.
43. La suma de tres nameros positivos no nulos es M; el primero, mas el doble del

segundo, menos el triple del tercero es S y el primero, mas el triple del segundo, menos
7 veces el tercero es 0. Encontrar estos tres nimeros.

44. Dados los puntos P=(1,2, —1) y Q=(1, 3,2) y la recta r de ecuacion

2x+y—z=6
r
x—-y+z=1

Hallar: a) la proyeccién ortogonal de P sobre r; b) un punto situado en el plano
perpendicular a r por P y que esté a la menor distancia posible de Q.

45. a) Sean 4=(1,0,1), B=(2,1,1) y C=(—1,0, 1) tres puntos en el espacio;
encontrar el cuarto vértice D del paralelogramo de la figura adjunta.

b) Encontrar los vértices E de las piramides rectas que tienen como base ABCD y
cuyo volumen es 2 (hay 2 vértices).

C

B

46. Dados los conjuntos de vectores T; ={(1,1,0), (1,0,1)} y T,={(1, 1, 1), (0, 1, 1)}
en R3, determinar:;

a) La relacion de inclusion entre L(T}) y L(T,).
b) LTy L(T)
¢) UT)+LT).

47. Encontrar la matriz, en la base canonica, de la transformacion lineal A de R? en
R? que lleva @; en 7}, donde
.'TI =(2’ 3, 5)9 ﬁ’2=(09 1’ 2)9 ﬁ'3=(1’ 0’ O)
v, =(1,1.1, 7,=(1,1, -1), 7,=2,1,2)
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48. Estudiar para qué valores del parametro a€ R, los vectores =(1,.— 1,1, —-1),a,
=(a, 1, 1, a), @, =(2,0, 2,0) y #,=(—1, a, 1, a) son linealmente dependientes y encon-
trar la relacion que existe entre estos vectores para los valores de a que los hagan
linealmente dependientes.

49. Encontrar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de la proyeccion de la recta
(2,1, )+t(—1, 0, 2) sobre el plano 2x+y—z=0.

50. Los puntos A=(0, 0, 0), B=(4, 3, 0) y C=(0, 0, 2) son vértices de una cara de un
paralelogramo de volumen 20. Hallar la ecuacién del plano que contiene a la cara
opuesta a la dada.

51. Se considera la base de C* siguiente:
B={(1, 1, 1), (1, 1,0), (0, —1, 2)}
y la aplicacion lineal 4, de C* en C2, que cumple:
A1, 1, =G, 1, A(l, 1,0)=(1, —i), A0, —1,2)=2+1i, 1-2i)

a) Determinar la matriz de A en las bases canonicas de C° y C2.
b) Determinar bases del nucleo y de la imagen de la aplicacion A del problema

anterior.
a —1 1
52. Estudiar la posibilidad de diagonalizar la matriz | 0 1 3| segln los distintos
0 2 2

valores de a.

CAPITULO 8

ESPACIOS EUCLIDEOS

8.1.  Definicion de espacio euclideo. Ejemplos

8.2. Longitudes, angulos y ortogonalidad

8.3. Bases ortonormales en un espacio euclideo

8.4. Complemento ortogonal. Proyecciones

8.5. Adjunta de una aplicacion

8.6. Aplicaciones autoadjuntas

8.7. Aplicaciones ortogonales: parte 1

8.8. Aplicaciones ortogonales: parte II

8.9. Estructura de las aplicaciones lineales no singulares

8.1. DEFINICION DE ESPACIO EUCLIDEO. EJEMPLOS

Una gran variedad de hechos geométricos se basan principalmente en la posibili-
dad de medir las longitudes de segmentos y los angulos entre ellos. Obsérvese que esto
no es posible en un espacio vectorial. Para introducir el concepto de longitud de un
vector y de angulo entre dos vectores fijémonos en el espacio vectorial V, de los
vectores en el plano.

X =Xx,€ +Xx,¢, X,€+Xx,5e,

1% || =\/xf+x§
V=0 +y,e

357
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La idea intuitiva que poseemos de longitud de un vector, que designamos por IX1l, es

i angulo o, que forman X e ¥, se tiene-
IX || = /X2 +x2, mientras que para el coseno del ang ,q ,

x,¥) (1)

S IE N

en donde (¥, ¥') denota el producto escalar de dos vectores X' =x,€; +Xx,€; € y =}, ;1
b
+y,¢,. Recordar que el producto escalar de dos vectores en el plano lc;a si lo
2¢2- i A i L la
introducido en la seccion 3.3 (capitulo 3) y que la formula (1) ha sido demostrada e
misma seccion. .
La formula (1) relaciona angulos con medidas y con productos escalafes y es la
base para introducir axiomas en un espacio vectorial, de manera que en los nuevos
i i iedades geométricas.
espacios se puedan estudiar prop . , . ’ .
pNuestra tactica es definir estos espacios, que seran los espacios euclideos, a partir de
icic iomati ducto escalar».
una definicién axiomatica de «pro uct . ,
Daremos en esta seccion la definicion de estos nuevos espacios, asi como alglinos
ejemplos. En secciones posteriores estudiaremos los conceptos dc? medida, lé.lngl'l oy
ortogonalidad en estos espacios; finalmente estudiaremos diversos tipos de aplicaciones

lineales entre ellos.

DEFINICION 1 (Espacio euclideo)

Un espacio vectorial real E se dice euclideo si hay una regla que asigne a cada

par de vectores X', ¥ € E un nimero real llamado producto escalar de los vectores

’ . . _

X e ¥, designado por (X, y), de manera que se cumplen las siguientes propieda
b

des:
a) Simétrica: (X, ¥)=(¥, X') para todo X,y eE. o
b) Distributiva: (X, y +7)=(X, )+ (X, 7) para todo X, V,Z€E.
c) (X, y)=AX,Y) para todo X, ¥ €E y todo AeR.
d) (¥,Xx)>0 para todo x #0.

De b) y a) se deduce:

b) (X+Z,7)=(x,¥)+(z, V) para todo X, 7,7z €kE.

De ¢) y a) se deduce:

¢) (X, Ay)=A(X,¥) para todo X,VeE y todo 1eR.
De b) se deduce que (0+7, X)=(V, x)=(0, X)+(7, ch:(ﬁ_, )= g B
Por la propiedad simétrica (X, 0)=0. En particular, (¥, X)=0 si X =0.

3 2
EJEMPLO A. El espaco vectorial R® con

(X, ¥)=x1y1+X2)>2
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donde X =(x,, x;), ¥ =(y;, y») y en general el espacio vectorial R" con
()_{’ Y)=x1y1+"'+xnyn

donde X' =(x, ..., X,) € ¥ =(yy, ..., ¥,). Las propiedades a) a d) son fariles de verificar y se
dejan como ejercicio para el lector.

EJEMPLO B. Dados X =(x,, x,) € ¥ =(y,, y,) vectores en R2, definimos

1 1\/y,
& ¥)=(xy, "2)(1 2)@ >
2

La aplicacion que acabamos de definir de R>xR? en R es un producto escalar: las

propiedades b) y c) se deducen de las propiedades de la multiplicacion de matrices;
para probar a) y d) observamos que

(X, V)=x1y1 + X291+ Y% +2y,%;
de aqui se deduce la propiedad conmutativa; para probar la propiedad d) observar que
(X, X)=x}+2x;x, + 2x3 =(x, + x,)* + x32.
Por tanto, tenemos un nuevo espacio euclideo en el espacio vectorial R2.

EJEMPLO C. Si X'=(x,, X;), ¥ =(y;, y,)€R? y definimos (X, 7')=x,y,, esto no es
un producto escalar en R? puesto que no se cumple la propiedd d); en efecto, si x°
=(0, x,)#0 se tiene (X, X)=0.

EJEMPLO D. En el espacio €([a, b]) de las funciones continuas reales definidas en
el intervalo [a, b], el producto escalar de las funciones f(z) y g(r) se define como

b
(£ 9)= J fWg)dr,

obteniéndose un espacio euclideo. El mismo producto escalar sirve para convertir el

espacio vectorial #([a, b]), de los polinorhios en el intervalo [a, b], en un espacio
euclideo.

* Kk %

Sea E un espacio euclideo de dimension finita n (es decir, el espacio vectorial
asociado a E es de dimension finita n) y sea B={7,, @, ..., #,} una base de E. En esta
base, si X €E e y € E, podemos escribir:

n n
X= Z xiﬁia ?= Z yjﬁ;
i=1 =1
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Utilizando las propiedades b) y ¢) del producto escalar se tiene que

o3 7)=<i X, 3 y,ﬂ,-): S S x,(@ T) M
i 1 i=1 j=

i=1 j=1

La matriz
(@, u,) (U, uy) o U1)
oo p | @) @) e (T
=rIpg = .
(ﬁ1» a'n) (VZ’ a'n) (ﬁ;l’ H:l)

recibe el nombre de matriz del producto escalar con respecto a la base B. Con esta
notacion la expresion (1) puede escribirse de la forma

Y1

La matriz P, de un producto escalar es siempre sim.é.trica debido ala propiedad a)
y los elementos de su diagonal principal son todos positivos debido a la propiedad d).

Podemos prguntarnos si estas dos condiciones son suficientes para que una matriz
P defina un producto escalar; la respuesta es negativa, pues el .lec'tor puedesncontrar
un contraejemplo en el ejercicio 1 propuesto al final de la 31gulent§ seccion. E.n. ’el
capitulo 12, dedicado a las formas bilineales y cuadraticas, se dara una cond1c19n
necesaria y suficiente para que una matriz defina una producto escalar en un espacio

vectorial.

8.2. LONGITUDES, ANGULOS Y ORTOGONALIDAD
La longitud (0 norma) de un vector X' en un espacio euclideo se define como
IX||=y/(X,X), Xe€E.

Obsérvese que /(X, X) tiene sentido debido a la propiedad d) del producto escalar.
En el ejemplo A de la seccidn anterior se tiene:

X1 =/ X3+ +xE, X =(Xg, r Xp)-

En el ejemplo B de la misma seccion se tiene que

1% =/(X, )=/ (6, + 3,2 %3, X =(xy, X))
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Para el ejemplo D de las funciones continuas reales definidas en el intervalo [a, b] se
tiene

llfll=\/f [f@)1*dt, fe¥(a, b))

La longitud de un vector X € E multiplicado por un nimero real 1 coincide con [4]
veces la longitud de X, ya que

AX | =/(iX, iX) = /22X, X)=|il/(%, %) =|Al[IF].

Todo vector de longitud 1 se dice unitario; todo vector X no nulo de un espacio
euclideo puede normalizarse, es decir, hacerle unitario, multiplicandole por 1/|%|. La
bola unidad es el conjunto de todos los X € E tal que ||X|| <1, mientras que la esfera
unidad es el conjunto de todos los X' € E tal que ||X|=1.

* * *

Dados dos vectores X, 3 de un espacio euclideo definimos el coseno del dngulo o
que forman entre ellos como

(%7)

CoS oL =—"—-
X1

2

en analogia con la formula (1) de la seccion anterior. Para que (2) tenga sentido es
necesario demostrar que el valor absoluto del cociente (X, 7)/|X||l|7] es menor o
igual que 1.

PROPOSICION 1 (Desigualdad de Schwarz)

En todo espacio euclideo E,

IG5 7N = IXTIF I

para todo X, yeE.

Demostracion. Por la propiedad d) del producto escalar se tiene

para todo numero real ; de las propiedades a), b) y ¢) del producto escalar se deduce
que

AZ|X 2 =24 V) + ¥ 112 2 0.
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La parte izquierda de esta ecuacion es una expresiép cuadratica en ,1<que no lt)ue:ie-
tener raices reales distintas, y, por tanto, su discriminante ha de ser < 0; por tanto:

& 72— IXI%IyI* £0.

NI N7 I, que es el resultado que

Tomando raices cuadradas se deduce |(X, ¥ i

deseabamos probar.
En R” con el producto escalar «usual» dado en el ejemplo A la desigualdad de

Schwarz se escribe de la forma
n 2 n 2 , (3)
< | j;l x; /,-;1 %
b b
< /f Lf(©]1%dt /J [g(t)]?dt )

La desigualdad (3) se atribuye al matematico francés Cauchy, mientras que (4) es
atribuida al matematico ruso Buniakovski.

L . S

n
Z Xi¥j
j=1

y en el espacio %([a, b]) es

j SO gr)dt

Finalmente introducimos el concepto de ortogonalidad o peirpendicularidad entre
dos vectores de un espacio euclideo: dos vectores %, ¥ € E se dicen ortogonales si

(x,y)=0

En ¢l espacio vectorial V, de los vectores en el plano esta definicion c’omc1de conoloa
idea intuitiva de perpendicularidad: es decir, los vectores forman un angulo de 90°.

EJEMPLO A. Los vectores
7,=(1,0,..,0),%=0,10,..0), ., ,=(0,0,..,1)
son ortogonales dos a dos en el espacio euclideo R" con el producto escalar usual

EJEMPLO B. En @([—m, n]) los vectores del sistema trigonométrico
1, cost, sent, cos 2t, sen 2L, ..., COS nt, senn, ...

son ortogonales dos a dos; por ejemplo, si n#Em:

n

n T 1
J (cosntsenmt)dt=%J sen(n+m)tdt—ij~ sen(n—m)tdt=0

- -
-rn n

=

puesto que n#m. El resto se comprueba de manera similar.
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Una proposicion simple, asociada con el concepto de ortogonalidad, es la siguiente:
* % *

LEMA2

Si los vectores no nulos X7, X5, ..., X, son ortogonales entre si en un espacio
euclideo, también son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que o, X +%,X, + --- +,X, =0; hallando el producto
escalar con X, se tiene

(X1, X1) +05(X7, X))+ - +a,(X, X,)=(X, 0)=0

0 equivalentemente a,|X;|| =0, ya que los vectores son ortogonales entre si; como
X7/ #0, se tiene a; =0. De forma similar se deduce a,=---=0a,=0. n

* k%

Podemos ahora trasladar teoremas de la geometria elemental a este nuevo marco
de la «geometria» en los espacios euclideos. Comencemos con el teorema de Pitdgoras.
Por analogia con los vectores en el plano podemos considerar X +7 como la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo determinado por los vectores ortogonales X e 7.
Por la definicién de producto escalar y la ortogonalidad de X e 7 se tiene:

X+ 1I?=&+7, X +7)=IIZI*+2x, F)+ 17 I* = X2+ |7 >

Esta igualdad representa el teorema de Pitagoras en los espacios euclideos.
/ﬂ

x

Otra propiedad geométrica que puede demostrarse en los espacios euclideos es la
desigualdad triangular, es decir, en todo tridngulo la longitud |¥ +7]| de uno de sus
lados es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros dos. Para demostrar
esto, se utiliza la desigualdad de Schwarz para obtener

I¥+¥ 1?=(F +7, X +7)=1IX 1>+ 2(X, )+ 71> £
SIXPP 20T 1+ 17 12 == 1+ 17 1)
por tanto:
IX+¥ 1 < Ix+ 17l

que es el resultado deseado.

=l

+

~<|
=<l

bl
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EJERCICIOS (SECCIONES 8.1 Y 8.2)
9.
1. ;Cuales de las siguientes funciones ( , ): R? x R2 +— R definen un producto escalar?:

a) (X, j/’)=x1y1+2x2y2+2y1x2—3xly:

b) (X, V)=x1y1—X2)2

¢) (X, V)=xX1y + 2%y, 31X+ 7%2¥2

d) (X 7)=x1y1+2x2y2+3x1y2+3x2y1

e) (X 7)=2x1)’1+3X2YZ+2X1YZ+2x2y1

i Oni iones
Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base canonica, de aquellas funcion
que sean producto escalar.

2. Encontrar la expresion analitica del médulo‘ de un vector y del coseno del anglllii)
d'e dos vectores en R? para aquellas de las funciones en 1, que sean producto escalar.

3. Encontrar el angulo entre las aristas opuestas de un tetraedro regular.

5 ] — e = { S
4. Encontrar los cosenos de los angulos entre la recta x;=x,= x, y los eje
coordenados en R", con el producto escalar usual.

5. En el espacio vectorial 3 x3(R) de las matrices reales de orden 3, demostrar que
(A, B) =traza(AB') es un producto escalar.

6. Sea (V,(, )) un espacio euclideo. Demostrar:

a) 2|@|2P+ T =lw+7 124 |7 —7|% VU, TeV (k.a}'l del paralelogramo).
b) 4@, T)=lw+T| -7 —7|?, VE, T €V (polarizacion)

¢) 2w, v =\|H’+F||2—|Iﬁ'|l2—|lﬁ'||2, vu,veV.

7. Sea V un espacio vectorial Una norma en V es una funcion || [|: V—R que
satisface:

i) I@)z0, VueVy [Fll=0«1u =0

i) Jawl=ll, vaeV, leK (=R o Q

i) 1@+7) S W)+ 7|l (desigualdad triangular).

a) Si Ves un espacio vectorial euclideo con producto escalar ( , ) ;l rlr;odul‘(ze dsei
un vector es una norma que satisface la ley del paralelogramo;i 1ro ar1 ?O S
V es un espacio vectorial con norma || que satisface la leyq e_ gar_a;t)cl:/z gEn
mo. entonces existe un producto escalar ( , ') en V tal que |[w| =0, )" 1
con’secuencia, la condicién necesaria y 'suflclente para que una normz; sez:es—
modulo de un producto escalar es que satisfaga 1:1 le_)‘z del _I?arilelogramo. E)luge 6
cia: comenzar demostrando que (7 +1>, T)=(,, T)+ (", T').] (ver pro ezrna .

b) Sea ||X||=|x(|+x2] definida en R?. Demostrar que Q | es una norma en R*, pero
no es el modulo de ningin producto escalar en R*.
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8. Sea (E, (, )) un espacio euclideo y {i#,, .., #,} un conjunto de vectores ortogona-
les de E. Demostrar:

L@, :
a Y R £ 7% V7 €E (desigualdad de Bessel).
i=1 i
b) Silos {#;} son una base ortogonal de E
2 (7, W)@, W)

(@, W)=},

T 7, We E (identidad de Parseval)
=1 u;

9. Demostrar que la desigualdad de Schwarz es una igualdad si y sélo si los vectores
son proporcionales.

10. Demostrar la siguiente generalizacion del teorema de Pitigoras:
I1Xy + %, + - +Z 12 = 1K+ 117+ -+ 1%, )12
si los vectores X\, X3, ..., X,€ E son ortogonales dos a dos.

11. Si X ey son dos vectores cualesquiera en un espacio euclideo E, demostrar que
IX =¥l Z Hx =17}

8.3. BASES ORTONORMALES EN UN ESPACIO EUCLIDEO

En un espacio euclideo E una base se dice ortogonal si sus elementos son ortogona-
les dos a dos; si, ademas, los elementos de una base ortogonal son de longitud 1, la
base se llama ortonormal.

Ya hemos demostrado en la seccion 8.2, lema 2, que todo conjunto de vectores, en
un espacio euclideo, ortogonales dos a dos, son linealmente independientes. Demostra-
remos a continuacion que en todo espacio euclideo existen bases ortogonales; en el
proceso de la demostracion daremos un procedimiento, denominado método de ortogo-
nalizacion, que permite obtener una base ortogonal a partir de cualquier base del

espacio vectorial. En la literatura matematica también se le llama método de Gram-
Schmidt.

TEOREMA 1 (Método de ortogonalizacion)

Sea X, X', ..., Xy, .. una sucesiéon finita o infinita de vectores linealmente
independientes en un espacio euclideo E y sea L,=L(X}, .., X}), el espacio
vectorial generado por los k primeros vectores. Entonces, existe un conjunto de
vectores yy, Vi, - Vi - tal que:

a) El espacio vectorial L,=L (¥, ..., ¥) coincide con L, para todo entero
positivo k.

b) El vector y,,, es ortogonal a L, para todo entero positivo k.
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Nota. Un vector ¥ en un espacio euclideo se dice ortogonal a un subespa-
cio vectorial L si es ortogonal a todos los vectores de L; si L esta generado por
los vectores X}, X, ..., X, basta probar que ¥ es ortogonal a cada uno de los

k

vectores Xj, j=1, 2, .., k; en efecto, si X' = Z o;X; se tiene que
j=1

k k
(X Y)=<Z %X, 7>= 2, (X, y)=0

j=1

TEOREMA 2

En todo espacio euclideo E de dimension finita existen bases ortonormales.

Demostracion. Sea {xX, X5, .., X,y una base cualquiera de E; tomamos
{¥1, ¥2» - Vuj como en el método de ortogonalizacion del teorema 1; esta nueva
coleccidon genera todo el espacio vectorial debido a a) y son ortogonales debido a b).
Para encontrar una base ortonormal tomar €;=y;/|¥;l, j=1, .., n. [ |

Demostracion del teorema 1. Tomar 7, =X, € , =X, +ay,; elegimos a de manera
que 7, e ¥, sean ortogonales:

0=}, ¥2) =1, Xy +o¥) =1, X2)+ V1, ¥1)
de donde se deduce que

_(YI’ Y2)
Ak

El denominador de esta fraccién es no nulo, puesto que ¥, #0; de la construccién
realizada se deducen inmediatamente las propiedades a) y b) para k=2.

Procedemos ahora por induccidn; supongamos que hemos elegido ¥, ¥, ..., ¥}, de
manera que L,=L, y son ortogonales dos a dos. Tomemos

Vi1 =Xp+1+4 V1 +A2V2+ -+ 4T

y escojamos 4,, 4,, ..., 4, de modo que ¥, sea ortogonal a ¥y, ¥, .., Ji. Para ello
tenemos

0=(yk+ 1 jfj)=(Yk+1’ V,)*’}»JG’}, )_);), ]= 13 2a aeey k

de donde deducimos que

(Yk+ 1» jf})

Ai=—
J 512
Iy j”
Como antes, el denominador de esta fraccion es no nulo y L, =L, ;. ]
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EJEMPLO A. Encontremos una base ortogonal en el espacio P{P([—1, 1]) de los
polinomios de grado menor o igual que 3 en el intervalo [—1, 1] con el producto
escalar del ejemplo D (seccion 8.1). ]

Tomemos como base inicial x;, =1, x,=t, x3=t2, x, =t3. Elegimos y, =x, =1, y,=t
+a-1 y calculamos « para que {y,, y,)=0:

1

1
0=(,vl,yz)=(1,t+a)=(1,t)+(1,a)=f tdt+ocj dt=0+2a;
-1

-1

por tanto, y,=t. Tomamos y;=t2+4, -1+ A,

1 1 1
2
0=(ys, y3)=f t2dt+11f dt+izj tdi=2+24 =
1 1

- - -1

P 1. "
1= 3’

1 1 1
2
0=(y2 y3)=f t3dt+l,f tdt+ﬂ.2j tzdt=,?~2§ = A =0;
-1 -1 -1

por tanto:

1
ya=t—=

3

1
Tomamos y,=t3+4, -1+ 4,6+ 4, (tZ _§>;

1 1 1 1 1
0=(y,, y4)=f t3dt+/llf dt+12f tdt+i3f <t2—§>dt=211 =
-1 -1 -1 -1

A’l=0;

1 1 1 1 1
0=(y,, y4)=f t4dt+11f tdt+izj t? dt+/13f t(tz—g)dt=
-1 -1 -1 -1

2 2
=5t3h=

dp=—1;
2 55
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finalmente,
0=(y3 Ya) =03 3+ 4, (y3 D+ 42ys )+ 43(ys y3)=
1 1 2
=J1 <t2—l>t3dt+0+0+i3j <t2—§> dt=0+Aslly;|* =
3 -1
-1
)..3=0;
por tanto,
3
=r—_t;
Va 5
Resumiendo,

2 1 3 3
{y1=1, Ya=t y3=t0—3, Ya=t—l

es una base ortogonal de este espacio.
* k¥

Sea {€,, €,, .., €,} una base ortonormal en un espacio euglideo E. Putasto que
(€, T)=0;1,j=1, 2, ., n(;recuerda la  de Kroénecker introducida en el capitulo 6?),
i I VYip b 3 Ly eeny

la matriz del producto escalar en esta base es

10 0
o r o),
00 1

n n .
Por tanto, si x =Y x,&;€E ¢ y=), V&€ E se tiene que
i=1

(X V)=x1y1 + X2y + -+ XpYn (3)

que nos da una forma sencilla de expresar en coordenadas el producto escalar de un

espacio euclideo, cuando en €l se ha elegido.una base ortoq9rmal. &) en uns
Reciprocamente, si un producto escalar tiene una expresion como en () en na

cierta base, esta base es ortonormal; basta observar que de (3) se deduce que (€, €)=

Si l#j y (—é’b ?i)=1‘1=1, i,j=1, 2, eeey n.

1 ; 3
i i = = Vo=t —— el
Ejercicio. Los polinomios y;=1, y; =t ¥3 =t — 3 ya=t St encontrados en

ejemplo A reciben el nombre de polinomios de Legendre, porque fue este matematico

A4
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francés quien los introdujo en 1785. Demostrar que los polinomios Va(t) coinciden,
salvo constantes numéricas, con los polinomios dados por la formula

dn
pn(t)zﬁ[(tz— 1)”]9 n:O’ 1, 2’ 3

Este formula fue encontrada en 1814 por el matematico portugués Rodrigues.
Ejercicio. En el espacio vectorial €([— o, o0]) de las funciones continuas en la
e )

recta real, demostrar que (f, g)= f(x)g(x)e " es un producto escalar y encontrar
— @

los tres primeros términos de la ortogonalizacién de la familia de funciones 1, x, x2, x3,

Nota. Es necesario saber que

J‘w e_"zdx=\/;

EJERCICIOS 8.3

L. Sean &, =(-2, —1, 1), #,=(0, —1,0) y u;=(1, —1, 0) tres vectores linealmente
independientes de R*. Definimos un producto escalar en R? afirmando que {0y, U,, U3}
es una base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este producto escalar en la
base candnica de R3.

2. Dados X;=(1,0,0), X, =(4, —2,0) y X3 =(1, 1, 5) en R, construir los vectores Y1
V2 € ¥3 del teorema de ortogonalizacion. (R? tiene el producto escalar usual.)

3. Sean u;=(1,2,0,0), u,=(1,0,0,2) y wy=(1, —1, —1,2) tres vectores de R* Sea

W = L(u,, u,, W3) el subespacio engendrado por @), .5,

a) Encontrar una base ortonormal {7, 7,, 73} de W usando el método de ortonor-
malizacion.

b) Extender la base encontrada en a) a una base ortonormal de R*.

4. Utilizar el método del teorema de ortogonalizacién para construir una base
ortogonal en el subespacio tridimensional de R* generado por los vectores uw,
=(1,2,1,3), w,=(4, 1,1, 1) y 3=, 1, 1, 0).

5. Sea (X)¥)=x1y, +(x; +x)(y; +y2) +(x; + X5+ X3)(y; + ¥, +¥3) un producto esca-
lar en R®. Encontrar una base ortogonal de M = R si:

a) M={xeR®/x,=x,=x,} ‘

b) M={xeR>/ x,+2x,+3x;=0}

6. En R® con el producto escalar usual, ortonormalizar los vectores u,=(1,0,1,0,0),
ﬁZ=(O, la O, 1, 0) y U3=(07 03 1’ 07 1)
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7. Sean w=(1,2,3,4), v=(0,3, -2,1) y w=(1,1,0,0)¢e R+, Encontrar_todo§ los
vectores de la forma W +a# + fi7, a, feR que son ortogonales a @ y ¥ simultanea-
mente.

8. Seana=(1,2,0,—-1,0,b=(0,1, —-1,1,0 yc=(0,
¢ en dos vectores, uno de ellos combinacion lineal de
al anterior.

9. Sea E un espacio euclideo. Demostrar que @ +7 y # —7 son ortogonales si y solo
st [w)=71. o

10. Encontrar una base ortonormal para cada uno de los subespacios siguientes:
a) {(x,y,2eR®/ x+y—z=0} (R? tiene el producto escalar usual).

b) {p(x)eP&?’[—l, 17/ de(x—)——p(x)} (en PP[—1, 1] se considera el producto

0, 1, 2, )e R®. Descomponer
T yb yel otro ortogonal

dx
1

escalar dado ‘por J p(x) g(x) dx).

-1
¢) {AeMy, 5(R)/ traza(A)=0} (en .# ;. (R) se considera el producto escalar dado
en el problema 5 de la seccion 8.2).

C o 5 . .
11. Demostrar que si (¥, X)=x2?+x3+---+x2 en una base de un espacio euclideo,
esta base es ortonormal.

84. COMPLEMENTO ORTOGONAL. PROYECCIONES

DEFINICION 1 (Subespacios ortogonales)

Dos subespacios W, y W, de un espacio euclideo E se dicen ortogonales, y se
escribe W, L W, si todos los vectores de W, son ortogonales a todos los vectores
de W,.

En R3 con el producto escalar usual, un plano y una recta perpendicular a él, qhe
pasen por el origen, son ortogonales (figura 1); sin embargo, dos planos que son
perpendiculares en el sentido de la geometria de R® no son ortogonales, ya que los
vectores X, X, de la figura 2 no son ortogonales.

Figura 1 Figura 2

Y
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Se tienen las siguientes propiedades de los subespacios ortogonales.

1) W, y W, son ortogonales si y solo si todos los vectores de una base de W, son
ortogonales a cada uno de los vectores de una base de W,.

En efecto, si {#}, .., %} es una base de W, y {7, .., 7} es una base de W, y si
X' €Wy, yeW, podemos escribir X' =x,u, + - + X, 7, Y =y10,+---+y;; por tanto,

ko
xy)= Z Z x;y (@, v)=0
i=11=1

ya que (4, v))=0 para todo i=1, .., k, I=1, .., ].
El reciproco es obvio.
2) Si Wy LW, se tiene que W, n W,={0}.

Para demostrar esta afirmacién suponer que X € W, n W,; entonces X e Wy
X € W,; como W, LW, se tiene que (X; X')=0, y de la propiedad d) del producto escalar
se deduce que ¥ =0.

Dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E el conjunto
W'={yeE /¥ LX para todo X e W)}

es un subespacio vectorial de E, que recibe el nombre de complemento ortogonal de W,
Para demostrar que W< es un subespacio vectorial de E basta observar que si
Vi 7. Wt y a, beR,

(@Y1 +bY,, X)=a(y}, X)+b(y,, X)=0
y, por tanto, ay, +by,e W+,

EJEMPLO A. En R’ con el producto escalar usual, queremos encontrar el
complemento ortogonal de W={(x, x,, X3) / X; =X,, X;, X, x;€R}.

Una base de Wes #;=(1, 1, 0), @, =(0, 0, 1); un elemento 7 pertenece a W+ si y
solo si y" es perpendicular a @ y a %,. Si tomamos 7 = V1€ +Y2€,+,3€ 5 se tiene que

0=, #)=(y1€,+ 1,8, + 738, €1+ &)=y, +),
0=, uy)=(y1€, + 28+ y:85,83) =y,
Este sistema es un sistema homogéneo con tres incognitas, cuya matriz de los

coeficientes tiene rango 2; por tanto, determina un subespacio de dimension 1; este

subespacio tiene por ecuaciones y,=0, y,= —y, y, por tanto, estd generado por el
vector 7 =(—1, 1, 0). Asi pues,

Wt=L{-1, 1, 0)}
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EJEMPLO B. En R2 con el producto escalar dado en el ejemplo B de la seccion

8.1 queremos hallar el complemento ortogonal de la recta ri x; =X,. L
Ic)luesto que r esta generada por @ =(1, 1), tenemos que y =(y,, yp)er— si y solo si

1 1\/1 1
0=F, W)=y )’2)<1 2)(1>=(J’1 ¥ V1 +2J’2)<1>=2J’1 +3y,

Por tanto, r- es una recta de ecuacién 2y, = —3y,, es decir, generada por

7T=(3, -2)

En este e¢jemplo se observa que el complemento or.togonal de un subespacio
vectorial depende en gran medida del producto escalar utilizado. Qbservar que en es:te
ejemplo los subespacios r y r* no son perpendiculares en el sentido de la geometria

clasica estudiada en el capitulo 3.

* * *

El procedimiento seguido en los dos ejemplos anteriores para encontrar el comple-

mento ortogonal de un subespacio vectorial se generaliza a continuacion. Sea E un

u,, u, i ial de E
espacio euclideo con base B ={#,, Uy, ., Uyy y s€a W un subespacio vector

generado por los r vectores lincalmente independientes
n n n _
To= Y ayily, Ty= ), Gyl - U= Y a,;.
j=1 j
Los elementos X € W+ quedan caracterizados por las relaciones
(T, ¥)=0, (T X)=0, .., (7,X)=0

ya que esto es suficiente para demostrar que X €s perpendicular a todos los elementos
de W.
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n
Si X= Z x;u;, las igualdades anteriores se transforman en
i=1

Oz(_i aljﬁ;" i xim>:_§n: l:i alj(ﬁ;" E.i)jlxi

0=<Zn: a, i, Zn: x,-ﬁ',-): i ':Zn: ay, (@, ﬁ}):lx.-

i=1 i=1] j=1

que es un sistema homogéneo de r ecuaciones con n incognitas xi, x,, .., x,. Las
soluciones de este sistema forman el subespacio ortogonal a W,
Si la base B es ortonormal el sistema anterior se transforma en

A1 Xy +a,,x,+ - +a;,x,=0
Ay Xy +aX,+ - +a,,x,=0 O
a,.x; + AppXy+ - + AppXy =0
Ejercicio. Si W es un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, demostrar
que (WHyt=w.

PROPOSICION 2

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, entonces E es suma
directa de W y su complemento ortogonal W=,

Demostracion. Si xe W W' se tiene que XeW yxeW; por tanto, (x, X)=0,
de donde deducimos que X = 0. Asi se comprueba que W n Wl={6}.

Falta probar que W+ W< =E. Para ello sea B= {€}, ... €,} una base ortogonal de W
y completémosla hasta obtener una base ortogonal {¢,,..,¢,,€,,,.. &} de E; si 7cE
podemos escribir

M=

r n
z= ZiE}:Z z; e + Z & =X+7.
i=1 i=r+1

i=1

Claramente X € W; puesto que, ademas, y e W+ ya que para todo j=1, .., r

@, v>=(?j, > z.-a):o

i=r+1

se tiene el resultado deseado. n
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Observacién. De esta proposicion y de la proposicion 2 de la seccion 5.4 se
deduce que dim(W)+dim(W+*)=dim(E).

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E. Puesto que E=W @ w,
de la caracterizacion de suma directa (ver proposicion 4 de la seccion 5.4) se deduce
que todo X €E posee una descomposicion unica de la forma X'=y +7" con yeW,
7 e W™, El vector 7 recibe el nombre de proyeccién ortogonal de X sobre Wy se
escribe ¥ = P,,(X)= P(X’), mientras que 7 es la proyeccion ortogonal de X sobre wiy
se escribe Z=Qu/(X)=Q(X).

El dngulo que forma un vector X € E con un subespacio vectorial W se define como el
angulo que forma X con P(X); por tanto,

x PE) G+Z7) 712 IPE)
— — o P—- — = = =
cos 3 (% W)=cos ¥ (% PO)= = ipen ~ I=1Ipl Ixlizl =]

En las aplicaciones es conveniente conocer como se resuelve el problema de
encontrar la proyeccion P(X) de un vector X' sobre un subespacio W que tiene
{#@,, .., %,} como base (no necesariamente ortogonal). La solucion de este problema se
encuentra de la siguiente manera: como P(X’)e W hemos de tener

P(x)= 4,0+ + A;

ademas, Q(X)e W* y, por tanto, (Q(X), u;)=0 para todo j=1, 2, .., r. Como X =P(X)
+Q(X) se tiene que Q(X')=X — P(X) y, por tanto,

(f, ﬁ'1)_}'1(a’1’ iTl)_ _Ar(u;, m)=0
: : : : an
(X, @) — 4@y, @) — - — A, )=0 -
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que es un sistema de r ecuaciones con r incognitas 4,, ..., 4,; puesto que la proyeccion
P(xX’) de un vector X' € E es unica, este sistema debe tener una unica solucién; por tanto,
su determinante

(u‘l H ﬁ’1) (u;-, ﬁ’1)
D=| : :
(@, ) (@, ;)

debe de ser no nulo y las soluciones j vienen dadas por

(Wyy Ty)y vy (5, T, o (& T )™ columna j

ly iey

1
A;

]=H s j=1, 2, ey I

@, %), .. (x%u), .., @, %)

de acuerdo con la regla de Cramer.

EJEMPLO C. Tratemos de encontrar el angulo que forma el vector p(t)=1¢2 con el
plapo ge'nerado por los vectores po(t)=1, p,(t)=t¢ en el espacio PP([—1, 1]) de los
polinomios de orden menor o igual que tres con el producto escalar de la integral dado
en el ejemplo D de la seccion 8.1. »

Sea W= L(1, t); como cos ¥ (12, W)= cos & (2, P(t?) comenzamos calculando P(t2);
tenemos que

P(t)=2;-1+2,t,

de manera que t>— P(t?) es perpendicular a W; por tanto,

1 1 1
0=(1, t2_P(t2))=f t2dt—f ildt—f lztdt=§_2,{1
-1 1

-1

1 1 1
0=(, tZ—P(tz))=J £3 dt—f lltdt—f A2 dt= _§,12
-1 1

-1

de donde se deduce que P(t?)=1/3.
Una vez calculada la proyeccion se tiene que

cos ¥ (¢, W)=cos ¥ (%, 1/3)_”1/3” _ \/5/3 _\/3

RN
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EjEMPLO D. Consideremos el hiperplano W' de .[R3 (conlsxgz;?i(:)oelc;):g(és };.lali

espacio euclideo con el producto escalar usual) que se obtiene Dtr.';lls a‘f—(2 e

io W de ecuaciones x, =x,; mediante el vector @ =(0, 1, 1). Dado X' =(2, 1, e
g%s hallar y, 7 de manera que X=y+Zy7Zsea ortogonal a W (ver figura adjun

veW'.

Si restamos @ de la igualdad X =y +7Z se tiene

a 7 L = coincide con la proyeccion Q(X —@) de X —a

v—aeWyzeW . Portanto, z €Ol ' (X - a

gc())tl:i:e 13]Vl aHallar}rllos primero P(X —@); como W esta generado por €;=(l, 0,1)ye;
=(0, 1, 0) se tiene que

P(X —@)=A,€; +4,€;

ademas:
0=(e, ()‘c'—a‘)—P()?-—ﬁ’))=(2+0+ 1)—4;2 = A =3/2
0=(e,, (R’—E’)—P()‘c’—‘d'))=0—)v2-1 = A,=0.

Por tanto, P(X —@)==¢;, con lo cual

3
2
3 3 1 1
a X —-d)= —{%,0,=-)={=,0, =3}
T=Q(x-aq)=X—1a —P(x-a)=(2,0,1) <2, 0, 2) (2 2>
Ahora es sencillo calcular 3 puesto que

1 1 3 1§
y=x-7= 1,2>-<5’ 0 =37\ 2 .

x k¥
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Observar que el ejemplo D podia haberse realizado siguiendo los procedimientos
de geometria clasica en el espacio estudiados en el capitulo 3. La definicién axiomatica

de espacio euclideo nos da entonces otro procedimiento para resolver el problema de
las proyecciones.

LEMA 3

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E y sea X€E. Si X =7
+7Z' con ¥ e W, se tiene que

IZ1 2 1G]

Demostracion. Basta aplicar el teorema de Pitagoras de la siguiente manera:

IZ12 =X =¥ I? = PX) + Q®) — VI’ = | PX)—F + Q%) || =
=[PE)=¥I*+ 12 2 IQX)II

donde la ultima igualdad se debe a que P(X)—7VeW y Q(X)e W+t |

El lema 3 demuestra que si x = P(¥) + Q(Z) con P(R)e W, y Q(X)e Wi, P(X)
es la mejor aproximacion a ¥ de W . Para calcular P(x) puede procederse de la
manera que se explica a continuacion. Tomando una base ortogonal {3,....3,}

de W podemos escribir P(X) = _Zl e Como Q(¥) es perpendicular a v;.

(%,7)) = (P(R) + Q). 7;) = (P(), B,) = [l

y, por tanto, los coeficientes de P(%) se calculan con la féormula

que se llaman componentes de X en la direccion de © pJ=1 .,

EiempLo E.  Tratemos de encontrar la funcion de la forma ¢, + a, sen x +
+ a3 cos x + a, sen 2x + as cos 2x que mejor aproxime a la funcion

f(x):{—l s% —nT=Ex<0 xe[—n, n]

1 si 0Zx=<n

segun el producto escalar. La mejor aproximacién es aquella en que los a; son las

componentes de f'en la direccion de 1, sen x, cos x, sen 2x y cos 2x. En este caso las
componentes a; reciben el nombre de coeficientes de Fourier de f.
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Como

(f,l)=jn f(x)dx=J‘0 —1dx+Jn1dx= —n+n=0

0

el primer coeficiente a, es nulo.
Como

2 " 2 d= nﬂs_z;xdx‘:n
[sen x||* = sen® x dx ) )

0 T

J —senxdx+j senxdx:|=
r 0

4

m

De manera similar el lector puede calcular el resto de los coeﬁglentes, que seran
todos nulos. Por tanto, la mejor aproximacion a f en el espacio generado por

-7

el segundo coeficiente es:
! _1 nf(x)senxdx=l
azzg(f,senx)—1t N -

[2+2]=

{1,sen x, cos x, sen 2x, €O 2x} es - sen x.

.., 4
En el grafico adjunto se dibujan la funcion fy su aproximacion _sen x.

4—senx

=L
N\

Afiadiendo funciones trigonométricas pueden lograrse mejores «aproximacio-
nes» de esta funcion.
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Con una cantidad infinita de funciones trigonométricas se consigue la aproxi-
macion

sen (2n + 1)x

Pueden dibujarse algunas de las primeras sumas parciales de esta serie para

comprobar que cada vez se aproximan mas a la funcion /- En la figura siguiente se
dibuja

4 4
Esenx+—sen3x+—sen5x

3n Sn

que consta de los tres primeros sumandos de la serie anterior.

4
“

. n . .,
Poniendo x = 5 se obtiene la aproximacion

4 35 7 9 11

en la que los denominadores son todos los nimeros impares.

EjeMPLO F.  El lema 3 se utilizar4 en este ejemplo. Dada una funcion f(¢) definida
en el intervalo [a, b], y t,, t,, .., t,€[a, b), se trata de encontrar un polinomio p(t) de
grado k <n y tal que la desviacion cuadrdtica media de la funcién f, definida por

ot = 3. )= pit)]?

sea minima.
Si en el espacio de todas las funciones definidas en los puntos ¢, t,, ..., t,, definimos

(£9)= 3. 1)), £ g funciones
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i¢ i i 1 problema

tiene un espacio euclideo de dimension n. En este espacio fuﬁléizoa:iopde lema

Sia;teado se reduce a encontrar la proyeccion P(f) de f sobre lTQif)”Z z R e
?os polinomios de grado no superior a k, ya que entonces ,

minimo, de acuerdo con el lema 3.

Este problema ya sabemos reso

P(f)=ho+Art+ -+ Aud*

lverlo: se tendria

- i j 1I).
E i sistema semejante a ( '
4. son soluciones de un : ) . Susonga-
o 193 \ ‘emplo sencillo para ilustrar las afirmaciones anterio pong:
R o onco do 2 de manera que la desviacion

mos que queremos encontrar un )pohnorrtnon?gsg;imos e e s viacion
: ati i ncion f(t)=cosnt € =0,
cuadratica media de la fu

i i i lo [0, 2].
ara este polinomio en el intervalc
b El polinomio minimo P(f) sera de la forma

P(f)=ho+ it +at"

: o de manera que
| (. D= Ao, D—Ay(ts D= 245(% =0

(f, — oL, )= A2, t)—Ay(t2, )=0
(f, )= Aol1, 1) —Ay(t, 1) = Aa(t?, £7)=0
ormente definido obtenemos

e

Utilizando el producto escalar anteri
1—103-113-125 =0
1—Ag3—4;5—49 =0¢.
3—Ag5—49—4,17=0

Puesto que

33 33 5 KD
35 9{=l0 2 4=3\6,12+24
5 9 171 12 6 12
tenemaos:
13os|o |3 sy
sy s 9l=-|0 2 4|=52012-101=1
°T4 4 4
3 9 17 2 6 12
31 5 31s|
),1=1 31 9 =% 0 0 =T'4'4='4
Hs 317 5 3 17
331 331
=tl3 s 1|==10 20 =242
274 4
59 3 593
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Por tanto, P(f)=1—4t+ 2t que ha sido dibujado con trazo fino en la figura adjunta.

E LA hi, SN
= H‘!CEN!ERIA

f(t)=cosnt

EJERCICIOS 84

FACULTAD p

1. Encontrar el complemento ortogonal del subespacio W de E cuando:
a) E=R’, W=L@u 7)con #=(1,0,1), 7=(2, — 1, ).

b) E=R% W={xeR*/x,+x,+x3+x,=0y 2x, —x,=0}.

En ambos espacios se considera el producto escalar usual.

2. Sea W como en Lb) y W(3,2)={xeR*/x;+x,+x;+x,=3, 2x, —x,=2} una

subvariedad afin trasladada de W,
a) Encontrar la expresion analitica, en la base canoénica de R*, de la proyeccion

ortogonal sobre W.
b) Similarmente sobre W(3, 2).
3. Sea E un espacio euclideo, 4 y B subconjuntos de E y W y Z subespacios

vectoriales de E. Demostrar: )
At={TecE /@ 7)=0, V7 e A} es un subespacio vectorial de E:

a) All=(Al)i=L(A), es decir, el subespacio engendrado por A.

b) A< B = B'c 4l

o W+2)yt=wtnzt

d WnzZyl=wts+z*

4. En R* descomponer [ =(5, 2, —2, 2) en una suma de dos vectores, un vector g
perteneciente al subespacio vectorial generado por b, =(2, 1, 1, —1) yb,=(1,1,3,0)y
un vector h ortogonal a este subespacio.

UWNIVERSIDAD p

a)

S. Encontrar el complemento ortogonal de cada uno de los subespacios del ejercicio

10 de la seccion 8.3. Ademas

En 5, 5(R) con el producto escalar (A, B) = traza(ABY, hallar el complemento

ortogonal del subespacio de las matrices diagonales de .5 ,(R).

b) Determinar la proyeccion ortogonal y la minima distancia de una matriz X
=(x;;)€ M4, 5(R) al subespacio de las matrices diagonales.

a)

LIOT
- URUGUAY

AMENTO ng
ON Y 3B

UMENTACT
MON TEVIDEQ

DEPART

DOC
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6. En R* con el producto escalar usual determinar las ecuaciones de la proyeccion La definicion anterior plantea dos preguntas inmediatas:
ortogonal sobre el subespacio generado por (1,1, —1,0) y ©, 0,2, 1). . . ' :
1% ¢Existe siempre una aplicacion adjunta de una dada?

7. Sea E un espacio euclideo y W un subespacio vectorial de E; designar por Py la . L
p y v 2 Si existe una aplicacion adjunta de 4, ies nica?

proyeccion ortogonal sobre W. Demostrar que (Pw(X), 7)=(X, Pw(y)) para todo
X, yekE.

y o Cc;mznzaremo's contestando a la segunda de manera afirmativa; para probar que la
8. Sea E un espacio euclideo; E*=L(E, R)y={f: EmR|f lineal} se denomina el junta de A es unica supongamos que existen aplicaciones lineales B y C tales que
espacio dual de E. '

Teorema de representacion de Riesz. Para cada f € E* existe un unico #, € E tal Y)=X B, (AK), ¥)=(%, Co);

que f(7)=(,, 7), VT € E. La aplicacion fio ¥, de E*—E es biyectiva y satisface entonces tenemos (X, B(7))= (X, C(7 .
. ANANE A . . , B)=(X, CG)), o o -
Up =W+, y ;= A, (luego es lineal). todo X, 7€ E: tomando J‘c’=(B—g();’) seefﬂlell\l/:lentemente (X, BF)-C(¥))=0 para

Sea E=R3 y feE* definido por f(e,)=2, f(€;))=1, f(€3)= —1. Encontrar @} B

, g (B—O)y), (B—C)y)=0

9. Sea E un espacio euclideo, W = E un subespacio, P: E — E la proyeccion ortogo-

nal sobre W. Demostrar: y por la propiedad d) del producto escalar se tien 7

4) VTeE, |[#—P@)| £ |@—Wll, VW eW (P@) es el punto de W a distancia minima cual prueba que By C coinciden. )7)=0 = BF)=C@F), lo
de @), En el razonamiento anterior se ha obtenido el

siguiente resultado
pena destacar para su uso futuro: » due merece fa

10. En lo que sigue se supone: (a) que no se conoce la descomposicion E= W@ Wty

(b) que para cada @ e E existe al menos un Ze W tal que
LEMA 2

[w—7| S If@—w)|, VweW *) Si B, Ce L(E) y son tales que (%, B(

tiene B=C. Y))-__(X-; C(T’)) para todo _Y: _T)’GE, se ‘

a) Probar que para cada ¥ existe un unico Z'€ W satisfaciendo (*).
b) Sea Q: E F definido por Q(i¥) como el Unico 7 e W satisfaciendo (*). Probar que

@ —Q), w)=0, VweW. La pregunta primera tiene tambié
L . _ Ien una respuesta afi i i di —
¢) Probar que Q>=Q y Q€ L(E) (aplicaciones lineales de E en E) y, por tanto, es una ’ Para demostrarlo, sea {#,, .., €,} una base ortonoprmal de Efmzjxia;as}g :m(f)l—n < 0.
proyeccion. Ademas, img Q =W. Nota: debido a ¢), Q=P es la proyeccion ortogonal de A en esta base; sea A’ la traspuesta de la matriz 4 y seayA, 1; aglji: aimox'; ;,1 malttilz
iz A : inea
sobre W matnz A" en esta misma base; demostraremos que A’ es la aplicacion adjunta de Ae

Tenemos que

(A(E;)’ _e;‘) = (alié.l +eet ani?;n ?}) = aki

8.5. ADJUNTA DE UNA APLICACION o
(ei’ A (ek)) = (a’ aklé.l +-+ akn?;l) =ay;
DEFINICION 1

YT . ‘ con lo cual t 2). ) =(2. A7 .
Sea E un espacio euclideo y A una aplicacion lineal de E en E, es decir, enemos (A(€)), ¢)=(e;, A'(g,)) para todo i, k=1, 2, .., n. Como todo vector

de E es combinacion lineal de 1 i
‘ o el : " on lineal de £ en E, s decir os vectores de la base, de la igualdad
X/{;’I;(%),s:riniphcacmn e L(E) se dice que es adjunta p probar se deduce que A4’ es la adjunta de A; en efecto, si : Aue acabamos de

t

457105 49 | eefm e $om
‘ i=1 i=1
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tenemos que

UET)=3 T @ g)= Y ¥ 5@ A@)=(x 47)

i=1.j i=1j=1

lo cual prueba el resultado deseado.
Hemos demostrado el siguiente resultado:

PROPOSICION 3

Para toda aplicacion lineal A€ L(E), donde E es espacio euclisieo de dimen-
sion finita, existe una Unica aplicacion adjunta 4’ de 4, cuya matriz en una base
ortonormal es la transpuesta de la matriz de A.

* kX

A continuacion damos algunas propiedades de la aplicacion adjunta de una dada.

a) I'=1, donde I denota la aplicacion identidad (basta observar que (I(X), ¥)
=(%, ¥)=(%, I(y)) para todo X,y € E).
b) (4')=A, ya que
(AX), 7)=(X, AF)=(AF), X)=, (4)@)=(A4)(x), ¥) para todo X,y €E.
c) (A+By=A'+B, ya que
(X, (A+B)7)=((A+ B)%, 7)=(4%, )+ (BX, y)=(X, AF)+ (% BY)=(X, (4'+B)y)
para todo X, y€E.

d) (A°By=B-°A’, ya que

(X, (4° BYy)=(A°B(X), 7)=(BX, AF)=(X; B> A(y))
para todo X,y €E.

e) Si A posee inversa, se tiene (A" =()"" » o
Como A° A~ *=I se deduce de d) y a) que (AOA‘l.)’:(A yeA'=I=I1lo
cual prueba que la invesa de A’ es la adjunta de la inversa.

Nota. Las propiedades anteriores tienen su traduccién para matrices trans-
puestas; por ejemplo, d) s¢ escribe como (AB)=B'A". .

* % %
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8.6. APLICACIONES AUTOADJUNTAS

DEFINICION 1 (Aplicacion autoadjunta)

Sea E un espacio euclideo y 4 € I(E); la aplicacion A se dice autoadjunta si su
adjunta A’ coincide con A, esto es, A'=A. De forma equivalente,

(A%, ¥)=(x; 4y)

para todo X, yeE.

Si A4 es la matriz de una aplicacion A € L(E) en una base ortonormal, sabemos que
A" es la matriz de A’ en esta misma base; si 4 es autoadjunta se ha de tener 4= A4". Por
tanto, la matriz de una aplicacién autoadjunta en una base ortonormal es simétrica.
En la seccion anterior se ha demostrado que la aplicacion adjunta de la identidad
I e L(E) es ella misma; tenemos en [ el primer ejemplo de una aplicaciéon autoadjunta.
Las aplicaciones autoadjuntas tienen las siguientes propiedades:

1. La suma de aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta, ya que (4+B) =A'+ B’
=A+B. :

2. La aplicacion inversa de una aplicacion autoadjunta invertible es autoadjunta,
ya que (A"Yy=(A4)"1t=4"1

3. La composicion de dos aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta si y solo si las
aplicaciones conmutan, ya que (AB)Y =B'A’=BA y, por tanto, (4B)=AB si y
sOlo si BA=AB.

En el ejercicio 11 de la seccion 7.2 se pide demostrar que los autovalores de toda
matriz simétrica de orden 2 son reales; ademas, del mismo problema se deduce que
toda matriz real simétrica de orden 2 es diagonalizable. Nos preguntamos si toda
matriz simétrica (o equivalentemente toda aplicacion autoadjunta) es diagonalizable en
los nimeros reales con independencia de su orden. En esta seccion daremos una
respuesta afirmativa a tal pregunta y demostraremos, ademas, que los vectores de la
nueva base pueden tomarse ortonormales.

En lo que sigue, y mientras no se indique lo contrario, 4 denota una aplicacion
lineal de un espacio euclideo E en si mismo.

TEOREMA 1

Si W es un subespacio vectorial de E invariante con respecto a A e L(E), su
complemento ortogonal W es invariante respecto de la aplicacion adjunta A’ de
A.

Demostracion. Sea ¥ € W'; queremos demostrar que A'(¥)e W, Para todo x e W
se tiene que (X; A'())=(A(X), y)=0, ya que Fe W' y AX)e W por ser W invariante
con respecto a A; la igualdad (x, A'(¥))=0 para todo X € W implica que A'(y)e W+,
que era lo que queriamos demostrar. |
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Si A es una aplicacion autoadjunta, se tiene A'=A, y del teorema 1 se deduce
inmediatamente el siguiente corolario:

COROLARIO 2
Si A es autoadjunta y W es un subespacio vectorial de E invariante con
respecto a A, W' es invariante con respecto a A.

TEOREMA 3

Toda aplicacion autoadjunta A en un espacio euclideo de dimension finita
tiene todos sus autovalores reales.

Demostracién. Sea A la matriz de la aplicacion A. Supongamos que esta matriz
posee al menos un autovalor complejo, que denotaremos por «+if con f#0. En la sec-
cion 7.5 del capitulo 7 se demostrd que existen vectores %, 7, no nulos simultaneamente,
tal que

A@)=aw — v, AT)=pu+av.

De aqui deducimos
(AT, T)=olir; T)— B(
(@ AV)=p(@ @)+ o

I

)
7)

b

>

Puesto que A es autoadjunta se tiene que (A%, T)=(%; AT) y, por tanto, 0=p(|7|*
+||7’||?). De aqui deducimos que =0, que contradice el hecho de que B es no
nulo. Esta contradiccion prueba el resultado deseado. ]

TEOREMA 4 (Diagonalizacion de matrices simétricas)

La matriz de una aplicacion autoadjunta puede ser reducida en una base
ortonormal determinada a una matriz diagonal.

Observaciéon. Del teorema 4 se deduce que toda matriz simétrica es diagonalizable.

Demostracién. Sea A una aplicacion autoadjunta y A; un autovalor de 4; por el
teorema 3, 2, es real. Sea ¢, un autovector de 4 correspondiente a 4, de manera que
sea unitario.

Sea W, = L(¢,) el subespacio generado por @;; como 4 es autoadjunta, del corolario
2 se deduce que W;' es invariante respecto de A.

La aplicacion A restringida a W' sigue siendo autoadjunta y, por tanto, podemos
elegir @, W;* tal que @, sea un autovector unitario de autoyalor real i, de A.

Tomamos W,=L(e,, €,) como el subespacio generado por @, y @, Wt es
invariante respecto de A y el proceso puede repetirse para obtener 4,, autovalor real, y
€, autovector unitario, ortogonal a &, y €.

Después de repetir este proceso tantas veces como la dimension del espacio
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euclideo se tiene una base de autovectores ortonormales, y en esta base la matriz de 4
tiene la forma

EJEMPLO A. Reducir a su forma diagonal mediante una base ortonormal la
matriz simétrica

Sus autovalores son las soluciones de 0=|4—Al|=(1—A)(3—1)—8=42—41—75; por
tanto, 4, =5, A,= —1. Puesto que

(:/g _2)<;>=<g> = —4x+./8y=0 = ker(A—51)=L{ﬁi=<j§>}

tomamos €, € L(u#;) unitario:

"] =ﬁ<\j§> i Qg/fjg)

Puesto que

<\/§ \ig)(;>=<g> = 2x+./8y=0 = ker(A+I)=L{ﬁ’2=<:/g>}

tomamos €, € L(%,) unitario:

R

e 71224(;;) =Q§jﬁ>

Observar que €, y €, son ortonormales. La matriz de 4 en la base {€), &,} es

5 0
J=
0 -1
Por tanto, en la base {€,, €,} A produce una «dilatacion» en el «eje». €, que se

obtiene multiplicando por 5, y una «simetria» con respecto a la recta L{e,} (ver figuras
1y2). -
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Figura 1
La imagen de la figura OABC es OA'B'BC’ marcada en trazo grueso (figura 2).

Figura 2

Podemos ahora dar la interpretacion geométrica de las aplicaciones autoadjuntas;
en la base {€,, .., ¢,} del teorema 4, si x=x,€;+ - +X,&;

Af=x111_é’1 +- +xninz.n

con lo cual en esta base A se reduce a n «dilataciones» a lo largo de los nuevos ejes; las
dilataciones pueden o no cambiar el sentido segun que el autovalor sea positivo 0

negativo.

EJERCICIOS 85 Y 8.6

1. Encontrar la aplicacién adjunta de las siguientes aplicaciones:
a) T R*—R3 T(x,y,2)=(x+y+2z, x+2y+2z, x+2y+32)
b) A:R3—R? AKX, y, 2)=(—y+z, —Xx+2z x+2y)

PLcls PR, A= 00— (x20)
O A PRLX] - PRLx), AQ()=x 1P~ (xp
Q) T: My Ry My, y(R), T(A)=A"+A

Nota. Los productos escalares de R®, P{[x] y #;,3(R) son como en el
ejercicio 10 de la seccion 8.3.
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2. Sean uw,=(1,1,0), #,=(1,0,1) y u3=(1, 2, 0) los vectores de una base de R3.
Estudiar si la aplicacion 4 € L(R%) es o no es autoadjunta, cuando su matriz asociada
en la base {u), u,, u3} es

a) 1 —4 2 by (-4 -5 —6
A=2 2 3 4 2 7
0 305 4

3. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones,
demostrando en primer lugar que son autoadjuntas:

a A R*—R% A(x, y)=(2x+y, 2y+x)
by AR—R3 A, y, 2)=(y+z x+2 x+y)
) T: My AR)—> My, o(R), T(A)=4"

4. Sea T una aplicacion lineal de un espacio euclideo E en si mismo. Demostrar que
T+ T es autoadjunta.

5. Con T como en el problema 4, demostrar que
ker (T")=[img(T)]* e img (T") = [ker (T)]*

6. Demostrar que toda matriz simétrica Se.#,, (R) determina una aplicacion lineal
autoadjunta en todo espacio euclideo de dimensién n. '

8.7. APLICACIONES ORTOGONALES: PARTE I

Sabemos que =n todo espacio euclideo E existe el concepto de longitud de un
vector; es natural, por tanto, preguntarse cuales son aquellas aplicaciones que conser-
van la longitud de los vectores de E. A las aplicaciones que conservan la longitud de
los vectores de E las llamaremos ortogonales; su estudio, asi como su significado
geométrico, seran el objetivo principal de las dos proximas secciones.

En lugar de dar la definicion utilizando la longitud de los vectores, la daremos
utilizando la nociéon de producto escalar. Como mostraremos mas adelante, ambas
definiciones son equivalentes.

En lo que sigue E se utiliza para designar un espacio euclideo y A una aplicacion
lineal de E en E; ademas, cuando sea necesario utilizar la matriz de la aplicacion 4 se
entiende que E es de dimension finita.

DEFINICION 1

Una aplicacion lineal A de un espacio euclideo E se llama ortogonal si
(A(X"), A(Y)=(x, ¥) para todo X, ¥ e E (es decir, A conserva el producto escalar).
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Puesto que si 4 es ortogonal,
112 =(% %) =(A(X), AX) = A&

(x,7)  (AX), AF)

o _ _ o) A
cos ¥ 5 V=127 1~ 1A TAGI cos ¥ (A(%). AY)

deducimos que toda aplicacion ortogonal conserva las longitudes de los vectores y los
angulos entre ellos. Se tiene, ademas, la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2

Toda aplicacion lineal 4 en un espacio euclideo E que conserve la longitud
de los vectores es una aplicacion ortogonal.

Demostracién. Para todo X, V€A se tiene

AKX + V)12 =(AFX) + AGF), AX)+AF)= | A%+ 2AX), AG) + 1AG)I 2
y
IX+7 12 =(X+7, X +¥)=[X1*+2x, ¥)+ 1712
Teniendo en cuenta que A conserva la longitud de los vectores y, por tanto, A + )
=|x+7, 1A =IX1l y 1409 = |71 se deduce que

(AX), AN =, 7)

lo cual prueba que A es ortogonal. |

Ha llegado el momento de dar algunos ejemplos de aplicaciones ortogonales,
aparte del ejemplo trivial de la aplicacion identidad.

EJEMPLO A. Cualquier giro en R2 (con centro el origen de coordenadas) es una
aplicacion ortogonal. Este resultado, que es geométricamente intuitivo, puede demos-
trarse algebraicamente. Para ello suponer que el giro es un giro de angulo ¢ en el
sentido positivo (contrario a las agujas de un reloj) y que, por tanto, su matriz viene
dada (respecto de una base ortonormal) por

G [cos¢ —sen @
* \sengp cosg/
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Para todo X =(x,, x,)eR? se tiene

<cos<p —sen<p> X X1C0S¢Q — X,Sen @
seng - cosg JA\Xx; Xy sen@ + X,cos

=(x; cos @ —Xx, sen @) +(x, sen ¢ +x, cos p)> =x? +x2= | x|

2

1G ()11 = ?

Esto prueba que G, cons i ici0
b Ortogona?. » erva la longitud de los vectores y por la proposicion 2 debe de

EJEMPLO B. En R? Car it
: cualquier simetria con respecto i :

idi : L a un subespacio

unidimensional es una aplicacion ortogonal. P vectorial

X +¥V =Py(X)
donde Py(x’) es la proyeccion de X sobre W e 3 = Py (X')—X; ademas,
X425 =8z(%)
como puede apreciarse en la figura 1. Estas igualdades producen
Sp(X)=2Pp(X) =X =Py~ I)(X)

Iia}r)a e_r‘lcon_t’rar _I.)W(f.) escribimos Py (X')=A% e imponemos la condicion de que ¥
=Py(X')—X =Aw —X sea perpendicular a u'":

0= Aw —X)=A|7|*— (@ X)
Por tanto,

@ x)_,
u

PW(Y)=

)2

Figura 1
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De aqui deducimos que la matriz de Py con respecto a la base canonica {€;, €,} de
R? es

“% uzu;
(e
uu,  ul

@) i

donde @ =u, €| +u,e,. . o
Puesto que S;(X')=(2Py —I)(X') la matriz de Sy con respecto a la base canonica €s

R
a2 @z | v (wi-u 2u1u2>
2uuy 243 _|m||2<2u1u2 uj—ui
I G

Podemos comprobar ahora que Sz es una aplicaciéon ortogonal puesto que si X

=(x1’ XZ)E RZ’
. 1 (ul—ud 2uguy \(x;\ (uf—u%)x1+2u1u2x2> 1
SO 2wy w3 -t o) \2wnnx, — @3 —udx, ) 17 2

implica que

2,22 22y 27 —
ISz ()l 2= T E [u? _ug)zx% +4ufu§xf + 4utuix; +(uz —ui)x3] =
1 —
=Te (w3 +ud)xd + (@l +ud)*x3]=xi +x3= X
u

Nota. Si hubiéramos elegido {# @ "} como la base en R?, la matriz de Sz

con respecto a esta base seria
1 0
0 -1

La matriz de S, con respecto a la base canonica en R? puede encontrarse a partir de
aqui realizando un cambio de base.

Si el lector intenta encontrar mas aplicaciones ortogonales en R? tendré serias
dificultades. Quiza puede pensar en la simetria con respecto al origen de coordenadas,
pero puede convencerse facilmente que esta simetria es un giro de 1.80O y, por tanto, ha
sido incluida en el ejemplo A. De hecho demostraremos en la proxima seccion que las
tnicas aplicaciones ortogonales de R2 son los giros y las simetrias con respecto a una
recta (o simetrias axiales). (Asi se explica el lector las dificultades anteriores.)

* * *
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En R? las posibilidades de aplicaciones ortogonales son mayores; a continuacidon
daremos algunos ejemplos.

EJEMPLO C. En R el giro G con respecto a una «recta» (subespacio vectorial de
dimension 1) de amplitud ¢ es una aplicacion ortogonal.

Supongamos que L= L(#@;) y que W = L* = L(&,, @,), de manera que Wy, W, y Uy son
ortonormales; entonces {&, W,, #3} es una base ortonormal de R*® y en esta base
1 0 0
G=| 0 cosep —seng
0 senp coso

EJEMPLO D. La simetria S; con respecto a una recta L, en R, es una aplicacion
ortogonal. En la base {i, #,. &3} elegida como en la figura adjunta se tiene:

1 0 o0
S;=l0 -1 0
0 0 -1

L

{w,, @,, w3} base ortonormal
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Observar que esta simetria es en realidad un giro de 180°, y, por tanto, es un caso
particular del ejemplo C.

EJEMPLO E. La imagen tridimensional que produce un espejo es una aplicacion
ortogonal; se trata simplemente de una simetria con respecto al plano del espejo.

Si W es el plano, Sy designa esta simetria, y elegimos una base ortonormal
{u,, w,, Wy} como en la figura se tiene

10 0
Sy=|0 1 0
00 —1

s &
u \%/ e
\

w

;Seran todas estas las posibles “plicaciones ortogonales de R*? Recomendamos al
lector que trate de encontrar alguua mas y le advertimos que la respuesta a la pregunta
anterior la encontrara mas adelante en la proxima seccion. No so6lo llegaremos a la
determinacion de las posibles aplicaciones ortogonales de R? sino de cualquier espacio
euclideo de dimension finita.

Este trabajo requiere el estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales.
Antes de comenzar este estudio daremos algunas propiedades ftiles de las aplicaciones

ortogonales.
Es claro que toda aplicacion ortogonal transforma toda base ortonormal en una

base ortonormal; el reciproco también es cierto y esta contenido en la proposicion
siguiente:

PROPOSICION 3

Toda aplicacion lineal A que transforma al menos una base ortonormal en
una base ortonormal es ortogonal.
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’

Demostracion.  Sea {@, .., €,} una base ortonormal tal que {¢7, .., €,}, donde ¢
=A(e), j=1, 2, .., n, es también ortonormal. Para todo

n n
)_C'='Z x€, V= Z Vi€

del espacio euclideo se tiene

n n n

(AX), AFD= Y. xyfA@), A@)= ) xp€, &)=Y xi

iLj=1 iLj=1 i=1

mientras que

n n

(x, y)= Z xi)’j(Z’a E})= Z XiYi

i,j=1 i=1
y, por tanto, A conserva el producto escalar. .

Si A4 es una aplicacion ortogonal y A’ denota su adjunta (ver seccion 8.5) se tiene
que

G, Y)=(ARX), AF)=(x, 4" AY))

para todo x, y. Del lema 2 de la seccion 8.5 se deduce que 4’ ° 4 =1I. Reciprocamente, si
A'°A=1, A es una aplicaciéon ortogonal. De aqui se deduce que toda aplicacion
ortogonal tiene una inversa, a saber: A~'=A4" y, por tanto, es no degenerada.

La inversa de una aplicaciéon ortogonal es también ortogonal puesto que

ATlo (ATl =AT e (A) = Lo i=]

y la composicion o producto de dos aplicaciones ortogonales 4 y B es también
ortogonal puesto que

(AoB)’(AoB):B’o(A/oA)oBzB’oIoB_—_I

Sin embargo, la suma de dos aplicaciones ortogonales no es, en general, una aplicacion
ortogonal (dar un ejemplo).

Sea A la matriz de A4 en una base ortonormal; puesto que A’° A=1I deducimos que
A'A=1 o equivalentemente A'=A""'. Toda matriz 4 que satisface una cualquiera de
estas dos ecuaciones se llama ortogonal. El determinante de una matriz ortogonal es
igual a 1 0 a -1, ya que

|4|? =|4]| 4] =4 4] =|4'A| = 11| =1.
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El conjunto de las matrices ortogonales de orden n con elementos reales se designa
por O(n; R) y, por tanto,

On; R)={Ac.t,, (R) | AA=I)

En el conjunto O(n; R) la multiplicacion de matrices es una operacion interna, ya
que el producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal: basta observar
que este resultado ha sido demostrado para aplicaciones ortogonales. Esta operacion
es asociativa, puesto que lo es la multiplicacion de matrices (ver capitulo 1); la matriz
identidad es ortogonal, ya que I'/=1-1=1I y la inversa de una matriz ortogonal es
también una matriz ortogonal, ya que anteriormente s¢ ha demostrado para aplicacio-
nes ortogonales.

Por poseer estas propiedades, el conjunto O(n; R) se dice que es un grupo con
respecto a la multiplicacion de matrices.

Ejemplos de grupos han aparecido implicitamente en los capitulos anteriores. Se

invita al lector a localizarlos.

* k%

Procedemos ahora al estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales.

TEOREMA 4

Los autovalores reales de una aplicacion ortogonal son iguales a 1 o a —1.

Demostracién. Si A es un autovalor real de una aplicacion ortogonal A con
autovector X se tiene

(X, X)=(A(X), AX))=(AX;, 4X)=A*x, X)
Por tanto, A?=1y A= +1. [ ]

Observacion. La matriz de una aplicacion ortogonal puede tener autovalo-
res complejos; por ejemplo, el giro del ejemplo A tiene como autovalores 4
=cos @ +isen . Si dispusiéramos de un «producto escalar» en un espacio
vectorial complejo podriamos demostrar que los autovalores complejos de toda
matriz ortogonal tienen modulo 1. Esto se harad en el capitulo siguiente.

TEOREMA 5

Si un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E es invariante respecto
a una aplicacion ortogonal A, W' es también invariante respecto de A.

Demostracion. Si yeW' y X e W se tiene

(X, AF)=(4° A7 X), ATN=(A"'(X), ¥).
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Puesto que A es invertible, dim (4~ }(W))=dim W; ademas, W < 4~ (W), ya que W es
invariante respecto de 4. De aqui deducimos que 4~ (W)= W. Por tanto, A~ (X)e W
y se tiene

(X, AF)=(A"'(X), y)=0

Asi pues, AF)e W' m

8.8. APLICACIONES ORTOGONALES: PARTE II

En esta seccion clasificaremos las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo E
de dimension 2 6 3. La clasificacion consistira en encontrar todos los posibles tipos de
aplicaciones ortogonales en E, de manera que toda aplicacién ortogonal sea de uno de
estos tipos.

Comenzaremos clasificando las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de
dimensién 2 y deduciendo de aqui algunos resultados de la geometria plana. A
continuacion daremos un teorema general sobre la forma de Jordan real de aplicacio-
nes ortogonales en un espacio cuclideo de dimension n, del cual deduciremos la
clasificacion de las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de dimension 3.

Sea A una aplicacion ortogonal en un espacio euclideo E de dimension 2 (en
particular R?), que tiene como matriz

a;; 4y
A=
Az Q3

en una base ortonormal B={%), ¢,} de E. Puesto que A'A=1I se tiene que

A'A=(a“ az1> ai1 a12>= Lo ‘
Aiz A3 /\321 4y, 0 1
Deducimos de aqui las igualdades

a},+aj, =1
aj,+aj;=1

@11a1;+d3185,=0
Podemos elegir ¢ y Y de manera que las dos primeras igualdades sean ciertas, es decir,
Ay, =COSQ, dy;=SENQ, a;,=COosY, a,,=seny.
Sustituyendo en la tercera se obtiene

cos @ cosy +sen @ seny =cos(y —@)=0
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Por tanto, —gp=— o ¥ Syt
or . —p=— —o0o=—.98 —_— O =—
anto 9= 0 9= ¢=3

e CosQ —seng@
“\seng cos @
y, por tanto, 4 es la rotacion de dngulo ¢ alrededor del origen de coordenadas. (En

particular, si ¢ =0 se tiene la aplicaciéon identidad y si ¢=n se tiene la simetria
respecto del origen de coordenadas.)

3n
En el segundo caso, esto es, lp—(p=7,

y cos @ sen @
seng —cos¢Q
A es una matriz simétrica y, por tanto, corresponde a una aplicacion autoadjunta; en la
seccion 8.6 se demostré que A tiene como matriz

J=(""1 A AR
= , LA, €

en una (nueva) base ortonormal; por ¢l teorema 4 de la seccién anterior, 4, =10 —1y
A,=1 0 —1. Ademas,

CoS @ sen @

/1112=|J|=|A|= =-—1

seng —cos@

y, por tanto, 1, y A, tienen signo opuesto. En consecuencia, en una (posiblemente
—r =/

nueva) base ortonormal {€}, €;} A4 tiene como matriz

- (1 0
A=
0 -1
que representa una simetria con respecto al «eje» €.

En resumen, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 1

Toda aplicacion ortogonal de R? es una rotacion de angulo ¢ alrededor del
origen de coordenadas (el determinante de esta aplicacion es 1) o bien una

simetria axial (con determinante —1).

De este teorema se deducen resultados de la geometria elemental plana que nos
seran ttiles en el capitulo 10, que estara dedicado al estudio de los movimientos en el
plano y en el espacio. Enunciamos alguno de ellos dejando la demostracion para el
lector:
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1) La composicion de dos simetrias axiales es una rotacion de angulo el doble del
angulo comprendido entre los ejes de simetria (observar que la composicion de
dos simetrias tiene determinante 1).

X

2) La composicion de una rotacion con respecto al origen y una simetria axial es
de nuevo una simetria axial (observar que su determinante es —1).

3) La composicion de dos giros con respecto al origen es otro giro con el mismo
centro.

* * *

Pasamos ahora a clasificar las aplicaciones ortogonales en espacios euclideos de
cualquier dimension finita.

TEOREMA 2

La matriz de una aplicacion ortogonal se reduce en una base ortonormal
determinada a la forma

1

cos @y, —sen @,

sen ¢, cos @,

0 “|cosg,, —seng,
Seny, cos @,
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Demostracién. Procedemos por induccion en la dimension n del espacio euclideo.
Si n=1 es claro, puesto que sélo podemos tener A= +1. Para n=2 el teorema 2
coincide con el teorema 1, que ya hemos demostrado.

Sea ahora E un espacio euclideo de dimensién n y 4 una aplicacion ortogonal.
Pueden ocurrir dos casos:

1. La aplicacién A tiene un valor propio real A= * 1 (esto ocurre necesariamente si
n es impar). Si €, es un autovector unitario correspondiente a este autovalor tomamos
W = L(e,); como W+ es invariante por A (ver seccion 8.7) la hipotesis de induccion nos
dice que la matriz de A|, L es de la forma del teorema 2. Anadiéndole el vector € se
obtiene una base de E en la cual A tiene la matriz deseada.

2. La aplicacién A no tiene valores propios reales. A debe de poseer al menos un
autovalor complejo (y su conjugado) y en consecuencia tiene también un subespacio W
de dimension 2 invariante. Por el teorema 2,

cosQ —seng 1 0
Alw = o Alw=
sen¢  coS @ 0 —1
en una base ortonormal {€,, ¢,} adecuada. El segundo caso no puede darse, puesto
que ello implicaria la existencia de autovalores reales. Por tanto,

CoOs@ —seng
Aly=
sen @ Cos @

Como W es invariante (seccion 8.7) podemos aplicarle la hipotesis de induccion
para obtener una base de W L en la cual 4|, 1L es como en el teorema 2. Afadiéndole
{¥,, €,} adecuadamente s¢ obtiene el resultado deseado. ]

* % %

Podemos ahora estudiar las posibles aplicaciones ortogonales en R, Del teorema 2
se desprende que sus matrices en una base ortonormal {€, @,, €;} adecuada han de
tener una de las siguientes formas:

ay |1 b [1 o [1 4 [ -1

e) 1 0 0 —1 0 0
0 cose —sene | f) 0 cosgp —seng
0 seng cos @ 0 sengp cos @

Estas formas tienen la siguiente interpretacion: a) es la identidad; b) es una simetria
con respecto al plano determinado por {€}, €,}; e} es un giro de angulo ¢ alrededor del

Capitulo 8 Espacios euclideos 401

eje € (en particular c) es un giro de angulo 180° alrededor de €,); /) es un giro de

angulo ¢ alrededor de €, seguido de una simetria con respecto al plano determinado

por {@,, €} (es decir, composicion de e) y b)); d) es un caso particular de f) con [0)

=180° y corresponde a una simetria con respecto al origen de coordenadas.
(Habia deducido el lector todos los casos posibles?

* % %

El lector que ha llegado hasta aqui debe probar los conocimientos adquiridos
intentando por su cuenta y riesgo los ejercicios que a continuacion realizamos.

EJERCICIO A. Encontrar en la base canénica de R? la matriz de la simetria
(ortogonal) con respecto a la recta 2x —y=0.

Solucié , ~ (1 ) .

olucion. La recta esta generada por el vector w= 5 ; podriamos aplicar el

resultado del ejemplo B, seccion 8.7, pero preferimos hacerio de nuevo. En la base
ortonormal

. -2
donde ul=< 1) la matriz de esta simetria es

1
§'= 0

Puesto que
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la matriz de la simetria en la base candnica (la antigua) es

vy C e I

v s ) DO )

EJERCICIO B. Demostrar que la matriz

es ortogonal; interpretar geométricamente la aplicacion A que tiene a 4 como matriz
en la base candnica de R3.

Solucion. El calculo

01 0\/0 1 0 1 00
A'A=[1 0 0 1 0 0{={01 0 |=I
00 -1 00 -1 0 01

demuestra que A es ortogonal. Su interpretacion geométrica se deduce del estudio de
sus autovalores. Como A es simétrica sus autovalores han de ser reales y, por tanto,
iguales a +1 (seccién 8.7). Un calculo adecuado muestra que 4; =1, A,= —1 (doble)
son sus autovalores.

Para 4, =1,
-1 1 0\/x 0 1
10 o] =" o kera—n=ri@=|1] -1
1 - y =0 : 7
0 0 —2/\z 0 0
Para i,=—1
11 0\/x 0 0 A
110 y|=|0)=x=cy=ker(d+D=Lin=|0 ) &=| 1 |~
00 0/\:z 0 1 0
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Como

1

N J=| -1

—1

se trata de un giro de 180° alrededor de L(&;) o, equivalentemente, una simetria
respecto a la recta L(u)).

Terminamos esta seccion con una observacién. Dada una matriz ortonormal
O € O(n; R), del teorema 2 de esta misma seccion se deduce que existe una matriz C tal
que

0=CAC™!

donde A4 es como en el teorema 2, es decir, una forma de Jordan real de O, y C es la
matriz del cambio de base de la base canénica de R" a una base ortonormal B
= {#,, W,, ..., U} de R". Por tanto, la aplicacion lineal en R" que tiene como matriz C
transforma una base ortonormal en otra base ortonormal; esto es suficiente para
asegurar que C es una matriz ortogonal. »

Debido al teorema 4 de la seccion 8.6 el mismo razonamiento anterior muestra que
si S es una matriz simétrica con valores reales, existe una matriz diagonal D y una
matriz ortogonal C tal que

S=CDpC!
Si C es ortogonal se tiene, ademas, que C~!=C". Se tiene asi el siguiente resultado:

PROPOSICION 3

1) Dada OeO(n; R) existen CeO(n; R) y A como en el teorema 2 tal que O
= CAC'.

2) Dada Se.#,,,(R)y tal que S=§', existen CeO(n; R) y D e .4, (R) diago-
nal, tal que S=CDC".

EJERCICIOS 8.7 Y 8.8

1. Sean w;=(1,1,0), #,=(1,0,1) y #3=(1, 2, 0) los vectores de una base de RZ
Estudiar si 4 e L(R®) es 0 no es ortogonal cuando su matriz en la base {u,, o5, s} esta
dada por :
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a) 4 3 6 b) 0 -5 1 ) 1 0 -1

-1 -1 -1 0 1 0 1 2 3

-2 -2 =3 1 31 01 1

2. Sea TeIL(R?) una aplicacion lineal cuya matriz en la base candnica de R3 es

01 0
T= 00 —1
-1 0 0

Demostrar que T es ortogonal. Encontrar una base ortonormal de R*enlaqueT
tenga como matriz la forma canonica de Jordan (real).

3. En un espacio vectorial euclideo E de dimension 3 se considera la base ortonormal
B={e|, €, €} y f: E—E lineal, definida por

3f(?1) = 2?1 - 2?2 + ?3, 3f(?2) = (x?l +§’2 - 2?3, 3f(?3) = ﬂé‘l + Y?Z + 2?3

Hallar «, f y y de manera que fsea una aplicacién ortogonal y encontrar la matriz de f
en la base B.

4. Sea Tel(E) una involucion, es decir, T*=1. Demostrar que T es una simetria
ortogonal si y solo si T=T".

5. Sea V un espacio vectorial real y A una aplicacion ortogonal. Probar que si A es
una raiz del polinomio caracteristico de A, entonces |A[=1. (Demostrar este resultado
sin utilizar la complexificacién de V, es decir, utilizando unicamente métodos reales: si

A=ua+ip, existen W, TeV tal que AW =ou—f7" y AT = fu +av)

6. Sea E un espacio euclideo y T: E— E una aplicacion que conserva el producto
escalar, es decir,

(Tx), TGN =(X,7)

para todo X, y € E. Demostrar que T es lineal. [Sugerencia: calcular
ITE, 7)—TE)—TEI? y [ T(@x)—aT(X)|*)

7. Sea E un espacio euclideo y T: E — E una aplicacion. Demostrar que las condiciones
siguientes son equivalentes:
a) T es una aplicacion ortogonal.
b) (T(W), T(v))=(w, T) para todo W, v eE.
¢) |IT@)—T@)|=|#—7]| para todo @, TeE y T(0)=0.

(Notas: condiciones b)y c)no suponen que T'sealineal. Hacer la demostracion siguiendo
elplanc) = b) = a) = ¢). Lamayor dificultad estaen probar que T'es linealenel paso b) = a);
para ello hemos propuesto el problema 6.)

Y
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«a B
8. Sea T=<ﬁ —a> con a?+ %=1 la matriz de T en la base candnica, de R2.

a) Demostrar que T es la simetria (ortogonal) con respecto a la recta ax + by =0, donde

b*—a? —2ab
=53 0 Py
a*+b a*+b?
by Encontrar la recta de simetria para T= 5 =45 .
—4/5 —3/5

¢) Encontrar T para la recta y=0.

a B
9. Sea Pz(ﬁ 1—a> con a’+f%=0o la matriz de P en la base candnica.

a) Demostrar que P es la proyeccion ortogonal sobre la recta ax+by=0, d
=0, donde
a=b?/(a*>+b?), B= —ab/(a®+b?). ’
b) Si P es la proyeccion sobre la recta ax+by=0y T es la simetria (ortogonal)
respecto de la perpendicular a ax+by=0, demostrar que T=1I—2P.
¢) Encontrar la recta de proyeccion para P= 1/10°3/10 .
3/10 9/10

d) Encontrar P para la recta y=0.
10. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano 2x+ y+z=0.

11. .Sean (E, (, )y (F, {, >) dos espacios euclideos; una aplicacién lineal T: E+s F
se dice que es una isometria si T satisface:

(T@), T(v)) =, 7)

—

para todo @ v eE. decir, razonadamente, cuales de las siguientes aplicaciones son
isometrias:

a) T:R*-R? T(x, y)=(x, 0, y)
b) T: PRP[x]— PR[x], T(p(x))=xp(x)
x 00
¢ T:Re.lly5R), T(x, 3,2)=| 0 y 0
0 0 z

Nota. Los productos escalares de los espacios anteriores son los ya utilizados varias
veces en los problemas anteriores.
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ARES con los 4; 2 O (ver el lema anterior). Sea S la aplicacion autoadjunta que tiene como
89. ESTRUCTURA DE LAS APLICACIONES LINEALES NO SINGUL con lo
En esta seccion demostraremos que toda aplicacion lirrleall no singular, es c?e_crir, \/Z 0
biyectiva, de un espacio euclideo E, de dimension finita, en si mismo es1 la (tzocrir_lpo;;alc;rsl “ M) ..
de una aplicacién autoadjunta y una ortonormal de E. Por tanto, el estudio 0 \/i—"

aplicaciones lineales no singulares en un espacio euclideo queda reducido al estudio

realizado en las secciones anteriores. en la base U (observar que S es autoadjunta puesto que su matriz es simétrica en la

base ortonormal U).
Puesto que [M(S)]?= M(B) tenemos que S?=S¢S=B; ademas,

TEOREMA 1 2
Toda aplicacién lineal no singular 4 en un espacio euclideo E de dimension IM(S)I* = [M(B)| = |M(A')| - IM(4)| = IM(A)]* %0
finita es de la forma Por tanto, |M(S)|#0 y S posee una inversa. \DAD DE LA RErybLIGe
- Para concluir la demostracién del teorema tomamos  UNIVERSID ~ e ERIA
4=0°3 FACULTAD ©OF DY |
N O DE
. | O=A4°5"! DEPART 2 MFN OTIOCR
donde S es una aplicacién autoadjunta y O es ortogonal. DOQUMENTACLON v Uﬁ;‘g{, on
: con lo cual tenemos la igualdad A=0-8§. MONTEVIDEO -

Solamente falta probar que O es ortogonal:

te tcorema necesitamos el siguiente lema: _
Para demostrar este 0/00=(AOS—1)/O(AOS~1):(S—1)/O(A,OA)OS_1:(S_l),oBOS 1

LEMA 2 =(S"1oS2o8 1= L
Sea A una aplicacion lineal en un espacio euclideo E de dimension finita; la Este teorema, junto con el teorema 2 de la seccidon 8.8 (teorema de clasificacion de
aplicacion B=A'° A es autoadjunta y los autovalores de B son no negativos. las aplicaciones ortogonales) y el teorema 4 de la seccion 8.6 (diagonalizacion de

aplicaciones autoadjuntas) nos permite interpretar geométricamente las aplicaciones
lineales no singulares en un espacio euclideo de dimensién finita: toda aplicacion de
este tipo se reduce a varias rotaciones alrededor de ciertos ejes, a varias simetrias
Demostracion. La cadena de igualdades alrededor de hiperplanos y a varias dilataciones (positivas) a lo largo de ejes ortogona-
les dos a dos.

El lector no se sentira extranado si decimos que ¢l teorema 1 tiene una inter-
pretacion para matrices reales cuadradas no singulares, es decir, de determinante no
nulo. Tenemos el siguiente resultado:

B=(A'oAy=A'o(A)=A">A=B

muestra que B es autoadjunta. Sea 4 un autovalor de B con autovector . Debido al

teorema 4 de la seccion 8.6, A R. Ademas,
TEOREMA 3

— — A—s A= 2
< (A@), A@) =@, A'> A@))=@, B@))=, /#)=4[|
e A Sea Ae.M,, (R)con |4]#0; existen dos matrices O € O(n; R) y S simétrica, tal

De aqui deducimos que 4 = 0, ya que |#| >0. Esto termina la demostracion del lem-a que A=0-5.
2.
Demostracién del teorema 1. Por el teorema 4 de la seccion 8.6 CXis,tf :na (;)a?e Demostracién. Considerar 4 como una aplicacién lineal en el espacio euclideo R”
ortonormal U de E en la cual la matriz de la aplicacion autoadjunta B= 4 es de la con el producto escalar usual. Por el teorema 1.
forma 4=05S
40 con O ortogonal y S autoadjunta. Si denotamos por A, O y S las matrices de las
M(B)= aplicaciones A, O y S, respectivamente, en la base canoénica de R", se tiene el resultado
0 4, deseado. |
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Se invita al lector a demostrar el teorema 3 directamente, siguiendo los pasos de la
demostracién del teorema 1; de esta forma obtendra un método para calcular las
matrices O y S del teorema 3. Algunos ejercicios relativos a este teorema se encuentran

al final de esta seccion.

EJERCICIOS 8.9

1. Dada Ae#, ,(R) con |A|#0, demostrar directamente que existen dos matrices,
0eO0(n; R) y S simétrica, tal que 4=0-S.

2. Para las siguientes matrices, encontrar la descomposicién A= 0-S del problema 1.

-1 0 —1

11
a) A=< 1) ) A= 0 1 0
-1 10 0

[Sol.: a) 0=<_1/1\/@ 1;£> S=<ﬁ \%)J

3. Dada una matriz Be .#,  (R), decimos que Ce .#,, ,(R) es una raiz cuadrada de B

si C*=B. .

a) Demostrar que si B es autoadjunta y todos sus autovalores son no negativos,
siempre existe una raiz cuadrada de B.

b) Encontrar una raiz cuadrada de

o = O
_— D =

BIOGRAFIA

Euclides vivio alrededor del afio 300 antes de Cristo, pero no se conocen ni la fecha
ni el lugar exactos de su nacimiento. De su vida sélo se conoce que ensend y fundo una
escuela en Alejandria en la época de Ptolomeo I que reind desde el afio 323 hasta el
aflo 285 antes de Cristo, aproximadamente.

Euclides es el matematico mas prominente de la antigiiedad, conocido por su libro
Los elementos. Este libro ejerci6 una influencia enorme en el pensamiento matematico
hasta el siglo XIX, en el que nuevas formas de geometria no euclideana fueron
introducidas. Parte de Los elementos es una recopilacion de trabajos de otros matema-
ticos puestos por primera vez juntos mediante un razonamiento logico.
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CAPITULO 9

ESPACIOS HERMITICOS

9.1. Producto hermitico
9.2. Aplicaciones entre espacios hermiticos

9.1. PRODUCTO HERMITICO

En el capitulo anterior hemos introducido la nociéon de producto escalar en un
espacio vectorial real, obteniendo asi los espacios euclideos, en los cuales se pueden
definir las nociones de longitud de un vector y de perpendicularidad de dos vectores.
En este capitulo dotaremos a los espacios vectoriales complejos de una estructura
adecuada para poder definir las nociones de longitud de un vector y de perpendiculari-
dad de dos vectores en el espacio vectorial complejo. El nuevo concepto que introduci-
remos en un espacio vectorial complejo recibira el nombre de producto hermitico y los
nuevos espacios asi obtenidos se llamaran espacios hermiticos.

Advertimos al lector que muchos de los resultados en espacios hermiticos son
similares a los resultados en espacios euclideos y que las demostraciones de aquellos
son similares a las de éstos. Debido a esto, muchas de las demostraciones seran
omitidas en este capitulo.

DEFINICION 1 (Producto hermitico)

Sea H un espacio vectorial complejo. Una aplicacion ( , ): H x'H +— C se dice
que es un producto hermitico si satisface las siguientes propiedades:
a) (% W)=(W—,z:) para todo Z, weH.
b) (Z,W+7)=(Z, W)+(Z, ¥) para todo Z, W, ¥ e H.
¢) (AZ, W)=A(Z, W) para todo Z,weH y AeC.

d) (Z,7)>0 para todo 7#0 y (Z,Z)=0 < 7 =0.

411
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Nota. Para todo numero complejo A=a-+ib, I=a—ib Fef:ibe el norr}bre de
conjugado de . El estudio de los numeros complejos, se realizo en el capitulo 4.
Para nuestros mas inmediatos propositos en este capitulo recordarerpos que a se
denomina la parte real de Ay se designa por re(4), y b se denomina la parte
imaginaria de ), y se designa por im(4). Ademas,

AT=(a+ibla—ib)=a?+b*=|i]?

donde |4| se utiliza para representar el médulo de A

De las propiedades b) y a) del producto hermitico se deduce
by (Z+W7)=(zZ, 7)+(W, 7) para todo z; w,7e H

De las propiedades c) y a) del producto hermitico se deduce:

) (Z IW)=(W 7)= AW, 7) =AW, 7) =1z W)
para todo Z, we H y AeC. Observar que esta propiedad es diferente de la correspon-
diente para el producto escalar.

Sean Z'y, Zay v Zpy Wiy Way oy Wo € H Y 0115 05wy Uy Bi, Bas - Bn€C; combinando las
propiedades b) y ¢) junto con b’) y ¢’) se deduce:
Y %4z, ) ﬂkwk>= Y 2 Bz W) M
j=1 k=1 j=1k=1

* % %

DEFINICION 2 ( Espacio hermitico)

Un espacio vectorial complejo H que posee un producto hermitico recibe el
nombre de espacio hermitico.

Un ejemplo de espacio hermitico es C" con el producto hermitico dado por
(Z, W)=z, W, + 2,0, + -+ +Z,W,
donde Z = (z,, 23y s Zy) ¥ W=(Wy, Wa, ., Wp)

Otro ejemplo de espacio hermitico es el conjunto C¢([a, b]) de las funciones
continuas con valores complejos definidas en el intervalo [a, b] = R, con el producto

hermitico dado por
b N
(f g)=J f(x)g(x)dx

para toda f, g€ Ce([a, b]). En particular, los conjuntos P¢([a, b]) de todos los polino-
mios con coeficientes complejos definidos en el intervalo [a, b] y P([a, b]) de todos
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los polinomios del conjunto anterior de grado no superior a n son espacios hermiticos
con el mismo producto hermitico que el definido en Ce([a, b]).
La comprobacion de las afirmaciones anteriores se deja como ejercicio.

Supongamos que el espacio hermitico H es de dimensién finita n, es decir, el
espacio vectorial complejo H tiene dimension n, y sea B= {#,, W, .., u,} una base de H.
Si Z, We H podemos escribir

n n
7% @, =3 wi
i=1 i=1
con z;, w;eC para todo i=1, .., n.
Utilizando (1) se tiene el siguiente resultado:

@ W)=< D) w,-a;>= S 3 W@ ) @
i=1 ji=1 i=1 j=1
La matriz
@ T) @ m) - ()
papy| T @) - @)
@) @ T) - (@7

recibe el nombre de matriz del producto hermitico con respecto a la base B de H. Con
esta notacion la igualdad (2) puede escribirse de la forma

wy
(Z W)=(zla ey Zn)PB
Wy
Debido a la propiedad a) del producto hermitico (W, W)=, u;) para todo i#j, la
matriz Py no es, en general, simétrica, como ocurria en el producto escalar, sino que es
necesario hallar el conjugado de cada uno de los elementos de la matriz.
Dada una matriz A=(g;)iz1" con a;;€C, se denomina conjugada de A a la

matriz A=(a;)iZ} ", que se obtiene hallando el conjugado de cada uno de los
elementos de A.

Una matriz cuadrada A=(a,)iZ1 " se dice simétrica conjugada si

donde A' representa la matriz traspuesta de 4.

Si A es simétrica-conjugada, a,=4a; para todo i=1, .., n, puesto que un numero
complejo es igual a su conjugado si y solo si este nliimero es real, deducimos que los
elementos de la diagonal principal de una matriz simétrica-conjugada son nameros
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reales. Ademas, a;;=ay, i#J, y, por tanto, los elementos simétricos con respecto a la
’ ; lJ . r I
diagonal principal son conjugados entre si. Asi pues,

ayy Ayp 0 Gy
a dy; 0 Qap

A= TZ : . , a;eR
an ayy - g

i o .
es simétrica-conjugada.
1

EJEMPLO A. La matriz A=<—i

Nota. El lector habra quedado convencido d_e que la matriz PI:, del_ pfod.uc-
to hermitico con respecto a una base B es siempre una matriz simetrica-

conjugada.
%* * *
i z ine
En un espacio hermitico H la longitud o norma de un vector ZeH se defi

mediante
1Zl=/(z 7)

i i itiva. Observar que la definicion tiene
donde la raiz cuadrada se toma siempre positiva d
s:riido ya que (Z,Z) =0 debido a la propiedad d) del producto hermitico. Para todo

4 eC se tiene la igualdad:

AT || =/(AZ, A7) =2z 7) =/ |13 7) = A7 |

. " - c
7e H. Un vector de norma 1 se dice unitario. Todo vector no nulo ZeH pueﬁ? Ss:a
: . . ’ . z
normalizado, es decir, multiplicado por un numero complejo 4 de manera que

unitario: basta tomar

En un espacio hermitico se cumple también la desigualdad de Schwarz:
®, D < Wizl  W.ZeH

La demostracion es similar a la del caso euclideo, excepto’que debe tener_se’: Cl;glgag;
en las operaciones con nameros complejos (pa.ra e_l caso euclideo .vir lg seccion 8.
capitulo 8). La demostracion procede de la siguiente manera: si A€,

0 < (F+4W 7 +4W)=Z |2+ 7z W)+ A, 7)+ 1A [w]*
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los numeros AW, 7) y A(Z; W) son conjugados, ya que 1(Z, W)=):(Vv’, Z)=AW, 7) y, por
tanto, su suma coincide con el doble de la parte real de A(W, Z); tenemos, pues,

0 < |Z711* + 2 real (A(W, 7))+ || w]| 2|41

Puesto que la parte real de todo niimero complejo nunca supera a su modulo
tenemos la desigualdad

0 < IWI2IA2 + 210, 2) + | 7))?
Esta ecuacion cuadratica en |A|eR no puede tener raices reales distintas (el

razonamiento es el mismo que en el caso euclideo) y, por tanto, su discriminante ha de
ser negativo o nulo:

1%, D)2~ lzII*|w[> < 0

de donde deducimos el resultado deseado.
A partir de la desigualdad de Schwarz pueden demostrarse las desigualdades
triangulares:

IZ+wl = IZ0+1Wl, IZ1-(wll £ |7 -w|

A pesar de que no puede definirse el concepto de angulo en un espacio hermitico
(¢por qué?), podemos dar la nocidén de ortogonalidad: 7 € H es ortogonal a we H si

(Zw)=0

Podemos definir, por tanto, el complemento ortogonal W+, de un subespacio
vectorial W de H:

W'={ZeH /(z, W)=0 para todo We W}

En un espacio hermitico el teorema de Pitigoras es también cierto: si z° es
ortogonal a W,

W+Z 2= w||*+ 1|72

En los espacios unitarios puede realizarse el proceso de ortogonalizacion de un
conjunto de vectores linealmente independientes; el proceso es exactamente igual que
en los espacios euclideos, por lo cual se omite aqui. En particular, todo espacio
hermitico de dimension finita posee una base ortonormal, es decir, una base formada
por vectores unitarios mutuamente ortogonales.

EJEMPLO B. Queremos aplicar el proceso de ortogonalizacion a los vectores
=(,0,0), w;=(0,i, 1) y #3=(1, 0, 1) del espacio hermitico C3 con el producto
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e, =U, + A€ ; imponiendo
hermitico usual. Tomamos €; =4} ¥ ¢, =1, +4¢, con AeC; calculamos A imp

la condicion (€,, €1)=0:

Oz(?z, ?1)=(ﬁ2’ ?1)'*'/1(_9‘1, ?3’1)=0+/1' L.

Por tanto, €,=1,. Finalmente, tomamos

e toe +feE , % geC
y calculamos oy B con las condiciones (€}, €3)=0y (€2 e;)=0.

0=(e,, €3)=(€y, T,) +d(e;, €)=i+a- 1
0= (€, &3)=(€x w,)+ e, €)= 1+ prr+1]

i i e, f=—1/2.
Por tanto, &= —i 0, equivalentemente, & =1,y p=-120, equivalentemente, f§ /
El tercer vector es

—

e =u,+ie,

1 i1
% =(1,0,)+(-L0, 0)—5(0, i, 1)=<0, ~% 5)

9.2. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS HERMITICOS

s tipos particulares de aplicaciones de un

ion estudiaremos alguno ticul .
o hermitico en : la diagonalizacion (compleja) de algunos de

espacio hermitico en si mismo, asi como

i Os. . .’ . . A
eStOIS);g:) un espacio hermitico H y una aplicacion A e L(H), se denomina adjunta de

y la llamaremos A* a toda aplicacion lineal que satisface
(A(Z), W)=(Z, A*W)) , Z WeH.

o H es de dimension finita, lo cual siempre se ‘supondra cierto de
dad de la aplicacion adjunta A* de A se
s euclideos. Es conveniente demostrar la
tre las matrices de A y A* en una

Si el espacio hermitic . ' o1
aqui en adelante, la existencia y unicl
demuestran como en ¢l caso de espacios
existencia para encontrar la relacidn que existe en

t mal de H. o .
baseSe(:lr :;n_o(fa ) la matriz de A€ L(H) en una base ortonormal B={e}, €, ... ¢,}; por
=(ay;

tanto,
A(€)= Zﬁ a;i€;.
Si C=(c;;) es la matriz de A*e L(H) se tiene que

A*(?i) = Z CJ,?]

j=1

Capitulo 9 Espacios hermiticos 417

Por tanto,

i=1

ay= < S a2, ?.-)=(A<?,-), %)= (T, 4*(@)=

Hemos llegado a la conclusion de que la matriz de A* en la base ortonormal B es la
conjugada-traspuesta de A, es decir, A'. Esta matriz se suele denominar también adjunta
de A y se denota con el simbolo A*.

Las propiedades de la dplicacion adjunta 4* son las mismas que las dadas en la
seccion 8.5 para la aplicacion adjunta en espacios euclideos.

* k%

Sea AeL(H); la aplicacion A se dice autoadjunta si A*=A. Por tanto, si 4 es
autoadjunta en H, la matriz de 4 en una base ortonormal ha de satisfacer

A=A4"

es decir, A debe ser una matriz simétrica-conjugada; a estas matrices se les da también
el nombre de hermiticas.

* ok %

Las aplicaciones de un espacio hermitico H en si mismo que conservan el producto
hermitico reciben el nombre de unitarias. Por tanto, A€ L(H) es unitaria si y solo si

(AF), AM)=E7) , ZweH.
Si A4 es unitaria se ha de tener

(Z A% AW)=(2, W)

para todo Z, We H, y por tanto, A*¥cA=1.
Si 4y A* representan las matrices de 4 y A* en una base ortonormal de H, la

igualdad anterior se escribe de la forma
A*-A=1
0, equivalentemente,
A" l=4*
Las matrices que satisfacen una cualquiera de las dos desigualdades anteriores reciben

el nombre de matrices unitarias. El conjunto de todas las matrices unitarias de orden n
se denota por U(n) y, por tanto,

Un={de.4,,(C) | X A=1}.
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Puesto que la composicion de aplicaciones unitarias es otra aplicacion unitaria y la
inversa de una aplicacion unitaria siempre existe y es una aplicacion unitaria, el
conjunto U(n) es un grupo con respecto a la multiplicacion de matrices. Se invita al

lector a comprobar con detalle este resultado.

Los autovalores de una aplicacion unitaria deben ser nimeros complejos de modulo 1
y los autovalores de una aplicacién autoadjunta deben ser reales. En efecto, si AeL(H)es
una aplicaciéon unitaria y 4 es un autovalor de A con autovector Z€ H, se tiene

(Z, T)=(A@), AZ) =07, 42)=2XZ 7)=|API7|?

de donde resulta |A]=1.
Si Ae L(H) es una aplicacion autoadjunta y A un autovalor de A con autovector

ZeH, se tiene
AT =AZ T)=(IZ, 7)=(4@), 7)=(% A@) = i7)=7|*

de donde resulta que A=1y, por tanto, AeR.

*  x %

A continuacion nos dedicaremos a demostrar que tanto las aplicaciones autoadjun-
tas como las aplicaciones unitarias en espacios hermiticos pueden diagonalizarse.
(Comparar este resultado con los resultados analogos para aplicaciones autoadjuntas y
aplicaciones ortogonales en espacios euclideos obtenidos en el capitulo anterior.)

Nuestra forma de proceder es demostrar que una clase de aplicaciones, que
definiremos a continuacion, y que engloba a las anteriores, es diagonalizable.

Una aplicacion lineal Ae L(H) se dice normal si conmuta con su adjunta, es

decir,
A*¥o4=A4° A*
EJEMPLO A. 1. Si 4 es autoadjunta, A es normal, ya que A¥c A=A A*=A° A.

2. Si A es unitaria, 4 es normal, ya que A¥*°c A=A 1o A=y A°A*=A oA =],
3. La aplicacion cuya matriz es

en una base ortonormal, es también normal ya que

14417
14,12 0
N* - N= ‘ =N.N*

0 |22
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Para reducir una aplicacion normal a su forma mas sencilla es necesario tener
conocimiento de sus posibles autovalores y de sus subespacios invariantes.

PROPOSICION 1

Sea AeL(H) una aplicacion normal. Todo autovector e H de A, con
autovalor AeC es un autovector de A*, con autovalor 1.

. Demostracion.  El subespacio P(4) de todos los autovectores de 4 que tienen el
mismo autovalor A es invariante por A*, ya que si Ze P(4),

A AXZ)=A* A(Z)= AMIZ)=AA*(2)
y, por tanto, A*(z)e P(1). Ademas, si Z, We P(4),
(A*(Z), W)=(z, AW)=(z, iw)=1(Z, W)
Tomando en particular w= A*(z)— 1z'c P(J) se tiene que
(AXZ)—1Z, AX2)—17)=0
de donde se deduce A*(Z)=Aiz. [ ]

PROPOSICION 2

Sea AeL(H) una aplicacion normal y sea P(1) el subespacio vectorial de
todos los autovectores de A con el mismo autovalor A€ C. Entonces, ()= P(1)L
es invariante por A.

Demostracion. Si weQ(A) y ZeP(J) se tiene que A*(Z)=Aiz (proposicion 1) y,
ademas,

(AW),Z)=(W, AXZ))=W, AZ)=AW, 7)=0

de donde se deduce que A(W)e Q(A). [ ]

El siguiente teorema nos da la diagonalizacion de toda aplicacién normal en un
espacio hermitico.

TEOREMA 3 (Teorema espectral)

La matriz de una aplicacion normal 4 en un espacio hermitico puede ser
reducida en una base ortonormal determinada a una matriz diagonal.

COROLARIO

Las matrices simétricas conjugadas y las unitarias son diagonalizables.
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Demostracion. Realizamos la demostraciéon por induccion en la dimension n del
subespacio hermitico H. Si n=1 el teorema es cierto. Supongamos que n>1y sea P(4))
el subespacio de autovectores de A con autovalor 4;; si P(4,)=H, cualquier base.
ortonormal de H produce una matriz diagonal con 4, en su diagonal principal. Si
P()) ¢ H, Q(,11)=P(,11)i es de dimensidn mayor o igual que 1 y menor que n. Por la
hipotesis de induccion,

4 0 h 0

Alpayy= s Algan= )
0 4 0 4

Puesto que H=P(4,) ® Q(4,), A puede reducirse a una matriz diagonal (yuxtaposicion
de las dos anteriores) en una base ortonormal. [ |

En el caso particular de que A sea unitaria, sus autovalores han de ser de médulo 1,
es decir, A=¢' y, por tanto, puede reducirse a

e 0
0 " e

Si A es autoadjunta, sus autovalores son reales, lo cual se ha demostrado anteriormen-
te, y, por tanto, puede reducirse a

i, O
Al-. , 4;eR
0 A,

* * *

Sea AeU(n); por el teorema espectral existe una base ortonormal B de C" de

manera que
evr 0
A=C S [ot
<0 'e”"">

donde C es la matriz del cambio de base de la base canonica a B. Por tanto, C
transforma una base ortonormal en otra base ortonormal y esto es suficiente para
asegurar que Ce U(n). Por tanto,

e 0\ _
A=C S (6L
< 0 e""">

Un razonamiento similar produce

S=C '11-. Ne , 4eC
04,

con CeU(n), si S es simétrica-conjugada o hermitica.
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Para futuras referencias enunciamos este resultado a continuacion; observar que
este resultado es el analogo para espacios hermiticos de la proposicion 3 de la seccion
8.8.

PROPOSICION 4

1) Dada AeU(n), existe Ce U(n) tal que

@1 0
A=C<e >C’
O e‘Pn

2) Dada Se#,,,(C)y tal que S=5", existe Ce U(n) tal que

40\ .
s=c("L. "), yer
<o -/1,) A€

* * ok

En espacios hermiticos existe un resultado analogo al enunciado en el teorema 1 de
la seccion 8.9, capitulo 8, en espacios euclideos. Se tiene entonces que toda aplicacion
lineal no singular A en un espacio hermitico puede escribirse de la forma

A=U-8§

donde S es autoadjunta y U es unitaria. La demostracion de este resultado es analoga a
la dada para el teorema 1 de la seccioén 8.9, capitulo 8.

En el caso de espacios hermiticos este resultado tiene una interpretacion elegante; si
A estuviera definida en el espacio hermitico C, la matriz de 4 seria un namero
complejo a+ bi no nulo, la matriz de S seria un niimero real r y la matriz de U seria un
numero complejo de mddulo 1, €; por tanto,

a+ bi=é'r
que es la forma polar de un nimero complejo. Entonces, la formula
A=U-°S

puede interpretarse como la «forma polar» de una aplicacion no singular y de hecho
recibe el nombre de descomposicion polar de A.

Evidentemente, también existe una descomposicidon polar de toda matriz
Ae#,, (C) no singular, lo cual puede deducirse de la descomposicién polar para
aplicaciones. Puesto que no lo hicimos en el capitulo anterior, daremos aqui una
demostracion directa de este hecho.
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PROPOSICION 5

Sea Ae M, (C) con |A|#0; existen dos matrices Ue U(n) y S simétrica-
conjugada, tal que A=U"S.

Demostracion. La aplicacion B=A*4 es simétrico-conjugada, ya que

B*=PB'=(A'A)'=(4A'Af=A'A=B

Por la proposicion 4 tenemos que existe Ce U(n) tal que

De la definicion de B se deduce que los 4; > 0. Tomar
VA 0\ 4
S=C .. c
( 0 ﬁ)

y observar que S es invertible, ya que |S|>=4; x - x A,=|B|=]A4|*#0. Tomando U
=AS"! se tiene que A=US y S es simétrica conjugada, ya que

(. ﬁ)cﬁj:(ﬂ.., e

Unicamente falta demostrar que U es unitaria:

C'=S

[
*
i
“
I

)

UsU=0'U=(4-S (A -S H=(S") -4 A.8"'=

Hﬁ ﬁ>C]B[C<ﬁﬁ)c]=

C(JZ, @,.B.C<ﬁ.

C'=

) el
c(*/z-.,\/ﬁ_l('l".,i”)(ﬂ-.. \/Tn>—lé‘=c-zc’\‘=1

en donde se ha utilizado repetidamente el hecho de que C™'=C". |
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Finalmente, queremos resaltar que todo espacio euclideo puede convertirse en un
espacio hermitico. Ya sabemos (seccion 7.8) que todo espacio vectorial real E puede
convertirse en un espacio vectorial complejo Ec; podemos tomar H=Ec y definir

(# +10, 7 +iW)e = (@, Z)+ (T W] +i[ (T, 7))+ w)]

donde ( , ) denota el producto escalar en E, y & +iv, Z +iwe H. El lector puede
comprobar que ( , )¢ es un producto hermitico en H (ver el ejercicio 6 al final de esta
seccion).

Las aplicaciones autoadjuntas en E son también autoadjuntas en H y las aplicacio-
nes ortogonales en E son unitarias en H; consecuentemente, los autovalores de
aplicaciones ortogonales son numeros complejos de modulo 1 (comparar este resultado
con el teorema 4 de la seccion 8.7, capitulo 8).

EJERCICIOS (CAPITULO 9)

1. En el espacio hermitico C* con el producto hermitico usual encontrar el comple-
mento ortogonal del subespacio vectorial generado por el vector Z =(i, 0, 1).

2. Sea C? con su producto hermitico usual. Estudiar si son unitarias las siguientes
matrices:

1+i\/§ i
3+2i 5—i 2 2 1+i  24i
a) +'l l b) o) +1' +1
240 14 i 1_,'\/5 —1—i -1

2 2

2

3. Encontrar las matrices de Jordan de las dos tltimas matrices del ejercicio 2, asi
como matrices de transicion, siendo estas ultimas unitarias si la matriz de partida es
unitaria.

0 i O
4. Demostrar que A=| i 0 0 | es una matriz normal y encontrar una base

00 —1
ortonormal en C? en la que A tenga una forma diagonal.

1+i 1 .
) l 1 €.# . ,(C). Encontrar una descomposicién polar de A, es
—i

5. Sea A=<
decir, una matriz unitaria U y una matriz simétrica conjugada, tal que A=US.

6. Sea E un espacio euclideo; en H=E;={# +i0/u, Te E} definir
@ +10, 7+ W)e =[(& 2) + (T, W] +i[ - (T, 7)+ (@ W)]

donde ( , ) describe el producto escalar en E'y & + it, Z + iw € H. Demostrar que
( , )¢ es un producto hermitico en H.
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CAPITULO 10

MOVIMIENTOS EN UN ESPACIO
AFIN EUCLIDEO. MOVIMIENTOS
EN R?Y RS

10.1. Transformaciones afines. Ejemplos

10.2. Movimientos en el plano

10.3. Estudio analitico de los movimientos en R?
10.4. Movimientos en el espacio

10.5. Movimientos en R3. Ejemplos

En este capitulo vamos a estudiar algunos tipos de aplicaciones entre
espacios afines cuyo espacio vectorial subyacente es un espacio euclideo (la
definicion de espacio afin ha sido dada en la seccion 5.5 del capitulo 5). Para
nuestros propoésitos podemos siempre pensar que el espacio afin es R” y que esta
formado por puntos, los cuales seran designados por letras mayusculas como P,
0, R, ... Dados dos puntos P y Q de R* definimos la distancia de P a Q0 mediante

4P, 0)=1P01= [3 (xi—yy
Q

425
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donde (x;, x5, ..., X») € (1, ¥2, - V) sON las coordenadas de P y @, respectiva-
mente, con respecto a un sistema de referencia fijado en R". En este capitulo
vamos a estudiar detenidamente aquellos tipos de aplicaciones en R? y R* que
conservan la distancia (las definiciones precisas se daran en la seccion primera de
este capitulo).

El lector habra podido adivinar que debe existir cierta relacion entre las
aplicaciones en R? y R® que conservan las distancias y aquellas aplicaciones que
conservan el producto escalar usual en los mismos espacios considerados como
espacios euclideos. Tales aplicaciones han sido estudiadas en el capitulo 8, y son
las aplicaciones ortogonales. Debido a esto seran utilizados en este capitulo
algunos resultados del capitulo 8.

10.1. TRANSFORMACIONES AFINES. EJEMPLOS

Recordemos que un espacio afin A4 esta formado por un conjunto & de puntos y un
espacio vectorial V de manera que a cada par de puntos P, Q€2 le corresponde un
vector PO eV y tal que para cualesquiera tres puntos P, Q, Re 2 se verifica PR=PQ
+0R.

Un sistema de referencia # en A esta formado por un punto O€Z y una base
{e}, €, .., €} de V. Dado un punto XeZ el vector OX puede escribirse de manera

unica como
OX =x,¢,+x,€,+ - +Xx,¢€,

Los elementos (x;, x,, ..., X,) reciben el nombre de coordenadas del punto X con
respecto al sistema de referencia £ ={0; €, ¢, ..., €,}. Ejemplos de cambios de sistema
de referencia se han dado en la seccion 5.5 del capitulo 5.

Un espacio afin se dice euclideo si el espacio vectorial V es euclideo. En este caso

definimos
d(P, Q)=IIPQ|
para cualesquiera par de puntos P, Qe 2.

DEFINICION 1

Una aplicacion T: A A se dice afin si existe una aplicacion lineal &: V-V
tal que para todo par de puntos P, Qe 2

T(P)T(Q)=(PQ)

Las aplicaciones afines también reciben el nombre de transformaciones afines.
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EJEMPLO A. En el espacio afin R? definimos la homotecia de centro A y razén
4 como la aplicacion H=H ,., tal que si Be R? la imagen B’ de B mediante H satisface

AB'=)A4B
XB’ = }vﬂ
/‘Bv
B

La aplicacion lineal # asociada a H es #(v)=A7, 7 e R% En efecto, si P, QeR?,

HP)H(Q)=PQ =P A+AQ = — AP + A0’ = — 1AP+ 140 =
=X~ AP +AQ)= AP0 = #(PQ)

PQ =iP0

A P

Cuando A=1 se tiene la transformacion identidad. Observar que el mismo ejemplo es
valido en el espacio afin R". \

EJEMPLO B.  Dado un vector 7 € R", la traslacion de vector 7, que designamos por
L, es también una aplicacion afin. En este caso:

K(P)=P

si PP'=7. Es facil comprobar que T es una transformacion afin, ya que

K(P)E(Q)=P' Q' =PQ

¥, por tanto, basta tomar la aplicacion lineal asociada a T, como la identidad en R2.

* * *
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Tratamos ahora de encontrar la expresion analitica de una transformac_:lon afin
en un sistema de referencia. Dado 2={0; ¢}, .., e,} un sistema de referencia en un
espacio afin A=(#, V) y T una aplicacion afin en 4 tenemos que

0%’ =0T (X)=0T(0)+ T(O)T(X)=0T(0)+&(0X)

para todo X e #,donde X'= T(X). Si (x, ..., X;) son las coordenadas de X’con respecto
a A&, (xy, .., X,) son las coordenadas de X con respecto a &, (ay, ..., a,) son las

coordenadas de T(O) con respecto al mismo sistema de referencia y T es la matriz de &

con respecto a la base {€}, ... ¢,}, la igualdad anterior se escribe en coordenadas de la

forma

X1 a, X1

=| ¢ |+T} : 1)
xn an xn

El lector puede convencerse de que la expresion (1) sirve para definir una aplicacion

afin que tiene a (1) como expresion analitica en el sistema .d’e referencia fijado.
Si T(0)=0 se tiene que (ay, -, a,)=(0, .., 0) y la expresion (1) se reduce a

EJEMPLOC. Tratemos de encontrar la expresion analitica de la homotecia ge ceritl;;)
A y razon A del ejemplo A. Supongamos que R={0;7¢,,¢}, donde 0=(0,0), ¢ =.1S ,0)
y ,=(0, 1) en un sistema de referencia en R2 con respecto al cual A=(a;, a,). Tene-

mos que
—_— —_—> —— —_— —-— — —_—
W=OH(X)=0H(O)+Jf(ﬁ)=0A+AH(O)+9f(OX)=OA+l/Té+lOX

R RE WM EE

Por tanto,
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DEFINICION 2

Dado un espacio afin euclideo 4=(2, V) una aplicacion afin T en 4 se llama
movimiento si conserva las distancias entre puntos, es decir,

d(T(P), T(Q))=d(P, Q)

para todo P, Qe #.

Nota. Los movimientos en el espacio afin R” reciben también el nombre
de isometrias; la palabra «isometria» proviene del griego y significa «igual
medida».

Sea T un movimiento en un espacio afin 4, P y Q dos puntos cualesquiera de 2 y
P'=T(P), Q'=T(Q) las imagenes de P y Q, respectivamente, mediante T. Entonces

1Z(PO)I=IT(P)T(Q) =d(P, Q)=d(P, Q)= PO

Por tanto, & es una aplicacion lineal del espacio euclideo V que conserva la
longitud de los vectores. Tales aplicaciones son las aplicaciones ortogonales en V que
han sido estudiadas en el capitulo 8. Si T es la matriz de & con una cierta base se tiene
que |T|=£1. Si [T|=1 el movimiento se llama directo y si |T|= —1 ¢l movimiento se
llama inverso. Observar que estos conceptos no dependen de la base elegida para
escribir la matriz de .

Es claro que los resultados del capitulo 8 sobre aplicaciones ortogonales nos
pueden ayudar ahora a clasificar los movimientos en R”". Es evidente que, al menos en
R?, puede hacerse un estudio mas geométrico de los movimientos.

En lo que resta de este capitulo procederemos de la siguiente manera: comenzare-
mos haciendo un estudio geométrico de los movimientos en el plano, para realizar a
continuacion su estudio analitico; en el espacio, el estudio geométrico de los movimien-
tos resulta mas complicado y, por tanto, preferimos utilizar los resultados del capitulo
8 sobre aplicaciones ortogonales, lo cual nos dara directamente su expresion analitica
y su clasificacion.

* k%

Ademas de la transformacion identidad, damos a continuacién varios ejemplos de
movimientos.

EJEMPLO D. En un plano, un giro o rotacion de angulo « alrededor de un punto
O (no necesariamente el origen de coordenadas) es un movimiento, que se denotara
por G, ,. Eligiendo un sistema de coordenadas como en la figura adjunta

T(P)= (cos o —sen a)P

sen a Cos o
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P'=Go,qP)
y ™~
\
\
\
\
\ o \
—4d
0 P
X

EJEMPLO E. Una simetria con respecto a una recta r, que denotaremos por S,, es
un movimiento. Recordamos que el simétrico de un punto P con respecto a r €s un
punto P’ tal que el segmento PP es perpendicular a r y r cgrta a PP’ en su punto
medio. Con la simetria respecto de una recta también se asocia a veces el nombre de

reflexion.

85,(P)=P

EJEMPLO F. Una traslacién mediante un cierto vector 7, que denotaremos por K,

es también un movimiento.
/’,

P

En este movimiento se produce un desplazamiento paralelo de todos los puntos.

EJEMPLO G. En el espacio, una simetria con respecto a un plano =, S, €s un
movimiento. El plano = divide al segmento PP, donde P’ ¢s la imagen de P, en dos

partes iguales, siendo PP’ perpendicular a 7.

P
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EJEMPLO H. El movimiento que se produce en el espacio al subir por una
escalera de caracol se denomina un movimiento helicoidal. El efecto de un movimiento
helicoidal estd producido por un giro en un plano = seguido de una traslacion con
vector perpendicular a n de manera que los puntos del plano {0 peldaio) n se
transforman en puntos de un plano paralelo a = (o peldafio superior) (ver figura
adjunta).

En el estudio de los movimientos es interesante considerar un tipo de puntos
especiales que se denominan puntos fijos: un punto P es un punto fijo de un movimien-
to T si T(P)=P. ‘

Todos los puntos son fijos para el movimiento identidad, mientras que las trasla-
ciones no tienen ningun punto fijo. Un giro de centro O tiene Unicamente este punto
como fijo (en el plano) y una simetria con respecto a una recta r deja a todos los
puntos de r fijos.

En el estudio geométrico de los movimientos que haremos en la siguiente seccion es
conveniente considerar la composicion de dos de ellos.

La composicion de dos aplicaciones afines T; y T, es otra aplicacion afin; en efecto,
si &, y &, son las aplicaciones lineales asociadas a T, y Ty, ¢,°%, es la aplicacion
lineal asociada con T,°T;, ya que

T,* Ty(P)T;° T,(Q)=05(Ty(P)T(Q) =7, ° ¢ ,(PQ)
para todo par de puntos P y Q. Si T,° T, =1 se dice que T, y T, on inversos una de

otra.
Si T, y T, son movimientos, su composicion e¢s también un movimiento, ya que

d(T, > Ty(P), T, ° T|(Q) =d(T,(P), T{(Q)=d(P, Q)

para todo par de puntos Py Q.
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EJERCICIOS 10.1

1. Demostrar que una simetria en el plano con respecto a una recta es una aplicacion
afin. Encontrar la expresion analitica de la simetria con respecto a la recta x=1en un
sistema de referencia cartesiano.

2. Encontrar la expresion analitica (en un sistema de referencia cartesiano) de los
siguientes movimientos en R

a) Giro G de 90° con respecto al eje x=1, y=1

b) Traslacion T de vector 7=(0,1,1).

¢) TeGyGe°T quese obtienen como composicion de los anteriores.

3. Determinar los puntos fijos, si existen, de la aplicacion afin en R3 dada por

x' { 4 { -1 =2 =2 x
=2 2 4= -2 2 -1

U I R

4 2 -2 -1 2 z

en un sistema de referencia cartesiano.

10.2. MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Como ya hemos anunciado en la seccion anterior comenzamos haciendo un
estudio geométrico de los movimientos en el plano. Algunos de estos movimientos s¢
han dado en los ejemplos D, E 'y F de la seccion anterior: ;seran todos estos 1os
movimientos posibles en el plano? Para responder a esta pregunta es necesario
estudiar la composicion de dos movimientos fijados de antemano.

Comenzamos con un lema.

LEMA 1

Si un movimiento en un plano tiene mas de un punto fijo, debe ser la
identidad o una simetria con respecto a una recta que pasa por los puntos fijos.

Demostracién. Sea T un movimiento con dos puntos fijos distintos A4y B.
Demostraremos primero que todos los puntos de la recta r que pasa por Ay B son
puntos fijos de T. Sea Perysea P'=T(P). Como T es un movimiento d(4, P)=d(4, P
y d(B, P)=d(B, P'). Por tanto, P y P’ deben estar en las circunferencias de centro Ay
radio d(A, P) y de centro B 'y radio d(B, P); como estas circunferencias se cortan
inicamente en P se ha de tener P'=P. Esto prueba que todos los puntos de r son fijos
para la aplicacion T.

Figura 1 Fi
igura 2

S ,
que ;?za;l%r)a)t (f; bl;np;;;l:;lc; C(iue r;o esta eln r; el mismo razonamiento anterior muestra
‘ r a la vez a las circunferencias de centro 4 i
y de centro B y radio d(B, P). Por tanto, P’=P o P'=0Q (ver figura 2)y ;Ear?l:l ‘ggr’np)
. er

Figura 3

S "=
demouslt)g:gzrlrlleosp quPIP d—P y se,a P, otro punto distinto de P con P, ¢r; basta
ot e 11) =Py, onde P;=T(P,). Por el mismo razonamiento anterior se
=P, o P{=Q, (ver figura 3). Si fuera P{=Q, se tendria que

d(l 2 l 1) d(l 3 1 1) d(l kl Ql)
] >

Supongamos ahora que P'=Q y que P, =P,. Se tendria entonces que

d(Q, P)=d(P’, P})=d(P, P,)
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ya que T es un movimiento; de aqui deducimos que P, tiene que estar en la mediatriz
de PO, que es la recta r. Como esto es una contradiccion, ya que Py ¢r, se tiene que P
=Q, y T es, por tanto, una simetria con respecto a la recta r. [ ]

Sea M un movimiento cualquiera en el plano, P un punto del plano y P'= M(P). Si
7 = PP, el movimiento Ty ' ° M deja fijo el punto P (T ! es la inversa de la traslacion
de vector 7, es decir, T_y):

Ty to M(P)=Ty '(P)=T_s{P)=P

Para cualquier otro punto Q del plano sea Q'=T; '*M(Q). Como Ty '°M es un
movimiento d(P, Q)=d(P, Q') y, por tanto, existe un giro Gp , de centro P y angulo o
tal que Gy (Q")=Q. El movimiento Gp ,° T5 oM tiene P y Q como puntos fijos, ya
que

GP,aO TF—l °© M(P)zGP,a(P)=P
Gp.° Ty ' > M(Q)=Gp (Q)=0

Por el lema 1, Gp ,° Ty ' ° M es una simetria S,, donde r es una recta que pasa por Po
la identidad; por tanto,

M=T;°Gp _,°S, 0 M=T;°Gp _,
Hemos demostrado el siguiente resultado:

PROPOSICION 2

Todo movimiento en un plano es o bien la composicion de un giro y una
traslacion o bien la composicion de una simetria con respecto a una recta, un
giro y una traslacion; el eje de simetria pasa por el centro del giro.

Observacién. El orden de composicion en la proposicién anterior es muy
importante.
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Una vez establecida la proposicion 2 la determinacion de todos los movimientos en
le plano requiere el estudio de las posibles composiciones de los movimientos que alli
intervienen. Antes de realizar este estudio analizamos las condiciones en que se obtiene
la identidad o una simetria en el lema 1. Para ello observamos en la figura 4 que las

simetrias camblan la orientacion de la figura, mientras que la identidad evidentemente
no la cambia.

B

B
Figura 4

LEMA 3

' Si un movimiento en un plano tiene mas de un punto fijo y no cambia la
orientacion de las figuras es la identidad y si la cambia es una simetria axial.

PROPOSICION 4

La composicion de un giro y una traslacion es otro giro del mismo angulo.

Demostracion. Sean Gp_, y T; el giro y la traslacion dados (ver figura adjunta). Sea

Q=Tx(P)
Q'=Gp.(Q)
Q' =TiQ)

'3
J
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Sea O el punto de interseccion de las mediatrices de los segmentos PQ y QQ". El
movimientoGp LT ' © G, , tiene Py Q como puntos fijos:

Gri° Ti "2 Go o P)=Gp o( Ty {(Q)=Gra(P)=P

Gra° T 12 Go Q) =Gp o(T7 "(QN=Gra(Q)=0

Puesto que este movimiento conserva la orientacion (ya que las traslaciones y los giros
la conservan) se tiene que Gp,° Ty '°G,,=I, de donde deducimos que G,
=T;°Gp , Esto concluye la demostracion de la proposicion 4 excepto en gl caso en
que Q”, O y P estan en una misma recta; en este caso se ha de tener necesariamente «
=180° y Q”=P. En esta circunstancia basta tomar O como el punto medio del

segmento PQ. ]

Observacion. El centro del nuevo giro que se obtiene en la proposicion 4 es
el punto de interseccion de las mediatrices de los segmentos PQ y Q¢ Q”, donde Q
=Ty y Q'=T;°Gp,° Tx(P), siempre que o#180°. Si a=180° el centro es el
punto medio de PQ.

PROPOSICION 5

La composicion de una simetria y un giro de centro perteneciente al eje de
simetria es otra simetria.

Demostracién. Sean S, y Gp,, con Per, la simetria y el giro dados. Sea Q otro
punto de r distinto de P y Q'=Gp Q). Sea | la bisectriz del angulo QPQ’. El
movimiento

5, 1°Gp oS,
tiene P y Q como puntos fijos:

S;1eGpleS(P)=P y S;'°Gp}oS(Q)=8;1(Gp(Q)=51(Q)=0

Como este movimiento no cambia la orientacion (ya que las dos simetrias anulan el
cambio de sentido que cada una de ellas produce) del lema 3 se deduce que
S, 'eGpLo8,=1y, por tanto, $;=Gp ,°S,. [ |

Observacién. La recta de la nueva simetria axial en la proposiciéon anterior
es la bisectriz del angulo QPQ’, con Q'=Gp (Q) y Qer, Q#P.
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De todos los casos posibles que pueden ocurrir en la proposicion 2 nos queda por
estudiar la composicion de una simetria y una traslacién. Comenzamos suponiendo
que el vector de traslacion @ es paralelo a la recta de simetria r.

=

B B’

En la figura se observa que este movimiento cambia la orientacién ¥, sin embargo,
no es una simetria axial. Estamos ante un nuevo movimiento al cual damos el nombre
de simetria deslizante.

DEFINICION

A la composicion de una simetria de recta r y una traslacion de vector u
paralelo a r se le denomina simetria deslizante y se representa por Sru-

El lector puede visualizar una simetria deslizante como las huellas que una persona
deja en la nieve al caminar en linea recta.

o= =)
Co D

Supongamos ahora que el vector de traslacién 7 es perpendicular a la recta r. En
este caso demostraremos el siguiente resultado:

(*) La composicion de una simetria S, y una traslacion de vector 7 perpendicular

a r es una simetria con respecto a la recta / trasladada de r mediante el vector
v/2.

Basta observar que S !°T; oS, es un movimiento que tiene Per y Q= Ty(P)
como puntos fijos:

Syt T e S(P)=8, 1o Ty Q)= S, {(P)=P

S7te Ty o 5(Q) =51 Ty {(P)=5, Q) =0.
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=

Puesto que este movimiento conserva la orientacion, del”lema: 3 se deduce que
S~ 1o Ty 1o8,=1, y, por tanto, §;=T;°S,, que es la afirmacion (*).
r v s s

Puesto que conocemos el resultado de componer una simetria con ur(lia} trlasrlicl:lgré
de vector paralelo al eje de simetria y con una traslacion de vector perpendicula : (]) r
de simetria, podemos encontrar el resultado de componer una simetria con un lve;:e_e
cualquiera %, sin mas que descomponer & en sus componentes paralela y normal al ¢j

de simetria. Se obtiene asi el siguiente resultado.

PROPOSICION 6
La composicion de una simetria y una traslacion es o bien una simetria
deslizante o bien una simetria.

Demostracién. Sea S, la simetria y T la traslacion. Sea 1’4’=1.4p+u,, la descofr11p0s1-
cién de @ en un vector #, paralelo a r y un vector u, perpendicular (o normal) a r.

Observar que T;= T;po T; , de manera que

TITO Sr= Tﬁ.p o Tﬁ‘n o S,.

. . , . s £0 _ T o es
Si #,=0, T oS, es una simetria, mientras que si #,#0, Tg o TS,
14 > n

r

una simetria deslizante.
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Juntando las proposiciones 4, 5 y 6 junto con la proposicién 2 se obtiene el
siguiente resultado, que nos dice con exactitud el tipo de movimientos que pueden
existir en un plano.

TEOREMA 7 (Descripcion de los movimientos en un plano)

Todo movimiento en un plano es o bien la identidad, o una traslacién o una
rotacién (movimientos directos, es decir, que no cambian la orientacion) o bien
una simetria o una simetria deslizante (movimientos inversos, es decir, que
cambian la orientacion).

El lector puede ahora preguntarse cual es el resultado de componer dos movimien-
tos cualesquiera que no coinciden con los realizados en las proposiciones anteriores.
Por ejemplo: ;cual es el resultado de componer dos giros? Es conveniente «jugar» un
poco con este tipo de composiciones. Algunos de estos «juegos» se proponen como
ejercicios al final de esta seccion.

EJERCICIOS 10.2

1. Demostrar que la composicion de dos simetrias en un plano, cuyos ejes se cortan
en un punto es una rotacion. ;Cuales son el centro y el angulo de esta rotacion?

2. Estudiar la composicion de dos simetrias de ejes paralelos.

3. Demostrar que la composicion de una simetria y un giro en un plano es una
simetria o una simetria deslizante. ;Cual es el eje y cual es el vector de la simetria
deslizante?

4. a) Demostrar que la composiciéon de dos giros de 90° en el mismo sentido
alrededor de dos puntos distintos C y B es un giro de 180° alrededor del centro de uno
de los cuadrados que tiene CB como lado.

b) Estudiar la composiciéon de dos giros cualesquiera en el mismo sentido.

5. Demostrar que la composicion de tres simetrias de ejes concurrentes es otra
simetria. (Cual es el eje de esta nueva simetria?

6. Estudiar la composicion de tres simetrias de ejes paralelos.

7. Un giro de 180° alrededor de un punto P se dice también una simetria de centro P.
Demostrar que la composicion de dos simetrias de centros P, y P,, respectivamente, es
una traslacion de vector 2P, P,.
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10.3. ESTUDIO ANALITICO DE LOS MOVIMIENTOS EN R?

Comenzamos esta seccion encontrando las ecuaciones de todos llo’s movmpentos en
el plano, cuya descripcion se ha dado en el teorema 7 de la seccion anterior.

EJEMPLO A. Traslacién de vector T =(v,, v,)(Ty): Cualquier punto X =(xy, x,) se
transforma en otro punto Ty(X)=X'=(x}, x5) tal que

(=) G- )

’

X
x?(__'.‘i .

! bl
102

0 vy
X, +v;

EJEMPLO B. Giro o rotaciéon de centro P = (p1, P2) y angulo (G, )

X, V2 x
@ N
\

P u, Y1 : Vi
1
P2 I
20 1 i
[ Pe——————
€y Xy

Si elegimos el sistema de referencia {P; @, ¥} como mpestra la figura adgunta, la
imagen de un punto X de coordenadas (y;, y,) en este sistema de referencia es un
punto X’'=(y}, y») tal que

V, cosQ —seno y1>
vy) \seng  coso/\y,

Si X =(x,, x,) y X' =(x, x3) en el sistema de referencia canonico {0; e, e,} se tiene
b

Yiy [*17D: y <y'1>=<x’1—p1>
Y2 “\x2—p2 s X3—P2

que
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que sustituido en la expresion anterior nos permite obtener:

X} (P + cos¢ —sen@\| /x, P\ | (4 + coOsQ —sen@\/x,
X5 D sen @ cos @ X, 12 B a, sen @ cos @ /\ x,
% * *

EIEMPLO C. Simetria con respecto a una recta r(S,): Supongamos que r tiene por
ecuacion y=mx+b; si elegimos el sistema de referencia {B; uy, u,}, donde B=(0, b)er,
; es un vector director unitario de r y u, es un vector unitario perpendicular a r,
de manera que {#,%,} y {2, ¢,} tengan la misma orientacién V), la imagen de un
punto X de coordenadas (y,, y,) en este sistema de referencia es X’ de coordenadas
(Y1, ¥3) en este mismo sistema tal que

Para pasar al sistema de referencia {0; ,, @,} realizamos un giro de dngulo (—¢),
donde tg@=m, y una traslacion de vector (0, —b), de manera que si (x;, x,) son las
coordenadas de X en este sistema de referencia se tiene

b cos¢ —sen@\/y, + 0 _
x,) \seno cos @ /\ y, b
de la misma manera, si (x}, x3) son las coordenadas de X’ en el sistema de referencia

candnico se tiene
X} _[coso  —seno\/ ¥ N 0
X5 - sen @ cos ¢ /\ y, b

(I)  Dos bases de un mismo espacio vectorial tienen la misma orientacién si la matriz del cambio de base
tiene determinante positivo.
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Sustituyendo en (*) encontramos que
X1\ [cose —sen@\/1 0\/cos¢ —seno\ [ /x; 0 N 0
xy ) \sen¢ cos@/\0 —1/\sen@ cos @ X, b b
(& N cosp —sen@\/1 0 cos® sen@ \(x;\
B a, sen @ cosp /\O —1/\ —seno cos @ /\x,
(& 4 cos2¢ sen 20 \/x;
B a, sen2@ —cos2@ /\x,

* * *

EJEMPLO D. Simetria deslizante de eje r y vector T(S, z): Sir: y=mx+b, utilizan-
do el resultado obtenido en el ejemplo C y el hecho de que S, =T5° S, se obtiene que

2 2
s ()=o) )
X, X, 2 a, sen2p —cos2p /\x,
(b N cos2¢ sen2¢\/x,
“\b, sen2¢p —cos2¢ /\x,

donde 7 =(v,, v,). Recordar que T es paralelo a la recta r.

* % %

A continuacién damos algunos ejemplos de casos particulares de los ejemplos
anteriores para que el lector se familiarice con la obtencion de las ecuaciones de
movimientos. Una forma de realizar estos ejercicios es seguir en cada caso el razona-
miento de los ejemplos anteriores; otra posibilidad es escribir la ecuacion del movi-
miento en su forma general y encontrar los parametros desconocidos; aqui seguiremos
este segundo punto de vista.

EJEMPLO E. Encontrar las ecuaciones del giro de centro P=(1,2) y dngulo @
=n/4. Por tratarse de un giro de angulo n/4 tendremos:

m 7 V22
2 2

X a, % ey x\ (o), <x1>
X3 e, " n“ n X2 a; \/5 ﬁ X2
en — Ve oo v2
N 2 2

4
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A i ., a;\ . .
continuacion calculamos <a2> imponiendo que P=(1, 2) sea un punto fijo de este
movimiento:
V22
(1)_ <a1>+ 2 2 1
2) \a)7\ 2 A\
2 2
2
i — \/E 1 +£
()G 2
a; 2
- + ﬁ 2—ME
2 2
Por tanto,

/2

14+¥2
2

(%)
! = +
X2 5 3\/5

2

N
<

2 2

* * *

EJEMPLO F. Encontrar la expresion analitica de la simetria deslizante de eje

y=x—2y de vector v=(3, 3). Como ¢ =n/4 del ejemplo D se deduce que las ecuacio-
nes buscadas son de la forma

()0 o))

y=x-2
G, H=F
/4
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Calcularemos <b1> si conocemos la imagen de un punto P; si tomamos P=(0, —2),

00
OO Y- CHO-C0)

Por tanto, la expresion analitica de esta simetria deslizante es

(ii>=(f>+<?* o)

EJEMPLO G. Encontrar la expresion analitica de 'la s.irr'letrl'a con respecto a la rec;a
r de ecuacion x+2y=4. Una forma de hacer este ejercicio es como en el ejemplo F,
teniendo en cuenta que todos los puntos del eje deben guedar f{]ot& Dejamos al lector
esta tarea. Nosotros mostraremos aqui una forma mas geométrica de resolver este

problema. La imagen de un punto P es un punto P’ tal que
P=pP—in

donde 7 es un vector unitario normal a r (como muestra la figura) y A=| PP
=2d(P, r). Para calcular 4 tomamos un punto cualquiera Q de la recta r y observamos

que

QP ) _ op
d(P, r)= 0P| cosa= QP 0PI (QP, m)

La ecuacion de la simetria es

P =P—2QP, m)w
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En nuestro ejemplo, si P=(x,, x,), P'=(x}, x}), tomamos Q =(0, 2) y observamos

1
que 7=(1, 2)——; tenemos

NG
()G HCD A0
3
:C:)_%(z?;iz—_‘;)=<12Z/55)+ _54_1 j C:)
5

* k%

Con los ejemplos anteriores hemos aprendido a encontrar las ecuaciones de los
movimientos en el plano. A continuacién ‘nos planteamos el problema reciproco, es
decir, dadas las ecuaciones de un movimiento en el plano determinar qué tipo de
movimiento es. Si se resuelve este problema, haciendo uso de los resultados del
comienzo de la seccion 8.8 del capitulo 8 se obtiene la descripcion de los movimientos
en el plano, que fue dada en el teorema 7 de la seccién anterior.

En la seccion 10.1 se demostrd que las ecuaciones de un movimiento M en el plano

son de la forma
<x:1)=M<x1>_—_<a1>+ T(’“) (1)
X2 X2 a, X,

donde T es una matriz ortogonal de orden 2. De los cuatro primeros ejemplos de esta
seccion, que nos dan todos los movimientos en el plano de acuerdo con la descripcion
dada en la seccion anterior, deducimos que T es de la forma

cosQ —sen@\ cos o sen o
T= 6 T=
sen @ cos @ sena  —cosa
Observar que la traslacion esta incluida en el primer caso cuando ¢ =0. Ademas,
en el segundo caso, T es una matriz ortogonal y simétrica de determinante — 1, y por

tanto, la aplicacion lineal que tiene a T como matriz es diagonalizable en una base
ortonormal y su matriz en esta base es

o )

Esto altimo se deduce de los resultados del capitulo 8.
El lector se habra dado cuenta que la descripcion de T se ha encontrado anterior-
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iscusic 1 dela
mente al comienzo de la seccion 8.8 (ver la discusion que precede al teorema

citada seccion). En resumen, los casos posibles para T son

T (cos @ —sen (p> O

“\seno cos @

o, en una nueva base {, @,} si es necesarlo,

10 -
(o ) <

Para seguir adelante en el problema propuesto s necesario estpdiar los puntos ﬁjzz
del movimiento. Los puntos fijos X =(x;, x,) de (1) satisfacen el sistema de ecuacion:

-
o=f)-(c) ®

Debido al teorema de Rouche-Frobenius el estudio fie los puntos fijos Ade d(1) ;e
reduce al estudio del rango de la matriz I — Ty de la matriz ampliada (I — T'| 4), donde

o bien

A=<a1>. Estos rangos se designaran mediante
a

I-T) vy rI-T|A4)
En el caso (I):

=(1—cos @)* +sen® ¢ =2(1 —cos ¢)

I-T|=

1—cos® sen @
—sen¢p 1—coso

Por tanto, r(/ —T)=2 sl ‘ ) 1
el movimiento posee un unico punto fpo P que es
P como origen del sistema de referencia las ecuaciones

Vi cos @ —sen(p><y1>
¥V B sen @ cos @ J\ V2

y, por tanto, el movimiento es un giro de centro Py dngulo ¢.

Si =0,
10
T\ 1

i = cuencia,

blo si @ #0; en este caso, (I —T | A)—g y, en conse
nic t a solucion del sistema (2). Tomando
del movimiento son de la forma
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0
y, por tanto, (I —T)=0. Si 4 =<0>, rHI—T|A)=0y el movimiento es la identidad. Si

4 ¢<0>’ HI—T|A)=1y el movimiento es una traslacién de vector (a,, a,). Observar

que todos los movimientos del caso (I) son directos, ya que [T|=1.
En el caso (II), y en la base {&,, &)},

O ]

Y, por tanto, (I —T)=1. Si r(I — T| A)=1, el sistema (2) tiene una recta de soluciones vy,
por tanto, el movimiento tiene una recta de puntos fijos. Si P es uno de estos puntos
fijos, en el sistema de referencia {P; w,, u,} el movimiento tiene como ecuaciones

G620

Yy se trata, por tanto, de una simetria con respecto a la recta de puntos fijos. Observar
que en este caso se ha de tener a, =0 en la ecuacion (1).

Si r(I—T | A)=2 el sistema (2) no tiene soluciones y, por tanto, el movimiento no
posee puntos fijos. En este caso podemos escribir el movimiento como

)0 6] 0

donde necesariamente a, #0, ya que r(I—T | A)=2. La expresion entre corchetes son
las ecuaciones de una simetria con respecto a un eje que tiene como vector director ;.
Por tanto, (3) es la composicién de esta simetria con la traslacién de vector a=(a,, 0),
que es paralelo a @,: se trata de una simetria deslizante.

La descomposicién de una simetria deslizante como una simetria y una traslacion
no es unica; (nicamente existe unicidad si el vector de traslacion es paralelo al eje de
simetria y en este caso la descomposicion de la simetria deslizante se dice candnica.

A continuacion resumimos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

T rI—T) r(I—-T|A) Movimiento P'= A+ T(P)
I 0 0 Identidad
|T|>0 1 Traslacién
Simetria respecto a 1 1 Simetria respecto de la recta de puntos fijos.
una recta: 2 Simetria deslizante: composiciéon de simetria y
|T|<0 traslacion paralela al eje de simetria.
Giro o rotacion: 2 2 Giro en torno al punto fijo.
IT|>0
% * *
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Para finalizar esta seccion daremos algunos ejemplos de determinacion de movi-
mientos en el plano. A la vez aprenderemos a encontrar los elementos geométricos de
cada uno de ellos, es decir, el vector de traslacion si se trata de una traslacion, el centro
de giro y su angulo si se trata de un giro, la recta de simetria si se trata de una
simetria, o la descomposicion canoénica si se trata de una simetria deslizante.

Para referencias futuras diremos que una subvariedad lineal L en un espacio afin es
invariante mediante una aplicacion afin M si M(A) = A. Enel plano, y dejando a un
lado el plano, las subvariedades invariantes pueden ser puntos o rectas. Observar que
en el plano hay movimientos que no tienen puntos fijos, pero que poseen subvarieda-

des invariantes: ;jcuales?

EJEMPLO H. Estudiar el movimiento cuya expresion es

oim vl

{ 3
2 2 1 3 .
Puesto que [[—T|= \/5 =Z+Z= 10, (I—T)=2y se trata de un giro.
1
2 2
, . . 1 \/5
Fl angulo de giro ¢ satisface cos @ =7 sen Q= —--- y tenemos entonces ® = —60°. El

punto fijo P satisface la ecuacion

w

J3

2
P
1
2

Despejando P se obtiene

1 3\ 3 +§\_/3
o 2 2 <3>= 2 2
J3 o1 |\ 3/3 LS
2 2 2 2
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EsEMPLO 1.  Estudiar el movimiento cuya expresion es

po()e(E O)p
“\o 0 1
2 0

2 0
Puesto que [—T= 0 0), HI—T)=1 y puesto que (I—TIA)=<0 0 0>,

r(l —T| A)=1; se trata, entonces, de una simetria. El gje de simetria €s el conjunto de
los puntos fijos y, por tanto, tiene por ecuacion

(-0 Co )=

EJEMPLO J. Estudiar el movimiento cuya expresion es

o -

2 2 1
Puesto que |[[—Tl|= =1--—-=0, (I—T)=1y puesto que
1 \/5 4
[ 14—
2 2
VAR
(I-TiA)= : ?
PPNV
2 2

rl—T|A)=2. Se trata de un simetria deslizante. Para calcular el eje de simetria
procedemos como sigue: si P es un punto del eje de simetria, su imagen P’ pertenece
también al eje de simetria y P”, la imagen de P’, pertenece también al eje de simetria

de manera que
PP =PP' =A+T(P)—A-T([P)= T(PP')
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Por tanto, PP’ es un autovector de T de autovalor 1 y se tiene que
0=(T—I)(PP))=(T—I)(4+ T(P)~ P)=(T —I)(4) +(T - 1)*(P)

que es la ecuacién que satisface el eje de simetria.
En nuestro ejemplo:
\/g 1 >
1 _

1
2 2 3
2 <1>+ 2 2 <x>¢ 1-\/7'=(2_\/§)x_y
1 _£—1 0 1
2

SER
2

2

Las ecuaciones paramétricas del eje de simetria son
1
r <5, 0>+t(1, 2—/3)

El vector de la traslaciéon es 7 =PP’, donde P es cualquier punto del eje de

22

1
simetria; si tomamos P=<§, 0>,

£ 1 1 1+X—
P <1>+ 2 2 5\ 4
0 1 V3o !
2 2 4
Por tanto,
an_ (131
v=FP ‘<§+T’ 4>
* ok Xk

EJEMPLO K. Encontrar, si existe, un giro que lleve P=(2,0) en P'=(—1,1) y Q
=(4, 1) en Q'=(0, —1). Puesto que

S ()

5

:é /:/,vP
oK
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del dibujo deducimos que
= — 3n
¥ (PO, P_Q')=7

La ecuacién del giro toma la forma

()T o)

Si existe un giro satisfaciendo las condiciones dadas se ha de tener
-1 a, 0 1\/2
= +
1 a, -1 0/\0
0 a, 0 1\/4
= +
-1 a, -1 0/\1

. . . a; . . ,
Si estas dos ecuaciones producen el mismo valor de ( > existe el giro buscado; asi es
a

-1
en este caso y se tiene <a1>=< ) Por tanto,
a, 3
X} _ —1 N 0 1\/x,
X 3 -1 0/\x,
Nota. Este problema también puede resolverse imponiendo

COoS —Ssen
P4 +< ¢ q’) p
sen@  cosp

Ccos —S5€n
Q,=A+< ¢ cp>

sen @ cos @

y calculando A y ¢ si las cuatro ecuaciones anteriores son compatibles.

EJERCICIOS 10.3.

1. Encontrar la expresiéon analitica de los siguientes movimientos:
a) Giro de centro (1, 0) y angulo 3rn/4.
b) Simetria deslizante de eje paralelo a la recta 2x+y=3 y que transforma (2, 1)
en (1, 0).
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¢) Giro de angulo n/3 que lleve (2, 1) en (1, 0).
d) La composicion de los movimientos de a) y b).

2. Estudiar los siguientes movimientos del plano, hallando su tipo, subespacios
invariantes y elementos geométricos.

!
o (s
2 2

VN

v (0| s a0
v \1) V2 V2]V
2 2
) My=M,°M, y My=M,°M,

3. Determinar todos los movimientos que transforman (1, 0)en (2, 1) y (0, 1) en (1, 0),
indicando sus elementos geométricos.

4. Averiguar todos los movimientos del plano que conmutan con la simetria de
eje x—2y=1.

5. Encontrar todos los movimientos del plano que conmutan con:

a) Traslacion de vector u.
b) Giro de angulo n y centro P,

6. Probar que todo movimiento del plano es la composicion de tres simetrias si | T}
<0 y de dos simetrias si |T|>0.

104. MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO

En esta seccion determinaremos todos los posibles movimientos en el espacio. Para
llevar a cabo esta determinacion puede realizarse un estudio geométrico similar al que
se hizo en la seccion 10.2 con los movimientos en el plano. Es éste un buen tema de
trabajo para el lector o estudiante, ya que de esta manera puede ejercitarse en la
intuicién geométrica espacial. Sin embargo, también puede realizarse esta determina-
cion de un modo analitico, basado en la clasificacion de las aplicaciones ortogonales en
espacios euclideos (teorema 2 de la seccion 8.8 del capitulo 8). Este segundo punto de
vista sera el que seguiremos aqui.
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De los resultados de la seccion 10.1 se deduce que las ecuaciones de los movimien-
tos M en R? son de la forma

X a, b
MX)=X'=| x; |=| a, |+T| x; |=A+T- X
X3 as X3

donde T es una matriz ortogonal de orden 3. Del teorema de clasificacion de las
aplicaciones ortogonales en espacios euclideos (teorema 2 de la seccion 8.8 del capitulo
8) deducimos que, después de un cambio de base ortonormal si es necesario, T puede
ser de una de las siguientes formas:

Mm/f1 o 0 am/ -1 0 0
0O cosp —seng 0 cosep —seng
0 seng Cos @ 0 seng cos @
am/1r o o0 awv)/ -1 0 0
01 0 0 1 O
00 -1 0 0 -1

Observamos que las matrices anteriores son las matrices de una aplicacién
ortogonal en una base ortonormal {@,, @,, #3} que puede ser diferente en cada caso.

Observamos también que la identidad esta incluida en el caso (I) con ¢ =0y que la
simetria central de matriz

-1 0 0
0 -1 0
0 0 —1

es un caso particular de (II) con ¢=n.

En los casos (I) y (IV) los movimientos son directos, mientras que en los casos (II) y
(ITI) son inversos.

Para determinar todos los movimientos en R* es necesario estudiar sus puntos
fijos; como ya se dijo en la seccion 10.3 esto equivale a estudiar (I—T) y r(I—T| A).
Estudiamos cada uno de los casos por separado.

Y 1 0 0
T={ 0 cosep -—seng
0 seng cos @
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En este caso:

0 0 0
I-T=| 0 1—coso sen @
0 —sengp 1—cos¢

1—cos sen
¢ ? =21 —cos )
—seng 1—coso

Si 9=0, (I—T)=0y T es la matriz identidad. Si r( —T|A)=0, A=(0,0,0) y el
movimiento es la identidad; si r(I —T | A)=1, A=(ay, a,, a3)#(0, 0, 0) y el movimiento
es una traslacién de vector @ =(ay, a,, as).

Cuando ¢ #0 tenemos que r(I —T)=2.Sir(I —T| A)=2 el movimiento M tiene una
recta de puntos fijos; si P es un punto de esta recta, las ecuaciones de M en el sistema
de referencia {P; @y, U,, ¥} son

Y1 1 0 0 Vi
¥5 |=1 0 cosep —seng Y2
Vs 0 seng cos @ Vs

y se trata, por tanto, de un giro de dngulo ¢ alrededor de un eje; el eje tiene como vector
director &, y pasa por el punto Py coincide con la recta de puntos fijos del giro.
Observar que en este caso r(I —T|A)=2 implica a,;=0.

Si (I—T| A)=3 el movimiento no posee ningin punto fijo; en este caso se ha de
tener necesariamente a, 0 y podemos escribir las ecuaciones de M en la forma

x| a, 0 1 0 0 X,
x; 1= 0 |+ a, |+ 0 cosep —seng X,
X} 0 as 0 seng cos@ [\ x3

con @ =(a,, 0, 0)#(0, 0, 0). La expresion entre corchetes son las ecuaciones de un giro,
G,., de angulo ¢ con respecto a una recta r que tiene a &, como vector director; si
escribimos T para denotar la traslacion de vector @ #0 las ecuaciones anteriores nos
dicen que

M=T5°G¢’,

con la particularidad de que @ =a,u; es un vector paralelo a la recta r. La composi-
cion de un giro y una traslacion en estas condiciones es lo que hemos llamado un
movimiento helicoidal (ver el ejemplo H de la seccion 10.1).
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La descomposiciéon de un movimiento helicoidal como composiciéon de un giro y
una traslacion no es Unica; podriamos haber tomado

b a, 0 1 0 0 X,
xy |=| b |+]|| az—b |+ O cose sene || x, , by c#0
Xy c a;—c¢ 0 —seng cose |\ x;

Sin embargo, existe unicidad si la traslacion es paralela al eje de giro y en este caso
la descomposicion del movimiento helicoidal se dice candnica.

(1v)
-1 0 0
T= 01 0
00 -1

Este es un caso particular de (I) que se obtiene permutando los dos primeros
elementos de la base y tomando ¢ ==. Se trata, por tanto, de un giro de 180° alrededor
de un eje o de un movimiento helicoidal. El giro de 180° alrededor de un eje r recibe el
nombre de simetria axial de eje r, ya que todo punto se transforma en su simétrico con
respecto a r (ver figura 3).

PN

D..|_-“p

A

B

c r

Figura 1. Giro de angulo ¢

alrededor de r (G, ) Figura 2. Movimiento
helicoidal (H, ;)

B P
/Cd / { »?

I L
r f, /:
) A Q |
/CQB, / iy

Figura 3. Simetria axial de eje r (S,)
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(I
—1 0 0
T= 0 cosp —seng
0 sen¢ cos @

En este caso tenemos

2 0 0
I=T|= 0 1—cosg sen@| =4(1 —cos @)
0 —seng 1—coso

Si =0, rI-T)=1y

S = O

-1 0
T= 0 0
0 1

Si r(I—T|A)=1, el movimiento posee un plano de puntos fijos n cuyo vector
caracteristico es @,. Si tomamos P perteneciente a 7, las ecuaciones de M en el sistema

de referencia {P; iy, Wi, U3} son

’

Vi -1 0 0\/»n
va |=l 0 1 01l
) 0 01 Y3

por tanto, M es una simetria con respecto a un plano que pasa por un punto fijo de M y
tiene como vec'or caracteristico #,: este plano es el plano de puntos fijos de M.
Observar que en este caso r(I—T|[A)=1 implica a,=0, a;=0.
Sir(I—T| A)=2 (el lector se convencera facilmente de que r(I — T| A)# 3 cuando r(I
—T)=1) se ha de tener a,-a;#0; por tanto, las ecuaciones de M pueden escribirse de

la forma

X} 0 a, -1 0 0\/ x4
X4 a, 0 0 01 X5

con E’=a2ﬁ’2+a3ﬁ'3;é6. Asi pues, M es la composicion de una simetria, Sn’ con

respecto a un plano = de vector caracteristico i, y una traslacion de vector @ £0; es

decir,

M=T5°S
T
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Observar que @ es un vector paralelo a n. Por analogia con el caso del plano, este
movimiento recibe el nombre de simetria deslizante. La descomposicion M=T;°S _es
tnica si @ es paralelo a 7 y recibe el nombre de descomposicion candnica de la siméfria
deslizante.

Cuando ¢ #0, WI—T)=3y, por tanto, I —T|A)=3. En este caso el movimiento
posee un punto fijo P. En el sistema de referencia {P; W, i, @} las ecuaciones de M
son

Vi -1 0 0 Vi
vy |= 0 cosep —seng Vs
V3 0 seng cosg V3

Esto es la composicion de un giro con respecto al eje @, y una simetria con respecto al
plano generado por @, y U3, ya que

-1 0 0 -1 0 0\/1 0 0
0 cosp —seng |= 01 00 cosep —sengp
0 seno cos @ 0 0 1/\0 sen cos @

Por tanto, M es la composicion de un giro con respecto a un eje r que pasa por Py
una simetria con respecto a un plano perpendicular a r que pasa por P. Este
movimiento no recibe ningiin nombre especial en general; solamente en el caso
¢@=180°, para el cual

-1 0 0
T= 0 —1 0
0 0 -t

recibe el nombre de simetria central o simetria con respecto a un punto P (P recibe el
nombre de centro de la simetria) ya que todo punto se transforma en su simétrico con
respecto a P (ver figura 6). El centro de simetria es el punto fijo del movimiento.

(I11)

Este es un caso particular de (II) que se obtiene permutando los elementos primero
y tercero de la base y tomando ¢ =0. Por tanto, el movimiento es una simetria con
respecto a un plano o una simetria deslizante.

Esto concluye el estudio de todos los movimientos en el espacio. Los resultados
obtenidos se enuncian en el siguiente teorema:
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TEOREMA 1 (Descripcién de todos los movimientos en el espacio)

Todo movimiento en R? es o bien la identidad, o una traslacién o una
rotacion alrededor de un eje o un movimiento helicoidal (en estos casos |T|>0, el
movimiento no cambia la orientacidn y se dice directo) o bien una simetria con
respecto a un plano, una simetria deslizante o la composicion de un giro y una
simetria con respecto a un plano perpendicular al eje de giro (en estos casos |T| <0,
el movimiento cambia la orientacion y se dice inverso).

” %

N

Figura 4. Simetria con respecto

Figura 5. Simetria déslizante

a un plano 7 (S,) (Sxz)

B ==
— /// //
/
c A4

D'

Figura 6. Simetria con respecto al punto P
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Es conveniente resumir los resultados anteriores en el siguiente cuadro.

T HI-T) rI—T|A) Movimiento: P'=A+ T(P)
I 0 0 Identidad
|T|>0 1 Traslacion
Simetria respecto 1 1 Simetria respecto de un plano de puntos fijos.
de un plano: 2 Simetria deslizante: composicion de simetria y
|T]<0 traslacion paralela al plano de simetria.
Giro o rotacion: 2 2 Giro en torno a a un eje de puntos fijos.
|TI>0 3 Movimiento helicoidal: composicion de giro y
traslacion paralela al eje de giro.
Simetria ° Giro: 3 3 Composicion de un giro y una simetria; al eje
|T|<0 de giro y el plano de simetria son perpendicu-
lares.

10.5. MOVIMIENTOS EN R3. EJEMPLOS

El objetivo de esta seccion es aprender a encontrar las ecuaciones de los movimien-
tos en R* asi como a determinar los elementos geométricos de un movimiento a partir
de sus ecuaciones. En lugar de dar una lista exhaustiva de las ecuacionés de los
movimientos y de la forma de determinar sus elementos geométricos daremos varios
ejemplos, con la esperanza de que resulten instructivos para el lector.

EJEMPLO A. Ecuaciones de la simetria respecto de un plano.

|PP'|| =A=2d(P,m)
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Sea n un plano de ecuacion ax+by+cz=d y # un vector unitario normal a =, es

decir, ﬁ’=;(a, b, ).
Jat+br+c?
La imagen, P’, de un punto P es de la forma P'=P — An, donde A=2d(P, r). Para
calcular d(P, r) tomamos @ un punto cualquiera de = y observamos que

__d(P,n)
cos é: (Q—P, n)_ ”Q—P”

por tanto,
d(P, )= QP] cos ¥ (QP, )= (QP, m)
Asi pues, las ecuaciones de la simetria estin dadas por
P =P-20QP, w7

Para escribir esto en coordenadas cartesianas tomamos

X Xo
P= y ’ P= y/ ] Q" Yo €T
z z' Zg

Un sencillo calculo permite llegar a la conclusion siguiente:

at—b*—¢?
/ — ba ca )
x a
A 2 ,  boa=d , ,
y, T al+ b +c? a+b2+¢? a 2 ¢
z c z
c?—a*-p?
ac be
2

que es la expresion en coordenadas cartesianas de la simetria con respecto al plano .
de la simetria con respecto al plano .
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EJEMPLO B. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano que
pasa por (0, 1, 1) y es perpendicular al vector (2, 1, 1).
X 2 0
. 1
Si P=|y |, m=—=(1 |y Q@=| 1 |, puesto que P=P—2(QP, 7) & tenemos:

z \/3 1 1

x' x X : 2 { 2
"=l y {—2 y—11],—| 1 — 1 |=
z z z—1 6 1 \/8 1
4 2 2 4
T3 T3V
* 2 1 1 2
y —6[2x+y—1+z—1]‘ 1 |= y—gx—gy—§z+§ =
z 2 1 1 2
FT3X T3V T3
4 1 2 2
3 3 3 3
2 2 2 1
A3 3 3 3
2 2 1 2V
3 3 3 3
* * *

EJEMPLO C. Determinar las ecuaciones de un giro de angulo /2 con respecto a
la recta r que tiene 7' =(l, 1, 0) como vector director y pasa por (0, 0, 0).

Procedemos de la siguiente manera para resolver este problema: encontramos
primero un sistema de referencia {O; 7\, 7,, 73}, positivamente orientado y ortonor-
mal, con respecto al cual G,,, tenga una matriz conocida; después se realiza un
cambio de sistema de referencia para llevarlo a {0; €|, &, ?3’3}-

1
Tomamos 7, =—\/—§(1, 1,0) y 7,=(0, 0, 1); elegimos 7, de manera que {7}, T, T3}

sea positivamente orientada:

11
—==—=(=1,1,0)

2 V2

J
0
1

S = =

i
2 =03%x7;=|0
1



462 Algebra y Geometria

X2

Con respecto al sistema de referencia {0; 7, ¥, 73} las ecuaciones de G, ,, son

Vi 1 0 0\/y
Vo =[O0 0 =1 |y, | (¥
Vi 01 0/\ys

A continuaciéon hacemos un giro de —45° de manera que el sistema de referencia
{0; v, 7,, T3} se transforme en el sistema de referencia {0; €}, €, €,): si x =x,7,

+Xx,€,+x5€; se tiene

1 —1 0
1 1
X1 €+ X280+ X383= Y101+ Y03 +Y303=y1—=| 1 |+y.—= 1 |+y;|0 |=
V2| o NEAR 1

Y1 Y2

()G s

Por tanto,
1 1 1 1
— —— 0 — — 0
X1 2 \/5 yl yl \/i \/5 xl
8 o IR I [P0 e B o B NI [
X3 \/5 \/5 Y3 Y3 \/5 \/5 X3
0 0 1 0 0 1
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Similarmente,
1 1
—_ — 0
Vi J2 V2 X
¥ |= 1 1 0 X5
V3 \/5 \/5 x5
0 0 1

1 1 11
0 — 0
X} J2 2 10 0 V2 2 X,
x'z—_i_l_o 00 -1 _Lio’%:
x4 ﬁ\/ﬁ 0 1 0 \/E\/E X3
0 0 1 0 0 1
1 1 1
Eiﬁ
11 1 |
- 2 2 Al
e g
_r
V2 2
*k % ¥

EJEMPLO D. Hallar las ecuaciones de la composicion del giro de angulo n con
respecto a la recta r: (0,0, 1)+¢(0, 1, 1) con la traslacion de vector 7=(1, 1,0) y
determinar de qué tipo de movimiento se trata.

1
wy=—=0, -1, 1)

¢ V2
\ T,=—=0,11
2
L8
2=0,0,1)
ir; =(1, 0, 0)
?3
Y1
7, )
e,
7 :
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Eligiendo {Q; u,, W, W5}, donde 9=(0, 0, 1), w; =(1, 0, 0), u,=

1
X uy=—12(0,
NG
Vi
V2
Vs

Algebra y Geometria

1
_‘_‘(0, 1, 1), L—l.3=u1
2

72

—1, 1) las ecuaciones del giro de angulo = en torno a r son

Y1 -1 0 0 Vi
=Gn,r y2 |= 0 1 0 Y2
Y3 00 -1 V3

A continuacién pasamos al sistema de referencia {Q; @, €,, €3} haciendo un giro
de —45°% si X' =x,€,+X,8,+ X358, y X =y U +y,U,+ y;U; se tiene que

1 0

/ 1
21 0 —
%=l V2
24 0 _1_
NG

Para pasar ahora al sistema de referencia {0; €, @,, €3} trasladamos X

1 0 0

1
Y1 0 —
Y2 |= \/E
1

0 ——

0 1 0 O
UL VISR Y PSR S O Y9
J2 01 0 V2 2 )=
1 00—10__1—_{_ Zy
72 NN
-1 00 zq
=1 0 0 1}||z
0 1 0/\z

=(x;, X, X3) ¥ X' =(x}, x5, x3) mediante el vector (0, 0, 1) para obtener

100
= =1 |+ 00 1 |[x,
010

0 -1 00 X
=0 ]+] 001 X, |=
1 010

0

1
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Al hacer la composiciéon con T, donde T =(1, 1, 0) se tiene

X, X 1 -1 0 0 b
M| x, |=| x5, |=1 0 |+ 0 0 1 X, |, M=T;°G,, (%)
X4 b 1 010 X4

que son las ecuaciones buscadas.

Observacion. Al mismo resultado se habria llegado si observamos que
TG, (P)=A+T(P), donde

que

2 0 0
I-T={0 1 -1
0 -1 1
rI—T)=2, y como
2 0 0 1
U-T|A)=| 0 1 -1 0|,
0 —1 11

r(I—T|A)=3. Del cuadro resumen de la seccion 10.4 deducimos que (**) es un
movimiento helicoidal. Hemos de determinar el eje de giro, el angulo de giro y el vector
de traslacion (paralelo al eje de giro).
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Si P es un punto del eje de giro, P’ es la imagen de P y P” es la imagen de P’ se
tiene que

PP’ = M(P)M(P)= PP
y por tanto:
PP'=A+T(P)— A—T(P)=T(PP) = (I-TYPP)=0
Como P'=A+ T(P) se tiene

0=(T—I)(P' —P)=(T—D(A)+(T—-D*(P).

Entonces
-2 0 0\?«x,

0 1 —1/)\x,

-2 4 0 0)\/[x
1 + | 0 2 _2 x2
—1 0 -2 2 X3

o equivalentemente

1
x1=5 , 2%, —2x3=—1

Estas son las ecuaciones del eje de giro. Un punto P, de este eje de giro es P,

1 1
=<5, 0, —) y puesto que

2
1 —1 0 0\/12
Po=MP)=| 0|+ 0 0 1]l 0 |=
1 01 0/\172
1 —12 1/2
=[ 0|+ 12 |=[12
1 0 1

el vector de traslaciéon de este movimiento helicoidal es

0
PyPy={ 1,2
1/2
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Observacion. El eje de giro de este movimiento es paralelo al eje dado, ya
que sus ecuaciones pueden escribirse de la forma

1

X ==
17 12 0
Xx,=t obien| 0O |[+1] 1
1 12 1
X3=‘2‘+t

Para encontrar el angulo de giro es necesario utilizar el siguiente resultado:

LEMA 1

Si M=A+T(P) es un giro o un movimiento helicoidal, el angulo de giro ¢
satisface 1+2cos p=traza T (=suma de los elementos en la diagonal principal
de T).

Demostracién. Puesto que estamos en el caso (I) de la seccion 10.4, podemos
escribir

1 0 0
C'TC=|0 cosp sen¢
0 —sen¢p cosg

donde C es un cambio de base adecuado. Utilizando el resuitado del ejercicio 7 al final
de esta seccion deducimos la igualdad traza (T)=traza (C~'TC). De aqui se obtiene el
resultado deseado. n

Aplicando el lema 1 se tiene que 1+2cos = -1, y por tanto, 2cos @ = —2. De
aqui se deduce que ¢ =180".

* % %

E1EMPLO E. Estudiar el movimiento

2 0 0 -1
P=[21}+|0 -1 0 |P
2 1 0 0
Como
1 01
1-T= 020 , {I—-T)=3
-1 0 1
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y r imetri i i N nuestro caso tenemos:
por tanto, se trata de la composicién de un giro y una simetria con plano de simetria E
k4 k4

perpendicular al eje de giro. El punto de interseccion del plano de simetria y del eje de

2

giro es el punto fijo de esta transformacion. En nuestro caso el punto fijp es 8 - (1) g _(1) ; )4.,: (()) _(1) _(1) — (1) (1) 3 :| : =
N 0 1o 1/\2 1 0 0 001 z
P,= )z; 0 —2x
={0]+l O
donde 0 0 —1 x 4 —2z
=[21|+]0 —; ((); i’ ’ La ecuaciones paramétricas del eje de giro son
z 2 1 r: (0, 0, 2)+1(0, 1, 0)

por tanto,

Como el plano de simetria ha de ser perpendicular al eje de giro y pasar por el
punto fijo P,=(0, 1, 2), su ecuacion es y=1.

-+

2
2
2

® = N

X
y
z

4

: |
de donde deducimos que Po=(0, 1, 2)'. ‘ ‘ |
Cualquier punto P=(x, y, z) del eje de giro satisface

PN=P
donde P” es la imagen de P’ y P’ es la imagen de P. Por tanto,

PP'= — PP’ = —A—T(P)+A+T({P)=—T(PP)

X

Entonces,

Con un razonamiento similar al del lema 1 puede obtenerse que el angulo de giro ¢

0=+ T)PP)=(+ T)(A+T(P)—P)=(I+T)A)+ satisface

+(I+ TYT—=D(P)=(I + T)(A)+(T*>~D(P). —1+42cosp=traza(T)= — 1

Por tanto, ¢ =m/2 o 3n/2. En este caso esta condiciéon no es suficiente para determinar
P el angulo de giro. Una forma de determinarlo es tomar un punto Q en el plano de
simetria 7, y hallar su imagen Q’; si 0=(0, 1, O)er,

2 0 0 -1 0 2 0 2
=12 |+/0 -1 0 1= 2 4+] -1 |=|1
2 1 0 0/\0 2 0 2
, 3z
/ y del grafico se deduce que (p=7.
P’/ % * *
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EJEMPLO F. Estudiar el movimiento de ecuaciones

-2 0 0 —1
P= 0 |+ 01 0 |P
-2 -1 0 0
Como
1 01
I-T={0 0 O , rI—-T)=1
1 01
como
1 01 =2
(I-T|4H=0 0 O 0 , MI—-T|A)=1
1 01 =2

por tanto, es una simetria.
El plano de simetria es el conjunto de puntos fijos y, por tanto, satisfacen

X -2 00 -1 X -2 —z
y |= 0|+ 01 0 y |= O+ +y
z -2 -1 0 0 z -2 —x

Se trata del plano x+z= —2, que ha sido dibujado en la figura adjunta.

(-1,0, -1

Todas las rectas perpendiculares al plano de simetria son rectas invariantes; estas
rectas tienen por ecuaciones

(cy, €30 cy)+1(1,0, 1), teR

con (cy, ¢,, ¢3) un punto cualquiera de =.

* %k k
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EJEMPLO G. Estudiar el movimiento M de ecuaciones

! 1 1
, 1 2
, 2 1 x
z' 0 :
1 1 —
2
Puesto que
2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 1

I-T=[23 2/3 23| y U=T|A)=| 23 2/3 2/3 1
23 23 23 23 23 2/3 0

r(l-T)=1 y r(I—T|A)=2.El movir_njento €s una simetria deslizante. Los puntos P del
plano de simetria satisfacen PP’ =PP”, donde P'=M(P) y P"=M(P’). Por tanto,

PP'=A+T(P)—A—T(P)=T(PP),

De aqui deducimos que P satisface

0=(I—T)PP)=(I—TYA+T(P)—P)=
=(I—T)A)—(I—T)y>(P)

[

Si P=(x, y, z) esta ecuacién se transforma en

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
FACULTADT DT TNGENIERIA

0 23 23 2/3\/ 1 23 23 23\ [ x
ol=(23 23 23| 1 |=|23 23 253|{y |=
0 23 23 2/3/\0 23 23 23] \ 2

1 4 x+y+z
1 —3 X+y+z
1 x+y+z

DEPARTAMENTO DE
DOCUMENTACION Y BIBLIOTECA

MONTEVIDEO - URUGUAY
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Por tanto, x+y+z=1 es la ecuacion del plano de simetria n. Para encontrar el vector
de traslacion tomamos P=(1, 1, —1)en, con lo cual tenemos

) 1 4
SR 2\ [ 3

2 1y /1
b2 1 el 123 2L e e
P=[1 —5 1 _5 1 - 0 3 2 3
0 1 -1 5 _é
b= 2 3

El vector de traslacion @ es

4 1
AV RN
4
H:P_Plz — 11— 1 = g =§ 1
3
1 -2
5 2

El plano 7 es una subvariedad invariante de este movimiento. Las subv'arledades1
invariantes de dimensién 1 de este movimiento son todas las rectas contenidas en ¢

1 .
plano © que tienen a’=§(1, 1, —2) como vector director.

EJERCICIOS (SECCIONES 10.4 Y 10.5)

1. Encontrar la expresion analitica de los siguientes movimientos en el espacio:

a) Simetria respecto al plano 3x—y+2z=1. ' ]

b) Movimiento helicoidal respecto al eje {A(1, —1, 0)} con un giro de 180° y vector de
traslacion 7 =(2, —2, 0).

¢) Giro cuyo eje pasa por (1,1,0) y (0,0, 1) y que envia (0, 1,0) en (1, 1, 1).

d) Composicion de los movimientos a) y b).

2. Estudiar los siguientes movimientos en el espacio, hallando su tipo, subvariedades

invariantes y elementos geométricos:

BRI
2 2 2
x 1

2 2
a)M1y=—1+\7/0—§y
2z

SRR WV I

2 2 2

7
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1 0 1 0 X
by M, =| 1|+ 0 0 -1
z 0 -1 0 0 z
2 0 0 -1 x
) Ms|ly|[=]1{+]0 1 0
z 0 1 0 0 z

d) La composicion M;°M, y M,° M,.

3. Encontrar los movimientos del espacio que conmutan con la simétrica respecto del
plano z=0.

4. Dado el movimiento helicoidal

x 2 01 0\/x
Mly|={ 1]+ 00 —1
z 0 10 0

encontrar su descomposicion candnica.

5. a) Dados los planos paralelos 7, y n, de ecuaciones m,;: x+y=1y Ty X+y=4,
encontrar las ecuaciones del movimiento M=S5, °S, . Demostrar que M es una
traslacién y encontrar su vector de traslacion.

b) Demostrar que para cualesquiera dos planos paralelos mym,en R, M=S§, o S,
es una traslacion; encontrar el vector de traslacion.

6. a) Dados los planos 7, y m, de ecuaciones n,: z=1y n,: x+ y—z =2, encontrar las
ecuaciones de M =S, S, . Demostrar que M es un giro con respecto a un eje y
encontrar el eje y el angulo de giro.

b) (Qué relacion existe entre el eje del giro M y los planos T,y m,?

¢) (Qué relacion existe entre el angulo de giro de M y el angulo que forman 7, y n,?

7. Sean T, Ce M5, ;5(K) con |C|#0. Demostrar que si J=C 'TC, traza (J)=tra-
za(T). [Sugerencia: si Pr(A)= — 1>+ a,A% —a A +a, es el polinomio caracteristico de T,
demostrar que a, =traza(T); utilizar a continuacion que P,(4) es invariante mediante
un cambio de base (capitulo 7)].

* * *

El resto de los problemas de esta seccion estan dedicados a la composicion de
movimientos en el espacio. Estan pensados para que se resuelvan utilizando razona-
mientos geométricos en lugar de razonamientos analiticos. Se da la solucion del
primero de ellos para que el lector se familiarice con la forma de demostracion.

8. Demostrar que la composicion de dos simetrias con respecto a dos planos
paralelos es una traslacion. [Sol.: Sea T un vector perpendicular a uno cualquiera de
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los planos 7, 0 7, que nos da la distancia entre ellos como muestra la figura adjunta.

Basta demostrar que

Tlo8,,° S, =1

,R

v
W

'

o —|—

P

para todo punto P, Tis'© Sy, ° Sx,(P)=Tiz'(R), donde PR L7, y |PRI=11POIl+1QRI
— 2Pyl +2110Q0l = 2] PoQoll =2d(m, m5)=2[7 . Entonces

T5'eS,,°Sx(P)=T '(R)=F]

s con respecto a planos secantes €s

icion de dos simetria
9. Demostrar que la composici s 5 de O oble. del aue

un giro alrededor de la recta comun de los dos
forman los planos.

10. Demostrar que la composicion de dos simetrias centrales es una traslacion.

11. Sea S, una simetria axial de eje r y Ty una traslacion de vector @ tal que @ es

perpendicular a r.

a) Demostrar que T;°S, es un
mediante el vector @ /2. . ' . o

b) Demostrar que S,° Ty es una simetria axial de eje !

posicion de dos simetrias axiales respecto de ejes

a simetria axial de eje | que es la trasladada de r
simétrico de | con respecto a r.

12. a) Demostrar que la com
secantes €s un giro.

b) Demostrar que la composiclo
cruzan puede escribirse como

n de dos simetrias axiales respecto de ejes que se
Ja composicion de un giro y una traslacion.

SECCIONES CONICAS

l
CAPITULO 11 I

11.1. Definiciones

11.2. La circunferencia y alguna de sus propiedades

11.3. La elipse y la hipérbola

11.4. Nueva definicion de las secciones conicas: la elipse, la hipérbola y la
parabola

11.5. Ecuaciones de las conicas en un sistema de coordenadas cartesiano

11.6. Determinacion de las conicas

11.7. Determinacion del tipo de una conica

11.8. Invariantes de las conicas y reduccion a su forma canodnica

11.9. Determinacion del centro y de los ejes principales de una conica con
centro

11.10. Determinacion del vértice y del eje de una parabola

11.1. DEFINICIONES

Un doble cono recto es la figura que engendra una recta g al girar alrededor de una
recta h que la corta. La recta h se denomina eje del cono y las distintas posiciones de g,
generatrices del cono; el punto de interseccion del eje con una cualquiera de las
generatrices del cono se denomina vértice.

Toda figura (plana) que se obtiene como interseccion de un doble cono recto con
un plano que le corta se denomina una seccion cdnica.

Segun las distintas posiciones del plano de corte las secciones coOnicas, o simple-
mente conicas, reciben nombres diferentes, que se dan a continuacion (ver figura 2).

a) Si el plano es perpendicular al eje del cono, y no pasa por el vértice, la conica
se denomina una circunferencia. En el caso especial de que el plano pase por el
vértice se obtiene un punto.

475
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Eje

Vértice —— } .
generatriz

Figura 1

</ S
[T

a) Circunferencia b) Elipse

b)

¢) Parabola d) Hipérbola

Figura 2

Si el plano no es perpendicular al eje del cono y formag entre si un a’mgulp
superior al angulo que forman el eje del cono y una cualquiera de lf'is generatn—1
ces, la cOnica resultante se denomina elipse, salv'o en el caso especial en que €
plano pase por el vértice, en cuyo caso se obtiene un punto.

Si el plano es paralelo a una cualquiera de las genergtrlces la conica se
denomina pardbola, excepto si el plano pasa por el vértice, en cuyo caso se

obtiene una recta.
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d) Si el angulo que forman el plano y el eje de giro es inferior al angulo que
forman el eje y una cualquiera de las generatrices, la cénica se denomina
hipérbola, salvo en el caso especial en que el plano pase por el vértice, en cuyo
caso s¢ obtienen dos rectas que se cortan.

Los casos especiales que aparecen en los casos anteriores se denominan secciones
conicas degeneradas y son puntos, o rectas o pares de rectas que se cortan. De ellos
no nos ocuparemos aqui por haber sido estudiados anteriormente.

La primera persona que estudio las secciones conicas fue Menaechmus de Grecia,
como consecuencia de su interés en el problema de construir con regla y compas un
cubo de volumen doble al de un cierto cubo dado; esto sucedié en el siglo IV antes de
Cristo. En el mismo siglo el gedbmetra Euclides escribidé cuatro libros sobre las
secciones conicas, de los cuales ninguno se conserva actualmente.

El primer tratado escrito que se conserva sobre las secciones conicas es debido a
Apolonio de Perga; en sus ocho libros, de los cuales se conservan solo los siete
primeros, Apolonio fue el primero en estudiar las propiedades geométricas de las
secciones conicas. Varias de estas propiedades geométricas serin estudiadas en las
secciones siguientes.

11.2. LA CIRCUNFERENCIA Y ALGUNA DE SUS PROPIEDADES

En la circunferencia la distancia del vértice V a un punto cualquiera P de la
circunferencia es constante; como VC es fijo, donde C es el punto de interseccion del
plano y el eje del cono (figura 3), se tiene que

ICPI=\/IVPI>=|VC|?

Figura 3
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es constante para todo P de la circunferencia. Tenemos entonces

PROPOSICION 1

Una circunferencia es el conjunto de puntos P de un plano 7 que satisfacen
que su distancia a ud punto fijo C, llamado centro, es constante. Esta constante

se denomina radio de la circunferencia.

PROPOSICION 2

Sean A y B dos puntos de un plano. Un punto P del plano .perte,nece‘a la
circunferencia en la que A y B son diametralmente opuestos si y solo si los

vectores AP y BP son perpendiculares.

Demostracién. Sea r el radio de la circunferencia y C su centro. El plano en el que
estamos trabajando es «isomorfo» a un plano euclideo y, por tanto, podemos suponer
que en él se tiene el producto escalar usual, denotado por ( , ). Entonces tenemos

(figura 4): B
r2=|CP|2=(CP, CP)=(CA+ AP, CB+BP)=

=(CA, CB)+(CA, BP)+(AP, CB)+(AP, BP)=
= —r2+(CA, BP)—(CA, AP)+ (AP, BP)=

= —r2+(CA, BP— AP)+ (4P, BP)=

= —r2+(CA, BA)+ (AP, BP)=

= —r?+2r2 (AP, BP)=r*+ (AP, BP)

Esto es equivalente a (AP, BP)=0, lo cual demuestra el resultado. ]

Figura 4

PROPOSICION 3

Consideremos una circunferencia de centro C y un punto A‘exterior a ?lla. Si
P y P’ son los puntos de intersecciéon de las tangentes a la c1rcur_1feren01a que
pasan por A se tiene que |lﬂ5|| =||AP'|. Ademas, CP es perpendicular a AP.
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Demostracion. Sea r el radio de la circunferencia y @ un vector unitario en la
direccion de AP. Para i=| 4P| se tiene que

r’=||CP|*=|CA+ AP||*=||CA+ 4|2 =
=22+424CA, w)+|CA|~

Si consideramos la ecuacion en 4, 42+ 24(CA, &)+ ||CA||2 —r? =0, ésta ha de tener una
solucion Gnicamente, ya que AP es tangente a la circunferencia, y esta solucién es 1
=||4P|. La ecuacion de segundo grado tiene solucion unica si y sélo si

(CA, w)*=||CA|*~r* (1)
y esta solucion es

|AP||=4=—(CA, m) 2

Si T es un vector unitario en la direccion de AP’ el mismo razonamiento anterior
produce

(CAp)*=|CA|>—r? 3)

|4P) = —(CA4, 7) @
De (1), @, (3) y (4) se deduce que || AP| = AP'|. Ademas, de (1) y (2) obtenemos
|AP|?=|CA|*—|CP|? y, por tanto, el triangulo CPA satisface el teorema de

Pitagoras. Esto prueba que CPA tiene un angulo recto en P, lo cual demuestra la
proposicion. ]

11.3. LA ELIPSE Y LA HIPERBOLA

PROPOSICION 1

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos 4 de un plano cuya suma de
las distancias de 4 a dos puntos fijos y distintos, llamados focos, F, y F,, es
constante (|| AF A+ IAF .|l =constante).

Demostracién. Sea = el plano dado que forma con el eje un angulo mayor que a,
sin ser 90°, Considerar las dos esferas tangentes al cono y al plano como muestra la
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figura 5. Estas esferas tocan al plano = en los puntos F, y F,. Por la proposicion 3 de
la seccion 11.2:

|AF, ) = | AN||
|AF | = | AM]|
Como || AN| + | AM| = | JL|, que es fija, se tiene que

| AF, || + | AF || = | JL|| = constante [ |

Figura 5

Si dibujamos la elipse en un sistema de coordenadas cartesianas, como en la figura
6, el eje que contiene a los focos se denomina eje principal y el eje perpendicular al eje
mayor que pasa por ¢l punto medio del segmento F,F, se denomina eje secundario.

Si a, b y c son las distancias indicadas en la figura 6, 2c se denomina distancia focal,
a se denomina semieje principal y b se denomina semieje secundario. Al cociente e=c/a,
entre ¢ y a, se le denomina excentricidad y como a > ¢, se tiene que 0<exl
en el caso de la elipse. Entre a, b y ¢ existe una relacion que puede encontrarse

aplicando el teorema de Pitagoras a F,0B;:

a?=|B,F,|?=b*+c* = b= /2 —ct=/—a*+at=a/1—¢
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|

A,, Ay, By, B, son vértices

Figura 6

‘ Quizé.l es conveniente explicar la igualdad a=||B,F,|}; esta igualdad es consecuen-
cia del siguiente lema cuando A=B,.

LEMA 2

Para todo punto A4 de una elipse se tiene que | AF | + | AF ,| =2a.

Demostraciéon. Utilizando la definicion de elipse | AF A4+ |AF .|| =constante; si en
lugar de A ponemos A; y A,, se obtiene

A E || + | 4.F, || =constante = || A F, || + | A,F, .

Por tanto,

WA E |+ 1AE |+ I, = AR+ 1 FF ) + 1 AE .

de aqui deducimos 2|4, F,||=2|4,F,| o equivalentemente, |4 F, || = A,F,|. Utili-
zando este resultado se tiene

|AF || + | AF || =constante = | 4, F, || + |4, F, | =
= | AL, + |4 Fyll = 1 4;4,]l =2a |

* k¥

PROPOSICION 3

. Una. hipérl?ola es el lugar geométrico de los puntos P de un plano cuya
diferencia de distancias a dos puntos fijos y distintos, F, y F,, llamados focos, es
constante en valor absoluto (| PF,| —||PF,| = +2a, con a constante).
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Demostracién. Considerar las dos esferas tangentes al cono y al plano n como
muestra la figura; sean F, y F, los puntos de contacto del piano y las esferas. Por la
proposicion 3 de la seccion 11.2

|PF, | =PP|
|PF,| = IPP"|
Como | PP"||—|PP'| =||PP"| =||JL|| =constante, se tiene que

| PF || — | PF, || =constante -

Figura 7

En la figura 8 se ha dibujado una hipérbola en un sistema de coordenadas
cartesianas de manera que el eje principal contiene a los focos Fy, F, y €l eje secundario
es perpendicular al eje principal y divide al segmento F,F, en dos partes iguales. Los
demas elementos de la hipérbola reciben los mismos nombres que en el caso de la
elipse y estin sefialados en la figura 8.

Capitulo 11 Secciones conicas 483

Vértice 4/0 Vertice 4,

L
F,
\

.
—
\

Figura 8

Una demostracién analoga a la del lema 2 prueba que ||P_FII|—I|ITF2||= ta
(+a si P esta en la rama de la derecha y —a si P esta en la rama de la izquierda).

Para una hipérbola la excentricidad es e=c/a con ¢>a, y, por tanto, ¢>1. Por
analogia con el caso de la elipse definimos b como

b=./c*—a?

c

es decir, el cateto de un triangulo rectingulo que tiene a ¢ como la hipotenusa y a a
como el otro cateto. Entonces

b=./a*?*—a*=a./e? -1

El parametro b tiene un significado geométrico que estd relacionado con las
asintotas a cada una de las ramas de la hipérbola. Recordamos que se¢ denominan
asintotas a la hipérbola (en general a una curva plana) a las rectas que se acercan a la
hipérbola (curva) en los puntos del infinito. Demostraremos que:

las rectas que pasan por el centro y tienen (a, b) o (a, —b) como vector director son
asintotas de la hipérbola.



484 Algebra y Geometria

La demostracion que damos de este hecho es sblo aproximada, por cuanto no
utilizaremos la «correcta» definicion de limite.

C

Fx\\ 0 F,

Figura 9

Si C'y C” son como en la figura 9 (derecha) se tiene que cuando P va hacia el
infinito,

IC'C"| ~ | PFyll = |[PF,|l=2a

y, por tanto, a ~ |OC'|. En el triangulo rectangulo OC'F, se tiene cosa=1/¢ y, por

tanto, tga= +./secla—1=+./e?—1=tb/a

11.4. NUEVA DEFINICION DE LAS SECCIONES CANONICAS:
LA ELIPSE, LA HIPERBOLA Y LA PARABOLA

PROPOSICION 1

Dada una conica no degenerada existe siempre un punto F, llamado foco,
una recta I, llamada directriz (ambos en el plano de la conica) y un namero ¢>0
tal que todo punto P de la conica satisface

| PF || =ed(P, I)

Si e< 1 se tiene una elipse, si > 1 se obtiene una hipérbola y si =1 se tiene una
pardbola.

En la figura 10 se representan conicas con el mismo foco F y la misma directriz [,
pero variando la excentricidad.
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Figura 10

De acuerdo con la proposicion 1 podemos decir que una cénica de foco F, directriz
l'y excentricidad ¢>0 es el conjunto de todos los puntos P de un plano que verifican

|FP| =ed(P, ]
Demostracion. Sea m el plano cuya seccion produce la conica al cortarse con el

doble cono recto y considerar la esfera inscrita en el cono y tangente al plano 7 como
en la figura 11.

Figura 11
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(Observar que en la figura 11 se ha representado el caso y>a (o bien f<a), que
corresponde a una elipse, pero el razonamiento seria el mismo si y=a=f —parabo-
la— o y<a<f —hipérbola—). Con los simbolos de la figura 11 se tiene que

|PF| = || PA|
debido a la proposicion 3 de la seccion 11.2. Entonces,

|PF|| _|PA|l _[|PM]jcosx _cosy
|PO| POl [PM]|/cosy cosa

y, por tanto, |PF| =¢|PQ| =zd(P, .

A

M
-
~
I | Pt
le | ///
* ~
| —~
Pll—/\/
P
Figura 12

En el caso de la elipse, 7>« y, por tanto, cosy <cosa; se tiene, pues, que e<1. Si y
=a, e=1y se tiene una parabola. Si y<a, e=cosy/cosa>1y se tiene una hipérbola.
Observar que y y o son constantes. ]

* * *

Damos a continuacién algunas propiedades mas de las elipses, las hipérbolas y
las parabolas.

PROPOSICION 2

La tangente y la normal a una elipse en un punto P de ella misma son las

bisectrices de las rectas que unen el punto P con los focos.

Demostracién. Dados los focos F,, F, y un punto P de una elipse, sea [ la bisectriz
de las rectas PF, y PF, como indica la figura 13.

I
Normal
T t
b / angente

Fy

Figura 13
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Basta demostrar que cualquier otro punto P’ de [ no puede estar en el interior de la
elipse, puesto que entonces solo toca a la elipse en el punto P y es la tangente. De la
figura 13 deducimos que

IF\PI+IIPF,| = |[F P + | PFy| = | F,F5ll < I F Pl + | P'Fy),

en donde la ultima desigualdad es debida a la desigualdad triangular. Entonces || F,P'||
+||P'F,||>2ay P esta siempre fuera de la elipse, que era lo que queriamos demostrar.
La otra bisectriz es precisamente la normal a la elipse en el punto P. ]

La proposicion 2 expresa una propiedad de las elipses que puede considerarse
como «el secreto del salon ovalado» (ver Cuentos con cuentas, M. de Guzman,
Editorial Labor). En un salon en forma de elipse, ¢l sonido emitido por una persona
colocada en uno de sus focos F se refleja en sus paredes pasando siempre por el otro
foco F,, de manera que un sonido en F,; puede ser perfectamente audible en F, e
irreconocible en cualquier otra parte del salon.

R

Para la hipérbola se tiene una proposicion semejante a la 2, que se deja como
gjercicio.

PROPOSICION 3

La tangente y la normal a una hipérbola en un punto P de ella misma son las
bisectrices de las rectas que unen P con cada uno de los focos.

Para la tangnte y la normal a una parabola se tiene la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4

La tangente y la normal a una parabola en un punto P son las bisectrices de
la normal a la directriz por P y la recta que une el punto con el foco F.
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Tangente

Normal

\‘1

SN

[N e~

0

Demostracién. Si r es la bisectriz de las rectas d y PF y P’ es cualquier otro punto
de I, de la figura 14 se deduce que

IP'Fll =P Al >d(P', ])

y, por tanto, P’ estd en el exterior de la parabola. [ ]

\j

Figura 14

La proposicion 4 expresa la propiedad de los espejos paraboiicos de que todo rayo
de luz procedente del infinito se refleja en su superficie interior pasando por el foco.
Reciprocamente, cualquier foco de luz situado en el foco de un espejo parabélico (de
revolucion) produce un haz de rayos paralelos. Los faros de los coches tienen una
forma que se aproxima a la de los espejos parabolicos.

-~
pdi
yAWI
\/

A
N
N

T~

Capitulo 11 Secciones conicas 489

Los elementos principales de una parabola se describen en la figura adjunta.
Observar que

2d(F, V)=d(F, )
ya que para el punto V se tiene que
d(F, V)=d(V, )

Eje secundario

-
-+

St Yt Eje principal

v=vértice F=foco [ =directriz

EJERCICIOS (SECCIONES 11.2, 11.3 Y 11.4)

1. La figura muestra lo que ocurre si fijamos un vértice ¥}, un foco contiguo F, de
una elipse y variamos ¢ (excentricidad). Hallar, en funciéon de € (0 < ¢ < 1), la posicion
del centro, del otro vértice y la longitud del semigje b.

[

o

2. La misma pregunta que en el problema anterior para una familia de hipérbolas, 1
<eg< o0, calculando la posicion de las asintotas.

Uy

e
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3. Dada una circunferencia de centro C y radio r y un punto A4 exterior a ella, se
considera cualquier recta s que pase por A y corte a la circunferencia como en la
figura. Demostrar que ||AP| |AP'| = |AC|| —r2.

P N

Nota. ||[AP|||AP'| se denomina potencia del punto A respecto de la
circunferencia dada. El ejercicio 1 demuestra que || AP| |AP| no depende de la
recta s.

11.5. ECUACIONES DE LAS CONICAS EN UN SISTEMA
DE COORDENADAS CARTESIANO

Es conocido que la ecuacion de una circunferencia de centro el origen y radio r es
x24yt=r? (1)

mientras que si su centro esta en el punto C=(c,, c,) su ecuacion es

Tratemos de hallar ahora la ecuacion de una elipse de semieje principal (o mayor) a
y los focos situados en los puntos (¢, 0) y (—¢, 0) con a>c. Utilizando la proposicion 1
de la seccidon 11.3 tenemos

(x—c ) +(y—cy)?=r?

Y

(x—c 2 +(y—c)? =r?

2a=|PF || +| PF,| = /(x+ ) +y* +/(x—c)* +)?

Capitulo 11 Secciones conicas 491

'}
©, b)

x2 y2

_+_-
a® b?

Poniendo la primera de las raices en el primer término y elevando el cuadrado se tiene

4 +x* +2ex+ 2+ y —da/(x+ 0 +y7 =x* = 2ex+c 4+ y?
que una vez simplificado nos permite obtener
a*+ex=a/(x+c)*+y?
Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene
a* +2cxa? + cix? =a’x? + 2a%cx + a*c? + a’y.
Teniendo en cuenta que b?*=a?—c? obtenemos
a*b? =b*x2 +a?y>.
que puede escribirse de la forma

2 2
Xy
—+5=1 2
a2 bZ )
Si la elipse tiene su centro en el punto (cy, ¢,) ¥ sus ejes son paralelos a los ejes
coordenados su ecuacion es

(X‘C1)2 +(y_52)2

a? b L
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Para hallar la ecuacion de una hipérbola de semieje mayor a y focos en los puntos
(—¢,0) y (c, 0) se procede como en el caso anterior, mediante la utilizacion de la
proposicion 2 de la seccion 11.3:

+2a=|PF,| — | PF,|=/(x—c) +y? = /(x +¢)* +)?

(0, b)

—— e

(—¢, 0)=F, @) F,=(c,0)

Por tanto,

4> Hda/(x+ 0 +y? +(x+ P +y =(x—c) +?
que simplificando nos permite obtener
a*+xc=Fa/(x+c)*+y*.

Elevando de nuevo al cuadrado y teniendo en cuenta que b*=c?—a” se obtiene

2 2
X
A A (3)
a‘t b
Si la elipse tiene su centro en el punto (c¢q, ¢,) ¥ sus ejes son paralelos a los ejes
coordenados su ecuacion es

(x—cl)z +(y—c2)2

a? b? =1
l
‘ |
|
(c17 CZ)
—_t _I_._ & —— —
F, | ¢ F,
|
| .
/| N
|
* * *
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.7 . . . . . 2 x2
Observacion. Si la elipse tiene los focos en el eje O, su ecuacion es —~ +B§ =1
a
2 2

. - r ., x
con a>b, y si se trata de una hipérbola su ecuacién es P i
a

* * *

La ecuaciéon de una parabola de directriz x= ~§ y foco en el punto <§, 0> se

obtiene de la proposicion 1 de la seccion 11.4:

N PY e _aP
IPF| = (x 2) +y*=d(P, d)=x+7

o~ P=(x, y)

Y

y2=2px

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene
y*=2px “
Algunos casos mas, con sus ecuaciones, se dan en las figuras siguientes.

)

Las ecuaciones (1), (2), (3} y (4) reciben el nombre de forma candnica de la conica
correspondiente y es conveniente observar que en la forma canénica el eje principal
coincide con el eje 0X.
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Casos mas complicados se presentan cuando los ejes de la conica no son paralelos a
los ejes cartesianos; para familiarizar al lector con las ecuaciones de tales objetos
realizamos algunos ejemplos, advirtiéndole que conviene intentar su realizacion antes

de mirar la solucion.

EJEMPLO A. Encontrar la ecuacion de la pardbola de foco (\/5, \/E) y directriz
x=—y. Si P=(x, y) es un punto de la pardbola se ha de tener

\PE| = /(x— 2P +(r— 2 =d(P, x= —y)='xj§y'.

P=(x, y)

//
/
A
b—/

Elevando al cuadrado se obtiene

x2—2x 2+2+y2—2y\/§+2=(x2+2xy4'y2)/2

o bien
x2+y2—2xy-4\/§x——4\/§y+8=0

* ok *k

EJEMPLO B. Encontrar la ecuacion de la elipse de focos (0, 1) y (—1, 2) y semieje
mayor a=\/§. Si P=(x, y) es un punto de la elipse se tiene

2/2=/x+ 12+ (=22 +/(x =0 +(y—1)?

Fy=(—1,2) /2
P=(x, y)

O, H=F,

7 I \ >
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Elevando al cuadrado y simplificando adecuadamente se obtiene

8+2x—dy+1+4—4/2 /(x+ 1) +(y—2)>= —2y+1

o bien

X—y+6=2/2/(x+ 1)} +(y— 2.
Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene
x24+y24+36—2xy+ 12x — 12y =8[ x>+ 2x + 1 + y* —4y + 4]
que es equivalente a

Tx2+Ty?+2xy+4x—20y—4=0

* ok %

EJEMPLO C. Encontrar la ecuacion de la hipérbola de directriz 2x—y+3=0, foco
en el punto (3, —1) y excentricidad ¢=3.

e=3

2x—y+3
3Ixy |

NE

(x=3)>+(y+1)> = PF| =3d(P, d)=
es la ecuacion pedida. Elevando al cuadrado obtenemos

9 .
x2—6x+9+y2+2y+1=g[4x2+y2+9—4xy+12x—6y]
31x2+4y? —36xy+ 138x—64y+31=0
X % %

EIEMPLO D. Encontrar la ecuacion de la pardbola de foco (1,5) y vértice
(2, 2). La directriz es una recta perpendicular al eje de la parabola (este eje pasa por
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el foco y el vértice) y cuya distancia del vértice coincide con la distancia del vértice al
foco. El eje de la parabola tiene por ecuacion

I T
yme=1,™

o bien

Ix+y—-8=0

Directriz

Una recta perpendicular a ésta tendra por ecuacion
d: x—3y=c¢

determinamos ¢ imponiendo que

dv, =) =/17+32=/10

por tanto,

2—-3.2—
\/1‘=|_‘___C| ; 10=|—4—c] ; c=—14, c=6

i

Las posibles directrices son x —3y= — 14, x—3y==6; la primera de estas rectas pasa
por el punto (1, 5) y, por tanto, no puede ser la directriz; concluimos que x —3y=6 es
la directriz de la parabola. La ecuacion de la parabola es, por tanto,

Ix—3y—6|

1o

IPF||=/(x—1)* +(y—5)* =d(P, d)=
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Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene

10[x? —2x+1+y?— 10y +25] = x2 4+ 9y + 36 — 6xy — 12x + 36y
o bien

9x% +y? +6xy—8x —136y+224=0

* * *

Observar que cuando el eje de la seccion conica esta girado con respecto a los ejes
coordenados, en la ecuacion de la conica siempre aparece un término de la forma xy.

EJERCICIOS 11.5

1. Considerar la elipse y la circunferencia que se indican en la figura adjunta. Si por
cualquier punto S del eje Ox se traza una paralelaaleje Oy que cortaalaelipseenel punto Py

. . P'S
a la circunferencia en P’, demostrar que IPS] =4
IPS| b
y
0. N
P
S S (@,0) x
X2 yz
e

2. Escribir las ecuaciones de las parabolas de foco (2, —1), que pasan por (2,2) y
tienen el eje en la direccion del eje Ox.

3. Escribir la ecuacion de la hipérbola con un foco en (2, —1) y asintotas x=0, 3x
—4y=0.

4, Escribir la ecuacion de la elipse con vértices (—1, 2) y (=7, 2), y eje menor 2b=2.
5. Escribir la ecuacion de la hipérbola con asintotas y= +2x—1 y un foco en (3, —1).

6. Escribir la ecuacion de la elipse con un vértice en (—1, 1), centro en (3, —1) y
excentricidad 1/2.
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11.6. DETERMINACION DE LAS CONICAS

Hemos visto en los ejemplos de la seccion precedente que las ecuaciones de las
conicas que alli se obtuvieron vienen dadas mediante polinomios de segundo grado en
dos variables. Esto es cierto para cualquier conica y para demostrarlo utilizaremos el
hecho de que toda conica no degenerada es el lugar geométrico de los puntos P que
satisfacen | PF|| =ed(P, I),donde F eselfoco y lla directriz (ver seccion 11.4). Sea F =(c,, ¢5)
y I ax+by+c¢=0. La igualdad | PF|| =ed(P, I) se transforma en

lax + by +c|
Jox—e) ) =e e
Ja*+b?
donde P=(x, y). Elevando al cuadrado y multiplicando por a®+b* se obtiene
(@ +b3)(x—c)? +(@®+bH)(y—cy)? =e*[ax+by+c]*
Después de efectuar las operaciones indicadas en la formula anterior y de agrupar los
términos adecuadamente se obtiene:
Ax?+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0 (1)
donde
A=a*>+b*—¢%a?, B=a’+b*—¢*?, C=—2¢ab
D= —2c(a*+b¥)—2e%ac, E= —2c,(a*+b?)—2e%bc
F=(a?+bY)[c?+c3]—¢*c?
La igualdad (1) serd denominada ecuacion general de una conica y muestra que
toda conica es una expresion polinomica de segundo grado en dos variables.
Para determinar una circunferencia es necesario conocer tres puntos de ella. Para
determinar una conica es necesario conocer mas de tres puntos puesto que la ecuacion

(1) posee seis incognitas A4, B, C, D, E y F. Dividiendo entre 4 se obtiene una ecuaciéon
de la forma

x24+By?+C'xy+D'x+Ey+F =0
¥y, por tanto, solo tenemos cinco incognitas. En efecto, éste es el nimero maximo de
puntos que se necesitan para determinar una conica no degenerada. El primer

matematico que proboé este resultado fue Blaise Pascal. En 1639, a sus diecisés afios, B.
Pascal (1623-1662) logré6 demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA 1

Seanl,,l,,15,1,,15,lcloslados de un «hexagono» cualquiera inscrito en una conica
arbitraria (una elipse en la figura 1 o una hipérbola en la figura 2). Entonces, los tres
puntos de interseccion de cada dos lados opuestos I, 1, 1,15 y I31¢ estan situados sobre
una recta, llamada recta de Pascal.
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Recta de Pascal

Figura 1 Figura 2

El teorema de Pascal puede utilizarse para demostrar que cinco puntos son
suficientes para determinar una coOnica. En efecto, supongamos que conocemos cinco
puntos de un plano como en la figura 3. Trazamos las rectas que unen estos puntos en
orden ciclico, como en la figura 3.

Figura 3

MRS e e
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El punto A4 de interseccion de /; y I, es un punto de la recta de Pascal de esta
conica. Tomando una recta cualquiera que pase por A se obtienen B y C como los
puntos de interseccion de esta recta con I, y I5. Por B se traza una recta que pasa por 5
y por C se traza otra recta que pasa por 1; el punto de interseccion de estas dos rectas
es un punto (6) de la codnica. Nuevos puntos de la conica se obtienen tomando
diferentes rectas que pasen por A.

El teorema de Pascal puede demostrarse utilizando el denominado «principio de
dualidad», que para que nos entendamos puede enunciarse en este contexto diciendo
que si se intercambian «puntos» por «rectas», «cortar dos rectas» por «unir dos
puntos» y «puntos de la conica» por «tangentes a la conica» todo teorema cierto se
convierte en otro teorema cierto. Con la ayuda de este principio, Brianchon (1785-
1864) demostrd en 1806 el teorema de Pascal. La demostracion de Brianchon se
encuentra elegantemente expuesta en el libro Mirar y ver, d¢ M. de Guzman (Ed.
Alhambra).

11.7. DETERMINACION DEL TIPO DE UNA CONICA

La ecuacion general de una conica, que se obtuvo en (1) de la seccion 11.6, la
escribimos de la forma

a,, x>+ a,,xy+a,,y* +a;x+ay+a=0 8}

Nos preguntamos ahora si toda ecuacion de la forma (1) representa una conica y en
caso de que la represente de qué tipo de conica se trata. La observacion fundamental
se hizo ya en la seccion 11.5 y es que las conicas que tienen sus ejes paralelos a los ejes
coordenados no poseen el término xy, y que los términos en x y en y pueden
facilmente eliminarse mediante traslaciones.

Los términos a,,x*+a,,xy+a,,y* se denominan parte principal de (1) y pueden
escribirse de la forma

a,
dir 4
R 5 2 X x
ay X2 +axy+azyt=(x, y) =(x, A @
a2 y y
2

como puede comprobarse facilmente.

Para eliminar el término xy en (2) procedemos de la siguiente manera: la matriz 4
es una matriz (real) simétrica; en el capitulo 8 se demostr6 que A puede diagonalizarse
mediante un cambio de base ortonormal y que sus autovalores son reales. Sea C la
matriz de cambio de base; puesto que C transforma una base ortonormal (la candnica)
en otra base ortonormal debe ser una matriz ortogonal, como las Unicas matrices
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) . . , .. ,
ortogonales en R* son los giros y las simetrias, si imponemos, ademas, que la nueva
base conserve la orientacion, C debe ser un giro.

Si (x,, y,) son las nuevas coordenadas se tiene

()-<(:)

y puesto que C'=C"" (puesto que C es ortogonal) (2) puede escribirse de la forma

x _ X Ay O
(x, y)A<y>=(x1, y1)C 1AC<yI>=(x1, yo( 01 X ><j1)=zlx%+zzx%
2 1

donde 4, y 4, son los autovalores de 4. Hemos logrado, pues, eliminar el término xy
mediante un giro de los ejes coordenados.
La ecuacién (1) se transforma ahora en

Ax2+ 2,334 b X, +b,x,+b=0 (3)

Antes de realizar ejemplos pasamos a estudiar los posibles casos que pueden
presentarse en (3).

CAsO 1. é6=|A|=2,4,>0

En este caso los autovalores 4, 4, tienen el mismo signo y siempre podemos
tomarlos positivos en (3) y 4, <4,. Puesto que (3) puede escribirse de la forma

b 2 b 2 b2 bz
A xi+—) + 4y +=2) ——-2+b=0
‘<‘ 2,{1> 2(“” 2%,) an 4n T

la traslacion dada por

b,
[ X, =X, +E
e
V2= +§Z
transforma la conica en
X3 ¥

+ =
Vi, 1d, ©
J’zﬁ

X2
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b? b3
donde ¢ =ﬁ+4—;—— b. Puesto que siempre podemos tomar 4, >4, >0 (en caso de que
1 2

sean negativos se cambian ambos de signo en (3)) hemos de tener 1 JAy21/4; y, por
tanto, la ecuacion anterior es la de una elipse con los focos en el eje Ox, si ¢>0.
Si c=0 se obtiene un punto y si ¢<0 no se obtiene nada real puesto que la

igualdad anterior es imposible.
En este caso la conica se dice que es de tipo eliptico.

Caso 1. 6=|4|=4,4,<0

En este caso A, ¥ 4, tienen distinto signo y, por tanto, siempre podemos tomar 4,
>0, A, <0. Mediante una traslacion como en el caso 1, 1a ecuacion (3) se transforma en

Ax2+Ayi=c
Si ¢#0, se tiene una hipérbola; si c=0, se tiene

)
A

y,=x X2

-4
que representa un par de rectas de pendiente + \/ ] !

2

y2 )

N/ .
AN “

En este caso la conica se dice que es de tipo hiperbdlico.

Caso III. 6=|A|=4,4,=0

En este caso siempre podemos tomar 4, =0, 4, #0 (observad que los dos autovalo-
res no pueden ser nulos a la vez, ya que entonces A=0). Por tanto, mediante un giro

adecuado, (3) se transforma en
Ay3+byx;+byy, +b=0. 4)

Si b, #0, (4) puede escribirse de la forma

by \2 b b
(422 ) +by x4 ) =0
2<y‘ 2xz>+ ‘(xl by 4isb,
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y, por tanto, la traslacion

x + b b%
25Xy T
b, 4i,b,
pamyy
2=y
' 24,
nos permite escribir y2= b,
p scribir y3= —/{—xz, que representa a una parabola con el foco en la
. vy 2
direccion de x,.
Y2
—>
0 X,

Si b, =0, (4) puede escribise de la forma

b 2 b2
M|y +-2) +b—2=
2(1 212> 4, 0

y, por tanto, la traslacion

‘xzle .

2
lyZ Y1 212

c b3
la transforma en y?=——, donde c=b——>. Si —Tc—>0, Y=+ _< representa
A,y Ay Ay - Ay

c

. . c

dos rectas paralelas, si ——=0 se obtiene un punto, y si ——<0 se obtiene el
. ’ 2 l

conjunto vacio. ?

'
N

En este caso la conica se dice de tipo parabdlico.

* * *
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A continuacién realizamos varios ejemplos en los que dada una ecuacion polinémi-
ca de segundo grado en dos variables, tratamos de identificarla y de encontrar sus
elementos geométricos: ejes, focos, vértices, asintotas, etc. De ahora en adelante cada
vez que pidamos estudiar una seccion conica, nos referiremos a encontrar todos sus
elementos geométricos, asi como indicar su tipo y escribirla en forma canénica.

EJEMPLO A. Estudiar la seccién cénica 3x*—2xy+3y*+2x—4y+1=0. Puesto
3 -1 . . , .
que A= | , |A|=8>0 y, por tanto, es una secciébn de tipo eliptico. Los
autovalores de A son las soluciones de la ecuacion

3—-4 -1

0:
L

}:(3_/1)2—1=,12—6/1+8=(/1—4)(i—2,‘_'

podemos elegir A, =2, A,=4 para que tengamos A; <4,
Tratamos ahora de encontrar los nuevos ejes de manera que el término —2xy

desaparezca.

ker (4 —2I):

ker (4 —4I):
-1 —1\/x _ 0 _
-1 —1><Y>_ o) T

Y1 1

Uy
U

ker (A —2I) y
er(A—4lI)
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Elegimos estos ejes como nuevo sistema de coordenadas, de manera que la matriz C
del cambio de base es

SN
=Sl

i‘:
<T'
@l

o bien

—
[

— (X1 +y1)

—=(x1—=y1), y=
AN

Sustituyendo en la ecuacién dada se obtiene
2 3 2
(X1 =y =0 =y )(x, +y1)+5(x1 +y) +
1
+2—(x,—y)—4—2
N

que simplificando se transforma en

(x;+y)+1=0

f

2x2+4y% — —y;+1=0.

VR

Puesto que esta igualdad puede escribirse de la forma

2( 1)2+4 3y.20 1=0
Xy~ N ) 2+ 1=0,
"2 ' 4/2) 8 8
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la traslacion

1

RENE

3

Yz=Y1—m

. o 3 .
nos permite escribir 2x§+4y§=§, o bien

X3 v
3/16  3/32
. . . . \/5 3
que es la ecuacién canodnica de una elipse; para esta elipse se tiene a=~—, b=

4 32

Si C es el centro de la elipse, las coordenadas de C en el sistema de referencia
{0; w,, w,} son

1 3
<2\/§’ 4\/5>
Por tanto, las coordenadas de C en el sistema de referencia {0; &, €,} son
1 3
1| 2/2 42
h J2| 1 N 3
4./2 22 42

El eje principal es paralelo a ker(4—2I) y, por tanto, es

b
0 Y

o0 hh OO w=

5_ ] .3
—_—=X —_— <> =X —
YyTREX Ty T YTy

ya que pasa por C. El eje secundario es paralelo a ker (4 —41) y pasa por C; por tanto,

su ecuacion es
5 +1 +1
—_——=— X — <> = —X —
YR g) =7 2
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Finalmente,

g 3 33 3

c“= — ———— = [—

= =— < C
16 32 32 32

EJEMPLO B. Estudiar la cénica x*—2xy+y*+4x—6y+1=0. Puesto que A

t —
= (_1 1), |Al=1—1=0y, por tanto, es una conica de tipo parabdlico. Puesto que

1-4 -1
-1 1-2

‘:(1—/1)2—1=1—2/l+/12——1=/12—2i

los autovalores de 4 son 4,=0, A,=2.

ker(A—0Il)=ker(A).

1 —1\/x B 0 B T o 1 L1
(_1 1><y>—<0)©x—y. omar ul_ﬁ(’ ).

ker(A—2I):

-1 —1\/x 0 _,_L_
(_1 _1><y>=<0>©x=—y. Tomar uz—ﬁ( 1,‘+1).

En este nuevo sistema de coordenadas (que esta girado 45° con respecto al sistema
candnico) tenemos que

1

)
NG

Sl Sl
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o bien
1

1
x=ﬁ(x1 -y y=—ﬁ(x1 +y1)

Sustituyendo estos valores de x e y en la ecuacion dada obtenemos

4 6
0-X%+2y?+#(x1—y1)—ﬁ(x1 +y)+1=0

NG

o bien

10
—y,;+1=0.
2

2y? 2 x

T -
EINCRNE
Completando cuadrados obtenemos

2<y1—2—5—ﬁ)2—\2<x1—£+2—58\/—5>=0,

2
con lo cual la traslacion

YZ=Y1‘Tﬁ

2 . s
la transforma en 2y3 —7x2 =0. Se trata, pues, de una parabola cuya forma canonica
2
es
1

yg:ﬁxz
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Y24
1
22
7 .
- RS
1 1
Tenemos que 2p=—— < p=

\/i 2\/112'
El vértice de la parabola en el sistema (x,, y,) es (——‘ ——); en el sistema

2 8 o ﬁ
de referencia canoénico su vértice es

J2 252 1 25 5 31

V_<x>_ 1 (1 —1> 28 28 4| [ 8
VAN AVE 5 “lr2s s
y \/5 S22

2,/ 2 4

1o

El eje principal pasa por el vértice y tiene &, como vector director:; por tanto,

+11 +31 +5
y — =X —_— P=) —
Y ] X 8 < y=Xx 3

El eje principal pasa también por el vértice v tiene #, como vector director; por

tanto,
+11 +31 21
—=—{X4+—] > y=—x—
y 8 X g 3} X 2

1
El foco esta a distancia _f del veértice, en el eje principal; como el eje principal esta
4./2
inclinado 45° con respecto al eje OX se tiene

F ( 31+ : 45 11+~—1 45°>
=| ——+——=co0s45", —— sen =
8 4\/5 8 4\/5

_ 31+1 11+1_ 30 10
“\ 8 '8 88/ \ 8§ 8
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Directriz

Puesto que la directriz ha de ser paralela al eje secundario, su ecuacion serd de la
forma x+y+k=0, donde

1 N
——=d(V, directrizj=

42 J2

2 11
S
| I o |l Tam| e
B S <>
20
4] 8 A, k="
PR 4

La recta x+ y+L1=O es la directriz, ya que la recta x+y+5=0 corta al eje principal

cn

x+y+5:01 15 30 10
5 leyx=-to 2 y=

y, por tanto, pasa por el foco.
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11.8. INVARIANTES DE LAS CONICAS Y REDUCCION
A SU FORMA CANONICA

Una ecuacion de segundo grado en las variables x e y puede escribirse de la forma

a2 4
4y 5 =
x
2 2 a2 a
a1 X" +apXxyt+ay +ax+ay+a=(x, y, 1) e az; B y (1
1
a, a;
— = a
2 2

como puede comprobarse facilmente. Una expresion de este tipo igualada a cero sera
denominada una curva de segundo grado.

DEFINICION 1

Se denominan invariantes de una curva de segundo grado a cualquier
expresion formada por los coeficientes de su ecuacion que no varia al cambiar de
un sistema de coordenadas a otro mediante un giro o una traslacion.

TEOREMA 2

Son invariantes de la curva dada en (1) los siguientes:

a;, a4
an =5 5
a,
4u 2 a a
12 2
1. S=a11+a22 2 52 3 A-_— - a22 -
a, 2 2
22
2 a, a,
— = a
2

Demostracion. Comenzamos demostrando que s, 6 y A quedan invariantes me-
diante traslaciones; una traslacién de la forma

()-6)+6)

ay (X' + )2 +a, (X + )y + ) +az,(y + B+ a (X + @)+ ay(y + B +a=
=ay,,[x+a,,x'y +ay,[y]? +Qaya+a,f+a)x +Qazf+a 0+ a,)y +
+(a;,02 +a,,08+a,,f° +a,a+a,f+a).

transforma (1) en
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la parte principal de la conica se transforma en

(x, y)A<x) =(x', y’)C‘AC<x:> =(x,y)C~ ‘AC<x:> =
- y y y

a X1 +dipx'y + iy

Como los coeficientes de los términos principales no han cambiado,s y J son
invariantes mediante traslaciones. Observar que

af
2a,,0+a,f+a, =a(a, B)

of
2a22ﬂ+a12“+42=a‘(0‘, B)
y Por tanto, s=a,, +4a,,=traza(A)=traza(C 'AC)=d}, +dj, (ver problema 2 de la
a,,02 +a; 08 +ay, 2 +aa+af+a=f(a, f) seccion 7.6 del capitulo 7) y

donde f(x, y) es la expresion cuadratica dada en (1); por tanto, mediante la traslacion a, %12 d, 1
dada, (1) se transforma en 5= 20 4] =|C 1 AC| = 2
a a’
of of =2 ¥ % ay;
ay[x 1P +a,,xy +axly]? +o B)x’ +@(a, By +1(a, p). )
) lo cual prueba que s y & permanecen invariantes mediante un giro.
Para (2) el determinante A es Para demostrar que A es invariante observamos que
, a; 1of ay2 iz, 4 a2 4y
‘ 2, a = at—Bf+— =2 =
dyy 3 2&4“ B) 11 > a1 2 B 3 a1 D) P a, /2
X
Al 9u a Yl = di2 . ay ft B2 (x by |2, 2 iy | a; /2
2 2 20y 2 7 #2702 P 2 2 f =0y Dl ——g |
— =| a
1 5f 161) dyy ag dq, dy a, da, 2 2
(o, p) = (e, , + 2B+ apft—a+— \ -2
5o B 5o ) Sl ) apoet— p+= 2ft—rat S, p) 5 a
ays Ay, 44 a;, a4, X
ay; - anat5 i
2 272 2 2 =<(x,y)A+(§1’%), (X,y)<a1/2>+a> y|=
= & a a ﬁ+aja+ai — aﬁ a aiz aZ/Z 1
4 - 2 22 22 2 D) - 2 22 2 é g
a a4, a4, 4 a4 = 5 E
— =  24-—=p+a — = a — X a; B[ x ay2 ey o}
‘ 2 2 272 2 2 —(X,Y)A<>+<——’— +(x, ) +a= 2 gy
SRR y 2 2)\y Q. %E E’é
S ) o X ' N T/
© 2" 16 cual prueba el resultado deseado. (Nota: el lector no tendra dificultad en encontrar = (x,y)C! AC( /> + <%, %) C(x,> +(x,y)Cc™ ! <a1/2> +a= f_’:, é ; 5
los factores por los que se han multiplicado las filas y columnas de las matrices Y y 312 21 1o i,'- ”
~ - U antériores para llegar al resultado final) Qe <9
‘. © . .Supongamos ahora que hemos realizado un giro de la forma -1 _1f Y2 Ao «af
‘/ :‘; ‘ ’ ’ C AC a2/2 X/ é ‘:(: EZJE“
- B X C<x' cos @ —sen(p><x’> =(x, ), 1) 4 a, ); g:) 3 a g
S o = )T ’ s C 2
, : E y y sen ¢ coso J\y 2 2) ¢ § ;5 §
1 ]

MONTEVIDEO - URUGUAY
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A
la forma canbnica de la hlpérbola es \/EXZ_'\/Ey2=C’ donde A= —dc=>c= —3_.

——:1= ——l. Por tanto, tenemos
-2 2
1
\/_ixz-\/i}’r- )
o bien
X2 Y2 =1
1 + 1
2\/5 2ﬁ
Haciendo x,=7Y, y,=X se tiene
X Y ‘
1 1

INCRNG
o N _ ¢4 —1
y, por tanto, se trata de una hipérbola equilatera, es decir, a=b—(\/§) .

: £ 2
EJEMPLO B. Reducir a su forma candnica (si es posible) la conica x> +3xy+2y
+2x+5y—3=0

3
121 3
1 = 1
L2 3 i 5 2
2 1 _ 12 21 = 1 =0

- 2
2 1 § -3 0o 1 —4

2

Se trata de una conica de tipo hiperbdlico degenerada: dos rectas que se C(:g?:r.
Para encontrar estas dos rectas consideramos y fija y resolvemos la ecuacion an

para x:
x2+(3y+2)x+[2y* +5y—3]=0

—3y—24./9y* + 12y +4—8y* —20y+12

2
—2y—6 _y—3
—3y—2+ y2——8y+16_—3y-—2i(y_’4)=/ 2
= 2 2 \—4y+2=_2y+1
2

Y
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Por tanto,
x2+3xy+2y? +2x+5y—3=(x+y+3)(x+2y—1)
* * *

EJEMPLO C. Determinar el tipo de la curva x*+4xy+4y?—2x—~4y—3=0y
reducirla a su forma candnica si es posible.

- 1 2 —1 1 2 -1
5=‘2 4\:4—4:0 s A=| 2 4 —2/=| 0o o0 o =0
-1 -2 -3 | -1 -2 -3

Se trata de una curva de tipo parabolico degenerada: dos rectas paralelas, concurrentes
o un punto. Procediendo como en el e¢jemplo B, se obtiene:

x2+4xy+4y? —2x —dy—3=(x+2y—3)(x+2y+1)

y se trata, por tanto, de dos rectas paralelas.

11.9. DETERMINACION DEL CENTRO Y DE LOS EJES
PRINCIPALES DE UNA CONICA CON CENTRO

Supongamos que
flx, yy=a x*+a,xy+azy*+a,x+a,y+a=0 (1

representa una conica no degenerada (es decir, A#0) y que tiene centro (es decir, es
una elipse o una hipérbola y, por tanto § #0). Las definiciones de A y  se dieron en el
teorema 2 de la seccion 11.8.

En la seccion 11.8 se ha descrito un método para obtener la forma canénica de una
conica sin necesidad de realizar un giro y una traslacion; este método es rapido en
cuanto a la obtencidén de la forma canodnica, pero no permite calcular los ejes de la
conica. En esta seccion expondremos un método para calculr los ejes de una conica
con centro.

Un vector director de los ejes es cualquier autovector de la matriz

a2
a1 &
A=

az

as,
2
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y son, por tanto, facilmente obtenibles. Conocidos los vectores directores, los ejes
quedan determinados si encontramos el centro de la conica, por el cual necesariamente
deben pasar los ejes. Supongamos que su centro €s (o, B); entonces la traslacion

y) V) \B
debe transformar (1) en una conica que no posee términos en x' nien y'. La traslacion
(2) sustituida en (1) produce

0 0
an X7+ +anly T (o B)X’+a—£(a, By +f(a, B)=0

(ver la demostracion del teorema 2 de la seccion 11.8). Por tanto

of _ o
5;(‘1’ B)_O > @(a’ ,B)—O

Esto quiere decir que (o, ) son solucion del sistema

of
—=2a,,x+a,;,y+a;=0
0x

d
l=a12x+2a22y+a2=0
dy

Observar que este sistema tiene una solucion unica, puesto que

2a,, ay, —45£0
a;, 2a,
* * *

EJEMPLO C. Determinar el centro, los ejes y las asintotas de la hipérbola del
ejemplo A de la seccion 11.8: x* +2xy—y? —6x+4y—3=0.
Sabemos que 4, =\/5, Ay= —\/5 y que la hipérbola puede escribirse de la forma

X2 V2
+
1 1

ENCENE

en un sistema de coordenadas en la direcciéon de los nuevos €jes y que se corten en su
centro. Observar que y, es el eje principal, mientras que x, es el gje secundario.

=1

Y}
i
|
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Va2 /
N
\ _//
N 7
AN W%
%
/ N X,
/ \
/ AN

Un autovector correspondiente a llzﬁ es:

1-./2 1 x\ [0
< 1 _1_ﬁ><y>=<o>=(1—ﬁ)x+y=o ;o m=(1, —1+/2)

Un autovector correspondiente a 4, = —ﬁ es:

1+2 1 x\ [0
< ! —1+\/i>< >=<0>:(1+ﬁ’”y=° L m=(l-1-y2)

y

La pendiente del eje principal es k, = —1 —\/5 y la pendiente del eje secundariao es k,
=—1+4 ﬁ
El centro de la hipérbola es la solucion del sistema

G
—f=2x+2y—6=0
Ox

)

l= 2x—2y+4=0
dy

, 1
De aqui se deduce que x=5, y=§. La ecuacion del eje principal es, por tanto,

5 1
y—5=—(1+\/5)<x—5)

y la ecuacion del eje secundario es
S 1
—I=(=1 N x—=
y—3=I +f)<x 2)

La grafica de esta hipérbola se representa en la figura adjunta.
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Puesto que se trata de una hipérbola equilatera sus asintotas son las bisectrices de
sus ejes y, por tanto, forman un angulo de 45° con ellos. Si a y f son los angulos de la

figura se tiene que

g @+ f)= tga+tgf _ —\/5 =—2 2—+—2___1_\/5
& I—tgatgh 24./2 2

que es la pendiente de una de las asintotas; su ecuacion es
5 i
——=(1—-/2}| x—=
y—3 (1-v2 )( 2>
La otra asintota es perpendicular a esta y, por tanto, su ecuacion es
5 1
y— §=(1 +\/§)<x—5>

Observacion. Las asintotas de una hipérbola también pueden hallarse median-
te procedimientos de calculo; basta observar que las asintotas deben ser de la forma

y —g: m(x —%) (ya que pasan por el centro de la hipérbola) y que deben satisfacer

2x+4+./4x7+ 16— 16x+4x? —24x—12

1= lim =

X
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Por tanto, m=1iﬁ, que es el mismo resultado que habiamos obtenido
anteriormente.

11.10. DETERMINACION DEL VERTICE Y DEL EJE
DE UNA PARABOLA

Supongamos que la ecuacion
flx, y)=ayx* +a,xy+ay,y* +a;x+ay+a=0 1)

determina una parabola, es decir A#0, §=0. El ¢je de la pardbola tiene como vector
director cualquier autovector correspondiente a 4, =0; si k; es la pendiente de este eje,
s6lo es necesario conocer el vértice de la parabola para determinar su ecuacion.
Para determinar el vértice observamos que el eje y, es tangente a la parabola en el
vértice. La pendiente de la tangente a la parabola en un punto viene dada por

o o
—+—=y'=0.
Ox 8yy

',V

X2

/

o
N\

Y2

Por tanto, el vértice ha de satisfacer

of
1 0x
_— = 2
, 5 2
dy
Como el vértice debe estar en la parabola ha de satisfacer
flx, »)=0 €)
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Las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incOgnitas que
permite determinar el vértice.

EJEMPLO A. Determinar el vértice y el eje de la pardbola x*> —2xy+y*+4x—6y+1
=0 (ejemplo B de la secciéon 11.7).

son 4, =0,
-1 1

Puede comprobarse que §=0y A#0 y los autovalores de (

A, =2. Un autovector correspondiente a 4, =0 es

1 —1\/x 0 o
() = o o o

La pendiente de la tangente a la parabola en el vértice es k; = 1. Derivando implicita-
mente en la ecuacion de la pardbola obtenemos

2x—2y+4)+(—2x+2y—6)y'=0
por tanto,

2x—2y+4

_— ——=—1 = 2x-2y+4=-2x+2y—6
—2x+2y—6

2x—2y+5=0. 4

El vértice es la interseccion de esta recta con la parabola; como x=y—§, tenemos

5\2 5 5
2) oy y+yr+4{ y—= )—6y+1=0,

11 31 ) 31 11 .
de donde se deduce que y= ey x= 3 El eje pasa por ~3 % y tiene de

pendiente 1: es la recta dada en (4).

EJERCICIOS (SECCIONES 11.7, 11.8, 119 y 11.10)

En los siguientes ejercicios hacer un estudio lo mas detallado posible (es decir,
indicar el tipo, forma canonica, centro, ejes, ..., y hacer un esquema) de las siguientes
cénicas:

1. x*+y*42xy—Tx—5y+7=0
2. 2x—2x*+y*+4xy—1=0
3. x*+y?+4x—4y—2xy=5

v
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4. 2x7+y*+2xy+2x+1=0
5. 8x2+17y*+12xy—8x—16y=8
6. x?+4y’+4xy—6x—12y+9=0
7. x?—y*+2x+6y=13
8 x?-2y?—xy+2x+5y—3=0
9. x?+y*+x—1=0

10. 5y?+5x2—1—8xy+4x—2y=0
11. y*—4xy+4x+4x2—2y+3=0

12. Reducir la conica 3x? +3y? —2xy+ 18x+ 10y +19=0 a su forma canénica. Hallar
los ejes, el centro y los focos de la conica correspondiente y dibujarla.

13. Indicar el tipo y poner en forma canonica la conica x% + y? +2xy—7x—5y+7=0.

14. Demostrar que las ecuaciones siguientes representan hipérbolas y encontrar sus
asintotas:

a) x*+4xy+y*=7
b) 11x?>—24xy+4y*+6x+8y=—15

15. Demostrar que las ecuaciones siguientes representan parabolas y encontrar su eje
y su vertice:

a) 16x*—24xy+9y*—30x—40y=0

b) 16x*—24xy+9y?—30x—40y=35

16. Clasificar, para distintos valores de los parametros «, f(x;f€ R), las conicas que
admiten por ecuaciones

ax?+2fxy+oay? +(a+ ) x+y)+1=0



BIOGRAFIAS

Apolonio de Perga nacio en Perga (actualmente en Turquia) en el afio 262 a. de C. y
muri6 en Alejandria (Egipto) alrededor del afio 190 a. de C. Entre sus contemporaneos
era conocido como «El Gran Gedmetra», cuyo tratado Conicas (sobre las secciones
conicas) es uno de los mas impresionantes trabajos cientificos de las civilizaciones
antiguas. Muchos de sus escritos se han perdido, aunque algunos de sus titulos y un
breve resumen de su contenido se conservan debido a otros escritores, especialmente
Pappus de Alejandria.

En su juventud, Apolonio estudio en Alejandria, el centro del saber cientifico en su
época, bajo discipulos de Euclides y mas tarde ensefio en la universidad de la misma
ciudad. Visito Pérgamo, capital del reino Heleno en la provincia de Anatolia, con
motivo de la apertura de una universidad y una biblioteca similares a las de Alejan-
dria. Fue en Pérgamo donde escribio la primera edicion de las Conicas.

Los cuatro primeros libros de las Cénicas han llegado hasta nosotros en su lengua
original (griego) y los tres siguientes traducidos al arabe. El libro octavo se ha perdido.
El grado de originalidad de las Cénicas puede juzgarse por el prefacio del tratado. De
acuerdo con Apolonio los libros del 1 al 4 contienen un desarrollo sistematico de las
principales propiedades de las conicas, muchas de las cuales eran conocidas por
Euclides y Maneachmus. El resto de los libros conocidos son originales y se refieren a
investigaciones sobre un problema particular.

Uno de los trabajos de Apolonio, Sobre espejos, cuya existencia es conocida a
través de otros escritores de la antigiiedad, demuestra que los rayos paralelos que se
reflejan en un espejo esférico no pasan por el centro de la esfera, como se creia antes, y
estudia las propiedades de los espejos parabolicos. En otro de sus trabajos, El método
rdpido, se asegura que Apolonio calcul6 limites mas cercanos al valor de & que 3%y
319 que eran los calculados por Arquimedes.

Baise Pascal naci6 el 19 de junio de 1623 en Clermont-Ferrand (Francia) donde su
padre era magistrado. Su madre murié en 1626 y desde entonces su padre, que era
también bastante conocido como matematico, se dedico a la educacion de sus hijos,
Blaise y Jaqueline. Jaqueline mostré un talento precoz en el terreno literario y Blaise
en el de las matematicas. En 1640 publico un trabajo sobre las secciones cOnicas,
Essai pour les coniques que despert6 la envidia de personajes tan famosos como René
Descartes (1596-1650), quien nunca pudo creer que aquel trabajo fuera obra de un
joven.
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Su genio brilldo a gran altura en otros campos; asenté los fundamentos de la
moderna teoria del calculo de probabilidades, tal como se conoce actualmente;
alrededor de 1646 comenz6 a interesarse por los principios de la hidrostatica, lz;
presion atmosférica y el vacio, realizando experimentos que confirmaron las teorias de
Galileo y Torricelli en estos campos.

En 1639 su padre fue nombrado administrador en Roven. Entre 1642 y 1644 B.
_Pascal pens6 y construyd una maquina para ayudar a su padre en el calculo de los
impuestos. Esta maquina fue considerada por los contemporaneos de Pascal como su
mayor legado para la posteridad; de hecho, esta maquina puede ser considerada como
el primer calculador digital.

Sin embargo, Pascal se hizo también famoso como fildésofo de la religion y como
esc’rltor,' ocqpando asi un lugar unico en la historia del pensamiento. En 1646 Pascal
comenzd a interesarse por la religion, como consecuencia de una larga enfermedad de
su padre. En 1654, después de una honda experiencia religiosa, que ¢l llamoé su «noche
fie fuego» decidié dedicarse enteramente a una vida de oracidon. Sus obras mas
importantes en este aspecto son Las cortes provinciales, de gran influencia en su
tiempo, y sobre todo los fragmentos hallados a su muerte de la gran obra que
planeaba en forma de una «Apologia de la Religion Cristiana».
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CAPITULO 12

FORMAS BILINEALES
Y CUADRATICAS

12.1. Definiciones

12.2. Formas bilineales y cuadraticas en un espacio euclideo

12.3. Ley de inercia de las formas cuadraticas

12.4. Formas cuadraticas definidas. Puntos criticos de funciones de varias
variables

12.5. Diagonalizacon simultanea de formas cuadraticas

12.1. DEFINICIONES

En el capitulo anterior hemos estudiado las curvas de segundo grado; la parte
principal de estas cuevas puede escribirse de la forma

P(x, y)=(x, y)A<">
y

donde A4 es una matriz simétrica de orden 2; utilizando el producto escalar usual en
R2, la expresion anterior puede escribirse de la forma

()

con (x, y)e R? La generalizacion de la expresion (1) a R puede escribirse de la forma

X Xy
Px)={1: |, 4]: @
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Xy
donde x=| : | eR" y A es una matriz simétrica de orden n. Cuando n=3 se obtienen
xn
superficies de segundo grado, que seran estudiadas en el proximo capitulo.
Las expresiones (1) y (2) son ejemplos de formas cuadrdticas, éstas, a su vez, son
casos particulares de las formas bilineales.

DEFINICION 1 (Forma bilineal)

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K(=R 6 C); una aplicacion A: V
x V=K tal que A(X, 7) es lineal en la variable X', dejando ¥ fija, y A(X, ¥') es
lineal en la segunda variable 7, dejando X fija, recibe €l nombre de forma bilineal.

De la definicion 1 se deduce que A es una forma bilineal si y solo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

a) AKX, +%, V)=AKX,Y)+AKX,Y) , X, X, VeV
b) A(x,V)=adAX,¥y) , acK,X,yeV
C) A(Y’YI+YZ)=A(Y’YI)+A(Y’5)‘2 s -)_C”_Ql’—’ZEV
d A, py)=BAKX.,Y) , BeK X,yeV

EJEMPLO A. Si Ves un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K y
{€,, .., €,} es una base de V, la aplicacion

7€V, es una forma bilineal

&
m
<
[¢]

~

Il

M=

=
!

n
donde a;el, i,j=1,.,n X= ) X;&

j
como puede comprobarse ficilmente.

EJEMPLO B. En un espacio euclideo E con producto escalar () la aplicacion
AX, ¥)=(X,¥)

es una forma bilineal, ya que el producto escalar es lineal en las variables X" e ¥. De
forma mas general, si &/ es una aplicacion lineal de E en E, la aplicacion

A, y)=(X, &Y)

es una forma bilineal.
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Sea A una forma bilineal en un espacio vectorial V'y sea {e}, ..., €,} una base de V;

si X= ) x;geV e y= 3 y€eV de la definicion de forma bilineal se deduce que
i=1 j=1

M=

J

A(Y’ 7)=A( xi?.i’ Z ylé:,>= Z
i=1 i=1

n
xinA(?i, ?j)
i =1

i=1

Los «nGmeros» a;;= A(€}, ;) forman una matriz cuadrada

ayy Gy o Gy
A1 G2 0 4y

A=| " T 3)
anl an2 App

que recibe el nombre de matriz de la forma bilineal A en la base {€,,.., €,}.

Nos preguntamos ahora como varia la matriz de una forma bilineal al cambiar de
base. Sea A(a;)); ;- la matriz de una forma bilineal A con respecto a la base {¢), ...,¢,}
y B=(b;)! ;- la matriz de A respecto de la base {#, .., U,}; si C=(C;))} ;- es la matriz
del cambio de base de la antigua a la nueva, es decir:

Wy=cy€;+--+c,e,

i=1,2, .., n, tenemos que
bij=A('7.'a V,-)=A(Cu?1 + - i€, €18 +cn,?n)=

n n n n
= Z ckicle(?k9 €)= Z CrilCij= Z cki( Z aklclj>
ki=1

ki=1 k=1 1=1
La expresion Y, ac;; es el término que ocupa el lugar (k, j) de la matriz AC y, por
i=1
tanto, la Gltima expresion de la derecha es el término que ocupa el lugar (i, j) de la
matriz C(AC). Por tanto,

B=C'AC

que es la expresion del cambio de base buscada.

Puesto que C es una matriz no degenerada, es decir, det C#0, el rango de ia matriz
B coincide con el rango de la matriz A4; a este rango se le denomina el rango de la
forma bilineal y queda probado, por tanto, que el rango de una forma bilineal no
depende de la base elegida para representar su matriz.

* k%
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DEFINICION 2 (Forma bilineal simétrica)

Una forma bilineal A en un espacio vectorial V se dice simétrica si A(X’, 7)
=A(y, X) para todo X, yeV

Si A es una forma bilineal simétrica, A(e}, €;)= A(e}, €}) y, por tanto, la matriz de A
en cualquier base {€, .., €,} es una matriz simétrica. Reciprocamente, si la matriz de
una forma bilineal es simétrica en alguna base {@,, .., €,}, la forma bilineal es simétrica
ya que

A(Va -)_C')= Z ljylx = Z ajlxjyl A(Y’ Y)

i,j=1 ij=1

DEFINICION 3 (Forma bilineal antisimétrica)
Una forma bilineal 4 en un espacio vectorial V se dice antisimétrica si
AKX, ¥)=—A(y, X) para todo X,y eV

Si A es una forma bilineal antisimétrica, A(e;, €)= — A(€}, €, y, por tanto, la matriz
de A en cualquier base {€,, .., €,} satisface a;;= —a;; en partlcular a;=—ai=1,..,n
¥, por tanto, los elementos de la diagonal de la matriz de una forma bilineal anti-
simétrica deben ser nulos. Por tanto, la matriz de 4 se escribe de la forma

0 A1zt Gy
A= —ay2 0 Tt o
_aln —a2'l e O

Las formas bilineales simétricas junto con las antisimétricas originan todas las
formas bilineales posibles; el resultado se describe en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4

Toda forma bilineal puede ser representada como la suma de una forma
bilineal simétrica y una forma bilineal antisimétrica.

Demostracion. Sea A(X, ¥) la forma bilineal; tomar B(X', ¥)=A(X, V) + A, X) y
C(x, ¥)=A(X, ¥y)— A(y, ). Sumando ambas expresiones se tiene que

B, y)+C(x, y)=24(, ¥)

y, por tanto,
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La demostracion se concluye observando que B es una forma bilineal simétrica y Ces
una forma bilineal antisimétrica. n

* k%

Una forma cuadratica en un espacio vectorial V es toda aplicacion 4(x”, ®) de

—

Ven K(R 6 C) que se obtiene sustituyendo y por X en una forma bilineal A(¥, 7)
sobre V.

EJ.EMPLO C. ayxi+a;,x,x,+a,,x2 es una forma cuadratica de R*(a;;eR) ya
que s1 tomamos

Xy Vi 1 1
A X, 8 Vs =a11x1Y1+Ea12x1Y2+§alzx2Y1+azzx2Y2 (3)

X1 X1
2
A 3 =ay,X7+a,X X5+ a5, %3
X2 X3

2
EJEMPLO D. a,,x? +a22x§+a33x§+a12x1x2+a13x1x3+a23x2x3 es una forma
cuadratica en C3 (a;;eR) ya que basta tomar

1 Y1
1 1
A(Gz) ,<,V2 >> =a11X1Y1+a3,X5), +a33X3); +§a12x1y2 +§‘112x2)’1 +

X3 V3

se tiene que

1 1 1 1
+5013X1J’3 +5a13x3y1 +§az3sz’3 +5“23X3YZ

* * *

n
En general toda expresion de la forma )’ Z a;;x;x; en un espacio vectorial define
j=l1igj
una forma cuadritica ya que basta tomar la forma bilineal

n

AR, )= T awit > Z it Y Z @)

i=1 j=1 1<] ji=1 l<j
n n
donde X= ) x;€, V=) y;€, para obtener que

AX, X)=

n'[\/] 2

PP
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h
Reciprocamente, toda forma cuadrdtica tiene una expresion de la forma Z Z b,x
=1isj

en una cierta base. En efecto, si A(X, X) proviene de la forma bilineal A(X, y) de
matriz A=(a;)] ;-, en la base {e, .., ,} se tiene que

n

AR, X)=Y Y xxa; , x= 3 X7

i=1j=1 i=1

Agrupando los términos x;x; y Xx;x; se tiene que

AKX, X)= Zza+a =3 3 bixix;

i=1igj i=1Iigj

que era lo que queriamos demostrar. '
Toda forma bilineal determina una forma cuadratica (lo cual se deduce de la misma
definicion), pero una forma cuadratica puede ser determinada por varias formas

bilineales. En efecto, la forma bilineal

b Y1 1 2
A, , =ay1 XY+ 512X,V + 012XV T 022X3)5
X2/ \Va2 3 3

determina la forma cuadratica del ejemplo C, pero es diferente, en general, de la forma
bilineal dada en (3). .

Sin embargo, si la forma bilineal que genera la forma cuadrética se supone que es
simétrica, la forma bilineal queda univocamente determinada. Para probar este resulta-

do observar que
AR +7, X +Y)=AKX, X)+ AKX, ¥)+ AV, X)+ AT, V)

por la definicion de forma bilineal; si A es simeétrica tenemos
1 1 o o .
AX y)= E[A(Y, y)+ Ay, Y)]=§[A(x +y, X +y)- AKX, X)— A, ¥)]

que prueba ¢l resultado deseado.

Se denomina matriz de una forma cuadrdtica en una base {e,, ..., €,} a la matriz de
la forma bilineal simétrica que la determina, en la misma base {¢, .., €,}. Como la
forma bilineal dada en (4) es simétrica y determina la forma cuadratica

;);
||'M=

Z QXX
i<j
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deducimos del resultado sobre unicidad anteriormente demostrado que la matriz de la
forma cuadratica A(X, X') en la base {e, .., €,} es

a, A1n
all —_ e 7
as, a Aoy
— ay, -

A=] 2
Ain  dap
2 2
x k%

12.2.  FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS
EN UN ESPACIO EUCLIDEO

Hemos visto en el ejemplo B de la seccion anterior que si &/: E—E es una
aplicacion lineal en un espacio euclideo,

AR, y)=(x, &V)

es una forma bilineal. De hecho, todas las formas bilineales en un espacio euclideo son
de esta forma, como se muestra en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1

Sea A: Ex E— R una forma bilineal en un espacio euclideo E con producto
escalar (, ). Existe una aplicacion lineal o/: E E tal que A(X, 7)=(X, &7).
Ademas, las matrices de 4 y o/ en una misma base ortonormal coinciden.

Demostracion. Si A=(a;)} ;- es la matriz de la forma bilineal 4 en una base
ortonormal {€}, .., €,}, podemos escribir

B n n n n

Y? Z Z l] ty} , X= Z'xi?’i ' Zyj?}
i=1 j=1 i=1 i=1

Sea .o/ la aplicacion lineal de E en E que tiene como matriz 4 en la base {), ... €.}, es

decir, </(€j)=a,;¢,+ - +a,;€, Se tiene que

(%, )= (Z , w( 3 y,-@;->>=i Y. @, #@)

=1 i=1 j=1

= Z Z lyj(el’ alje + - +a11e1+ +anj n)=
i=1 j=1
2 XY

1 j=1

i
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donde la ultima igualdad se debe a que {€, ..., €,} €s una base ortonormal. Por tanto,
A(X, 7)=(%, (V) que era lo que queriamos probar. =

TEOREMA 2 (Reduccion de una forma cuadrdtica en un espacio euclideo a su forma
candnica)

Dada una forma cuadratica A(X, X') en un espacio euclideo E existen
nimeros reales 4, .., A, y una base ortonormal {#,, .., ¥,} de E tal que para
todo

=|
Il
R
Ral
=
m
e

I
-

se tiene que

AR, XY=y X34 Apxd 4+ 4,xE

Demostracién. Segin sabemos de la seccion anterior A(X; X') determina univoca-
mente una forma bilineal simétrica A(X, ¥); por la proposicién 1, AKX, ¥)=(xX, (V)
donde o/ es una aplicacion lineal que tiene la misma matriz que A(X; ¥) en una base
ortonormal; por tanto, la matriz de &/ es simétrica en esta bgse. Por. los resultados del
capitulo 8, seccion 6, sabemos que toda matriz simétrica es diagonalizable en una base
ortonormal y, por tanto, existe una base ortonormal {}, ..., u,} tal que

ﬂ(f);ﬂ( i Xﬁj>= i Xyl (W) = Zn: X jA

j=1 j=1 i=1

donde 4, j=1, .., n son los autovalores de .«/. Por tanto,
Alx, X)=(X, M(Y))=<Z PN xjiﬁj>=

n n n
=Y Y xx (@, W)=Y xth=Axi+ o+ A.x, [ |
i=1 j=1 i=1
Observacion. Los nameros 4; son los autovalores de la matriz de A(x, x) y

los @, son autovectores correspondientes a Aj. o
Supongamos que una forma cuadratica A(X, X) puede escribirse de la forma

AX )= Y axt=a;xi+--+ax; )]
i=1

en una cierta base del [K-espacio vectorial ¥ en que estd definida, donde a;elK, J

=1,2, .., n - 3
La expresion (1) recibe el nombre de forma candnica de la forma cuadratica A(X, X).
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En el teorema 2 que acabamos de demostrar se prueba que si una forma cuadratica
esta definida en un espacio euclideo, puede reducirse a su forma canonica en una base
ortonormal. Realizamos a continuaciéon algunos ejemplos.

EJEMPLO A. Reducir la forma cuadrdtica A(X, X)=x?+x3+x3—4x,x; a una
forma candnica (en R®) mediante una base ortonormal.
La matriz de A(X, X) es

1 0 -2
A= 01 ;
-2 0 1
sus autovalores son: A, =1, 4,=—1, A;=3. Por tanto

AR, X)y=x2—x2+3x32

en una base {u;, i, 3} formada por autovectores, donde X =X, + x,%, + X317
* * *
La forma de reducir una forma cuadratica a una expresion del tipo a;x% +--- +a,x?
no es Unica si se permite realizar cambios de basé que no sean ortonormales. Como

ilustracion tomar el ejemplo A; completando cuadrados con los términos x% —4x, x, se
tiene

AR, X)=(x; —2x3)* + x5 —3x3

y, por tanto, el cambio de base y, =x; —2x3, y, =X,, y3=Xx; reduce la forma cuadrati-
ca del ejemplo A a

yi+y3—3yi
Observar que este cambio de base no transforma una base ortonormal en Qtra base
ortonormal.

EIEMPLO B. Reducir la forma cuadrdtica A dada por 2xy—2xz con respecto a la
base candnica de R® a una forma canénica.
Escribiendo x=x,+y,, y=x;—y,, z;=2, lo cual es un cambio de base ya que

1 1 0
I —1 0} ==-2%#0
0 01

tenemos
2xy—2xz=2xy +y)(x; = y1) = 2Ax; +y )z =2x{ —2y7 —
—2x,2,—2y,2,.
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Completando cuadrados se tiene

Z1 2!
2xy—2xz=2 xl—? -2 y1+5
z

. Zy 1 .
con lo cual el cambio de coordenadas xzle—z, y2=y1+3, z, =2z, NOS permite

escribir
A=2x2-2y3

Si deseamos obtener de A una suma de cuadrados mediante un cambio de base
ortogonal no tenemos mas que calcular los autovalores de la matriz

01 -1
A= 1 0 0
-1 0 0

que son A, =0, itzzﬁ, Ay= —\/i; por tanto

A=\/§yz—\/§z2

en la base ortonormal {#, @,, 3} formada por autovectores de 4. Estos autovectores

1 1 1
pueden ser @, =—(0, 1, 1), &, ==(/2, 1, = 1), a3=§(\/§, —1, 1).

NG 2

Observacion. En los ejemplos anteriores se han utilizado dos métodos para
reducir una forma cuadratica a una forma candnica; el primero de ellos estd
basado en el calculo de autovalores de la matriz de A; sobre el segundo
observaremos que se basa en los siguientes hechos:

a) Completar cuadrados si es posible (ver ejemplo A).

b) Si no existen cuadrados que se puedan completar (ver ejemplo B) es
necesario hacer un cambio de la forma y;=x;+x,, y,=x;—x, para
introducirlos, y a continuacién completar cuadrados.

Se deja para el lector la practica de este segundo método.

12.3. LEY DE INERCIA DE LAS FORMAS CUADRATICAS

En la seccién anterior hemos visto que toda forma cuadratica en un espacio
euclideo de dimension finita puede escribirse de la forma

AR, X)=a,x}+ o +a, X3 (1)

..
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en una cierta base, donde a;eR, j=1, 2, .., n; la expresion (1) recibe el nombre de
forma canodnica de la forma cuadratica dada.

La forma canoénica de una forma cuadratica no es Gnica, puesto que depende de la
forma de obtenerla, segin se ha observado en la seccion anterior. Sin embargo, el
numero de términos positivos a; que aparece en (1) y el namero de términos negativos
de la misma expresion permanecen invariantes para una misma forma cuadratica. Este
hecho puede observarse en los ejemplos de la seccidon anterior. El enunciado preciso y
la demostracion de este resultado la damos a continuacidn.

TEOREMA (Ley de inercia de las formas cuadrdticas)

Sea A(X, X) una forma cuadratica en un espacio euclideo E de dimension n.
Si A(x, X') se escribe de la forma

AX, X)=a;x2+a,x2+ - +a,x3 )

en la base F= {fl, ...,7',,}, con g;eR, a;#0,j=1, 2, .., m, y también se escribe de
la forma

A(X, X)=b,yT +byyi+ -+ byy; (3)
en la base G{7, .., 7.}, con b;#0, b,;eR, j=1, 2, .., q, se tiene que m=gq

=rango(A4) y el nimero de coeficientes positivos y negativos de (2) y (3)
coinciden.

Demostracion. Escribamos, mas explicitamente,

AR, X)=a,XT+ o+ X oy X = — 4)

mm

en la base F, con ;>0 , j=1,2,.,my

AR, X) =Byl 4+ Bpy2—Bpe1yier— = By? (5)

en la base G, con §;>0, j=1, 2, .., g. Hemos de demostrar que k=p y m=gq.

Sea E, el subespacio vectorial de E generado por los vectores f1, fa, ..., fr ¥ E, el
subespacio vectorial de E generado por los vectores G+, ... G, Si suponemos que k
>p se tiene que

dim (E,)+dim(E,) =k +(n— p)>n=dim(E)

Puesto que dim(E, )+ dim(E,)=dim(E, + E,)+dim(E, nE 2) {(proposicion 2, seccion 5.4,
capitulo 5) hemos de tener E; NE, #¢.
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Sea 7e€E,NE, y 7 #0; puesto que Z€E NE, podemos escribir

T=a, i+ +afr . aeRj=1 ..k

?sz+1§p+l+"'+bngn ’ bjeRaj=p+1, vy 1

Para el vector 7 las expresiones (4) y (5) producen
AZ, T)=0,a2 + - +ua; >0
ya que alguno de los a; debe ser no nulo, y
A7 )= —Bparbjes = =B b7 =0
(observar que la ultima expresion puede ser cero ya que g puede ser menor que n).

En cualquier caso se llega a una contradicion, que se ha producido por el hecho de

suponer que k> p; por tanto, kK <p.
Puesto que el papel que juegan las expresiones (4) y (5) en el razonamiento anterior
es simétrico, se deduce, de manera similar, la desigualdad p <k, con lo cual se tie-

ne p=k.
La igualdad m=qg=rango(4) se debe a que el rango de una forma cuadrética es

invariante mediante cambios de base. |

El nimero de términos que aparecen en la forma canonica de una forma cuadratica
A(X, X') recibe el nombre de indice de inercia de la forma cuadratica; el numero de
términos positivos se llama indice de inercia positivo de la forma cuadratica y el
numero de términos negativos recibe el nombre de indice de inercia negativo de la

forma cuadratica.

EJEMPLO A. Tratamos de encontrar los indices de inercia de la forma cuadratica
dada por

AKX, X)=X X5+ X X3+ X1 Xq+XpX3 +X2X4 + X3Xg

El cambio de variable x, =y, + V2, X2=Y1— V2 X3=V3+Va X4=V3— Vs (jcomprobar
que es un cambio de base!) transforma la expresion anterior en

ﬁ—ﬁ+Wruw@ﬁwd+UrHMWrwd+vaMh+mHih—nhq—hH-
4 yi—y2=y oyl +dyysHyi—yi=(n +2y3) -y -3vi—vi
Escribiendo z, =y, +2y3, Za=V2, Z3=Y3, Za= Y4, qUe €8 de nuevo un cambio de base,

se tiene:

22 2__ 2
A=z%—z5-3z5—z%

Por tanto, el indice de inercia positivo de 4 es 1 y su indice de inercia negativo es 3.

* k%
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Si una forma canoénica de la forma cuadratica A(X, X) es

2
m

AX X)=a,;XT+ -+ QX — Qg XF g~ — X

m

con g;eR, a;>0,j=1, 2, .., m, el cambio de base dado por

yl_\/ alxl? wees yk=\/a;xk’ yk+1:\/ ak+1xk+1’ sy ym=\/ QX > ym+1:xm+1’ s Yn =Xy

nos permite escribir
AR =y i+ +Yi—Yie =~ Vm

que recibe el nombre de forma normal de la forma cuadratica dada. Observar que la
forma normal de una forma cuadritica es una suma algebraica de cuadrados.

124. FORMAS CUADRATICAS DEFINIDAS. PUNTOS CRITICOS
DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

La t.eoria de las formas cuadraticas serd de gran ayuda para el estudio de las
superficies de segundo grado; sin embargo, también posee otras aplicaciones, entre las
que se cuentan la determinacion de puntos criticos de funciones de varias variables.

Para facilitar el razonamiento utilizaremos una funcién de dos variables z= f(x, y)
que representa una superficie en R3. Recordamos al lector que para una funcion J”
suficientemente regular, ésta posee un punto critico en (Xq, y,) Si y solo si

of a
&(xo, yo)=0 %(xo, Vo)=0 (1)

Ejemplos conocidos de puntos criticos son los mdximos, minimos y los puntos de
ensilladura que se muestran geométricamente en los dibujos siguientes:

(xo, o)

MAXIMO MINIMO PUNTO DE ENSILLADURA
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Deseamos encontrar una condiciéon que nos permita decidir entre todos los casos
posibles de puntos criticos. Para ello escribimos la formula de Tay}or de f alrededor
del punto (x,, y,) hasta el término de orden 2 —estamos suponiendo que f es lo
suficientemente regular para que esto sea posible—:

) )
fix, y)=f(xo, %)‘*‘lia‘i(xm ,Vo)(X—xo)+5£(xo’ ,VO)(,V‘YO):I*‘

2 ik o*f
+%|:%(Xo, Yo)x —xo)* + 0x5fy (X0s Yo)(x —Xo)(¥y = ¥o) +a—y7(x0a .YO)(y_yO)Z:l

+ R3(X, y)

donde Rj(x, y) es el término de error. Si (x,, yo) €8 un punto critico de f la féormula
anterior puede escribirse de la forma

1
f(x> J’)—f(xm yO):zA'H(X’ X)+R3(X, y) (2)

donde

_ — o2
HX, x)=H((" x°>, (x XO>>:’JZ(XO, Yo)(x —Xo)?
y=yo) \¥—yy// 0x

2 62
o (X0» Yo)(X —Xo)(y — Vo) +—{(x0, Yoy — ,Vo)z

2
ey dy

es una forma cuadratica que posee como matriz

& >*f
%(Xo, Vo) ax_ay (%0, Yo)
-1 a2 022 '
%(xo, Yo) @j(xo, Vo)

que se denomina la matriz hessiana de f en el punto’ (xo,. Vo)

La funcion f posee un maximo en (xo, yo) si y solo si f('x, J’)—f(x03 Vo) 0 para
todo (x, y) en un entorno de (x,, yo); de la igualdad (2) deducimos ~que si HX, X ).<0,
(X0, ¥o) € Un maximo ya que Rj;(x, y) puede hacersg tan pequefio como se quiera
reduciendo el entorno alrededor de (x,, y,). Esto sugiere la siguiente definicion:

DEFINICION 1

Una forma cuadratica A(X, X) se llama definida negativa si A(X, X')<0 para todo
¥#0. Si A(X, X)<0 para todo X, A se¢ dice semidefinida negativa.
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Si f posee un minimo en (x,, yo) se ha de tener f(x, y)—f(x,, Yo) 2 0 para todo (x, y)
en un entorno de (xo, y,); esto puede conseguirse en la igualdad (2) si se tiene H(X, X)
>0 para todo X #0. Esto sugiere la siguiente definicion:

DEFINICION 2

Una forma cuadratica A(X, X') se llama definida positiva si A(X, X)>0 para
todo X #0. Si A(X, X)=0 para todo X, A se dice semidefinida positiva.

Estos resultados quedan resumidos en el siguiente teorema:

TEOREMAL (Condicion suficiente para la existencia de mdximos y minimos)

Sea f: R?— R una funcion suficientemente regular que posee un punto critico
en (xo, yo) y sea H la forma cuadratica en C? que tiene a

f o
| ox* oxdy
ey ey

oxdy  8y*] (Xos Vo)

como matriz. Entonces,

a) si H es definida negativa, f posee un mdximo (relativo) en (xo, yo), y
b) si H es definida positiva, f posee un minimo (relativo) en (x,, Yo)-

Notas. 1) En libros de calculo se demuestra que si H no es ni semidefinida
positiva ni semidefinida negativa, (xo, y,) es un punto de ensilladura de f. *

2) Un criterio analogo al contenido en el teorema 1 se tiene para funciones
de n variables.

Observaciones. 1) Si A(X,X)=(x,X), donde ( , ) representa el producto
escalar en E, A es una forma cuadratica definida positiva, ya que (X, ¥') =0 para
todo X #0.

2) Si una forma cuadratica A(X; X) se escribe de la forma A(X,X)=a,x?+---
+a,x? en una cierta base, 4 es definida positiva si y solo si todos los a; son
positivos y es definida negativa si y sélo si todos los a; son negativos.

Para poder aplicar el teorema 1 es necesario poseer un criterio facilmente aplicable
que permita determinar si H es definida positiva o es definida negativa; una posibilidad
es hallar una forma canonica de H y aplicar la observacion 2); otra lo proporcionan los
criterios de Sylvester que exponemos a continuacion.
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PROPOSICION 2 (Criterio de Sylvester para formas definidas positivas)

Sea A(xX,¥) una forma cuadratica en un espacio euclideo con matriz A
=(a;)} =, en una cierta base. Si los menores angulares de la matriz A son
positivos, es decir:

ay, Gy 4q3

ayy 4o
>0, Ay=|ay, G2 a23|>0, s A,=]A|>0

A =a; )0, A=

a;; 4z

dy3 dz3 Qa3

la forma cuadratica A(X, X) es definida positiva.

Demostracion. Realizamos la demostracion por induccion en la dimension del
espacio euclideo E. Si E tiene dimension uno, la forma cuadratica puede escribirse de
la forma A(X,X)=a,,x* un a;;>0y, por tanto, la proposicion queda demostrada.
Supongamos ahora que el resultado es cierto para cualquier forma cuadratica con
todos sus menores angulares positivos en todo espacio euclideo de dimension inferior a
m y sea A(X,X) una forma cuadratica en un espacio euclideo E de dimension m con
todos sus menores angulares positivos. Por ser los m—1 primeros menores angulares
positivos, la hipotesis de induccion nos permite deducir que la forma cuadratica

m—1m—1

Bx,X)= Y Y ayxx;

i=1 j=1

— 1 primeros vectores de una base de E, es

en el espacio euclideo E' generado por los m
X', X"') puede escribirse en

definida positiva; con un cambio de base adecuado en E', B(X", X~

forma canonica (teorema 2, seccion 2) con coeficientes positivos:
B(xX', X)=A x4 + Ay Xy (4;>0)

Realizando este cambio de base en E y X,=X, la forma cuadratica A(Xx,X’) se

transforma en

. A 2 ~ 2 ;o ’ ’ 12
A(X, x):Alx/l + '“+/'m—1x;n*1+(blmx1xm+ +bm—1,mxm—1xm)+ammxm

Completando cuadrados se obtiene:

— — ~ ' blm ’ g - ’ bm—l‘m ’ 2 2
A(X,X)=/~1 x1+7.*xm +ot A xm‘1+2/~ Xm +bxm
‘m—1

244

donde

2 2
_blm_ _bm—l,m

b = amm A ’
44, 42,
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Realizando el cambio de base:

b

im , b —
—x .. B =xl m—1,m , o
2/11 ms vs Ym—1 m—1+21m_1 Xmy  Vm=Xm

yi=Xx1+

(observar que el determinante de esta transformacion es 1) tenemos
AR X)=Ayi+-- +Am—1Vm-1 + by

P:eestp gue t(l)dos log Ajson posit'ivos solo falta demostrar que b > 0; para esto observar
que st C es la matriz del cambio de base de las coordenadas x; a las y; se tiene:
i :

,{1 . 0 ay e Ay
j‘m—l =C' C
0 b a4 - an
(seccion 1) y, por tanto, 4, x --- _
que b>0. ¥ P 0, 4y X -+ X Ay x b=|C|A,,|C|=|C|?A,,>0, de donde se deduce
[ |
* * *

EJEMPLO A. Demostrar que la forma cuadratica en R3

A=2x*—2xy+y*+4xz—6yz + 1122
es definida positiva.

La matriz de A es

2 -1 2
A=1| -1 1 -3
2 -3 1
puesto que
A s 5 4 0 1 —4
1=2> A2=_1 1'=1>O y As=|A|=|—-1 I =-3{=1>0
0 -1 5

la forma cudratica dada es definida positiva.

* ok ok

El reciproco de la proposicidn anterior también es cierto.

PROPOSICION 3

Cu(jir;lasdm;sr'r:ias coqdlclones que en la proposicion 2, si A(X; X') es una forma
ica definida positiva, todos los menore i

ra s angulares de la ma =(a;
positivos. : e A= (0 son
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n
Demostracion. Sea A(X, X)= Y a;xx;la expresion de la forma cuadratica A4,

i,j=1
definida positiva, en una base {¢, .., €,) de E. Para todo 1 £k £n la forma
cuadratica

k
A, X)= z ;XX
j=

definida en el subespacio vectorial E,=L{€}, .., &} de E, es definida positiva. Un
cambio de base adecuado, de matriz C,, reduce 4, a

Ak=a1y%+'“+aky)% , (a;>0)

y se tiene
a; 0 ay A1k
=C;¢ Cs
0 ax (2% Ak
por tanto,
0<a, x - x a,=|CUlAIC = |Cil*A,
de donde se deduce que A,>0, que era lo que queriamos demostrar. [ ]

Para formas definidas negativas el criterio de Sylvester puede deducirs~e de las
proposiciones que acabamos de demostrar. Si A(X; X) es definida negativa, ARX, X)=
— A(X, ) es definida positiva; si A=(a;))} j=, es la matriz de A(X, X), A=(—a;)} j=1 €8

la matriz de A(X, X) (en la misma base) y, por tanto,

51=‘a11>0 N 52'—' Thn T >0 ; - 5n=|;{l>0
—a;; —4az
Puesto que
—ayy —ayp v T4y
A = —?12 _‘.122 _‘aZk — (= 1A,
—ay —dy v TGk

se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 4 (Criterio de Sylvester para formas cuadrdticas definidas negativas)

Sea A(X, X') una forma cuadratica en un espacio euclideo con matriz A

=(a;)} j-, en una cierta base. A(X, X) es definida negativa si y solo si los

menores angulares de la matriz 4 se alternan en signo y a;, <0.
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Nota. La demostracion que se ha dado de los criterios de Sylvester es
valida para espacios euclideos puesto que se ha utilizado el teorema de reduccion
a su forma canénica (teorema 2, seccion 2). Sin embargo, puede demostrarse que
los criterios siguen siendo validos para formas cuadraticas definidas en espacios
vectoriales reales puesto que hemos comentado que podemos encontrar una
forma candnica completando cuadrados.

EJEMPLO B. Estudiar los puntos criticos de la funcion z=f(x, y)=2x*+y*+xy
—6x—5y.
Puesto que la solucion del sistema

a
—f~=4x+y—6=0
Ox

d
—f=2y+x—5=0
dy

es x=1, y=2, el punto (1, 2) es un punto critico de f; en este punto la matriz hessiana

de fes
4 1
H:
()

que es la matriz de una forma cuadratica definida positiva ya que 4>0y |H|=7>0. f
posee un minimo en (1, 2).

En la seccion primera del capitulo 8 se dio la definicion de producto escalar en un
espacio vectorial y se demostré que su matriz en cualquier base es simétrica con todos
los elementos de la diagonal principal positivos. No toda matriz que satisface estas
condiciones define un producto escalar, como ya se observo en la citada seccion.

Una condicién necesaria y suficiente para que una matriz simétrica determine un
producto escalar es que la forma cuadratica asociada a la matriz sea definida positiva.
Este resultado resulta evidente a la luz de las definiciones de producto escalar y de
forma cuadratica definida positiva.

EJEMPLO C. Queremos encontrar los valores de a para los cuales la forma
cuadratica en R3 dada por

a1l 0 X,
QX X)=(xy, X5, X3) [1 @ 1} | x;
011 X5

define un producto escalar en R>.
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Puesto que @ ha de ser definida positiva hemos de tener

1 0

a
1
a>0,l611 >0 y |1 a 1|>0
a 01 1
De estas tres condiciones deducimos
a>0 , a*—1>0 y a*—a—1>0

hemos de tener

+\/5
2

Puesto que a®—a—1=0 tiene como soluciones a=

1—-./5
a>1—-+—-§£ y a< \/—

2

a>0 , a>1 , a<-1 ,

1+./5

De todas estas condiciones deducimos a> 5

12.5. DIAGONALIZACION SIMULTANEA DE FORMAS CUADRATICAS

En algunos problemas fisicos se presenta de manera natural el siguiente problema:
dadas dos formas cuadraticas A(X, ¥) y B(X, X) en R" encontrar una base en la cua}l
ambas formas pueden reducirse a una suma de cuadrados. Padag dos formas C}ladrétl-
cas cualesquiera es posible que el probiema no tenga solucion; sin ;mbargg, si una de
ellas es definida positiva siempre puede encontrarse una base que dlagonahza'a am'tfas
formas cuadraticas. La elegante solucion de este problema se expone a contmuamogl.

Supongamos que A4 =(a;)} j=; Yy B=(b;); ;-1 son las matrices de 12f fomEis cuadra-
ticas A(X, X) y B(xX, X), respectivamente, con respecto a la base E={¢, ..., €,} Qe R"' y
que B(X, ) es definida positiva. En la seccién 12.4 se ha observado que la aplicacion
(,)s de R"xR" en R dada por

(X ¥)p=Bxy) XyeR
define un producto escalar en R". Sea R}, el espacio euclideo R" con el prc?ducto escalar
(, )p Utilizando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Smith (ver capitulo 8) puede

encontrarse una base ortonormal

U={ty, @y, . Ty}
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en Ry a partir de la base E. Puesto que B(@i;, @) =(u;, W;)s=0;;, i, j=1, 2, ..., n, la matriz
de B en la base U es la identidad y si C es la matriz del cambio de base de E a U se
tiene que
I=C'BC. (1)
En esta nueva base U la matriz de A4 es

A=C'AC. (2

Puesto que A(X; X') es una forma cuadratica en el espaco euclideo R%, el teorema 2
de la seccion 12.4 nos asegura la existencia de una base ortonormal

n
en R} tal que si X = ) x,7; se tiene que
i=1

AR, Xy=Ax2 4+ A,x3 4+ 4,x2 3)
con 4;eR, j=1, 2, .., n. Puesto que V es una base ortonormal en R} se tiene que
B(xX, X)=x}+x3+---+x2 )

donde X = ) x;7,. Las igualdades (3) y (4) resuelven el problema de la diagonali-
i=1

zacion simultanea de A(X, X) y B(X, X).
A continuacién mostramos con un ejemplo como se realiza este proceso en un caso
particular.

EJEMPLO A. Deseamos diagonalizar simultineamente las formas cuadraticas en
R? dadas por

AX X)=—4x,x, y B(X X)=x>—2x,x,+4x2

donde X = x,€, + x,¢€,.
La matriz de B(x; X) en la base {¢,, €,} es

I -1
B =
-1 4
y una sencilla aplicacion del criterio de Sylvester (seccidn 12.3) nos permite deducir que
B(X, X') es definida positiva. Comenzamos encontrando una base U= {u}, &,} de R?
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que sea ortonormal con respecto al producto escalar (X, )= B(X; V') determinado por
B. Conviene observar que B(X, V)=x,y; — XV, —X,¥; +4X,y,, donde

Puesto que

podemos tomar u; =¢,; ademas, ¥, =¢,+ae,, donde (73, u;)s=0; por tanto,
0=(7% uy)p=(€, €1)pt+aley, €)p=—1+a

de aqui deducimos que 7T, =¥¢,+7¢,. Puesto que
. 1 1
(U3, U3)p=B(V2, 73) =B av =1-244=3

uy=—+(€,+7¢)

NE

La matriz A de A(X, X') en la base U={u\, 5} es

tomamos

o

_2
I N
2 4

JS33

ya que
1 1
()
b L
A(m,ﬂ2>=(1,0><_g _§> {3 —(0, —2) {3 =_\%
J3 J3
y
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La forma cuadratica A(X; X') puede diagonalizarse por el procedimiento utilizado en la
seccion 12.2. Puesto que

1
=§(3/12 +41—-4)

y la ecuacion 34 +441—4=0 tiene como soluciones
2
/11 = — 2 N /12 =§

se tiene que

2
A, V)= —27 +§y§

B y)=yi+y:
donde ¥ =y,V, +y,¥, y V={7,, 75} es una base ortonormal con respecto a (, ).

Los vectores T, y 7, se encuentran calculando los subespacios invariantes corres-
pondientes a 4, y 4,. Para A, = —2 tenemos

2
3 0 2
S e s

Tomar
g=1u,+./3u,=¢,+ (¢, + 7).
Puesto que
- 2\ /2
@1, 91)s=B e =4—4+4=4
tomamos
I
1= 1+§ P
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2
Para 112=§ tenemos

2
3 \/3 M1
2

SNa——”
]

o
N—
"
|

| N
‘<
% N

(e ]
<
[ 83
Il
<o
"
<
I
>
A~
[ %]
|
|
L

/3 33
Tomar
T /30—y 36 (@ 4
Puesto que
1 1
\/>_— 3——_
o J3 3| 44 a
(gZa g2)B=B‘ | 1 s { =§+§+§=
N AANNE
tomamos

Observar que la matriz del cambio de base que permite diagonalizar A(x, X} y
B(X, X'} simultaneamente es

. V3

3

IV

2 6

y, por tanto, la transformacion lineal que permite diagonalizar ambas formas cuadrati-
cas es

N -
(=)}

*
*
*
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El lector habra observado que el proceso de diagonalizacion simultanea seguido en
¢l ejemplo anterior resulta bastante complicado. Los comentarios que siguen estan
encaminados a simplificar este proceso.

Es claro que si B(X, X) es la forma cuadratica definida positiva, tenemos

BFY)=yi+yi+-+n
en la base que diagonaliza a ambas formas cuadraticas a la vez. En esta misma base
A V) =Api+ Ay + -+ Ay

donde 4, 4,, .., 4, son los autovalores de A. Utilizando las igualdades (1) y (2)
tenemos

|A— 1| =|C'AC — AC'BC|=|C{A — AB)C|=|C"|A — AB||C|

de donde se deduce que las soluciones de |4 — 4| =0 coinciden con las soluciones de
|A—AB|=0, ya que |C|#0.

Asi pues, la resolucién de la ecuacién |A—AB|=0 nos da la diagonalizacion
simultanea.

Si queremos encontrar la base en la cual ambas formas cuadraticas se diagonalizan,
observamos que de A—Al=CA—AB)C se obtiene que las soluciones de

(A-1NC < Y ykuk> j=1,2,.,n

coinciden con las soluciones de

(A—A;B) < Y ykek> j=1,2 ..,n (5)

ya que |C'|=|C|#0. Por tanto basta con ortonormalizar los vectores que se encuentran
al resolver (5).
En el ¢jemplo A tenemos
—4 -2+

0 -2\ /1 -1
=|A—1B|= —4 =
-2 0 -1 4)] |-2+4 -4

=32—4i+4,

=4i2—(1—2)2=

2
que produce las soluciones 4; = —2, /12=§.

Para A, =-2,

2 —4\ [y 0
= 2y, —4y,=0 = =2, y,=1
<_4 8> <y2> (0> = N V2 Y1 V2
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Puesto que

tomamos
1~ ’2
p o2
Ay=—,
ara 4, 3
2 4
3 3 V1 0
= -2 —4y,=0 = 225 =-—1
4 8 <y2) <0> = V1 V2 V1 V2
3 3
Puesto que
2
2 , 2 =B 2 , =44+4+44=12
-1 —1/)g —1 —1
tomamos

_ 1 1 >
U= —,——=
: ﬁ 2\/3
Observar que éstos son los mismos resultados que los obtenidos en el ejemplo A.

EJEMPLO B. Deseamos diagonalizar simultineamente las formas cuadraticas en
R* dadas por

AX X)=2x2 4+ x X, + X, X3 — 2X,%3 +2X,5X,

1
B(x; Y)=fo+x§+x§+xi+2x2x4

donde

X=X,€1 + X6, + X363+ X484
Puesto que B(X, X'} es definida positiva tenemos

B, V)=yi+y3+y5+yi.
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Ademas
1 1 1
0 — - 0 - 0 0 0
2 2 4
! 0 1 1 01 01
|A—AiB|= |} 2 -4 =(A—1)3(A+3)
1
~- —1 0 0 0010
2
0 1 0 2 01 0 2
Por tanto,

A, V)=yi+yi+y3-3y;

Se deja como ejercicio encontrar el cambio de base que diagonaliza simultineamente
ambas formas cuadraticas. El resultado es

1 1 1 1
Xy 0 1 0 —1\/y
X, 1 1 1 1 Va2
o713 2 2 2|,
X4 1 1 1 1 Va
2 2 2 2
* k%

Observacion. Todos los resultados de esta secciéon se extienden ficilmente a
espacios vectoriales de dimension finita y formas cuadraticas definidas sobre ellos.

EJERCICIOS (CAPITULO 12)
SECCION 12.1

1. Encontrar la matriz de las siguientes formas cuadraticas en R" dadas con respecto
a la base canénica:

a) A(X, X)=2x?—-3x,x,+4x3+6x,x;, , n=3

3 1
by A(X X)= ) (x;—s)? , s=§(x1+x2+x3) , n=3
i=1

) AR )= (—ixe,

i<j
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2. Sea A(%, y) una forma bilineal que tiene como expresion
AX, ¥)=2x1y1 + 3%y, — X391 +X3)3

con respecto a la base w;=(1, 0, 1), @, =(0, 1, 0), u3=(0, 1, —1) en R3, donde x=x,i;
+x217.2 +X3ﬁ3, y = yla'l +y2ﬁ'2 + y3ﬁ’3.
a) Encontrar la expresion de A(X, ¥) con respecto a la base canonica.

b) Encontrar una forma bilineal simétrica B y una forma bilineal antisimétrica C tal
que A= B+ C, dando las expresiones de B y C con respecto a la base canonica de R3.

3. Sea A una forma bilineal cuyo rango coincide con la dimension del espacio
vectorial ¥ en el cual esta definida. Demostrar que para todo X, €V, X, # O existe
Yo V tal que A(X,, V) # 0.

SECCION 12.2

4. Encontrar una forma canoénica de las siguientes formas cuadraticas:
a) 3x?+2y*+z7—6xy+4xz

b) xy+2xz

¢) 9x2—3y?+6xy+18xz+12yz

5. Dar una forma canodnica en una base ortonormal de las siguientes formas cuadrati-
cas en R™

a) —2x*+y*+4xy , n=3
b) 2x*—6y*—2z2—-2xz , n=3
) x*=2xy—2xz—2yz , n=3

d) xix,+x,x,+x3x4 , n=4

6. Para cada una de las formas cuadraticas siguientes encontrar una base orto-
normal que la reduzca a su forma canodnica y escribir esta forma canonica:

a) 6x% + 5% + 7z — 4xy + 4xz

b) 3y? 4+ 3z% + 4xy + 4xz + 2yz
) x*+ y*—2xz+2yz

SECCION 12.3

7. Encontrar la forma normal y los indices de inercia de las siguientes formas
cuadraticas en R

a) x2+y?+z2+4xy+2xz+2yz
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b) x%2+5y?—2xy+2xz
¢) 4x*+y*+z2—4dxy+4xz—3yz

En el caso b) indicar también la transformaciéon que lleva la forma cuadratica dada en
la forma normal encontrada.

SECCION 124

8. Determinar los valores de a para los cuales la forma cuadratica en R® dada por
x2+4y? + 2axy + 2ayz

es definida positiva

9. Determinar los valores de f para los cuales la forma cuadratica en R* dada por
Bx?+2xy+ By* + Bz? + 2zt + t* es definida negativa.

10. Determinar la region tridimensional en la cual la matriz de las derivadas parciales
segundas de la funcién F(x, y, z)=x2+3y?+y?z? determina una forma cuadratica
definida positiva.

11. Encontrar los puntos de las superficies dadas en los cuales se alcanzan maximos o
minimos:

a) f(x, y)=x*+y*+2x+4

b) g(x, y)=—x*+8x*—y?—4y

¢) hix, y)=x3—y*+3xy

12. Sea A=a,;x*+a,,xy+a,,y* una forma cuadratica en R? tal que

a as;
11 A
2
<0
ais a
- Q22
2

Demostrar que 4 no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa.

13. Determinar los valores de los parametros a y b para los cuales la forma
cuadratica cuya matriz se da a continuacion define un producto escalar en R*:

2 0 a a 2b 1
a) 0 a 0} b) 2 50
a 0 1 a 0 1
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SECCION 12.5

14. Diagonalizar simultanecamente las formas cuadréticas

A(X, X)=x2+26x3+10x,x,

B(X, X)=x3456x3 +16x,x,

Algebra y Geometria

BIOGRAFIA

James Joseph Sylvester (1814-1897) fue un matematico inglés que junto con Arthur
Cayley fundo6 la teoria de los invariantes algebraicos, es decir, expresiones de los
coeficientes de una expresion algebraica que quedan invariantes mediante rotaciones y
traslaciones de los ejes coordenados.

En 1838 Sylvester consigui6é un puesto como profesor de filosofia en University
College (Londres). En 1841 aceptd un cargo de profesor de matematicas en la
Universidad de Virginia, Charlottesville (EE.UU.), en €l que solo estuvo tres meses.
Cuatro afios mas tarde volvié a Londres como contable de una compafiia asegurado-
ra, manteniendo su interés en matematicas a través de las clases privadas que impartia.
Mas tarde trabajé con abogado, comenzando en este periodo su relacidon matematica
con Cayley.

Desde 1855 hasta 1870 Sylvester fue profesor de matematicas en la Academia Real
Militar en Woolwich (Inglaterra). Volvio a los Estados Unidos en 1876 para ser
profesor de matematicas en la Universidad Johns Hopkins en Baltimore (Maryland).
Trabajando en esta Universidad fund6 la revista matematica American Journal of
Mathematics, introdujo los estudios de Doctorado en las Universidades de los Estados
Unidos y contribuyé enormemente al desarrollo de las matematicas en este pais. En
1883 volvio a Inglaterra como profesor de geometria en la Universidad de Oxford.

Sylvester fue principalmente un algebrista. Realizo trabajos brillantes en teoria de
nameros, principalmente en particiones (formas en que un namero puede expresarse
como suma de enteros positivos) y analisis diofdntico (métodos para encontrar
soluciones enteras de ecuaciones algebraicas con coefientes enteros).

Sylvester trabajaba por inspiracion y es dificil encontrar en sus trabajos una prueba
correcta para los moldes actuales. A pesar de que publicd cientos de articulos,
solamente escribioé un libro de matematicas titulado Treatise on Elliptic Functions
(1876). Sylvester publicé en 1870 un libro de versos.
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CAPITULO 13

SUPERFICIES
DE SEGUNDO GRADO

13.1.
13.2.
13.3.
134.

Clasificacion de las superficies de segundo grado

Invariantes de las superficies de segundo grado en R?®
Determinacion de los elementos geométricos de algunas cuéadricas
Notas adicionales

1. El hiperboloide de una hoja como superficie reglada

2. Clasificacion de las cuadricas cuando A=0y 6=0

variables. La generalizacion a tres variables produce una expresion de la forma

que recibe el nombre de superficie de segundo grado en R* o cuadrica.

cuadraticas clasificaremos las superficies de segundo grado, de manera analoga a
como se hizo con las conicas.

usual y toda expresion estara dada con respecto a la base canodnica si no se
menciona explicitamente otra base.

La expresion general de las conicas es un polinomio de segundo grado en dos

a1 X2+ ay,y2 +as3z2  +a,,xy +ay3xz+ayz+a;x+ay+asz+a=0

A la luz de los resultados obtenidos en el capitulo anterior sobre formas

En este capitulo trabajaremos en el espacio euclideo R con el producto escalar
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13.1. CLASIFICACION DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO EN R*
Una superficie de segundo grado en R® es una expresion de la forma

f(x, y, 2)=ay;x* Fay,2 +a3328 01Xy +a3XZF
a23yz+a1x+azy+a3z+a=0 (1)

Los términos de orden dos determinan una forma cuadratica 4, en R?, cuya matriz es

ay; dy3
ayy 5
a, (Z%)
A=| - 4 —
2
ayy dz3
— 5 433

Si escribimos X =(x, y, z) y llamamos I{X)=a,x+ay+d;z 2 la parte lineal, (1) puede
~ escribirse de la forma

AX, X)+ L(X)+a=0 (2)
Nuestro objetivo inmediato es reconocer todas las superficies que puedan aparecer

en (1) al variar sus coeficientes. Puesto que A(X, X) es una forma cuadratica en el
espacio euclideo R3, puede reducirse, en una base ortonormal {#, ¥,, @3} a una suma

de cuadrados

Ax3+ A+ Az

donde 1,, 4,, 45 son los autovalores de la matriz A(4;€ R). Observar que la matriz del
cambio de base es ortogonal ya que transforma la base candnica de R® en una base

ortonormal. En esta nueva base (1) se reduce a
/11X%+/12y§+i32%+b1)€1+b2y1+b321+b=0 (3)

Pueden presentarse los siguientes casos

I) Todos los 4; son diferentes de cero.
1) Uno de los 4; es igual a cero.
III) Dos de los 4; son iguales a cero.

Caso L. Como todos los 4; son distintos de cero, completando cuadrados en (3)

obtenemos
3 x4 2 PUN e L _c
[ —_— Z —_— = N
Mg ) T T ) TR 2,
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con lo cual la traslacion

b

x2=x1 +—

244

b,

= +—

Y2=01 2,

by

Z=Z,+-——

2= 2,

permite escribir (3) de la forma

AxI+A,y3+4323=C 4)

que rpc1be e}l nombre .de forma candnica de una superficie con centro. La razén de esta
terminologia es la siguiente: se denomina centro de una superficie al punto C,
f(x’O’.yO’ zo) tal que si (xq+ay, yo+bg, zo+¢o) €8 un punto de la superficie, su
simétrico respecto a C,, esto es

(XO_aO’ )’o—bd, ZQ—CO)

esta también en la superficie. Claramente, la superficie (4) tiene C,= (0, 0,0) como
centro. o
* k%

Si C#0, dividiendo por C, (4} se transforma en

x3 z3
M
¢ (5)

+ 2472472

_(12_

C
a:/: > b= i y c= £
|44] |4, |45]

se denominan semiejes de la superficie.
Excluyendo el caso en que todos los términos son negativos en (5), ya que en este

caso (5) no tiene ninguna solucion y reordenando, si es necesario, se tiene los siguientes
casos

v
b

donde

la) =+=4—==

) a2+b2+c2 1
x2 yz 22

Ly 2472 22

) a2+b2 7 1

Lo) x_%_ﬁ_zé_l
at b2 Cz—
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I.a) Al cortar por planos paralelos al plano x,0y,, es decir z,=d se obtienen
x2 2 d2 )
elipses —§+§%=1——2 siempre que ¢2—d?>0 (ie. |d| <|c|).
a ¢
De manera similar al cortar por planos de la forma y,=d(6 x,=d) se obtienen
elipses siempre que |d| <|b|(|d]| <|al).
La supertficie recibe el nombre de elipsoide y su grafica se muestra en la figura 1.

2

¥2
X3

Figura 1. Elipsoide

I.b) Al cortar por planos de la forma z,=d se obtienen elipses de ecuaciones
2 . @
et

ecuacion que posee soluciones para todo deR. Si y,=0 se obtiene la hipérbola

x: z3 |
at c?

de semiejes a y ¢ y si x,=0 se obtiene la hipérbola

Y3 Zz_l
b2

de semiejes b y c. Esta superficie recibe el nombre de hiperboloide de una hoja.

Figura 2. Hiperboloide de una hoja
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L.c) Al cortar por planos de la forma z,=4d se obtienen las hipérbolas de ecuacion

2 2 2
X2 y2_ 40

a’® b? c?

Cuando y,=0 se obtiene la hipérbola

Finalmente, si x,=d se obtiene

2 2 2
Y2  Z3
a2

% ¢?

que representa una elipse siempre que —a*+d*>0, es decir, |d|>|a|. Esta superficie
recibe el nombre de hiperboloide de dos hojas.

Figura 3. Hiperboloide de dos hojas.

Si C=0, (4) se escribe de la forma A,x3+2,y5+4,23=0; si todos los 4; son
positivos o todos son negativos, esta ecuacion solamente tiene como solucion el punto
x,=0,y,=0, z,=0. En el resto de los casos siempre podemos suponer que dos de ellos
son positivos y uno es negativo (si uno es positivo y el resto son negativos se cambia de
signo a la ecuacion). Suponiendo que 4;>0, 1,>0 y 41;<0 y dividiendo por |4, se
obtiene

Ay
2 2.2 2
Tt yi=2
4] 143

En los planos de ecuacion z,=d esta expresion produce elipses, salvo si d=0, en
. 2
cuyo caso se obtiene el punto x,=0, y,=0. Si y,=0 la ecuacion se transforma en

1.2

A s e
*—x2=22 = Zy= T —'X2
|23 g sl
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[2 e .
que representa dos rectas de pendiente + |71— De manera similar, si x,=0 se

3l
A,
+ [
N

La superficie que se obtiene en este caso se denomina cono eliptico (Fig. 4).
Debido a que cuando C=0, (4) produce superficies conicas, en los casos no
triviales, cuando C=0 en (4) la superficie recibe el nombre de superficie conica.

obtienen dos rectas de pendiente

2 2
X2 V2,

z2
2 B2

Figura 4. Cono eliptico.

Caso II.  Podemos suponer, por ejemplo, que 4, =0; podemos entonces completar
cuadrados en x, e y; en la expresion (3) para obtener

yl by Y’ A +b2 2+b C
_— _— Z4= .
1 x1+211 +A2\ Ny 22, 321

La traslacion

b
X, =X, +—21—1

b,
Y2=i +E
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transforma la superficie anterior en
MxI+,93+byz,=C. (6)

Pueden presentarse los siguientes casos:

ILa) by #0
ILb) by=0

. C
IL.a) Como b;#0, la traslacion x;=x,, y3=y,, z3= —zz+b— transforma (6) en
3

X3+ A3 =byz,

o bien

+

+

Bed
TS
wh

=Z3
a

/b f1b
una vez que se ha dividido por b,, donde a= :73:, y b= % Esencialmente la
1 2

ecuacion anterior tiene solo los siguientes casos:

2 2 2 2
X3 V3 . X3 V3
a) az bz =Z3 b) az b2 Z3

(el caso en que ambos signos sean negativos es «equivalente» al caso a) si hacemos la
simetria z;=—z; y el caso en que ¢l primero sea negativo y el segundo positivo es
«equivalente» al caso b) realizando la misma simetria).

En el caso a) los planos z;=d producen una elipse siempre que d>0 y un punto si
d=0; si d<0 no se produce ninguna interseccion. Las elipses tienen por ecuacion

X3V,

a?' b
Si y;=0 se obtiene la parabola

xi=az,

(con su eje en el eje 0z3) y si x3 =0 se obtiene otra parabola con eje en 0z, de ecuacion
2_ K12, .
y3=b’z;

La superficie que se obtiene se denomina paraboloide eliptico y puede apreciarse en la
figura S.
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T 1%
,,,.,,,-,’// X3 )3
II/////// _2+b_2=z3

a

Figura 5. Paraboloide eliptico.

a . a .
En el caso b), el plano z; =0 produce las rectas x;= iB y3, de pendiente E; st z3=d,

con d>0, se obtienen las hipérbolas
X3 i
a? b
con eje principal en la direccion de x;; finalmente, si z;=d con d <0, se obtienen las
hipérbolas
2 2
X3 V3
——+S=—d (—d>0)
a?  b?

cuyo eje principal esta en la direccion de y,. o . N
El plano y,=0 produce la paradbola xj=a’z; que esta dirigida en el sentxdo. positivo
de z,. mientras que el plano x; =0 produce la parabola y; = —b?z, que esta dirigida en

el sentido negativo de z;. . o
La superficie que se obtiene se denomina paraboloide hiperbdlico y se representa en

]

Figura 6. Paraboloide hiperbélico.

M e e e o
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IL.b) Si by=0, la ecuacion (6) se escribe de la forma
Ax3+4,y3=C.

Puesto que le falta una de las variables, z,, decimos que la ecuacion representa una
superficie degenerada; de hecho con cualquier plano z,=d posee como interseccion la
conica 4,x3+4,y5=C'y, por tanto, la superficie es una superficie cilindrica que tiene a
esta conica como base: se tiene entonces un cilindro eliptico, un cilindro hiperbdlico, dos
planos que se cortan o una recta (que corresponden a las siguientes conicas: elipse,
hipérbola, dos rectas que se cortan y un punto). Ver figuras 7 y 8.

* % %

Axi+iyi=C
CILINDRO
HIPERBOLICO

CILINDRO - CILINDRO
ELIPTICO [~ 4+—— PARABOLICO
Axi+Ay3i=C 41X2=By,

7 7

. ™

Figura 7

s
Al

Figura 8
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Caso III.  Supongamos, por ejemplo, que 4, =1,=0, con lo cual (3) se transforma
en

),1x%+b1x1 +b2y1 +b321 +b:0

b,

, YV, =y, Z2,=2, la reduce a
27, V2=V, 2272,

La traslacion x,=x;+

iy x3+byy,+byz,+b'=0 (7N

Si b,=b,=0 se obtienen dos planos paralelos distintos 0 un solo plano, o el conjunto

vacio dependiendo de los valores y los signos de iy b
Si al menos uno de los coeficientes b, 6 b, es no nulo realizamos la transformacion

X, =X3
y2:b2Y3+b323
Jb3+b3
zba}’s_bzzs

Jbi+b3

que es una transformacion ortogonal (;por qué?) de manera que (7) se escribe de la
forma:

Ayx3+/bi+bly;+b'=0
Con la traslacion

X4=X3 , Ya=Yat—F—= » Za=23

tenemos
A,x:=By, ' B=.bj+b3

que representa una parabola con su eje en la direccion de y,; como estamos en R la
superficie es un cilindro parabélico. (Ver figura 7.

Notas: 1. Las ecuaciones que aparecen al lado de las figuras reciben el
nombre de forma candnica de la superficie que representan

2. Los paraboloides (Figs. 5 y 6) no poseen centro, pero poseen un vértice en
el origen cuando su ecuacion esta dada en la forma canonica.

3. Aparte de los elementos geométricos que se citan en 2, las superficies no

degeneradas poseen ejes que se han dibujado convenientemente en las figuras.

e,
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EJEMPLO A. Encontrar la forma canénica de la superficie de segundo grado en
R dada por

3x2+2y? +322 —2xz—2x—4y—2z—5=0
indicando la correspondiente transformaciéon geométrica.

SOLUCION. La forma cuadratica 3x?+2y%+3z%2—2xz tiene como matriz

30 —1
A= 0 2 0]°
-1 0 3

Los autovalores de A4 son las soluciones de

3-4 0 -1
0= 0 2-1 0 =G-A2-1HB-H—-2-AH=2-NB-H3-1H—1]
-1 0 3-1
=Q-A[A2—61+8]=2—)(A-2)(A—4)
¥, por tanto, tenemos A, =4, 1,=2, i;=2.
Para A, =4 un autovector satisface las ecuaciones

-1 0 —1\ /x 0

x=—
0o -2 01|y} =(0] < 5 A_Z - 71=L(_1,0’ 1)
~-1 o0 —1/\z/ \o —2y=0 J2

Para A=2 tenemos

1o -1\ /x\ /o
00 of{y|=l o0 o x—=7 = u,=(0, 1, 0)

1
B AR wy=—(1,0,1)

vz

1 1
x NN
yi= 01 0 »
z i 1 z,
NN
la forma cuadratica se reduce a

4x§+2y§+2z§—2<— !

%+%>—4y1—2<%+\%)—5=0,
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o bien
Zy

4xf+2yf+22f—4y1—4z—5=0.

2
) —§=0

Completando cuadrados se obtiene

4x? +2(y, — 1)2+2<z1 —

i

Haciendo la traslacion
Xg =Xy
y2=y1—1

1
122=21—-ﬁ

se obtiene
4x% 42y} +225=8
o bien
i Vs s
2 4 4

que es la forma canonica de la superficie dada. Deducimos de esta expresion que la

superficie dada es un elipsoide con semiejes ﬂ, 2y 2. Sus ejes se encuentran en las

direcciones de u,, o, y U,, respectivamente. ‘ o
La transformacion que transforma la superficie dada en su forma canonica es

0 X,
y,+1
1

7

z,+

<o

S-St
Sl= e S

En el sistema de coordenadas {x,, y,, z,} el centro es el punto (0, 0, 0); por tanto, el
centro del elipsoide es

|
o

N X
I
- o4
G- o)
|
N = = N =
(l_l}
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Z3

13.2. INVARIANTES DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO EN R3

El método descrito en la seccion anterior para determinar las superficies de
segundo grado puede resultar engorroso si los autovalores y autovectores no son
sencillos. Al igual que en las conicas, otra forma de estudiar las superficies de segundo
grado es mediante la obtencion de sus invariantes, permitiéndonos obtener su forma
canonica sin necesidad de conocer la transformacion que nos permite llegar a ella.

Para tratar de averiguar los invariantes de las superficies de segundo grado
recordamos que los invariantes de la conica a,;x+a;,xy+a,,y*+a;x+a,y+a=0
son

a1 a4
Ay = =
a s
1t A
2 a a
12 2
s=a;;+4a,, , 6= y A= 5 az, 3
ag,
az;
a, a,
2 2

¥ que los nimeros s y é son, salvo el signo, los coeficientes del polinomio caracteristico
de la matriz

oo,
A=
2 22
a%z
(En efecto, 0=IA—U|=(a“—l)(azz—l)—7=ﬂ,2—(a“+a22)2+fAl.)
* * *
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Sea f=A(X, X)+ L(X)+a=0 una superficie de segundo grado en R, donde X
=(x, y, 2), LX)=a,;x+a,y+asz, acR y A(X, X) es la forma cuadrdtica que tiene como
matriz

aiz 413

ar ‘i‘ 2‘

a, az3

A=| — a2 —
2

a3 4zs a

—~ 5 433

2

Diremos que una expresion de los coeficientes de f es un invariante si permanece fija
mediante traslaciones y transformaciones ortogonales. (Observar que si f esta dada con
respecto al sistema de referencia canonico, solamente se han utilizado transformaciones
ortogonales y traslaciones en la seccion 1 para reducirla a su forma canoénica.)

PROPOSICION 1

Son invariantes de una superficie de segundo grado en R3 los coeficientes del
polinomio caracteristico de la matriz A.

Demostracion. Al realizar una transformacién ortogonal de matriz C, la matriz de
la forma cuadratica que aparece en f(x, y, z)=0 se transforma en C'AC (seccion 1);
como C es ortogonal, C'=C~! y, por tanto, 4 se transforma en C “1AC; por tanto,
podemos decir que se ha realizado un cambio de base en la aplicacion que tiene a A
como matriz en R3. Puesto que el polinomio caracteristico de una matriz nd depende
de la base (capitulo 7, seccién 2) deducimos que sus coeficientes quedan invariantes
mediante transformaciones ortogonales.

Finalmente, cualquier expresion de los coeficientes de A(X, X ), y en particular los
coeficientes de |4 — AI| =0, quedan invariantes mediante traslaciones. Para demostrario
basta observar que la traslacion

X Xy o
y|=| y.|+| B
z zZy Y

transforma la superficie (1) de la seccion 1 en

) 0 d
f:A(Xl, X1)+a—f(a, B9 ’y)xl +l(a, ﬂ9 y)yl +l(aa Ba V)Zl +f((1, .B’ V)=0
X Jy 0z

donde X, =(x,, y;, z1), que deja invariante la forma cuadratica A. |

E
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Tpnemos ah'ora que determinar los coeficientes del polinomio caracteristico de la
matriz A; un calculo largo pero sencillo permite obtener

a
aj —4 2 413
2
|A—/U|= 2 Ary— A @ =—/3 2
2 22 5 |77 (a1 +ay;+a33)A% —
a3 as3
2 2
a; a; Ay
o . ap, 5 a,, —
- + A+]Al
Gz 413 a3 4
2 B | M | s

Por tanto, son invariantes de f(x, y, z)=0 los siguientes:

§1=ay;+0a,+a,;
ay, % ay % a,, a_zs_
; S2= + + 2
%412 a 413 a3
P 22 ) Aasy 7 Qs
0=|A4|
* *  *

l .
g g

F(x, y, z, t):a“xz+a22y2—+—a33z3+a12xy+a13xz+a23yz

=a,xt+a,yt+a,zt + at?

y :)bserva'mos que f(x, y, z)=F(x, y, z, 1); por otro lado, F es una forma cuadratica en
R* que tiene como matriz

ay; 43 ay

2
ayy a3 a;
2 3

A= X

a3 dz; a as
= 5 433 &
2 2 2
a a; ag
- = = a
2 2 2

a la cual se le denomina matriz ampliada de f.
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PROPOSICION 2

Algebra y Geometria

A=|A| es un invariante de las superficies de segundo grado en R>.

Demostracion.
matriz

C 0

)

., s .,
;
Sea C una transformacion ortogonal en R?; la transformacion de

es ortogonal en R* y transforma A en C,AC,=C;'AC; puesto que
g y 1

|A—Al|=|Cy *AC, —Al|

los coeficientes de |4 — AI| permanecen invariantes mediante C;. El término indepen-

diente de |4 — Al| es |A] y, por tanto, éste es un invariante mediante transformaciones
ortogonales de R3.

Si tenemos ahora la traslacion

I

la matriz ampliada de f en este nuevo sistema de referencia es (ver la demostracion de
la proposicion 1)

bN|

E
2
1of
20x

a,

ass
(%)
2

1of
20y

a3

2

1of
20z

1of
20x%
1 of
20y
1of
20z

fle B, )

doﬁde;l,assderivadas parciales estan evaluadas en («, f, y). Un procedimiento analogo al
~ utilizado-'en la demostracion sobre los invariantes de las conicas permite demostrar
L A=A

* *

*

14l,-lo cual prueba que |A| es un invariante de f.
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Son invariantes de la superficie de segundo grado

f0x, 3, 2)=ay, X%+ a,5,p° +as,z? +tagxy+agxz+ayz+
+a;x+ay+azz+a=0

(1
los siguientes:

a a12 013 6123
oS o5 22 57
S1=a;,+a,+az; , Ss,= + +
a2 4 a3 a3
22 a — a
2 2 33 2 33
a a;; ay3 a
11 A A
a a2 43 2
1t A4 A
2 2 a2 a a3 a,
- %22 —— =
ais (/2% — 2
o=|A|= *—2 a; —| y A=lA|= a
13 4dz3 as
ass
a3 dy; p 2 2 2
- 933
2 a, 4a; a;
- = a
2 2 2

* * *

A continuacion clasificamos las superficies de segundo grado en R3, también

llamadas cuddricas, atendiendo a sus invariantes. Estudiamos por separado cada uno
de los casos que aparecian en la seccion 1.

En el Caso I la forma candnica es

Ax3+Ay5+2325=C

(L1425 #0).
Puesto que en esta ecuacion < <
iy 0 %é E%
A Boadl
A= 2 = — A A45C gz @y
g 28 By
0 e Qe &
. Yoo
se tiene que C= —A/A;1,4,; ademas Bo t :%\
» 0 5voEEE
o= A2 =41454; 8 ek %
0 s é b %s
(o}
2 a
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y, por tanto, la forma candnica de las cuadricas del caso I es

A
Ax3+A,y3 + Aszi +—=0.
! B

Si A#0 se obtienen elipsoides, hiperboloides de una hoja o hiperboloides de dos hojas
dependiendo de los signos de A;, 45, 43, Ay 6.
Si A=0 se obtiene una superficie conica o un punto.

* * *

En el Caso II la forma canonica es de la forma
X2+ A,y34byz,=C (A4, #0)
Si b;#0 esta puede escribirse de la forma

JiX3+4A,y3+byz3=0.

Puesto que
A 0
Aa
b . b2
A= 0 2= Al,tzf
by
0 — 0
2
y
Ay O 1Ay O |4, O
= + =1,
270 4, 00‘ 0 o M7
su forma candnica es
. A
Ixa+iyit [—4— z3=0.
S2
v b2
Puesto que by #0, A#0; como —:f<0 se obtienen paraboloides elipticos o hiper-
S2

bolicos dependiendo de los signos de 4, y 4,.
Si b;=0 la forma canodnica es

Ax3+4,yi=C;
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por tanto,

W0 A0

S, =44, #0 , 0= A, =0 y A=

En este caso se obtienen cilindros elipticos, hiperbélicos, dos planos que se cortan o una
recta. Su forma candnica no puede ser determinada con los invariantes de que
disponemos.

* * *

En el Caso 111 la forma canobnica es
llx§+b2y2+b322+b/=0;

si b, =b;=0 se deduce facilmente que s,=0, =0 y A=0 (en este caso se tienen dos
planos paralelos distintos o un solo plano).
Si al menos uno de b, 6 by es no nulo, la forma canodnica es

A1x2—By,=0

y también se tiene s,=0, d=0 y A=0 (en este caso se tiene un cilindro parabdlico).

* * *

Al final de este capitulo puede encontrarse un resumen de los resultados obtenidos
sobre la clasificacion de las cuadricas. Observar que la clasificacion arriba realizada no
es completa ya que no permite distinguir entre las superficies cilindricas y los planos
(ver notas adicionales en la Ultima seccion de este capitulo).

EJEMPLO A. Reducir la superficie de segundo grado x*+ y?>+z?> —dxz—4y+2=0a
su forma candnica y decir qué tipo de superficie representa.

Tenemos
1 0 =2 0 5 o 2 o
a=| O 10 =2 0 1 —0 20 1 _0 2
=2 o 1 o B et
2 -2 0 2

0 -2 0 2
—2—4[2—-4]=6#0

1 0 -2
o= 0 1 0] =1-4=-3#0.
-2 0 1
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Puesto que los autovalores de la matriz

1 0 =2
A= 01 0
-2 0 1
son 4,=1, ,,=—1, ;=3 la forma canonica es

x2—y?4322-2=0

x2 2 ZZ

o bien ——>—+——=1y se trata, por tanto, de un hiperboloide de una hoja.
2 2 23

EJEMPLO B. Reducir la cuddrica y*+4xz+1=0 a su forma canonica y decir qué
tipo de superficie representa.

Tenemos
0 020 00 2
A=0100=—4;&0,5=010=—4;60
2 000 5 0 0
0 0 01
y los autovalores de
0 0 2
A=10 1 0| son A, =14,=2 A43=-2.
2 00

La forma canénica de esta superficie es

—4
x2+2y2—222+——4=0

..
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o bien
2 2
2 V7
12 172

y se trata, por tanto, de un hiperboloide de dos hojas.

A

13.3. DETERMINACION DE LOS ELEMENTOS GEOMETRICOS
DE ALGUNAS CUADRICAS

Para las superficies de segundo grado en las que al menos uno de los nimeros A 6
0 es no nulo se ha dado un procedimiento para obtener su forma canonica en la
seccion anterior. A continuacion describimos procedimientos para encontrar algunos
elementos geométricos de estas superficies. Si 6 #0 se trata de una coOnica con centro y
se dard un procedimiento para calcular éste; si 6=0 se tienen los paraboloides (o
cuadricas sin centro) y entonces se dara un procedimiento para calcular su vértice.
Sea

fx, y, 2)=AX, X)+ L(X)+a=0 (1)
una superficie de segundo grado con A#0 6 0. La direccion de sus ejes esta dada
por los autovectores de la matriz de A.

Sea (a, B, y) el centro de una superficie de segundo grado con centro (6#0); la
traslacion

x=x;+a , y=y+f , z=z,+y



580 Algebra y Geometria

transforma (a, f, y) en (0, 0, 0); por tanto (0, 0, 0) es el centro de la superficie

) d
f(xl’ Y1 Zl)=A(X17 X1)+6—f(d, B’ y)xl +_f\(a5 ﬁ’ y)yl
x dy
of
+"—(as ﬂs ')))Zl +f(aa ﬁa V)=O (2)

oz
que es la ecuacion transformada de (1) mediante la traslacion considerada; por tanto,

g ) 5
%(a, B.v)=0, é(a,ﬁ, n=0 , %(a,ﬁ, 7)=0

ya que en caso contrario (0, 0, 0) no seria el centro de (2) {(;por qué?). Asi pues, el
centro de (1) satisface el sistema

)
a—f=2011x+a12y+a13z+a1=0
X

—=a;,x+2a,,y+a,3z2+a,=0
ay
)
a—£=a13x+a23y+2a33z+a3=0
que posee una Unica solucion ya que su matriz es 24 y |A|=6#0.

EJEMPLO A. Determinar el centro y los ejes del hiperboloide de una hoja del ejemplo

A de la seccion 13.2: x> +y*+2z2 —dxz—4y+2=0
Su centro satisface

)
—f=2x—4z=0
Ox

of
—=2y—4=0
oy y

)
—f=22—4x——-0
0z

de donde deducimos y=2, x=0, z=0. Por tanto, C=(0, 2, 0).

Capitulo 13 Superficies de segundo grado 581

Los autovalores de 4 son 4, =1, 4,=—1, 4;=3y las direcciones de sus ejes vienen
dadas por @, #,, U3 donde

00 —2 0
x=0
b=1 00 0 o] < { 0} - #,=(0,1,0)
2=
20 o0\ 0
2 0 -2\ /x 0
x=z _
Ay=—1 ; 02 O0)|lyl=lo] = {:0} ; up=(1,0,1)
—20 2/\: 0 y
2 0 -2 0
x=—z
1=3 0 —2 ol||yl=(0] = { } . w=(1,0, —1)
—2 0 —2/\: 0 y=0

Como los ejes pasan por el punto C=(0, 2, 0) sus ecuaciones son

z=0 x=z{. X=—-z

x24+(y—2)*=2
circunferencia

¢

EJEMPLO B. Determinar el centro y los ejes del hiperboloide de dos hojas del
ejemplo B de la seccion 13.2: y> +4xz+1=0.

Su centro satisface 4z=0, 2y=0, 4x=0 y, por tanto, es el punto C=(0, 0, 0). Los
autovalores de su parte cuadratica son A, =1, 1,=2, i,=—2; las direcciones de sus
ejes vienen dadas por ), u,, Uy donde

-1 0 2 X 0
. x=2z
J=1 ; 00 olfyl=lo] = : 7, =(0, 1,0)
z=2x
2 0 -1 z 0
-2 0 2\ [x 0
, xX=z .
A=2 0 -1 of{yl=(o0 {=0}  w=(1,0,1)
2 0 =2/ \z 0 y
2 0 2 X 0
X=-—z _
1‘2'——2 s 030 yi{= 0 had { -0 } s 3=(170, 1)
2 0 2\ z 0 Y
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La ecuacion de su eje principal (el eje z en la forma canonica) es {x=—z, y=0} y
los otros ejes son {x=0, z=0}, {x=2z, y=0}.

*  x %

Supongamos ahora que la superficie dada en (1) es un paraboloide (A#0, &
=0); el plano tangente al vértice del paraboloide tiene las direcciones de los autovecto-
res correspondientes a los autovalores no nulos (4, 4,) y el eje perpendicular a este
plano tangente (que denominaremos eje principal) tiene la direccion de un autovector
correspondiente a A;=0. Sea (w,, ,, w;) un autovector correspondiente a 4;=0. Si
(2, B, y) es el vértice del paraboloide un vector perpendicular a f en este punto viene
dado por

43

Eje principal

Eje principal

Plano
~&Ey* ¢/ tangente
A 7777

of of of
_<a((1> ﬂ’ 'Y), 5(1, ﬂ> V)? E(a’ ﬁ’ /))

2|

Por tanto existe A1 R tal que N=4(w,, w,, @5); si dejamos variable o, B y y en N se
obtienen las ecuaciones lineales

of of
25 = W=
Ox ay
o o
(,03&‘——6016—2 q (2)
of of
w3ay B wzaz

que determinan planos que pasan por el vértice y tienen (, ®,, w;) como direccion
comun; el sistema (2) representa, por tanto, la ecuaciéon del eje principal.
El vértice del paraboloide se determina hallando la interseccion del eje principal (2)

con la superficie.

EJEMPLO C. Determinar el vértice, el eje principal y el plano tangente en el vértice
del paraboloide x*+2y*+4xy+4z+3=0, asi como su forma candnica.
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Tenemos
1 200 {2 0
A= 2200 =-=212 2 0 4 2 e
=lo 0 o0 2=~ o — 2=8#0 ; 0=|A]=12 2 0| =0
0 0 2 3 000
1-7 2 0
0= 2 2-4 0 =—AR-A(1-1)—4]=-A(A*-31-2)=0=>
0 0-4

Puesto que \/17>3, 4, >0y 4, <0 con lo cual se trata de un paraboloide hiperbélico.
Puesto que

1 z’ ‘1 0
=2

S;= + +20
1221 o o

00

su forma canodnica es

3+\/ﬁx2+3_\my2+4z=o
5 +4z=0,

2

El eje principal tiene como direccion:

1 2 0 X 0 2920
22 0]|(y|=10 Q{zx”yio} . W=(0,0, 1).
000/ \z 0 XTey=
Por tanto
of of @
(—f, L —f>=,1(o, 0, 1)<>(2x +4y, 4y +4x, 4)= (0, 0, 1).
0x oy 0z

Por tanto A=4y 2x+4y=0, 4y+4x=0; asi pues x=0, y=0y el eje principal es el eje

Z.
Sustituyendo x=0, y=0 en la superficic dada se obtiene el vértice:
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Por tanto,

< 3)
V={0,0, —]
4

El plano tangente al paraboloide hiperbdlico en V tiene por ecuaciéon

13.4. NOTAS ADICIONALES
1. EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA COMO SUPERFICIE REGLADA

Una superficie se denomina superficie reglada si por cada uno de sus puntos pasa al
menos una recta totalmente contenida en la superficie. Ejemplos sencillos de superficies
regladas son los «cilindros» estudiados en la seccion 13.1. Otros ejemplos se obtienen
girando una recta, llamada generatriz, alrededor de otra fija, llamada eje. Si la
generatriz es perpendicular al eje se obtiene un plano, si es paralela se obtiene un
cilindro y si le corta se obtiene un doble cono recto con vértice en el punto de
interseccion (ver las figuras adjuntas).

e e A\ —

‘_________._-__
————————-

[ e _____
\
i

Podriamos ahora preguntaros cuél es la superficie que se obtiene cuando la
generatriz no es paralela ni corta al eje; para tratar de identificar esta superficie
encontremos sus ecuaciones en un caso sencillo. Supongamos que el ¢je coincide con el

:
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eje Oz y que la generatriz pasa por el punto (g, 0, 0) y tiene como vector director
(0, B, 1) con B+£0.
Las ecuaciones paramétricas de la generatriz son

X a 0
yi=|0i+t; p
z 0 1

y las ecuaciones del giro alrededor del eje 0z vienen dadas por

x’ cosp —seng O x
y1=1{séng cos¢p O y
4 0 01 z
Por tanto,
x' cosgp —seng O a 0 a cos ¢ —f sen ¢
y | =| sen ¢ cosgp 0 O+t B =! asen ¢ | +t f cos ¢
z' 0 0 1 0 1 0 1

como z'=t deducimos que

() +(y)*=(acos @ —z'B sen ¢)> +(asen ¢ +2'f cos )? =a* + f*(z')?

z

©,8.1)

~

Por tanto, su ecuacion es (x')*+(y)?* — p4z')> =a?, que representa un hiperboloide de
.. a .
una hoja de semiejes a, a y E y de centro el origen de coordenadas.

Este resultado no es debido a una casualidad, sino que es cierto para todo
hiperboloide reglado; en efecto, para demostrarlo observemos que es suficiente probar-
lo para un hiperboloide de ecuacion

x2 y2 ZZ
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ya que cualquier otro se reduce a éste mediante un movimiento y una traslacion. Para
el hiperboloide dado en (1) basta tomar la recta (x, y, z)=(a, 0, 0)+£(0, g, 1), como
puede comprobarse. (Sugerencia: hacer un giro eliptico.)

Observar que la recta (x, y, z) = (a, 0, 0) + ¢(0, -g, 1) es también una generatriz del

hiperboloide dado en (1) y que no es paralela a la anterior. Por tanto, un hiperboloide
de una hoja tiene dos generatrices no paraielas.

%k * *®

2. CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS CUANDO A=0y =0

En la seccidon 2 se han utilizado algunos invariantes de las superficies de segundo
grado para obtener una facil clasificacion de ellas. El lector recordara que tal
clasificacion no era completa ya que era imposible encontrar la forma canonica cuando
A=0y 6=0 a partir de los invariantes encontrados en aquella seccion.

El problema se resuelve demostrando que cuando A=4=0 existe un nuevo
invariante, a saber

a a;; 4 a a;; a a a2 4
22 "5 A 11 A A 11 5 5
2
as3 as ays as ays a,
$3= | 43 5 H - 933 5 +| & 922 B}
i I e U T I i S A
2 2

Si estamos en el caso en que un autovalor es cero, A; =0, por ejemplo, teniamos
Ax? 4 4,y*4+c=0 como forma candnica y, se obtenian cilindros elipticos o hiper-
bolicos (c#0) o dos planos que se cortan o una recta (c=0). En estos casos

2, 0| o 0 oo
o 4 ‘0 0)+o 0’:1112;&0
y
i 00
53=04+0+ |0 A, 0| =1,4,c=s,c
0 0 ¢

S3 . : g , . . 0 .
Por tanto ¢c=—y si s;#0 se obtienen cilindros elipticos o hiperbdlicos y si s3=0 se
S2
obtienen dos planos que se cortan O uha recta.
* * *
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Si estamos en el caso en que dos autovalores son cero, A,=4;=0, por ejemplo,
tenemos A=06=s,=0; si la forma canodnica es

A1x2—By=0
se tiene que
Ay 0 0 B2
53=0+0+} 0 0 —B/2 =—ilT;é0
0 —-B2 0

y entonces tenemos un cilindro parabdlico; por el contrario, si la forma canodnica es
Ix*+C=0

se tiene que s;=0 y entonces si tienen dos planos paralelos o un solo plano.

* % *

EJEMPLO A. Estudiar (o clasificar) la superficie de sequndo grado
x2—y?—z2 - 2yz—x+3y+3z—-2=0
Encontramos sus invariantes:
) 0 0 1 0 0 —1/2
0 -1 -1 3/2

0=10 ! =0 0 -1 -1 3/2

~1 -1
0 —12 32 32 -2
I
- Fo1—l+1—1==2%0 ;
& ‘o ~11"o —1,+‘—1 1
10 —1p2 10 —12 [-1 —1 32
s;=| 0 —1 32[+] 0 —1  32/4|-1 —1 32/ =0+0+0=0.
“12 32 -2 -2 32 —2f 12 32 -2

Se trata entonces de dos planos que se cortan o una recta; como sus autovalores son
Ay=1,4,=—2,A;=0
ya que

1-4 0 0
0 —1-4 —1| =(1=A=1-22=1]=(1-H2A+ 1) =(1-HA2+4),
0 -1 —-1-4
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la forma candnica de esta cuadrica es x2—2y?=0 y, por tanto, se trata de dos planos
que se cortan.

Para encontrar las ecuaciones de estos planos despejamos x en la superficie dada
considerando y, z como fijas:

1+ /1—4[—y?*—22>—2yz+3y+3z—-2] 1 3
SN S BT N ()

Por tanto las ecuaciones de los planos son
x=y+z—1 ; x=—y—2z+42
y la superficie dada puede escribirse de la forma

(x+y+z—2)(x—y—z+1)

* ok ok

CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS
ay1x* +ay,y° +as332° +a,xy+a3xz+ayz+ax+ay+az+a=0

a;; 443 a4

ag, e
Ay, ags 2 2
a1 5 _5‘
a, a3 4,
2 g
a, az; =
A=] — Ay, —(— ; A=
2 a3 4zs as
i3 A4y 2 2 2
2 ass
a 4, as
- = = a
2 2
INVARIANTES: A=|A4|, d=|A|, s,=a,;+a,,+a3,
a ag, a a3 azs
11 5 11 5 22 5
2 2 2
52= + +
a, a as a ass a
& 42 & 433 — 433
2 2
dy3 4, a3 4 ap, a4,
; —5 & an 5 5 ay 5 5
azs as a3 as ai; a,
$3=1 s o 5 a3 5 5 422 >
a, a; a, a; a, a
— = a — — a -— — a
2 2

Capitulo 13 Superficies de segundo grado

RESUMEN

Elipsoide
Hiperboloide de
6#0< una hoja

/ Hiperboloide de
dos hojas

5=0 Paraboloide eliptico
~ 7 | Paraboloide hiperbélico

A#0—»

-/
\

N
\

520 {Un punto
Un cono

S,=0

S, #0

ATV

* L .

A1, Ay, A4 son los autovalores de la matriz A.

3320

539é0{

S3=0
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Foma candnica

A
21X2+,12Y2+,13ZZ+§=0

4A
X244, Y24+ [ —- Z=0
Aidy

11X2+)~2Y2+/1322=0

{cilindro eliptico o hiperbolico
s3#0

S
X 42,72 +2=0
Sz

Dos planos que se cortan
0 una recta

A X24+2,Y2=0

Cilindro parabdlico

A X*—BY=0

Dos planos paralelos

o un plano
L X?+C=0
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S 1

HIPERBOLOIDE REGLADO
O DE UNA HOIJA

ELIPSOIDE

! ¥

<\

X

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

CONO ELIPTICO PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Capitulo 13  Superficies de segundo grado 591

/ \\ \/i \\

PARABOLOIDE ELIPTICO -l/

CILINDRO ELIPTICO

CILINDRO PARABOLICO

s/

CILINDRO HIPERBOLICO DOS PLANOS QUE SE CORTAN
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EJERCICIOS (CAPITULO 13)

1. Hacer un estudio lo mas detallado posible de las superficies de segundo grado que
se indican (encontrar tipo, forma canoénica, ejes, centro, ..):

a) 2x2+2y*+22% 4+ 2xz—2xy—2yz=1

b) 2x*—6y*—2z2—2xz+10x—6y—1=0

) —2y*+xz—4y+6z+5=0

d) 2x*+42y*—4z2~5xy—2xz—2yz—2x—2y+z=0

2. Clasificar la cuadrica 3x2+2y*+2z2+2yz+4x+2y—5z+7=0 encontrando sus
ejes, si los tiene.

3. Considerar las cuadricas que admiten por ecuaciones

x2=2y*+oz?—2xz+2yz+2x+1=0

para a real. Estudiar para que valores de « la cuadrica anterior es un paraboloide
(eliptico o hiperbolico) y encontrar la ecuacion del eje principal.

4. Indicar el tipo y la forma canédnica de las cuadricas dadas por las siguientes
matrices:

21 —2 —1 2 -1 21
2 -2 -1 1 0 2 1
b
DA, 2 5 3 ) 2 2 -3 —1
-1 3 2 {1 =1 0
2 -1 21 10 -1 —1
-2 2 ) 0 1 -1 —1
9 2 2 3 -1 1 -1 4 3
I 1 -1 0 1 -1 3 2
10 -1 -1 1 00 0
0 -1 —1 —1 f)0100
9l 1 21 4 3 00 1 1
1 -1 3 2 00 1 1
0101 0 -1 2 1
tioof 1 -2 2 1
910001 2 2 —4 -2
1 010 11 -2 —1

EJERCICIOS DE REPASO:
CAPITULOS 8 A 13

A continuacién presentamos varios ejercicios, que pueden servir para repasar los
conceptos introducidos en los capitulos 8 a 13. Los ejercicios del 1 al 24 estan
ordenados de acuerdo con el orden de los capitulos de este libro. Del 25 al 36 el grado
de dificultad es mayor que en los anteriores. El resto son problemas que se han
propuesto en varias convocatorias a los alumnos de primer curso de las licenciatu-
ras de Matematicas y Fisicas de la Universidad Autéonoma de Madrid.

1. Diagonalizar las matrices dadas mediante un cambio de base ortonormal e indicar
el cambio de base.

720 g8 -3 -3
a A=|2 6 2 by B=| -3 8 -3
0 2 5 -3 -3 8

2. Demostrar que todos los autovalores de una aplicacion antisimétrica no singular
son imaginarios puros. (Nota: o/: Er E es antisimétrica si (#/X, )= —(X; 7))

3. Aplicar el proceso de ortogonalizacion en R* con el producto escalar usual a los
vectores

w=01,2,2 -1 , wh=(11-53) , #;=3,28 -7)
4. Encontrar el coseno del angulo que forman los planos

n, = plano generado por (1,0,0)y (0, 1, 1)
n,= plano generado por (1, 1,0)y (1, —1, 1)

5. Demostrar que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo
coincide con la suma de los cuadrados de todos sus lados.
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6. Si X =(xy,y,,2,), ¥V =(x3, ¥, z,) € R? demostrar que
(5 ¥)=2x1X,+ X291 + X1V, +2y1Y2 +2125

es un producto escalar en R?®; calcular la norma del vector 7=(1, —1, —1) con este
producto escalar y el subespacio ortogonal el subespacio generado por 7.

7. Sea f: R*— R?* la transformacion ortogonal que respecto de la base candnica viene
dada por la matriz.

[t -2
A=-| -2 -1 =2

3
2 -2 -1

Decir qué tipo de transformaciéon ortogonal es.

8. Encontrar dos subespacio invariantes W, y W, de la aplicacion T: R*— R? con
matriz

-1 2 5
T=- 0 6 0
-2 71

y tal que dim W, =1, dim W,=2.

9. Sea la aplicaciéon T: R?— R? que tiene como matriz

11 1 _ 2
{1 con respecto a la base w, = e U, = 1

Encontrar la matriz de la aplicacion adjunta , T*, de T con respecto a la base {i#,, ¥}
cuando en R? se considera el producto escalar usual.

10. Sea (X ¥V)=(x;+x,)(y; +y2)+Xx,¥,+x3y; un producto escalar R3 donde
X'=X,€; +X,8, +X3€3, J =Y € +,8:+ Y383 ¥ {€,, &, €3} es la base candnica en R3.
Encontrar la proyeccion del vector 7 ="¢, +¢,+¢; sobre el plano 7 x,+x,=0 con el
producto escalar dado.

1
11. Sea ﬁl = <0> 5

tal que T tiene como matriz

sl

1
= <1> una base de R?; decir si la aplicacion lineal T: R?+— R?2

con respecto a la base {u,, u,} es autoadjunta. ;Es T una matriz ortogonal?

Ejercicios de repaso. Capitulos 8 a 13 595

12. Clasificar el movimiento

2
f\ﬁ (P)
NG

y encontrar sus elementos geométricos.
13. Demostrar que el angulo f es la mitad del arco que abarcan sus lados, es decir

=§. (Ver figura adjunta.)

[Sugerencia. La composicion S; o S, es un giro de angulo doble del que forman ry s,
donde r y s son las mediatrices de AB y BC, respectivamente.]

14. Hallar las ecuaciones de la simetria en el plano con respecto a la recta x+ y=3.
15. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano x+y+z=1.

16. a) Encontrar las ecuaciones del movimiento M que se obtiene como compo-
sicion de la simetria con respecto al plano 2x—y—z=3 y la traslaciéon de vector
T=(-21,13).

b) Decir qué tipo de movimiento es M y encontrar sus elementos geométricos.
17. Determinar los valores de A para los que las formas cuadraticas dadas son
definidas positivas:

a) SxI4+x3+AxI+4x,x,—2x;x3—2x,X,

b) x}+4x3+x3+24x,x,+10x,;x;5+6x,x;

18. Encontrar una base ortonormal en la cual la forma cuadratica 3x3+ 3x3 +4x,x,

+4x,x3—2x,x5 se reduce a su forma canénica y encontrar esta forma canonica.

19. Clasificar la conica 16x?>—24xy+9y*—30x+40y=35 y determinar su forma
canonica.

20. Demostrar que la conica 11x?—24xy+4y?+6x+8y=—15 es una hipérbola y
determinar su centro y su eje principal.
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21. Clasificar la cuadrica —3z?—2xy+4xz+4yz+2x+2y—2z=0 indicando su for-
ma canoénica.

22. C(lasificar la cénica x*—2xy+2y—2=0 indicando su forma candnica.

23. Reducir a una suma de cuadrados la forma cuadratica 2xy+2z? mediante una
transformacion ortogonal e indicar la transformacion.

24. Determinar los valores de a y b para los cuales la aplicacion bilineal siguiente
define un producto escalar en R? que hace de este espacio un espacio euclideo:

F:R?xR—R/ F<<x1>, <yl>>=x1y1+ax1y1+(b—2)x2yl+(az+b)xzy2

X3 Y2

Los ejercicios siguientes son de mayor dificultad que los anteriores.

25. Demostrar algebraicamente que si M es un movimiento directo en el espacio con
tres puntos fijos distintos y no alineados, M es la identidad.

26. Sea A=(a;)};-~, una matriz real tal que a;;>0y a;; +a;,+---+a,=1 para todo
I, j=1, .., n. Demostrar que todos los autovalores de 4 son en moédulo menor o igual
que 1.

27. Utilizar el problema 2 para demostrar que si S es una matriz antisimétrica
(I+S) es invertible; demostrar, ademas, que (I+S)~}(I—S) es una matriz ortogonal
con determinante + 1.

Utilizar esta construccion para obtener una matriz ortogonal a partir de la matriz

0 tg—a

—tg— 0
g2°‘

28. a) Hallar la ecuacion de la superficie que se obtiene al girar alrededor del eje z la
recta que pasa por el punto (g, 0, 0) y que tiene como vector director (x, S, 1).

b) Demostrar que si $#0 la superficie anterior es un hiperboloide de una hoja;
encontrar su centro y sus e€jes.

Nota. Una superficie con la propiedad de que por cada uno de sus puntos pasa al
menos una recta contenida en la superficie se denomina una superficie reglada. {Qué
superficies regladas conoces?

29. Demostrar que todos los autovalores de una matriz real simétrica 4 estan en el
intervalo [a, b] si y so6lo si la forma cuadratica con matriz A — 4,1 es definida positiva
para todo A,<a y definida negativa para todo A,>b.
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30. a) Sealellugar geométrico de los puntos medios de todas las cuerdas paralelas
al eje OX de la conica de ecuacion

ay X+ a;,xy+a,y +ax+ay+a=0 (1

donde a,, #0. Demostrar que [ esta contenido en una recta y encontrar la ecuacion de
esta recta (Sol: 2a,,x+a,y+a,;=0).

by Demostrar que si (1) es una conica con centro, la recta encontrada en a) pasa por el
centro de la conica. (Esta recta se llama recta diametral)

¢) encontrar la recta diametral de
1) 3x?—2xy+3y?4+2x—4y+1=0
2) x*=2xy+y*+4x—6y+1=0

31. Hallar el angulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas.
Demostrar que la proyeccion ortogonal de una arista del cubo sobre una diagonal

1
coincide, en valor absoluto, con 3 de la longitud de la diagonal.

32. En .#,(R), el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 con elementos reales,
demostrar que (A, B)= traza (AB'} es un producto escalar.
Encontrar una base ortonormal para el subespacio M ={A e .#,(R)/traza (4)=0}.

33. Determinar todos los movimientos planos que transforman 4=(2,0) en A'(1,2) y
B=(0, 0) en B'=(1, 0), precisando tipo, subespacios invariantes y elementos geométri-
COS.

34. Seca V un espacio vectorial euclideo de dimension finita y V'y W dos subespacios
suplementarios de V. Probar que la proyeccion sobre W paralelamente a U es

autoadjunta si y solo si U y V son ortogonales.

35. Comprobar que todo movimiento del plano puede obtenerse como composicion
de tres simetrias, y que 2 son suficientes para los movimientos directos.

36. En un espacio vectorial euclideo E cuyo producto escalar tiene como matriz

1 0 0
0 2 —1
0 —1 2

en la base {u, u,, &3}, hallar la proyeccion ortogonal @ de u5 sobre L{u|, i,}.
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37. Determinar de las siguientes formas cuadraticas de R* si son definidas positivas,
definidas negativas, semidefinidas positivas, semidefinidas negativas o indefinidas:

a) x2+y?4z2+2xy+4y?

b) x2+6y+z2+2xy+4y?

¢) x*+y?+z2+2xy

38. Clasificar el movimiento M de ecuaciéon

x 1 010
Mly|=| —-1}+|1 0 O
z 1 0 01

y escribirlo en forma canodnica si es posible.

3. Clasificar la conica 11x?—16xy—y?+2y=0; hallar su forma canoénica y su eje
focal.

40. Se consideran las formas cuadraticas de R?, Py Q, dadas en el sistema canonico
de coordenadas (x, y) por 5x+2y*+2xy e y?—2x?—8xy, respectivamente. Determi-
nar un sistema de coordenadas (x,y) de la forma x'=ax+by, y =cx+dy,
a, b, ¢, deR, en el que sc tenga P= x'2+y? Q=Aix"*+puy? para algunos 4, peR que
también se .determinaran (la soluciéon estard completa cuando se determinen
a, b, c, d; A peR para los que se cumpla lo pedido).

41. (Existe’ una- transfcxrmacwn ortogonal o una autoadjunta de R* en R* que
transforme (L 1 1) en’ (\/5 0 0) y al mlsmo tiempo (2, —1, —1) en (ﬁ 1, 0)?

42. Dadala forma cuadratlca Olx, y, z)=135x% +55y* + 4z —42xy + 12xz —4yz encon-
trar una base tal que @ tenga la expresion

QX ¥, 2)=Ax 2+ py? vz

y decir si es definida.

43. Sea M el movimiento de R* dado por

3 4
0 -
X —1 5 5
My=1+403y
z 0 5 51\ z
o1 0

a) Determinar el tipo de movimiento.
b) Hallar los subespacios invariantes y determinar los elementos geométricos.
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44. Clasificar la conica de ecuacion

x2+2xy+y2—6ﬁ x+6./2y=0

y encontrar su forma canonica, ejes, focos, vértices, ...

45. Dada la conica de ecuacion
ax? +2uxy+y? —2x —2y+o=0

determinar los valores del parametro « para los cuales representa un par de rectas, y
hallar dichas rectas.
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.
SOLUCIONES

En las paginas siguientes se encuentran los resultados finales de muchos de los
problemas propuestos en este libro. Esperamos que sirvan al lector como comproba-
cion de su trabajo diario. Es necesario observar que aquellos problemas en los que se
pide la demostracion de algln resultado no estan, por su naturaleza, incluidos en estas
soluciones.

Como ya se dijo en el prologo, la matematica no es un deporte para espectadores.
El intento repetido de solucionar un problema produce mayores beneficios que la
memorizacion de la teoria. Esperamos que los numerosos ejercicios acumulados al
final de casi todas las secciones de este libro sirvan para que el lector no sea un mero
espectador.

CONSEJO: Mirar las paginas siguientes solo después de intentar solucionar los
problemas propuestos.
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CAPITULO 1
1.1
1. a) x,=0, x,=1. b) x;,=—1, x,=2.
1 0 3223 0 1 00
2. a)| 01 43/23 ¢ by 0|1 O
00 01 0 0|1
1 00 1 0 -1 0 —4
o) O—li‘i Hlolt 10 4
0 of! 00 0|1 12

o

0 0

30 a) x =1, x,=1, x3=0. b) x3=¢, x,=—(1+¢), x;,=3—2¢.
¢) Incompatible. d) x, =21, x,=24, x;=4, x,=3.
e) x, =(15+3¢)/8, x,=(11—25¢)/8, x;=0, x,=c.
f) xi=x,=x3=1. ¢g) x;,=—1, x,=0, x3=1.
2
h) x1=§C, x2=gc, x3=c. i) Incompatible.
B x1=3, x,=2, x3=1.
4. a) Compatible indeterminado. b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

1.2
2. ag LD. (2,4=2(1,2). b)LL ¢ LD. (1,2, 3)=(1,3,2)+(0, —1, 1).
d)LD. 2,2,4,2)=(2, 1,3, 1)+(0, 1, 1, 1).
3. a2 bl 2 d3 €3
4. a)3. b4
5. a) Compatible, x;=x,=x;=1. b) Compatible indeterminado, x,=5—d, —d,,

X,=2—d, —d,, x3=d,, x,=d,.

1.3

1. a) Nada. b) Inyectiva. c¢) Biyectiva.
2. Hay seis.
4. a)sen [3x*+16]. b) 3[sen(3x—5)]—5. c¢) 3[sen(x>+7)]—5.

602

Soluciones

11 0 b=t (1)
5 by
a) <2 0 _1> ) 2 c) 0
2 -3,
1
6.
% 01 0
7. T g. (¢ _Senq’). 9.11 0 0
< sen ¢ cos @ 00 1
10. o 172 11. a) (4x,, —3x;+Xx,, 5x;+3x,).
-9\ /) b) (Tx,—3x,, —6x;+2x, — 11x;—9x,).
X 1 0 2 X 4
14. a) bt (" nl1 32 1
PN =3 2 TG y|=
z 0o -7 1 z 3
a =2 3\ /x a?
¢yl —a 211y l=1|3]
a 1 -1 z a
1.4

=
+
[\

1 2
2. gOf'l(x)=c05< 3 > ; f‘lof‘1°g(x)=§(cosx)+§.
3. a2 b2 92 dl 4

1 0 0
4, (:g fﬁ) b) No. o) | —11/5  4/5 1/5
—1/5 —1/5 1/5
1 0 —a 0
5. a)< ! 0>. b)<1/2 1/2a> glo 1 o] 4 o
—a 1 a2 —1/2 0 0 ) 1/a

6. a)f_l(xla X2, X3)=((x; + X, —x%3)/2, (3x; —x;—X3)/2, —X;+X3).
b) f_l(xb x2)=((x; +x3)/2, (x; — x;)/20).

7@ A 1 —a _. {1-2a
. = , X = )
¢ 0 1 2

/4 14 —1/4 0
by A™'=|-374 —13/4 17/4), x =] 40
11 4 =5 —48

603 |

0 l/a
1/a 0
.00
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12 —1/6 /3 5/36

13 13|, x=|-2/18].
0 —1 0

1. a3 b 12 ) ab-1). d 1. e —1.

COs & Ssén «
y —Ssn a CoS «

b) x,=m/2, x,=0. ¢) x;=x,=0.

4 a)1l. b) 0. ¢ (x—y(x—2)z—y). d) 1.

604
¢) A '=| o0
0
CAPITULO 2
2.1
b 1
5 ab-—a ab—a
—1 1
b—1 b—1
3 a)x,;=—1, x,=1.
7. cos a.
2.2

1. a)8 b)2 ¢) —56.
a) —16. b) 0. ¢) —14. d) —90.

3 @ 0. b4 ol

d) —60. e} —162.

) =B+52-31-1. g) (x=1)(y—1).
4. a) F1=—F2. b) C3=2C1+3C2. C) F2=F1+F3.

d) F{=2F,—F,.
0 a,

—a,, 0

—ay3 —Aap3

—q14 —Qy

e) F4_F1=3(F3_F2).

a3 [P
23 Ga) ) 4= 141 =(= 14l o) No.
0 34
—a34 0

0 2

1 -3/

-2 0 10 0 10 O
10 0 1 57 01 0O
01 00 1 0 0 1/8

Soluciones 605 |
1 00\ /1 oo 100 100
0—1/70)010) 310)A=010
0 01/ \1 01 00 1 00 1
1t —20\/t 00\/0 0 o0\ /100 10
c)OlO)(OlBO(OIO(lIOA:OI
0o 01/\0 o 0 -1 1/ \0 01 00
10 —1\/1 0 0\/1 0 0
dHlo 1 o)<01—1)(01 0)-

00 1/\00 1/\00 —1p2

1 00 1 00\/0 10 100
~(010)(010)<100A=010

0 -1 0/\—-101/\0 01 00 1

1 -2 0\ /1 00\/1 00 100
e |0 10)(0 ~1/3 0)(0 10 010

0 0 1/\0 0 1/\0 —1 1/\{ -2 01

1 00\/0 0 1 1 0 —173
.310)<010A=01 2/3)

00 1/\1 00 00

100 1t oo\/t 0o0\/1 00

2.b)A=310-<010 0 —70][01 0
001/\-101/\0o o 00 8
10 0\/1 2 0\/1 0 —1 ;
01 =574lo1oflo1 o |
00 1/\o o0 1/\0 0 1

3. AA7'=] = 1=|AA" Y =|A||A" Y.

11.
12.

13.

AA'=(@®+b*+ 2 +d*) = |A|=(a®+b*+ 2 +d?)~
I x, 0 1 1 1

A=1 x, 0 Yi Y2 ys | = |4]=0.
1 x3 0 0 0 O |

a) 2A—xy"1 b)) (x—1)(x—2)--(x—n+1). ¢ (1—1y""'Qn—1).

D,=D,_,—D,_,.

(x + 2)(x — 2)%

(—1)" 1 272y — 1),

—2(x — 1)3.
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5 11 -1
) cof (A) 3 -5 -1 ; A7 l=—[cof (4)]
-3 1
2 -3 2 -1
b) cof(A (_1 5 > ; [cof (4)] =<_3 2)
15 -1 -6
) cof (4 -3 5 6 ; A — [cof (A)]'
-3 -3 6
-2
d) cof (A)= ! ; A7l= —l[cof(A)]‘.
19 ’ 7
-15 20 -5 -—19
|A| —C' = [C|=|C"|=|AI"A™ Y =|4]""".
10 0 0
0 1 0 0
) a b
a) y b) son inversas entre si. ¢)| 0 0 Z1b 21b?
-b a
00 o A
1 -2 0 0 0 0
0 1 -2 0 0 0
0 0 1 =2 0 0
a) :
0 0 0 0 1 =2
0 0 0 0 0 1
x+mn-—1) 1 1
xn+x)  xtn+x)  x(n+x
1 x+mn-—1) 1
b) x(n + x) xn+x)  x(n+x
1 .1 x+@m+1)
_x(n+x) _x(n+x) x(n + x)

¢) a#0,b#0,a#1,b#1,a+#b.

a) a# —1, #ﬁ b) a%1+./3.

Soluciones

8. T Ux, y, 2)=(—2x—2y+3z, —y+2z 3x+4y—>52).
10. ) x,=5/3, x,=8/3, x,=0.
b) x;=—1/5, x,=14/5, x;=6/5.

) _332 _—239 _ 55 1
OIT e T s BT Ty T gy
11. m=-5.
1 0 0
COS o S€n o COS o
12, a) ) b) | 0 cosa sena |. c)<
—Sena Cos o sén &

0 —sena cosa

13, f(x)=2x2>—x+1.
16. |A] =ala —1)"""'; A es invertible sia #0y a # 1.
25
1. ar=2. b)r= o)r=2. d)r=2
2. r=3 para toda a#3; r=2 si a=3.
4. b) x,=8/9, x,=~5/9, x;=x,=0.

¢) x; =34, x;=4, x3=1—44
5. a) Incompatible. b) x, =11/4, x,=3/2, x3=—11/2.

sen o
—Cosa

4+ 5t —2—10¢ 4—10t . .
) x= , y= , Z= , t=t (indeterminado).
3 3 9
234661 2742t 7—19t
d) x= o U= I T t=t (indeterminado).

6. Todas las soluciones son (334+17u, 7A+4u, i, 0, ).

CAPITULO 3
31

3. a) Coinciden. b) Se cortan en (1, 0). ¢) Coinciden.
d) Se cortan en (3/7, —6/7).

=1+2t =241t =3 x=
4 a) " re Y A G .

y=—=2+t y=1+4+2t y=t y=0
5. y+x+t=0, teR.

6. a {x } x—2y—1=0. b) {x 5 } 2x—y—4=0.

y=t y=2zt
=—2+t
c) {x +},x+y—5=0.
y=-—3—1t

).
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3.2
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a) x+y—2=0. b) t(dx—y)+s(x+y—5)=0, t, seR.
¢) tx+sy=0,t seR

x=1-2¢ x=1+t x=t
a){ y=1+43t . b) < y=1 .0 g y=1-t.
z=—1+t z=—1-=3t z=2—t

a) Se cruzan. b) Se cortan en (1, 4, 3). ¢) Se cruzan.
x=1+1t/2
y=1+5t/2.
z=1+t
3x+6y+z—11=0
—4x+6y—3z—15=0}

xX=t—S
a) { y=1+t—3s , Sx—y+z=0.
z=—1+4+4t—2s
x=1—t+35s l
b) {y=2t , 3Ix+17y—-5z—22=0.
z=3—4t+3sI
x=10t+Ss
c){ =1+3t+3s }, 3x—5y-5z=0.
z=—1+43¢
x=2/3+1/2 x=t x=0
a){y——1/3+3t/2. by { y=1-3t . ¢ < y=t
z=t z=—=2+Tt z=—1/3+2t
X=t+s
){3x——z+1—0} by { y=2+42t+s
2x+y—2z= e l4i—s
x=1+ta x=1+t¢
c) y=—-2ta , aeR ; y=-2t
z=1-Ttd z=1-Tt
x=2—t
d x+y—3=0. ¢ y=1-t
z=1
a) /5. b) Ly x—3y—1=0. 9 —2x—y+5=0.
EERVITUNENE

Soluciones

/13 3 31y 6
Pyt 72 72) @ <‘§’§>~ ' o Jio

) 1, J19. b) ) z+2=0. d) (1, 0, 0).

510 5 2 1 4\ (x+3y—11=0
e) 7,73 -5 + ,.7’ _—7’ T ’f) y
33 3 333 y+z—1=0

2
g) —x+4y+7z—6=0. h) 7,0 i) (1,0, 0).
6
x=2t _0
3. b) 2x4z—1=0. ¢) ] y=0 67 .
I z=—2+x/2
z=—2+4t

21 ) [ <2 1 >
=t S x=t|——+——
<\/§ \/ﬁ) 5 11
1
1 3
z=2+t<——*> 1 3 >
=2 e
sl (e )
1 2 /104 2 1 2 4

hy x—5y—2z—4=0. i) x—5y—2z+4=0. j) 8/,/30.

(x=1+t<_%_})

6. Punto de corte (1,1, 1) J —1+t<

7. x—=2y+z—6=0. 8. 3x+2y+6z—6=0.
9. 2x—3y—6z+35=0. 10. 2x+4+4y—3z+18=0.
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14 11 12 1\ /26
o (-2 w(-h D (el (-l
d) (0, 3).
x=1—t
11. y=1+t
z=1—4¢

35

I 8 2 a)x+3y+z—8=0. b)

25x—3y—144=0
8x—3z—36=0(

c) —x+2y—5=0.

CAPITULO 4

1. a) 2016492 b) —1. ¢ 25.
22— 4i

2. a) —i b) Lo (T—i)/100.

10

3. a®—b? (@ —bHa®+b?)>, (a®*—1+bY)/(a*+b*—2a+1).

4.2

1. Solamente escribimos modulo y argumento.

a) /2, nj/d. by 1, —mf3. o) 1, Tnf6. d) \/8, 5n/4.
1 1

2.

1 1
-1’ 19 - = .V’ “_'_'
NNAINCNG

4 a)2,0. b 1,0 ¢ /18, 3n—%.

43

Algebra y Geometria

Soluciones
n (n +1'z>. 7
—i —+= i
8 8 2
d) 2e , 2e , 2e , 2e

e) 3i, —3i.

2. 1, e21ti€’ 841"/6, e8m/6, 610"1/6.

412.
3. we=1, wlzeZni/:i’ w2=e3 .
44
1 \/5 1 \/5
L a)1,2,34 b) -1, 1, —=+¥>; —~_¥°;
Y ) 2t T
31
d) 5’ 5, -1 e) 3, "3, 41, “—41,

2. Las soluciones son e2™/3 *#il5 g6mil5S o8[S

4. No lo contradice.

CAPITULO 5

51,52y 53
1. a)Si b)Si

611

) -2, —3i\/§i.

2

2. a) Linealmente independientes. b) Linealmente dependientes.
¢) Linealmente dependientes. d) Linealmente independientes.

e) Linealmente independientes.

z=0, i\/i.

a) Si. b) Si. ¢) No.

{(0,0, 1, 1),(1,1,0,0), (1,0, 0,0), (0, 0,0, 1)}.
No.

dim T=n2—-1.

10. b) ¥ =4u, +2u,—u,—61u,.

1. b)) X=—(u;+20,+ 305+ +(n— 1)#,_, +nt,).
12 S;={x+1,x-1,x*-1}.

15. a#lya# =2

© N oW

5.4

1. a) No. b) Si, no. ¢) Si, no.
2. a) No. b) Si.

3. a2 bl
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b Vi+V,=

0) Si, V, @ V=

a) (—4/3, 5/3).

2 1 2
a) Com (O 2) +Com (1
2 1 2 0

Com (0 2> e Com(1

PR[x]y VinV,=
¢} L(sent, cos t)+ L(e", e'")‘ L(sent, e, e ™),
e "y=L(cost).

a) Si, ¥ @ A =4, ,(C).
by Si, P@I={f:[—1, 1]~ R}.
{f: [—1, 1]~ R/f(0)=0}.

L(sent, cos t) n L(e",

0
2

b) x| +2x5,+1=0.

0

1 0

S+
lt

L{x*—1, x(x*—1)}.

1

)} o)

0
1

)

1)}, dim (V;)=2, dim (A(V})) =2.

2. (xy—cos a)? +(x,+sen a)>=4.
3. P=(3,0,0), ul—(l 1,0), w,=(, —1,1), #5=(0, 1, 1).
. (i +2,/2?
9 9/4
CAPITULO 6
61,62y 63
1. a) Lineal. b) No lineal. ¢) Lineal. d) Lineal.
e) No lineal. f) Lineal. g) No lineal.
1 1 0
2[00 1| aL{1—1,0,01, —1,
1 01
L{(1,0, 1), (1, 0, 0)}, dim (V,)=2, dim (A(V,))=2.
¢} L{(0, 1, )} dlm(V3)—1 dim (A(V3))= 1.
00 -1 0
1 -1 0 0 1 0 0 -1
> a)M"=<o 0 1 —1)’ “=loo o o
0 0 0

(= A
[ B VS TR U'S T

00
10

b)

)

Algebra y Geometria

P e pma e

W N = O

O Hh o= O

Soluciones 613
cosa —seno O —1 00 01 0
4 a)| sena cosa 0 |. b) 0 -1 0 g1l O 0
0 0 1 0 01 00 -1
23 13 —1/3 —-1/3 2/3 2/3
d) 1/3 2/3 1/3 ]. e 2/3 —1/3 2/3 )
—1/3 1/3 2/3 2/3 2/3 —1/3
6. Ao A(xy, X5, X3)=(x3,0,0) y A"=A4cAo---04A=0si n=3
Bo A(xy, x3, x3)=(xy, x3).
21 3 1 2 4
7. a1 0 1 [|. )| -1 -1 -1
2 01 2 2 3
8 a) x'= —lx+gy+%z b) x’=gx+ly—lz
373 3 373
o2 1 2 12 1
y =§x—§y+§z r y =§x+§y+§z r
L2 2 1 , 1 1 2
z=§x+§y—§z J z=—§x+5y+§zJ
c) x =§x—%y+§z
11 1 °
y= —§x+§y+§z
Z'=—x—y )
1 0 0 —1
9. T(x*+2x+1)=1-2x+x2+x3 0 -1 0 1
T(x—2?+x¥)=3+5x+5x2+x3 1 00 1
0 01 0
3 3 .
10. a) B={(2,1,0), (3,0, —1)}. (1 _1> es la matriz de A4|,, con respecto a By la
base canonica de R2
b) Observacién: C* y C? son espacios vectoriales sobre C; la base candnica de C2
es {(1,0), (0, 1)} y la base candnica de C? es {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
1+i
B={G 1)} ; i
-1
1. a {(0,1,0} b 4i=2, {(0,0,3,1)}; i=1, {(1,0,0,0),(0,1,0,0)} i=0,
{(0, 0, O 0)}.
c) E(e3 ) {(0, 0, 0)}.
12. 1.
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a) ker (4)={t(1, 0, — 1)/te R}, img (4)={«(1, 0, 1)+5(0, 1, 0)/, se R}. No inyectiva,
no suprayectiva.

b) C2 se considera como espacio vectorial sobre C. ker (B)={(0, 0)}, img (B)= C?
inyectiva 'y suprayectiva. c¢) ker(C)={(0, 0)}, img(C)={t(1,1,2,1)
+5(0, 1, 0, 2)/t, se R}. Inyectiva, no suprayectiva.

d) ker (D)= {a(2i, —2, 1)/ae C}, img(D)={«(1, 0, i)+ B(0, 1, 0)/a, B C}; no inyecti-
va, no suprayectiva.

2a)kerM—,¥’11 00 IM—,SP1 AL, i i
. BT o of\1 1/0 mg Mg= ol |1 ; No 1nyectiva, supra-

yectiva.

10y /0 1 —1 0\ /0 1
b) ker Cp=% ; _ . . )
) B {(0 1>, (0 0>} img Cz=% {( 0 1>, (0 0>} no inyectiva,

no suprayectiva.
c) ker (4)={0}, img (4)=P{’[x]; inyectiva, suprayectiva y biyectiva.
d) ker (D)= #{1}, img(D)=P{~""[x]; no inyectiva, suprayectiva.

3. ker(T)= {(aU,JeJﬂ,,X,,/Z a;=0}; dim (ker T)=n*—1;

img (T)=[K; dlm(lmg(T))-l
5. a) f. CS RlO/f a +lb1, (12+ib2, a3+ib3, a4+ib4, a5+ib5)=
=(ay, by, ay, by, as, b, ag, b4’ as, bs).

b) f: Pg"[x]»—»C"“/f(Z": aixi>=(a0, Ay, e ).

a b
c) 1 M (R) - RE/f| ¢ d |=(a b, c def)
e f
6.5
Lo Ey(xy, x5, X3)=X3— X3, Ej(xy, X, X3)=X3—X1, E3lxy, X3, X3)=X; —X;+X3.

2. E(ap+a;x+a,x*+asx*)=a,—a, +2a,+2a,
Ej(ap+a,x+a,x?+asx*)=a,
Es(ag+a,x+ayx*+azx*)=a,+a,

E (ag+a,x+a,xt+asx¥)=a,

CAPITULO 7
72
. a1, —2. b)3 ) Nohay. d —1 e +1. N0, /5 —/5 g1 h -1,
—2. P2
000 -
2a)10d)—10f0(1)0h(1)(1)g
. o _a) o _1) P . h -
00 3 0 0 -2

Soluciones 615

4, a) Ay=A,=23=—1; (1, —1,—-1) con c#0.
b) Ay=1, 4,=23=0; (1, 1, 1), c(1, 2, 3), con c#O0.
¢) A=4;=1,¢0,0,0, 1), c#0; 13=4,=0;
¢1(0, 1,0, 0)4+¢,(0, 0, 1, 0), ¢, : ¢, #0.

1 00 1 1 1 2 00 1 11

5. a1 0 2 O |yP=|11 0) |0 3 0|yP=[1 120
00 2 1 0 -3 0 0 3 1 01
10 0 0 10 0 -1
01 0 0 01 -1 0

) y P=

00 -1 0 01 1 0
00 0 -1 1 0 0 1

6. A=0y polinomios de grado cero.

7. Si b=0, la matriz ya es diagonal; si b#0, la matriz es diagonalizable si y solo si
a#—1.

8. No es diagonalizable en ningun caso.

10. Autovalores A =b, 1 = +\/5 a = 0 no diagonalizable; a > 0 diagonalizable;
a < 0 autovalores complejos y, por tanto, no diagonalizable en forma real.

11, A,=5, 4,=0; ¢,(2, 1), c2(—1, 2), ¢; #0, c, #0.

12. A,=1, A,=—1; (B, L —a), (B, —1—w). Simetria: §*=1.

13. A,=1, ,=0; (&, B), (B, —«). Proyeccion: P*>=P.

7.3

45
| -A5=<8 5)
. 0 1—\ﬁ ; s 3)

210 5.2100/0 -1 S 4
A10= —_—210 .
( o)( S0 ) )

1 00 111 0 00 1 11
020 |,P=[110];BJ={0 —1 , P= I -3 1
0 0 2 1 0t 0 0 3 -3 4 0
1 00 1 11 300 1 20
020|,P={1 0 1]|;D:J={0 3 1},P=|011
0 03 110 003 010




616
2
E: J=]0
0
0
P=|1
0
0
H:J=1[0
0
1 1
2. C=|1 0
01

>—A»—AOONO»—->—‘II\)

(e S

1

Algebra y Geometria

1 -1 0 0
o] ; FJ= 0 —1 11},
0 0 0 -1
0 1 11
1|,P=[1 4 0}

2 1 30

1—1

1
0

Soluciones 617
1 /6 0 2
by J= , P= .
- \/6 1 \/E 0
01 00 01 -1 0
Y, -1 0 0 0 P 0 0 0
C = , =
00 0 1 1 0 0 0
00 -1 0 00 0 —1
7.9.

2. La matriz nula y todas aque

. . (0 1
llas equivalentes a la matriz <0 0)

1 0 1
2 1 , P= 0
0 2 —1
—1 1 2
-1 0} GgJ=|0
1 0 0
00 1 1
1 0, P=1|—-1 1
0 1 — 0
1 1 0 O 1
1 0 26 0 1
0 0 0 3¢ 0
1

3. Vi=2{2,2, —1)); V,=2{(1, 1,0} V,=2{0, 1, 1)}
V,=2{(1,1,0,0, 1, )} Vs=2{2,2, —1), (0, 1, 1)}
Ve=2{(2,2, = 1), (1, 1, 0)}; V,={0}; Ve=R>

4. A;=0doble; (—4, &, 0), (—u, 0, 0); A,=1; (&, v, 7).

7.6
4. ¢) A=01; Ai=+1; i=e?™ M k=0, 1,..,n—1; i=+i

3. Todas las de la forma P<(1) (1)) P~ !con |P| # 0.
/

Soluciones a algunos ejercicios de repaso de los capitulos 1 a 7

14 2 4
1. (x1, x2, X3, X4)= —5, g, 0,0 +C g, 5, 1,0 , CER.

2. r=2. 30 (xy, X5, X3, X4, X5)=(7, =1, =2, =3, 0).
4. Si a+b—2ab#0, sistema compatible determinado. En este caso:

I-ab-1)  1-a _1-b
@+b)—2ab 7" =

(@+b)—2ab " (a+b)—2ab

Sia+b—2ab=0, a¥#1 y b#1 Incompatible.
Si a+b—2ab=0, a=1, b=1 Compatible indeterminado.
x=0, y=1—1t, z=t, teR
Si a=0y b=0 Incompatible.
5. Six#ay x#—a+2b, r=4. [Sug.. Utilizar transformaciones elementales.)
Si x=a, r=2;,s1 x=—a+2b, r=2.
6. Si x#0 existe inversa y es

x> —x? x -1

0 3 —xr x
x*{0 0 x*  —x?

0 0 0 x3

[Sug.. Utilizar transformaciones elementales.)

7.7
2100 -1 2 13
0200 -1 1 06
1: =
“loo20F =10 07
000 1 00 —1 1
2100 11 -1 0
020 0
. o’P: 0 10
0021 10 00
0002 00 01
1+i 10 0 0 1+i 0 1—i
3 0 1+i O 0 pe 3—i 1-5i 34i 145§
0 0 1—i 1 1-2i 0 142 0
0 0 0 1—i 0 1 0 1
7.8
1 0 0 01 0
LggJ=[0 o0 J3],P={1 0 0
0 -/3 0 10 -3

(x1, x5, x3)=c(1, 0, 1)+4(0, 1, 0).
a) a#2. b) 5x|+2x3,+10x5=1.
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12.
13.

14.

15.

16.

18.

19.
22.

23.

24.
25.

31

32.

33.

Algebra y Geometria

a,ay-a,
a) (x, y)=03, D) +t(a, 1), teR, aeR. b) 3x—4y—5=0.
x—2 y+1 z-8

a2, —1,8. b

1 7 2
x—l_y—l_z—l
-3 5 =2
21 =5 7 17 =2\ ¢ 5 )
f’1 = (3, g, ——3—>, PZ = (—6’ —§—’ ;9> Area = 54 \/- .

15 6 8
N = ——+45, 3, —4).
138 17 (25’25’ 25) ( )

13 42 58 4 1109\ (9 6 11
<7’—5’5)’ )\ ")\ T 7

) -2 2 1
Vol=E 13 —11 -—12
-5 1 —-18

—4x+y+3z=—4. 20. (0,2, —2)+1(0, 1, 1).

a) x=1, x=2+i, x=2—1

1 -1 1 1 1
0 1 =2 3 -4
ag A=[0 0 1 =3 6| b T+8(x—D+3(x—1)2+2x— 1P +(x—1)*
0O 0 O 1 —4
0O 0 o0 O 1

Dimensién=3; {(1,0,0, —1), (2, 1, 1, 0), (1, 2, 3, 4)} es una base; x—y—z+t=0.

Esta generado por dos vectores: ¥y y U (por ejemplo).

0 00 -1 1 000
J,=1 0 1 1 con C= 11 0 ; Jg=10 10 con
0 01 1 0 -1 0 01
-1 1 -1
C= 11 0
1 0 1
1 0 0 010
J,=i0 2 0] ; A*=(1 0 O
00 -1 0 0 8

No. Sus autovalores son 0 y 2 con dim(ker(4))=1y dim (ker (A—2I))=1.

Soluciones 619
11 0
11
34. JA= .'. '.. =JB
»
0
35. a) —A*+4A2—5442.
0 00 1 00
b){0 0 0|. ¢o—=3({0 1 0
0 00 0 0 1
36. a) Autovalores 4, =(n—1) doble, 1,=n+2; dim (ker (4,—(n—1)I))=2.
1 n+l -1 —1
byn#l,n#-2; 4, ' =——— | _t 1 —
(n—1)(n+2) et 1
-1 —1 n+1

37.
38.

39.

40.
41.

42,

43.

) n=1, ker 4, ={(x, y, z)/x +y+2z=0}, img(4,)={(u, w, tYu=w =t}
n=—2kerd_,={(x, y, 2)/x=y=z}, img(A_,)={(u, w, H/u+w+t=0}.

0, 1, 31°,

a#1ya#2 Compatible determinado

a=1, b#—1 Incompatible

a=1, b=—1 Compatible indeterminado: {xl =10x,—1

Xy=— 1 +6X3'
3
a=2, b+ —3 Incompatible
3 =
a=2, b=—- Compatible indeterminado: *1=2/5 .
5 X;=—1/542x,
x—lay—2_z+1
-1 -1 2

@) ;=2 1,3), ¢;=(=21, —1). b) D;=(1,2,1), D,=(1,0, ).

{x>+2x>+x, —2x*—~4x2+1} es base del nacleo.
{x*—2x, x+1} es base de la imagen.

Si. b) Recta #(2, 5, —1) y todas las rectas contenidas en el plano #-2, 1, 0)
+s(0, 0, 1).

5 3y2

(2221
A (32 —¢) HLLO
a) D=0, 1, 1). b) E=G

a) No hay. b) L({(2, 1, 1)}

N | =

11
4y E=(5, 5, -2).
)~z )

. ¢ R

—
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2 —11 6
47. 1 -7 4
2 —-10
48. a=1; — W, —H,+7;=0.
2x 3y+z—2
49. (0, —1, —1)+¢1, 2,4

50. 3x—4y=106 3x—4y=—10.

51 ) 5—i —4+i i—1
. a .
~1-5i 1+4i 1+i

b) ker (4)=L{(4—i, 5—i,0), (1—i, 0, 5—i)}; img (4)=L{(c, 1}.
52. La matriz es diagonalizable para todo a# —1.

CAPITULO 8

8.1y 82

1. a) No. b) No. c) No. d) No. e) Si.
2x1y1+3x2y2+2x1y2+2x2y1

2. IXIl=/2(x, +x5)2+x3; cos ¥ (X, V)= )
fx1+x2)2+x2 ﬂx'*‘h +y3

3. w2 4. arc cos(l/ﬁ).

8.3

1 5
3
3 14

wn o= DN

1. La matriz del producto escalar es
0, 0, 5).

. 2 =
10 -1 1 —19 87 61 -—-172
4' {(15 27 1) 3), U T R | _1 s 0 T2 3oz so0c’ 1o 1
37 3°3 185° 185 185 185
5 a) {(1, 1, 1)} by {(2, —1,0), (—4, 11, —6)}.
1 1 -1 2

6' 0 0 09 = 03 T 0 L3 ) 09 T Oa R

{<f e ) < NERRVG! > <J5 NG \/5>

1

7. —=(187, 55, 33, —99).

202( 3 )

7_ 8.
8. = _ﬁ —b +——(7 6, 25, 19, 1).

0 {(ﬁ’ > 7)’ (‘%’ NG ﬁ)?'

Soluciones 621
NE

b) —x.

NG
1(100 010 0 0 1 0 00
c){—*OO ol,{o00},]000},]1 00},
ﬁ00—1 0 00 000 000
ﬁ(ooo 0 00 000 000
—_010,001,000,000}
ﬁ00—1 000 100 0t 0

84
@) Wh=L{(1, 1, =1)}. by W =L{(1,1,1,1),(3,0,1, 1)}.

1
—[(2x; +4x,—3x3—3x4)(1, 2, 0, — 1)+ (=3x,;—6x,+14x;

2. @) Pul)=y

—5x,)(0,0, 1, —1).

I

1
b) PW(s.z)(Y)=E(17, —4, 3, 3)+ Py(X).

4 T=0,1, -1, —=2)el(by, by), F=(2,1, —1,4) LL(,, by).
[Ejercicio 10, seccion 8.3: @) W*=I(1, 1, —=1). b) wt=L{x3 x 1}.

1 00
o Wt=LJ 0 1 0]
0 0 1
a) Wl={Ae./il3x3(R)/a“=a22=a33=0}.
x,; O 0 s 3
by Pp(X)=| 0 x,, 0 |;mindX, W)=Y ) x 2—(x} +x3,+x35).
0 0 xj sl

1
6. Py(®)= 7 [(5x+50u—x;+2x)(1, 1, — 1, 0)+ (2, + 2, +4x3 +3x,)(0, 0, 2, 1)].

8. w=21 —1).

85y 86
1. Todas las aplicaciones dadas son autoadjuntas. {2 0
2. a) No es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica deR3es| O 1 2
1 11
1 21
b) Si es autoadjunta, ya que su matriz en la base canénica de R*es | 2 0 3
1 31
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2 —11 6

47. 1 -7 4
2 —-10

48. a=1; —°,—u,+u;=0.

Ix—3y+z=2
49. (0, —1, —1)+1(1,2,4); e }

2x+y—z=0
50. 3x—4y=10 0 3x—4y=—10.

51 a) S5—i  —4+i i—1
. a .
—1—=5i 144 1+i

b) ker (4)=L{(4—1i, 5—i, 0), (1—1i, 0, S—i)}; img (A4)=L{(c, 1)}.
52. La matriz es diagonalizable para todo a# —1.

CAPITULO 8

81y 82
1. a) No. b) No. ¢) No. d) No. e) Si.

2. % I1=/20x, + %)+ x5 cos ¥ (X, ¥)=

3. m2. 4 arccos(l/\/n).

2x1y1+3x2)2+ 2%y, + 2%,y
\/2x1+x2 P +x3 \/ZJ’1+J’2) +)’2

8.3
21 5
1. La matriz del producto escalares {1 1 3
5 3 14

2. y1=(1,0,0) y,=(0, =2, 0), 75=(0, 0, 5).

10 -1 1 —-19 87 —
4‘ {(1’ 2’ 15 3)’ Ta Y T A e _] s | Loz i’ ﬂ, j .
3°3°3 185 185 185 185

5. a) {11, 1)} b) {2, —1,0), (4, 11, —6)}.

e E G Eed

7. 187, —99),
202( 55, 33, —99)
8. t=—la+ b+ (62519, 1
C = —— J—
TARETARRTAG )

ol )

P

Soluciones
NE
b) “—=x.
NG
1 0 0 01 0 0 0 1 000
) {L 00 o],|lo0O0],{O0OO0O0],|1 0 0],
\/i 00 -1 0 00 0 00 000
\/5 00 0 000 000 0 00
10 1 0|,{0O0 1(|,J0 0 0},{0 00 }
ﬁ 0 0 -1 000 1 00 610
84

1. a) Wh=L{(1, 1, —=1)}. b) W =L{(1,1,1,1),(3,0, 1, 1)}.
1

2. a) Pw(f)=5[(2x1+4x2—3x3—3x4)(1, 2,0,

—5x,)(0,0, 1, —1).

1
b) Py »(X)=—=(17, —4, 3, 3)+ Py(X).

19
4. 9=(3,1, —1, =2)eL(d,, b,), F =(2,1, —1,4) LL(b,, b,).
[Ejercicio 10, seccion 8.3: a) Wi=L(1,1, —1). b) Wt=L{x3 x% 1}.

1 00

g wht=L{{ 0 1 0 |}]
0 01

a) Wl={Aeﬂ3x3(R)/a11=a22=a33=0}.
x;; O 0

3
b) Pp(X)={ 0 x5, O ; mind(X, W)=Y Y x}— (x}, +x3,+x33).

i=1j=1

0 0 x;;
1
6. PW(Y’)=H[(5x1+5x2—x3+2x4)(1, 1, —1,
8 uw,=(2,1, -1

85y 86

1. Todas las aplicaciones dadas son autoadjuntas.

2. a) No es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de R*es [ 0

—

b) Si es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de R* es

—_— ND

W O N = =N

621

—1)+(—3x, —6x,+14x,

0)+(2x; +2x, +4x, + 3x4)(0, 0, 2, 1)].

— ) e = N O
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1 000 1 00 0 1 0
0010 010 0 0 1./2
T= . J: =
9 010 0] 001 off o 12
0 0 01 0 00 —1 0 0 —1
87y 88
1. a) Ortogonal. b) No es ortogonal. ¢) No (observar que el determinante de la
matriz es —2.)
1 1 1
2. Base ortonormal=<{—(1,1, -1),— (1, 1, 2), —= /3, — 3,0)}.
{ﬁ NG ﬁf V3
1 0 0
0 1 ﬁ
J= 2 2
3
o 3 _!
2 2
3. a=y=2, f=1.
1 0
8. b) x+2y=0. T= .
) x+2y c) <0 _1>
1
9. ¢) 3x+y=0. d)P=<O 0).
11. a) Si. b) No. ¢) Si
8.9
2.

Algebra y Geometria

—
—
o
(e

oo 8o

1 01 -1 00
b)S=|0 1 0}, 0= 010
1 00 0 01

[Sugerencia: trabajar con B

sp(l !
1 o)1

1l
TN
|
p— -

/2 16 13
, P = 0 —2//6 1,/3}
-1/2 /e 13

-1 ) a b
; hallar una raiz cuadrada de
0 c d

Soluciones 623
1 01
1 ) 1 1 a b\?
3. —| 0 t 0 |.[Sugerencia: Calcular a, by c en la igualdad L1 = b J
NEARRP
CAPITULO 9

1. {(zy, 23, 23)€Cfz3 =1z, .

2. No, si, no.

3 i+ —1-12i 0
2 2
3. b)J= 1—\/51' .o J= ) i—m
2 2
4. A tiene en la base w, =(0, 0, 1), w, =(1, 1, 0), w3=(1, —1, 0) la forma diagonal
-1 0 0
0 ¢ 0
00 —i
1—i
S <1+i 1>=<1+i 0) by _
' 1 1—i 0 1—i 1_+i :
2

NETCOR |

(La primera es unitaria y la segunda simétrica-conjugada.)

Observaciones sobre el problema 5

a b
U=< _>con |a12+|b|2=1yS=(
-b a

a b\/r c
=< 5 ale e igualando, se obtienen varias ecuaciones, que se van resolviendo
-b a/\¢ s
hasta obtener el resultado.
6. a) T+MT+IT)=CFT)+WT)+i[—E ) +W W)= +iv, 7 +iw).
b) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo.
¢) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo.
d) @ +i0,0 +iv)=@, &) +(@ 7)+i[ - @ V) + (@ w)] =
=72+ {7|*>0 salvo si w =7 =0.

I . 1+i 1
con r, se R. Escribiendo .
s 1 1—i

o~
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CAPITULO 10

10.1
G )
y 0 0 1/\y
x 2 0 - x 0 X
2 aT|yi={0|+[1 00 by Tl y |={ 1 |+ v
z (0 (0 0 r z 1 z
x 2 0 -1 0
TGl y =1 |+]|1 0 0)
z) 1) 0 1
x 1 0 -1 0 X
(GeT)|l y I=]10 |+]|1 00
z 1 0 01

3. Todos los puntos del plano 2x+y+z=2 son puntos fijos. La aplicacion es una
simetria con respecto a este plano.

10.2

1. El centro de giro es el punto de interseccion de los ejes. El dngulo de giro es el
doble del angulo que forman las rectas.

2. La composicion de dos simetrias de ejes paralelos es una traslacion de vector 27,
donde T es un vector perpendicular a las rectas y |7 | =d(r, I).

3. El eje de la simetria deslizante es paralelo r
a la recta w.

5. S,°8,°8, es una simetria con respecto a la recta I, que es bisectriz del angulo
24 (s, t) y uno de cuyos lados es r.

10.3
AN NN RN
Caxd AL Tk mx N
a = =
V2L Ve o4 3
2 22 5 5
NRWERE
o) X'= 2 + X.
-l \E

Soluciones 625
2.2 NENE
0 X' = 5 10 N 10 10 X
1.1/2 /2 V2|
5 10 10 10
. . \ﬁ 1
2. a) Giro de angulo n/3 y centro P={ — — 5 —\/§+5 .
. . . . 2 2 2 1
b) Simetria deslizante: Eje (2—\/§)x1 —\/Ex2 +%=O. Vector: <%, —%—f—z).

3. a) Giro de angulo n/2 y centro (1, 1).
b) La simetria deslizante de eje x,=1/2 y vector (1, 0).
4. a) Traslaciones de vector v paralelo al eje de simetria.
b) Giros de angulo 7 y centro perpendicular al eje.
¢) Simetrias respecto a rectas perpendiculares al eje.
a) Traslaciones; simetrias respecto de rectas con vector director @,; simetrias
deslizantes respecto de rectas con vector director .
b) Giros de centro P,; simetrias respecto de rectas que pasan por P,,.

104 y 10.5

W

3 -2 3

-6 b
. a S| vy =% -1 ]+ 3 6 2 y
z 2 -6 2 3 z
b 2 X
by Ml y |=| -2+ —1 y
z 0 0 ) z
' x 0 01 0
c) G|y 1 1+ —1
(1 0 0 z
X 1[ -3 —6 —2\/x)
dy M°S,| vy =3 —-17 |+ 2 -3 6 y
z [ —2 6 —2 -3 z
. , +./2
2. a) Simetria respecto al plano = x—ﬁy—z= 5 con vector de

desllzamlento -(3- f f 2, ﬁ+1

1
b) Movimiento helicoidal: r: (x, y, z)=§(1, 0, )+ A(1, 1, —1); giro a=120° en el
sentido del sacacorchos para que avance en la direccion (1, 1, —1); vector de

deslizamiento 3(2 2, —2).
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¢) Movimiento helicoidal: r: {x=1, z=1}; giro a= —90° (el sentido de giro positi-
vo es el del sacacorchos para que avance en la direccion (0, 1, 0)); vector de
deslizamiento (0, 1, 0).

d) My° M, es un movimiento heicoidal: r: {y=1/2, z=3/2}, giro a=90° en el
sentido del sacarcorchos para que avance en la direccion de (1, 0, 0); vector de
deslizamiento: (2,0, 0).

M, oM, es un movimiento helicoidal: r: {x=3/2, y=—1/2}, giro a=—90° (el
sentido de giro positivo es el del sacacorchos para que avance en la direccion de
(0, 0, 1); vector de deslizamiento: (0,0, —2).

Todos los movimientos que afectan solo al plano xy y la composicion de estos
movimientos con una simetria respecto a este mismo plano xy.

x 1 1 0 1 0 X
Mly |= 11+ 0 |+ 0 0 -1 y
z —1 1 -1 0 0 z
X 3 1 00 x
aaM|y|={3|+/0 10 y |; vector de traslacion (3,3, 0).
z 0 0 0 1 z

b) Vector de traslacion: 27, donde ¥ es un vector normal a los planos, que va de
uno de los planos al otro.

x 4/3 13 =2/3 23 et
a M|y |= 43 |+ =23 113 23 r:x; s
z 10/3 -2/3 -2/3 —1/3 . .

Giro a=arccos(—1/3) en el sentido del sacacorchos para que avance en la
direccion (—1, 1, 0).

b) El eje es la interseccion de los dos planos.

¢) El angulo de giro es el doble del angulo que forman los planos.

CAPITULO 11
112, 113 y 114

€
IF\Cll=1—_1ViF;l, C=centro;
—&

2 . 1+¢
”VlVZ”:l——e” ViF |, V,=veértice, b= §1|V1F1”-

||V1C1|=~T3|V1F1||, C=centro; las asintotas son las rectas de pendiente
8_

+./e2—1 que pasan por C.

11.5

y2—6x+2y+4=0; y2+2y+6x—20=0.
3x2—4xy—4=0.

Soluciones 627

4.
5.
6.

x> +9y?+8x—36y+43=0.
20x% -5y —10y—41=0.
64x2 + 16xy+76y* —393x — 87y + 596 =0.

117, 11.8, 11.9 y 11.10

1
1. Parabola; V=_(1, 5); forma canonica y2=i; eje: x+y=3.
2 \/5
1 12x2 182 2
2. Hipérbola; C=6(1, —2); forma canoénica il Sy =1; ejes; y=2x—§, 2y+x
+1—0
5=0.
3. Dos rectas paralelas; x—y—1=0, x—y+5=0.
4. Un punto (—1, 1).
, 3 5x? 207 3 1 ,
5. Elipse; C=—~; ——+———=1; e=—7; C==(1, 2); gjes: x+2y—1=0, y=2.
6. Tipo parabodlico: dos rectas coincidentes (x+2y—3)2=0.
2 2
7. Hipérbola equilatera; C=(—1, 3); %-%:1.
8. Tipo hiperbolico; dos rectas x—2y+3=0, x+y—1=0.
. . 2 4y? 1 1
9. Hipérbola equilatera; T—%= 1; asintotas x—y+§=0, x+y+§=0
10, Elipse: 242 o1, c=L23 1) ¢ : :
3 ipse: —+—=1; =—(—3, 1) Y= - y=—x—-.
p 5t 2 ); ejes: y x+2 y X 2
11. No tiene soluciones reales.
X2 y2
12. Elipse; §+T6=1; ejes: x—y=—1, x+y=—7, C=(—4, —3); focos: (—5+\/§,
—4+./3) y (=5-/3, —4—/3).
13. Parabola; 2y2=\/§x.
4 11 3 4 1 3
14, a) y=+(1+/2)x b + - = ——{(x =) I
V2 A e A R a1 it
15. a) V=(0,0),¢cjecdx=3y b V= <§s g) , eje: 4x = 3y.
CAPITULO 12
12.1
2 =32 3 6 -3 -3
/ a;=0,i=1,2, ., n
1. a) | =32 4 0. b)-| -3 6 =3 1. o

= ._.22,.9&.
3 0 0 3 -3 6 ay=(=))/2, %]
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12.2

11
4. a) —?xf+2yf+zf. b) x2—y2 ) x3—4y?—z3

5. a) 2x1-3y2. b) —6xf+\/§yf—\/§zf. c) xf+\/§yf—\/§zf.
1 1 1 1
d) E}f —5}’3 +§y§ +§yi-

22 1 122 2 12
6. =2 -2 .,z s Lz X2 2 2 -
a) {<33 3>< 333>,<3 33>},3x + 6y7 + 927
b) { 1 (2 =1, —1), . (1,2,0), L (2, =1, 5) ¢, —2x? + 4y? + 422
\/g \ﬁ \/29 1 1 1

1 1 1
¢ s—=(1,1,0), —=(1, =1, —1), —= (1, — 1, 2)} , x? + 232 — 22,
) {\/5( )ﬁ( )\/g( )} Xy + 2y7 — 9

12.3

7. a) x*—y?+z% indice de inercia positivo=2.
b) x*+y%—z% indice de inercia positivo=1.
¢) x2—y?+z% indice de inercia positivo=2.

X, =2x—y+z l
yi=(+2)/2
zy=(y—2)/2 j

12.4

8. Ningun valor. 9. pe(—o, —1)
10. {(x, y, 2)eR?/|z|< 1, y#0}.

11. a)
b)

c)
)

x=—1, y=0 es un minimo.
(2, =2) y (=2, —2) son maximos.
(1, —1) es un minimo.

13. a) O<a<. /2. b) Nunca.

12.5

1 4 6
14. A(x,X)=x}+x} ; B(X,X)=4x}-2x} ; C= ( >

Soluciones 629

CAPITULO 13 |

1. a) Elipsoide; x*+ y*+4z*=1; centro=(0, 0, 0).

b) Hiperboloide de dos hojas con eje en la direccion de OY;

1
tro=( -2, —=, 1.
centro ( > )
1 !'

1
¢) Hiperboloide de una hoja con eje OY; —2x2+§y2—§zz= -7
centro=(—6, —1,0); ejes {x=—6, z=0}, {y=—1,x=z—6},{y=—1,z= —x—6}.
9 9 4
d) Paraboloide hiperbdlico; Ex2 -5 2 ig\/Kzzo.

4. a) No tiene soluciones reales.

13
b) Hiperboloide de dos hojas; —x2+(3+\/6)y2—(3—ﬁ)22=?.
11
c¢) Hiperboloide de una hoja; —x?—./17y?+./17z? T
5 J17 5 J17 1
d) Elipsoide; x2+| - +Y— |y2+(=— 1__
) Elipsoide; x (2 2>y (2 2)2 2 |
e) Hiperboloide de una hoja.
f) El punto (0,0, —1).
1+./5 1—/5
g) Paraboloide hiperbolico; zfx2+ 2\/ Y= -2z |
Soluciones a los ejercicios de repaso de los capitulos 8 a 13
|
300 -2 2 2.0 0 |
1. J,=|0 6 0 conC—g—?. 1 2] ; Jg={ 0 11 0] con |
0 0 9 2 1 0 0 11 ]
2
1
C=—r

V6 \/ \/ .

2. 05(HX, IX)=—(X, A AX)=—(X, A(AX))= — A}¥, ¥) = —i?=0 (las igualda-
des anteriores son ciertas si 4 es un autovalor real de X #0).

3. ?1 =(1’ 29 2, - 1)’ ?2 :(2’ 39 _37 2)7 ?3 :(29 - 17 - 1’ _2)

—1/2/3.

6. |1T)=3; x;—y,—z,=0.
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10.
11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

23.

24.
28.
30.

Simetria con respecto a la recta x=—y

W, ={(x, y, 2eR}/x=y =z} ;

r=1(* %)
3\1 2

P(T)=(2,0,0).

Si es autoadjunta. No es ortogonal.

Giro de centro —1——< 5—ﬁ>
10—4./5\5-3./5

) ( L)

-2/3 —2/3
—1

[SSR I

0
a) = 0|+
2

2 -1

y de angulo de giro ¢ con cos (p=$, sen @

x 13 =23 =273
(y) 2/3 +| —23 13 —2/3
x'
1% 2 4 -1
z'

4

a) Para todo A>2. b) Para ningin A

=2Z.

W2= {(X, Y, Z)G R3/y=0}

b
y
z
X
y |
z

Forma canénica 4y> +4y3—2y3 en la base w; =

1
wy=—=(—2,1, 1)
3 \/8

Parabola; forma canénica 25X?=

2
ﬁ

34 .
Centro (E, g>, eje principal 4x=3y.

875Y.

Hiperboloide de dos hojas; 25z° — 5x2—-5y?=1.

1

2X24+Y*-2Z%,

S S R
|

a=b-2, a>—2.

a) x*+y?— (% + p¥)z? — 2aur =a?

1
J2 \[x
1

¢ 1. 3x—y+1=0. 2. x—y+2=0.

7
0

Y
VA

Algebra y Geometria

b) Simetria deslizante.

1

—ﬁ(l, 0,2), u,=

1

N

2

59 - l)a

Soluciones

3L

33.

36.
37.

38.

39.

40.

o

arc cos

1

%.

()6
vt

vector de traslacion <

P

I) No es definida. 1II) Definida positiva. III) Semidefinida positiva.

Simetria deslizante; planc de simetria x—y=1; vector de traslacion T =

)
)

gt

(

3)=—H/2.

Hipérbola;

:

y

’

’

H

2
1

() (i)

1
—1

1

0)( > giro de 90° alrededor del punto <—

11

_>‘

2°2

631

)( > simetria deslizante respecto a la recta x—y=1/2, con

l\) |

)

2 y2

x . .
)( > es la matriz del cambio; esto es,
y

=1; eje focal 2x—y=1/15.

’

x'=2x+y
y=x—y

}.

0
0
1



INDICE ALFABETICO

Adjunta de una aplicacion, 382.
Angulos. 154, 360.
Aplicacién afin, 426.
Aplicaciones lineales, 35. 249.
autoadjuntas, 384.
biyectiva, 35. 268.
composicion de. 36.
diagonalizables. 288.
entre espacios hermiticos. 416.
entre espacios vectoriales, 249,
imagen, 271.
inversa, 50.
inyectiva, 35. 268,
ntcleo. 269.
operaciones. 254,
ortogonales. 389.
rango. 274.
suprayectiva, 35, 268.
Apolonio de Perga. 524,
Area, 179.
de un paralelogramo. 180. 185.
Autovalores, 288.
Autovectores, 288.

Base. 222, 223.
ortonormal, 363.

Cambio de base.
en un espacio vectorial, 231.
para aplicaciones lineales, 261.
para aplicaciones bilineales. 529.
Cayley-Hamilton,
teorema, 346.
Cicloide. 1735.
Cilindro.
eliptico, 567, 577. 589.
hiperbélico, 567. 577. 589.
parabolico. 567, 577, 589.
Circunferencia. 172, 575, 477.

Conicas. 475.
centro, 517.
ecuaciones. 490.
ejes. 517. 1
forma canonica, 511.
invariantes. 511.

Cono eliptico, 565, 589.

Cramer,
regla de. 65, 103.

Cuddricas, 586.
clasificacion, 588.

Desviacion cuadratica. 377.
Desigualdad triangular, 155.
Determinante. 63, 68. 72.
de un producto, 93.
propiedades. 66. 69. 74.
Vandermonde. 99.
Dimension, 222.
Distancia. 154.
de un punto a un plano. 163.
de un punto a una recta, 164.

Ecuaciones algebraicas. 210.
soluciones racionales, 212.
Ecuaciones linecales,
compatibles.
determinados, 16, 29, 111.
indeterminados. 16, 30, 111.
incompatibles, 16 30, 111.
homogéneas. 19.
resolucion, 10.
Elipse. 173, 476. 479, 484.
Elipsoide. 562. 576. 589.
Epimorfismo. 269.
Esfera, 175.
Espacio.
afin, 244.
dual, 279.

633



634

euclideo, 358.
hermitico, 412.
vectorial, 217, 218.
base, 222, 225.
dimension, 222.
Euclides, 409.

Forma bilineal, 528.
antisimétrica, 530.
definicion, 528.
en un espacio euclideo. 533.
matriz, 529.
simétrica, 530.

Forma cuadratica, 531.

diagonalizacion simultdnea, 546.

definida negativa. 540.
definida positiva, 539.

en un espacio euclideo, 533.
forma candnica, 534.

ley de inercia, 537.

matriz, 532.

Gauss,
Carl Friedrich, 61.
método de, 10.
Giro, 434, 440, 468.

Hipérbola, 477, 481, 484.
asintotas, 518.
Hiperboloide,
de dos hojas, 563, 576, 589.

de una hoja, 562, 576, 584, 589.

Imagen, 271.
Inversa de una matriz, 50, 103.
Isomorfismo, 269.

Jordan,
Camille, 285, 347.
forma de, 300, 304, 307.
teorema de clasificacién, 318.

Leminiscata de Bernouilh, 174.
Ley de inercia, 537.

Matriz,
adjunta de un elemento, 67.
de Jordan, 300. 304, 307, 319.
de un producto escalar, 360.
de una aplicacidn lineal, 254.
de una forma bilineal, 529.
determinante, 67, 68, 72.
diagonalizable, 288.
elemental, 95.
escalonada, 135.
hermitica, 417.

Indice alfabético

inversa, 50, 103.
operaciones, 44.
simétrica, 385.
simétrica-conjugada, 417.
triangular,
inferior, 81.
superior, 81.
unitaria, 417.
Maiximo, 539.
Medianas, 171.
Menor,
basico, 114.
de un elemento, 67.
Método,
de ortogonalizacion, 365.
de Gram-Schmidt, 365.
Minimo, 539.
Monomorfismo, 269.
Movimiento helicoidal, 431, 454, 465.
Movimientos, 432.
descripcion, 438.

Nucleo, 269.

Numeros complejos, 195.
argumento, 201.
conjugado, 198.
forma trigonométrica, 202.
modulo, 201.
parte imaginaria, 196.
parte real, 196.
propiedades, 196.
raices, 206.

Ortogonalidad, 370.

Parabola, 476, 484.
vértice, 521.
Paraboloide,
eliptico. 565, 576, 589.
hiperbélico, 566, 576, 589.
Pascal, Blaise, 524.
Permutaciones, 123.
Planos, 141.
ecuacion cartesiana, 146.
ecuaciones paramétricas, 147, 157.
paralelos, 141.
Polinomio caracteristico, 291.
Producto,
escalar, 154, 358.
hermitico, 411.
vectorial, 179.
propiedades, 191.
Proyeccion, 256.
ortogonal, 370.
sobre una recta, 161.
sobre un plano, 161.

Indice alfabético

Puntos criticos, 539.

Rango,
de una matriz, 22, 25, 111.
de vectores, 25.

Rectas, 130, 141.

ecuaciones paramétricas, 133, 142.

ecuacion general, 134.
Rotacion, 255, 397.
Roché-Frobenius,

teorema, 17, 29.
Ruffini,

regla de, 211.

Schwarz,
desigualdad, 361.
Simetria, 398, 430, 435.
axial, 398, 455.
deslizante, 437, 442, 443.
con respecto a un plano, 459.
con respecto a un punto, 457.

con respecto a una recta, 441, 444,

Sistema de generadores, 222.

Sistema de referencia, 246.

Signatura, 124.

Subespacio vectorial, 237.
interseccion, 239.

Subespacios invariantes, 285, 314.

Suma directa, 241.

Superficie de segundo grado, 559.
clasificacion, 586.
elementos geométricos, 579.
invariantes, 571.
Superficies regladas, 584.
Sylvester,
criterio, 542, 544,
James Joseph, 557.

Teorema,

espectral, 419,

fundamental de algebra, 210.
Transformacién afin, 426.
Traslacion, 434,

Valores propios, 287.

Variedades lineales, 244.

Vectores,
combinacion lineal, 222.
linealmente dependientes, 24, 222.

linealmente independientes, 24, 222.

longitud, 155, 360.
multiplicacion por un numero. 23.
propios, 287.
suma, 23.
Volumen, 179, 184,
de un paralelepipedo, 187.
de un prisma triangular, 188.






