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Prdogo 

Este libro de problemas está concebido como complemento de los textos de geometría ana- 
lítica que se estudian en los institutos y escuelas técnicas de grado medio. En él se exponen las 
materias aproximadamente en el mismo orden que figura en la mayor parte de dichos textos. 
Consta de 345 problemas tipo, cuidadosamente resueltos, y 910 problemas propuestos como 
ejercicio para el alumno a distinto grado de dificultad. Los problemas, por otra parte, se han 
dispuesto de forma que se pueda seguir con facilidad el desarrollo natural de cada materia. Como 
un curso de geometría analítica se base, fundamentalmente, en la resolución de problemas, y dado 
que una de las principales causas del bajo rendimiento que en ocasiones se alcanza en los cursos 
de matemáticas es no disponer de métodos ordenados de resolución de aquéllos, estamos conven- 
cidos de que este libro, bien empleado, constituirá una gran ayuda para el alumno. También 
se ha pensado en aquellos otros que quieran repasar la teoría y los problemas fimdamentales 
de la geometría analítica. 

Para la mejor utilización del libro se debe tener presente lo que realmente es, considerando que. 
no se trata de un texto propiamente dicho y que, por tanto, no debe emplearse como medio para 
evitar el estudio de las cuestiones teóricas de la asignatura. Cada uno de los capítulos contiene 
un breve resumen, a modo de formulario, de las definiciones necesarias, principios y teoremas, 
seguido de una serie de problemas, resueltos unos y otros propuestos, a distintos niveles de di- 
ficultad. 

No  se puede decir de forma rotunda que estudiar matemáticas sea, esencialmente, hacer pro- 
blemas, pero hay que tener en cuenta que con una lectura más o menos rutinaria del libro de 
texto, la retención en la memoria de un  pequeño número de expresiones y con un estudio super- 
ficial de los problemas resueltos de este libro, no se adquirirá más que una vaga noción de la 
materia. Por tanto, para que la Utilización de este libro sea verdaderamente eficaz es necesario 
que el alumno intente resolver por sí mismo todos los problemas en un papel y se fije bien en el 
porqué de cada uno de los pasos de que consta su solución, y en la forma en que éstos se expresan. 
En todos y cada uno de los problemas resueltos hay algo que aprender; con estas normas, el 
alumn9 encontrará muy  pocas dificultades para resolver los problemas aquí propuestos, así 
como los que figuren en su propio libro de texto. 

J. H. K. 
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CAPITULO 1 

Coo r tl ena {las recta rig ii 1 a res 

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES. El 
sistema de, coordenadas rectangulares divide al plano en 
cuatro cuadrantes por medio de dos rectas perpendiculares 
que se cortan en u n  punto O. La horizontal X ' O X  se de- 

Y A  

~ 

(-,+) i \ + , - )  

O /  

Cuadrante  I I I  jcuaciirinre iv 

I 

Cuadrante  1 I 1 Cuadrante  1 
nomina eje .Y, la vertical Y'OY, eje y ,  y ambas constituyen 
los dos ejes de coordenadas, El punto O se llama origen del 
sis t e ni a. 

~ La distancia de u n  punto al eje8j,  se llama ahscim del. 
mismo. La distancia de u n  punto al eje .Y es la ordenada, 
y ambas constituyen las coordeenur/u.s del punto en cuestión 
y se representan por el símbolo (.Y,)!). Las abscisas son po- t-,-: 1 (+,-I 
sitivas cuando el punto est5 situado a la derecha del eje j', 
y negativas en caso contrario. Las ordenadas sori positivas 
cuando el punto está por encima del eje .Y, y negativas en 

* x  xi 

l 
i 
I 

Y'l 

caso contrario. 

sobre cada uno de los ejes coordenados. Ambas escalas pueden ser iguales o distintas. 
Para representar puntoi de  coordenadas conocidas hay que adoptar una escala adecuada 

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia d entre Y& 
dos puntos P,( Y,,).,) y PL( Y ~ J A  es 

Y1-x 

- 
d -= \'(,Yz - -Y,), ( y 2  --y1)2. 

Por ejemplo, la distancia entre los puntos (4. - 1 )  

_ _ ~  _. 
y (7, 3) es 

d = \'(7 - 4 ) 2  + (3 + l ) 2  

Y = 5 unidades. 

PUNTO DE DIVISION es el que divide a un segmento en una relación dada. Consideremos 

'1 
los puntos Pi(x , ,y , )  y P 2 ( x z , y 2 )  y la recta que determinan. 
Sea P(x,y)  un tercer punto que divida al segmento en la re- , 

PIP 
PP,  

lación - = r .  Como P I P  y PP,  son del mismo sentido, 

dicha relación es positiva. Si el punto de división P(.v,y) 
estuviera situado en la prolongación del segmento, a uno 

u otro lado del mismo, la relación = r sería negativa, 

ya que P I P  y PP, tendrían sentidos opuestos. 
Teniendo en cuenta los triángulos semejantes de la 

PIP 
p p z  JM 

I -..----X 
X' O'  

P,M x-x1 P I P  
' PN .Y,--.Y PP, 

= r .  - figura _- .-~- I= 
~~ - 

1 



2 COORDENADAS RECTANGULARES 

x 1  + rx2  Y1 + rY, Análogamente, y = --. 
I + r  ’ I + r  

Despejando x ,  x = 

x1 4- xz Y1 + Y ,  
Y = 2 .  Si P ( x , y )  es el punto medio del segmento P1P2, r = 1 y x = 2 ’  

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA. La inclinación de una recta L (que no sea 
paralela al eje x )  es el menor de los ángulos que dicha recta forma con el semieje x positivo 
y se mide, desde el eje x a la recta L, en el sentido 

advierta otra cosa, consideraremos que el sentido 
positivo de L es hacia arriba. Si L. fuera paralela 
al eje x ,  su inclinación sería cero. 

La pendiente de una recta es la tangente del 
ángulo de inclinación. En estas condiciones, 
m == tg 8, siendo 8 el ángulo de inclinación y m la 
pendiente. 

La pendiente de la recta que pasa por dos 

contrario al de las agujas del reloj. Mientras no se YA 

puntos Pl(X1,YJ Y PZ(X2’Y2) es X’ / O 

Y2 -Y1 

xz - x1 
m = t g 6 =  Y‘I 

cualesquiera que sean los cuadrantes en los que estén situados los puntos P ,  y P, .  

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES. Si dos rectas son paralelas, sus pendientes 
son iguales. 

Si dos rectas L,  y L, son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reci- 
proco de la pendiente de la otra con signo contrario. Esto es, llamando mi a la pendiente 
de L, y m, a la de L,  se tiene m, = - i /mz ,  o bien, m,m, == -1. 

ANGULO DE DOS RECTAS. El ángulo a,  medido en el 
sentido contrario al de las agujas del reloj, desde la 
recta L,  de pendiente m, a la L,  de pendiente m, es 

Demostración: O, = a + 81, o a = 6, - O,. 

tg a = tg(O, - O , )  

m, - m1 - - - - tg 6, - tg 0, 
1 + tg 8; tg O, 

- 

i + mzml ‘  

AREA DE UN POLlGONO EN FUJNCiON DE LAS 
COORDENADAS DE SUS VERTICES. . Sean 
P,(x l ,  y,), P,(x,, y , ) ,  P,(x,, y 3 )  los vértices de u n  trián- 
gulo. El área A en función de las coordenadas de los 
vértices viene dada por la expresión 



COORDENADAS R ECTANC; U LA R €S 3 

Demostración: Area del triángulo = área del trapecio M , P , P , M ,  t área del tra- 
pecio M 3 P 3 P 2 M 2  - área del trapecio M,P,P,M,.  Por tanto, 

A = 4(Yl t Y3) (x3 - XI) i ;(Y3 + Y2> (x2 - x3) - f ( Y 1  i . V A  ( y 2  - ,y,) 

- 1  - 2(X1y2 -k x 2 Y 3  + x3y1 - x i Y 3  - x2.vi - X3y2). 

Este resultado se puede expresar de otra manera, más fácil de recordar, teniendo en 

XI .VI 1 

,y3 Y3 1 

cuenta la notación de determinante: 

A -- 2 .y2 y2 1 

Otra forma de expresar el área de u n  triángulo, m u y  úti l  cuando se trate de hallar áreas 
de polígonos de más de tres lados, es la siguiente: 

Obsérvese que se ha repetido la primera fila en la cuarta. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. 

1. Hallar la distancia entre a )  (-2,  3 )  y ( 5 ,  I ) ,  h)  (6, - 1 )  y (-4, -3). 
-_-- _ 

I 
__ - - ~ -  

a)  

h) d 

d =  v ‘ (x~ - - .Y~)~  +(yZ-y , )2  = ~ ( 5  + 2)’ + ( I  - 3 ) 2 =  .\/49 + 4 = 2/93 
- - - ~ ~  --__ _ _ _  - - 

~ ( x Z  - xi)’ + ( y ,  - yi)’ = v‘(-4 2 6 ) ’  +<--3 F¡)’ = dIO4 = 22/26 

Y t  

(-4,-3) 

Y’/ 

Problema I 

. _ _ _ _ ~ ~  

AC = d(3 + 8)’ + (8 + 2)’ = V‘ET. Como A B  = AC, el triángulo es isósceles. 

2. Demostrar que los puntos A(3, S), B(-1 I ,  3), C(--8, -2) son los vértices de un triángulo isósceles. 

A B  = 2/(3 + 1 1)’ + (8 - 3)2 = d/22¡ 
BC = v‘(-11 + 8)’ + (3 + 2)’ = 2/34 

-______-____ ~ 
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3. a )  
6) 

Demostrar que los punto\ A(7 ,  5), B(2, 3), c'(6, -7j son los vertices de u n  triángulo rectángulo. 
Hallar el area del triángulo rectángulo. 

_ _ ~ .  - 
a )  AB = t/(7- 2)' t (5 - 3)2 d29 BC =- d(2 - 6)' -+ (3 + 7 ) 2  = d/iG 

A C  - d ( 7  -- 6)' + ( 5  t 7)' = \ /I45 

Como (AB)2 +(BC)' = (AC)2. o sea, 29 t 116 = 145, ABC es un  triángulo rectángulo. 

Area = S ( A B ) ( B C )  = ;\I29 t 116 = 29 unidadec de superficie. h)  

I C (6 ;7) 

4. Demostrar que los trec puntoi siguientet son A ( - - 3 ,  -2). 4 5 ,  2 ) ,  C(9, 4) 

BC' = \'(9 - 5)' + (4 - 2)' = 2% 5 AB = t ( 5  + 3)' - (2 -t 2)' 
AC' 

4 \  5 

\ (9 i 3)' i (4 + 2), - 6\  5 
- _  

Como A B  - BC ~ AC, o sea, 4 \ 5 t 2 ~ 5  = 6\'5, los puntos son colineales 

5. Determinar u n  punto que eyurdiste de 105 punto5 A ( 1 ,  7),  B(8, 6), C(7, - I )  

Sea P ( x ,  y )  el punto buscado. Ha de ter, /-'A 

Como PA - PB, \/( 7 1 )L L (y 
Elevando al cuadrado y simplificando, 71 - 1. ~ 25 O ( I )  

Corno PA - PC, d(T 1 I)": ( y  - 7)' - d¡w 1 7 ) '  t ( y  t 
Elevando al cuadrado y ttinplificando, 3w - 4y ~ O 
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones ( I )  y (2) resulta 1 - 4, y - 3. Por tanto, 

PB /Y' 

7)' ti( I - 8 ) l t  (v:-- 6)' 

(2)  

el punto buscado tiene de coordenadas (4, 3) 

PUNTO QUE DIVIDE A U N  SEGMENTO EN UNA RELACION DADA. 

6 .  Hallar las coordenadas de un punto P ( x ,  y )  que divida al segmento 
determinado por P J I ,  7) y P,(6, -3) en la relación r = 2/3. 

Como la relación es positiva, P I P  y PP, han de ser del mismo 
sentido y,  por tanto. el punto P ( s ,  y )  estará situado entre los puntos 
dados extremos del segmento. 

P I P  2 
PP, 3 

r -  
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El punto buscado es (3, 3). 

7. Eallar las coordenadas de un punto P(x ,  y )  que divida al segmento determinado por P,(-2, 1 )  
y P,(3, -4) en la relación r = --813. 

Como la relación es negativa, PIP y PP, han de ser de sentido opuesto, con lo que el punto 
PIP 8 - I_ - r --- 
-Pp, 3 ’  

P(x,  y )  será exterior al segmento PIP,.  

P2(3;4) \ 

YA 

ol 
Problema 7 Problema 8 Problema 9 

8. El extremo de un diámetro de una circunferencia de centro Q1(-4, I )  es P,(2, 6). Hallar las coorde- 
nadas P(x, y )  del otro extremo. 

P P  1 r =: -=7 ___ 
PP, 2 

Como PIP y PP, son de sentido opuesto, la relación r es negativa. 

9. Hallar dos puntos Pl(x l ,  yl) y P,(x,, y z )  que dividan al segmento que une A(3 ,  -1) con B(9, 7 )  en 
tres partes iguales. , 

1 1 
3 + ,(9) -1 + 3 ( 7 )  ,j 

= 5 ,  y ,  = * 3 ‘  
1 -t 2- ‘$2’ 

- - .. A P l .  1 Para hallar Pl(x,, y l ) :  rl = - - -- P,B 2 ’  x 1 =  - -  I 

-1 t- 2(7) 13 
== 7, y ,  = . _ _ _  3 -I 2(9) 

1 + 2  1 + 2  xz = -- - 
A P ,  - 2 Para hallar P,(x,, y,): r,  = - - - 
P,B 1 ’ 
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10. Hallar las coordenadas del extremo C(x, y )  del segmento que 
une este punto con A(2, -2 )  sabiendo que el punto B(-4, I )  
está situado a una distancia de A igual a las tres quintas par- 
tes de la longitud total del segmento. C ( X , ) i  

A B  3 
B C  2 
-- - 

\ d 

Como A C  y C B  son de sentido opuesto, la relación r es 
negativa. 

11. Las medianas de u n  triángulo se cortan en un  punto P( .x ,y )  
llamado baricentro, situado de los vértices a 2/3 de la distan- 
cia de cada uno de ellos al punto medio del lado opuesto. 
Hallar las coordenadas del baricentro de un  triángulo cuyos 
vértices tienen de coordenadas A(x, ,  y , ) .  B(x,, y,). C(s,, y,). 

Consideremos la mediana A P D ,  siendo B el punto me- 
dio de BC. 

Las coordenadas de D son ___-- -- -y2 + x3 Y2 -t Y3 - - -- 

- 
2 ' 2 .  

1 I 
3 3 

Las coordenadas del baricentro de un triángulo son, pues, --(-Y, + x2 i- x3), - ( y ,  + y z  + y3) .  

AI mismo resultado se habría llegado considerando las medianas BPE o CPF. siendo en todo caso 
AP BP CP 2 

r =  PO P E  P F  1 
__ _ _  ~ __ - = 2 .  - 

JNCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA 

12. Hallar la pendiente wi y el ángulo de inclinación O de 
las rectas que unen los pares de puntos siguientes: 

h)  (10, -3h (14, -7). d )  (8, 6), (14, 6). 
a)  (-8, -41, ( 5 , 9 ) .  C) (--I I ,  4), (-1 I ,  IO). 

o - tg-1 I =- 45" 9 + 4  

-7 i- 3 h )  )I7 == --___ - - - I  
14 - I O  

a )  tn = s-q8 = I 

- 

O - =  tg ' - I  - 135 



13. 

14. 
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Demostrar que los puntos A(-3. 4). B(3, 2)  y C(6, I \  son colineales. 
2 - 4  I 
3 + 3  3 '  

Pendiente de AB =- ;= - I 1 - 4  Pendiente de AC T- - - - - 
6 1 - 3  3 '  

- 

Como la pendiente de AB es la misma que la de AC, los tres puntos están situados sobre la 
misnia recta. 

Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8. 6). B(4, 8 )  y C(2.4)  son los 
vértices de u n  triángulo rectángulo. 

8 - 6  1 Pendiente de AB = ____ - - 
4 - 8  2 

4 - 8  
2 - 4  

Pendiente de BC = == 2. 

Como la pendiente de AB es el recíproco con signo contrario de la pendiente de BC, estos dos 
lados del triángulo son perpendiculares. 

ANGULO DE DOS RECTAS 

15. Sabiendo que el ángulo formado por las rectas L, y 
hallar la pendiente m2 dc L,. 

es de 45". y que la pendiente m ,  de L,  es 2/3, 

- L 
m2 - - 

m2 - m, 3 
2 '  I t - ing 
3 

De esta ecuación, m, = 5. tg45" e . es decir. 1 =- I + m2m, 

? 

I 

* 
x 

A(-3,-2) 

Prohleitrct I5  Problemu 16 

16. Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son A(-3. -2). B(2, 5 )  y C(4, 2). 

3 7  

4 ¡-(- 29 tnCA - ~ B C  

1 + mCAmw 2 = -, c = 86"3,3'. Comprobación : A + B + C = 180". - __ tg c -= 



8 COOKDLNADAS KtCTANGULARFS 

A = '  2 

AREA DE U N  POLIGONO DE VERTICES CONOCIDOS. 

2 7 
5 I 
2 -4 

17. Hallar el área A del triángulo cuyos vértices son los punto\ de 
coordenadas (2, 3 ) ,  ( 5 ,  71, ( -3. 4) .  

18. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6 .  

I 
I -  

A = k I  

2 J 
5 7  

-3 4 
2 3  

~ 4 [ 2  7 t 5 4 i (- 3 ) ( 3 ) - - 2  4 ( - 3 ) ( 7 )  5 31 
- ;(I4 $ 2 0 - 9 -  8 + 21 -- 15) - 11,s unidadesdesu- 

perficie 

i- 

'1. 

-t 

x 

Hallar el área A del pentágono cuyos vérticcs son los puntos de coordenadas ( - - 5 ,  -2), (-2, 5 ) ,  
(2, 7), ( 5 ,  11, (2, -4). 

Solución: 66 unidades de superficie. Si se toman los vértices 
recorriendo el polígono en el sentido contrario al de las agujas 
del reloj, el área se considera positiva, y en caso contrario ne- 
gativa. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

Representar los puntos de coordenadas: (2, 3),  (4, O ) ,  (--3, I ) ,  ( ~ ' 2 ,  - - I ) ,  (--2, O), (-2, d 3 ) ,  ( O ,  I ) ,  
(-2, v'8), (t'z O), (O, O), (4,5, -2), ( d i o ,  .- di), ( O ,  43, (2,3, -6). 

Representar los triángulos de vértices: a )  (O, O), (-1, 5) ,  (4, 2 ) ;  
6) (d2, O ) ,  (4, 5);(---3, 2); 
C )  (2 + d 2 ,  -A), (\'3, 3 ) ,  (--2, I -1- d 8 j .  

a )  (-3, 2), (1, 5 ) ,  ( 5 ,  3) ,  ( I ,  -2); Representar los polígonos de vértices : 

Hallar la distancia entre los pares de puritos cuyas coordenadas son : 
a )  (4, I ) ,  ( 3 ,  - 2 ) ;  c') (O, 31, (-4, I); e )  (2, -61, (2, -2); 

Sol. 

Hallar el perímetro de los triángulos cuyos vértices son: 
4 (-2, 51, (4, 3), (7, -2); C) (2, -5),  (-3, 41, (O, -3); 
6) (0, 41, (.-4, I ) ,  (3, -3); d )  ( - I ,  -2), (4, 2), (-3, 5 ) .  

a )  (2, -2), ( - -3 ,  ---I ), ( I ,  6); c )  (2, 41, ( 5 ,  11, (6, 5 ) ;  

h )  (-5, O), (--3, -41, ( 3 ,  --3), (7, 2), ( 1, 6). 

6) (-7,4), (1, - 1 1 ) ;  d )  (-I, -51, ( 2 ,  -3); . f )  (-3, I ) ,  ( 3 ,  - I ) .  
a )  d @ b )  17, c )  2d51 d )  di3, e )  4,,f) 2d)O.  

Sol. a )  23,56, b) 20,67, c)  20,74, d )  21,30. 
Demostrar que los triángulos dados por las coordenadas de sus vértices son isósceles: 

b )  ( -2 ,  2 ) ,  (6, 61, (2, -2); d )  (6, 7), (-8, --I), (-2, -7). 
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Demostrar quc los triángulos dados por las coordenadas de sus vértices son rectángulos. Hallar sus 
áreas. 
a )  (O,  9), (-4. - - I ) ,  ( 3 ,  2); c )  (3, --a, (-2, 3). (0,4); 
h )  (10, 5) .  (3, 2), (6. -5); d )  (-2, 8)- (-6, 1). (0, 4). 
Sol. Areas: a )  29, 6 )  29, c )  7,5, d )  15 unidades de superficie. 

Demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo: 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

Hallar las coordenadas del punto que equidista de los puntos fijos: 
U )  ( 3 .  3), (6, 2). (8, -2); h )  (4, 3) ,  (2, 7 ) ,  (-3, -8); c)  (2, 31, (4, --I), ( 5 ,  2). 
so/ .  a )  (3,--2). h )  (-5, I ) ,  c )  (3, I ) .  

Demostrar. incdiante la fórinula de la distancia, que los puntos siguientes son colineales: 
a )  (O.  4). ( 3 .  -2). (-2, 8);  c )  ( l .  21, (-3. IO), (4, -4); 
h )  (-2, 3 ) ,  (-6. I ) .  (-10, - - I ) ;  d !  ( 1 ,  31, (-2, -3L (3, 7).  

Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias de un  punto cualquiera P ( x ,  y )  a dos vér- 
tices opuestos de u n  rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de las distancias a los otros dos 
vértices. Supóngase que las coordenadas de los vértices son (O, O), (O, h), (a ,  b)  y ( a ,  O). 

Hallar el punto de abscisa 3 que diste I O  unidades del punto (-3, 6). 
Sol. ( 3 ,  -2). (3, 14). 

Hallar las coordenada\ de u n  punto P(x. y)  que divida al segmento que determinan P,(x,,y,) 

4 I I  14 13 

14. Hallar las coordenadas del baricentro de los triángulos cuyos vértices son 

15 Sabiendo que el punto (9, 2) divide al wginento que determinan lo\ puntos P,(6, 8) Y Pz(xz,.h) en 
la relación r = 3 7, hallar las Coordenadas de P,. 
Sol. (16, -12). 

16. Hallar las coordenadas de los vertices de un  triángulo sabiendo que las coordenadas de 10s puntos 
medios de sus lados son (--2, I ) ,  ( 5 .  2) y (2, -3). 
Sol. ( I ,  6), (9. -2) .  ( -5, -4). 

de sus lados son (3, 2), (-l.  ---2) y ( 5 ,  -4). 
Sol. 

17. Hallar las coordenadas de los vertices de u n  tl-iángulo cuyas coordenadas de los puntos medios 

(-3, 4), (9,  O ) ,  ( 1 ,  -8). 

J 
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18. Demostrar analíticamente que las rectas que unen los puntos medios de los lados adyacentes del 
cuadrilá!ero A(-3, 2), B(5,4), C'(7, -6) y D(-5, -4) forman otro cuadrilátero cuyo perímetro es 
igual a la suma de las diagonales del primero. 

19. Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de dos lados de los triángulos del Problema 14 
son paralelas al tercer lado e iguales a su mitad. 

20. Dado el cuadrilátero A(--2, 6), B(4, 4), C(6, -6) y D(2,  -8), demostrar que: 

a) La recta que une los puntos medios de AD y BC pasa por el punto medio del segmento que une 
los puntos medios de AB y CD. 

b) Los segmentos que unen los puntos medios de los lados adyacentes del cuadrilátero forman 
un paralelogramo. 

21. El segmento que une A(-2, -1)  con B(3, 3) se prolonga hasta C. Sabiendo que BC = 3AB, hallar 
las coordenadas de C. Sol. (18, 15). 

22. Demostrar que el punto medio de la hipotenusa de un  triángulo rectángulo equidista de los vértices. 
Ind.: Supóngase que las coordenadas del vértice del ángulo recto son ( O ,  O )  y las de los otros vér- 
tices (a, O )  y ( O ,  6). 

23. Demostrar que en los triángulos isósceles del Problema 6 dos de las medianas son de la misma lon- 
gitud. 

24. Hallar las pendientes de las rectas que pasan por los puntos: 

4 (3941, (1, -2); c )  (6, O ) ,  (6, d3); e )  (2, 41, (-2, 4); 
b)  ( -5,  31, (2, -3); 4 ( 1 ,  3), (7, 1); f )  ( 3 ,  -21, (3,  5 ) .  

6 1 
7 Sol. a) 3, 6 )  - -, c )  CQ, d )  - 3, e )  o, f )  00 

25. Hallar las inclinaciones de las rectas que pasan por los puntos: 

4 (4,6) Y (1, 3); c) (2, 3)  y (1 ,4);  e )  (Y3, 2) y (O ,  I ) ;  
6) (2, 43) Y (1, O ) ;  4 (3, -2) y ( 3 ,  5 ) ;  f )  (2, 4) y (-2. 4). 
Sol. a) e = tg-' I = 45"; c) 0 zr tg-' - 1 135"; e )  0 = tg-' i/d3= 30"; 

b) e e: tg-' .\/y= 60"; d )  0 = te-' CQ = 90"; . f )  e == tg -1 o = O O .  

2ó. Aplicando el concepto de pendiente, averiguar cuáles de los puntos siguientes son colineales. 

a) 
6) (4, 11, ( 5 ,  -2) y (6, -5 ) ;  
c) 

Sol. a) No, O )  Sí, c )  No, d )  Sí, e )  Sí, f )  No. 

(2, 3), (-4, 7) Y ( 5 ,  8); 

(-1, -4), (2, 5 )  y (7, -2); 

d )  (0, 5 ) ,  ( 5 ,  O )  y (6, - - I ) ;  
e )  (a .  O), (2a, -6) y (-a. 26); 
. f )  (-2, 11, (3 ,  2) y (6, 3). 

27. Demostrar que el punto ( I ,  -2) está situado en la recta que pasa por los puntos (-5, I )  y (7, -5) 
y que equidista de ellos. 

28. Aplicando el concepto de pendiente, demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un  
triángulo rectángulo. 

a )  (6, 51, ( 1 ,  3) y ( 5 ,  -7); 
6) (3,2), ( 5 ,  -4) y (1, -2); 

a )  (3, 2), ( 5 ,  -4) y ( 1 ,  - 2 ) ;  Sol. 45'. 45', 90' . 

c )  ( 2 ,  4), (4, 8) Y (6, 2); 
4 (3, 4). (-2, - 1 )  y (4, 1 ). 

29. Hallar los ánguios interiores de los triángulos cuyos vértices son : 

h )  (4, 21, (O, 1 )  y ( 6 ,  - 1 ) ;  Sol. 109' 39.2'. 32' 28,3', 37" 52,5'. 
c )  (--3. - - I ) ,  (4,4) y (--2, 3); Sol. 113' 29.9'. 40'- 25,6', 26" 4,5'. 
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30. Demostrar. hallando los ángulos interiores. que los triángulos siguientes son isósceles. y efectuar 
la comprobación calculando las longitudes de los lados. 

a )  (2. 4). ( 5 ,  I )  y (6. 5 ) ;  Sol. 59'' 2.2'. 61" 55,6'. 59" 2.2'. 
A )  (8. 2). (3, 8) y (-2. 2); 
c )  (3. 2), (5, -4) y ( I .  -2); Sol. 45". 45". 90". 
c/) ( I .  5) .  ( 5 ,  - 1 )  y (9, 6): Sol. 63' 26', 63" 26'. 53" 8'. 

31. La pendiente de una recta que pasa por el punto A ( 3 ,  2) es igual a 314. Situar dos puntos sobre esta 
recta que disten 5 unidades de A .  
Sol. (7 ,  5 ) .  ( - - I .  - I ) .  

32. El ángulo formado por la recta que pasa por los puntos (-4, 5 )  y (3, y )  con la que pasa por (-2, 4) 
y (9. 1 )  es de 135". Hallar el valor de )l. Sol. J- --: 9. 

33. La recta L, forma u n  ángulo de 60 ' con la recta L,. Si la pendiente de L ,  es I ,  hallar la pendiente de L,. 

Sol. 50" I I ,7'. 79" 36.6'. 50'' I l ,7'. 

Sol. -(2 + fi). 
34. Hallar la pendiente de una recta que forma u n  ángulo de 45" con la recta que pasa por los puntos 

de coordenadas (2. -- I )  y (5. 3). Sol. i r i r  =- ---7. 

35. Hallar la ecuaciin de la recta que pasa por el punto (2. 5 )  y forma u n  ángulo de 45' con la recta 
de ecuación \ - 3)- t 6 - O. Sol. 2 1  - ,I' + I - O. 

36. Hallar las áreas de los triángulos cuyas coordenadas de los vértices son. 

u )  (2. -3). (4. 2) y ( -5 .  -2) Sol. 18.5 unidades de superficie. 
h )  (-3. 4). (6, 2) y (4. -3) Sol. 24.5 

d )  (O, 4). ( -8,  O) y ( - I .  -4) Sol 30. 

f ,  (-7. 5 ) .  ( I .  I )  y (-3. 3 )  Sol. O. Razonar la respuesta. 
g )  (u, h + c ) ,  (h .  c t a )  y ( c .  a t A )  

37. Hallar las áreas de los polígonos cuyas coordenadas de los vértices son: 

a) 
h )  (O, 4)- ( I ,  -6), (-2. -3) y (-4. 2) Sol 25.5 

c )  (-8. -2). (-4. -6) y ( - I ,  5) Sol 28 

P )  (&. 2). (-4. 6) y (4. -2d2)  Sol. 7 q 2  - 2 -- 7,899. 

Sol. 0. 

(2, 5 ) -  (7. I ), ( 3 .  -4) y (-2. 3 )  Sol 39.5 unidades de superficie. 

C) ( I .  5 ) .  (-2. 4).(-3, -!), (2. -3) ~ ( 5 .  I )  Sol 40. 

38. Demostrar que las rectas que unen los puntos medros de los lados de los triángulos del Problema 36 
dividen a cada u n o  de ellos en cuatro triángulos de áreas iguales. 



Ecuaciones 

CAPITULO 2 

Y lugares geornét ricos 

LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA SON: 

Dada una ecuacibn, hallar el lugar geométrico que representa. 
Dado un  lugar gc:ométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuación 
matemática. 

I .  
2. 

I 

LUGAR GEOMETRICO, o gráfica, de una ecuación de dos variables es una línea, recta o curva, 
que contiene todos los puntos, y solo ellos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación dada. 

Antes de representar gráficamente el lugar geométrico que corresponde a una ecuación 
dada, es muy conveniente, para determinar su forma, conocer algunas propiedades del lugar 
en cuestión, como, por ejemplo: intersecciones con los ejes, simetrías, campo de variación 
de las variables, etc. 

INTERSECCIONES CON LOS EJES. Son las distancias (positivas o negativas) desde el origen 
hasta los puntos en los que la línea del lugar corta a los ejes coordenados. 

Para hallar la intersección con el eje x se hace y = O en la ecuación dada y se despeja la 
Lrtriable .Y. Análogamente, para hallar la intersección con el eje y ,  se hace x = O y se despeja y. 

Por ejemplo, en la ecuación y2 -t 2x = 16, para y = O, x = 8; para x = O, y = +4. 
Por tanto, la abscisa del punto de intersección con el eje x es 8 y las ordenadas de los de in- 
tersección con el eje y son t 4 .  

SIMETRIAS. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si esta es la mediatriz del 
segmento que los une, Dos puntos son simétricos con respecto a otro punto, si éste es el 
punto medio del segmento que los une. En consecuencia: 

I .  Si una ecuación no se altera al sustituir .Y por --Y, su representación gráfica, o lugar, 
es simétrica con respecto al eje y .  A todo valor de y en esta ecuación, le corresponden 
dos valores iguales de x en valor absoluto pero de signos contrarios. 

- 

Ejemplo: xz - 6y  $- 12 = O, es decir, x = ii.\/6y - 12. 

2. Si una ecuación no varía al sustituir y por --y, su representación gráfica, o lugar, es 
simétrica con respecto al eje x. A todo valor de x en esta ecuación le corresponden 
valores numéricamente iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios. 

3. Si una ecuación no varía ai sustituir x por --x e y por --y, su representación gráfica, 
o lugar, es simétrica con respecto al origen. 

. 

Ejemplo: y2 - 4x - 7 = O, es decir, y = Ctd4.u + 7. 

Ejemplo: x3 i-- x -t y 3  L=: O. 

CAMPOS DE VARIACION. Los valores de una de las variables para los cuales la otra se hace 
imaginaria, carecen de sentido. 

3, o bien, JJ ~= . I  ~ ' 2 s  -- 3. Si x es menor que 1,5, 2x - 3 es 
negativo e y es imaginario. Por tanto. no se deben considerar los valores de x menores 
que 1,5 y ,  en consecuencia, la curva del lugar estará situada toda ella a la derecha de la 
recta x = 1,5. 

Despejando x, x = ;(y2 -+ 3) .  Como .Y es real para todos los valores de y ,  la curva del 
lugar se extiende hasta el infinito, aumentando y a medida que lo hace x desde el valor x = I S. 

. 

Sea la ecuación y2 = 2.r 

I2 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

4 

1 3  

L U G A R  GEOMETRIC0 DE U N A  EClJAClON 

o a 1  ’ t 2  1 3  i 3,5 t 4 

3 , 2 , 9  3 2,6 ’ 2,O ~ + 1,5 j O 

1. Repretentar la clipte de ecuacióii 9x2 t 16bL - 144 / 

in/i.i si’<( ionex con /os ejrs Para 1 ~ O, 1 4. 
Para \ = O, 1 - 2 3 Por tanto, corta al eje x en 105 

puntos de abtcita 4. y al eje en los de orde- 
nada 3 

S// , i<, t r /u\  Corno la ecuacion solo contiene po- 
tciicidt parct de t e 1’. la curva e\ simetrica con res- 
pecto d los do\ eje5 y. por tanto. con rejpecto al 
origen At i .  pues, basta con dibujar la porción de 
curva contenida en el primer cuadrante y trazar des- 
putt t’l resto de  ella por simetría 

\ 

C u r ~ i p o  ( I P  \ u t  /u< rOn Detpejando J y \, 

13 

YA 

2 .  Representar 13 parabola de ecuación )?” - 2j,  - 41 i 9 = O 

Despejando I? de la fórmula de resolución de la ecuación de segundo grado, 

-4 d h 2  -4a( 
2a 

,> - - - - - - - - . 5iendo n 1 ,  h -= -2, c - -4x f 9 :  

I 
I 

1 I f 2\ 4-2 . ( I )  

inr tv .w<roner  (on /or eje\ Para I O, 9,4 Para 
1 O, 1’ es imaginario ( I  i 2 \ ’ 3 )  Por tanto, la curva 
corta al eje \ en el punto de abscira 9’4 y no corta al eje y 

Siwwlr/uc La curva no e\ timétrica n i  ~ o i i  respecto a los 
ejei n i  con respecto al origen 

Es \imétrica con retpecto a la recta 1’ l .  con io cual, a cada valor de x se obtienen dos de y ,  
u n o  mayor que I y otro menor quc I 

Campos de variación De ( I  ) se deduce que ti 1 es menor que 2, \ -- 2 e\ negativo e y imaginario 
Por tanto, \ no puede tomar valoret menore- quc 2 

Análogamente, de (2)  te deduce quc como 4 CI real para todos 104 valores de y, esta variable 
puede tomar todo\ los valore5 reales 
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3. Representar la hipérbola .YJ -- 2 ~ 1  .Y =- O. 

Interseccionrs con los c:jes. Para .Y = O. y = O ;  para 

Sinwríus. La curva no es 'simé::rica ni con respecto 

y .:~- O, .y = O. 

a los ejes coordenados ni con respecto al origen. 
.Y Conipos de variación. Despejando y,  y -:: x . - 2 '  

para .Y -= 2, el denominador, .Y -- 2, se anula e y se hace 
infinito. 

Despejando x, Y = ~ "' . Para y =- 1 ,  el denoini- 
y - - -  1 

nador, y - I ,  se anula y x se hace infinito. 

valores reales de la otra. 
Ninguna de las dos variables se hace imaginaria para 

Cuando x tiende a 2 por la izquierda, y tiende a menos infinito. Cuando x tiende a 2 por la 
derecha, y tiende a más infinito. Las dos ramas de la curva se aproximan indefinidamente a la recta 
x = 2 haciéndose tangentes a ella en _i infinito. La recta x - 2 = O se denomina asíntota vertical 
de la curva. 

X I Veamos qué ocurre cuando x tiende hacia infinito. Consideremos y = ~ =- ~ 

Y - 2 2 .  

Cuando x tiende a más o menos infinito, - tiende a cero e y tiende a I .  La recta y - 1 = O es una 
asíntota horizonta!. 

I -  - 
x 2 .  

X 

4. Representar la función 
xzy - 4y $- .Y - O. 

Intersecciones con los ejes. Para x = O, y = O. 
Para y = O, x = O. 

Simetrias. Sus?ituyendo -x por x, y -y 
por y, se obtiene la ecuación -x2y + 4y - x = O, 
que multiplicada por -1 es la ecuación original. 
Por tanto, la curva es simétrica con respecto al 
origen. No es simétrica con respecto a los ejes. 

Campo de variación. Despejando y ,  

4-xz (2--x)(2 + x) 
X - X y = - -  

Las asíntotas verticales son x - 2 = O, Y + 2 =- O. 
.__ 

-- 1 3: v'i + 16y2 Despejando x se obtiene, ,Y = . La asíntota horizontal es y = O. 
2Y 

Ninguna de las variables se hace imaginaria para valores reales de la otra. 
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5.  Representar el lugar geométrico x2 - x + xy 4- y -- 2y2 = O. 

Algunas veces, una ecuación se puede descoin- 
poner en producto de varios factores y, en este caso, 
su gráfica consta de la correspondiente a cada uno 
de ellos. 

Como la ecuación dada se descompone en los 
factores 

(x - y )  (.u -t 2y - 1 ) = o, 
su gráfica se compone de las dos rectas 

x - - y  = o y x -1 2 y -  1 = o. 

6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes. 

a )  (x + 4)2 + ( y  - 2Y = - 5 .  
b)  x2 + y2 = o. 
c )  .Y2 + y2 - 8x + 2y -t 17 = o. 

d )  
e )  
f )  

x2 + 2y2 - 6x + 1 1  = O. 
(x2 - 4y2)2 + (x + 3y - 10)' = O. 
x2 + (2i - i)x - (6i + 5)y - I = O. 

a )  Como el cuadrado de todo número real es positivo, tanto (x + 4)2 como ( y  - 2)2 son posi- 

b) Es evidente que el único punto real que satisface a la ecuación dada es el origen (O, O). 
c) Escribiendo la ecuación en la forma (x2 -- 8x + 16) + ( y 2  + 2y + I )  = O, o bien, 

(x - 4)2 + ( y  + O, cuando .u - 4 = O e y + I -i O, es decir, para x = 4, y = -1, el único 
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, -I) .  

d )  Escribiendo la ecuación dada en la forma x2 - 6.u + 9 4- 2y2 + 2 = O, o bien, (x - 3)2 + 2y2 + 2 = O, como (x - 3)2, 2y2 y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua- 
ción dada no se satisface para valores reales de dichas variables. 
e )  La ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
.y2 - 4y2 = O y x + 3y - I O  = O. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun- 
tos (4, 2) y (-20, IO),  que son los únicos puntos reales que satisfacen la ecuaciór, dada. 

Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x2 - x - 5y - I )  + 2i(x - 3 ~ )  = o. 
Esta ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
x2- .Y- 5y - 1 = O y .Y- 3y = O. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los 
puntos (3, I )  y (-1/3, -l/9), que son los únicos puntos reales que satisfacen a la ecuación dada. 

tivos y, por tanto, la ecuación no se satisface para valores reales ni de x ni de y .  

f )  

7. Resolver gráficamente el sistema formado por las ecuaciones 
siguientes y comprobar el resultado por vía algebraica. 

xy -- 8 ( 1 )  
x - - y + 2 = 0  (2) 

8 
Despejando y en ( I )  se obtiene, y = - . Para .Y : O, y es in-  

Y finito. 
. . ___. - 

Despejando x en ( I )  se obtiene, .Y == ----. 8 Para y = O, .u es in-  X 
y finito. 

asíntota vertical. 
Por tanto, y = O es una asíiitota horizontal y .Y := O una 

La ecuación (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos (-2, O) y (O, 2). 
Gráficamente se deducen las soluciones (,-4. -2) y (2, 4). 
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5.  Representar el lugar geométrico x2 - x + Y,V -+ y - 2y2 = O. 

Algunas veces, una ecuación se puede descoin- 
poner en producto de varios factores y, en este caso, 
su gráfica consta de la correspondiente a cada uno 
de ellos. 

Como la ecuación dada se descompone en los 
fact ores 

( x - y ) ( x  + 2y- 1)  = o ,  
su gráfica se compone de las dos rectas 

,y - - y  = 0 y x $ 2 y - I - O .  

6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes. 

a)  ( x  + 4)2 + ( y  - 2Y == - 5 .  
6) x2 +y2 = o. 
c) x2+ y 2 - 8 x  + 2y + 17 = O .  

d )  x2 + 2y2 - 6x + 1 1  = O. 
e )  (x2 - 4y2)2 + ( x  + 3y - IO)' = O .  
f )  x 2 + ( 2 i - 1 ) x - ( 6 i + 5 ) y - I  = O .  

a) Como el cuadrado de todo número real es positivo, tanto (x + 4)' como ( y  - 2)2 son posi- 

6) Es evidente que el único punto real que satisface a la ecuación dada es el origen (O, O). 
c) Escribiendo la ecuación en la forma (x2 -- 8x + 16) + ( y 2  + 2y + I )  = O, o bien, 

(x - 4)2 + ( y  + O, cuando .Y - 4 = O e y + 1 = O ,  es decir, para x = 4, y = - 1 ,  el único 
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, -I). 

d )  Escribiendo la ecuación dada en la forma x2 - 6~ + 9 + 2y2 + 2 = O, o bien, (x - 3)2 
+ 2y2 + 2 = O ,  como (x - 3)2, 2y2 y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y ,  la ecua- 
ción dada no se satisface para valores reales de dichas variables. 
e )  La ecuación se satisface para Jos valores de .Y e y que verifican, simultáneamente, las rcuaciones 
x 2 -  4y2 = O y x + 3y - I O  == O. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun- 
tos (4, 2) y (-20, IO), que  son los únicos puntos reales que satisfacen la ecuación dada. 

f )  Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x2 - x - 5y - I )  + 2i(x - 3y) = O. 
Esta ecuación se satisface para los valores de x e y que verifican, simultáneamente, las ecuaciones 
x2 - x - 5y - 1 = O y .Y - 3y = O. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los 
puntos (3, I )  y (-i/3, -l/9), que son los únicos puntos reales que satisfacen a la ecuación dada. 

tivos y, por tanto, la ecuación no se satisface para valores reales ni de x ni de y.  

7. Resolver gráficamente el sistema formado por las ecuaciones 
siguientes y comprobar el resultado por vía algebraica. 

xy 8 ( 1 )  
(2) 

8 
A - y  -t 2 = o  

Despejando y en ( I )  se obtiene, y = . Para .Y - O. y es in-  

Despejando x en ( I )  se obtiene, s = . Para y - O, .Y es in- 

Por tanto, y = O es una asíntota horizontal y Y -= O una 

.Y 

8 
y 

asíntota vertical. 

La ecuación (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos (-2, O) y (O, 2). 
Gráficamente se deducen las soluciones (-4, -2) y (2,4). 



I 

I6 KUACIONFS Y I UGARES GEOMETRICOS 

Salucrón aígchraicu. De ( 2 ) ,  y 1 2 
Suctituyendo en (1). \ ( \  t 2) 8, e\  decir, x2  i 2x - 8 - 0. 
Descomponiendo en factores, ( 4  t 4) (1 -- 2) 
Como y 4 i 2, J* -2 para x -4 e y = 4 para .Y = 2.  

0. Por tanto, x - -4 y Y = 2 .  

8. Resolver gráficamente el si4terna de ecuacione\ ciguiente y coin- 
probar su solución por vía algebraica 

4\2 1 y ‘ ~  100 ( 1 )  
9 \ 2 -  y 2  108 (2) 

Ambas curva4 \on \iinétrica\ con re4pecto a los ejes y al 

Despejando y en ( I )  \e obtiene. y t I 100 - 4 ~ ~ .  Luego Y 

Despejando \ en ( I  ) se obtiene, Y \ 100 -y‘ I iicgo 1’ 

origen. 

no puede tomar valores mayores que 5 ni  menores que - 5. 

no puede tomar valores mayore\ que 10 ni menores que I O  

~- 

t 5  

-_- 
Despejando y en (2) se obtiene, y = + 3 \/x2 - 12. Luego x 

Despejando x en (2) se obtiene, x - 3 b l / y z  + 108. Lue 

no puede tomar valores comprendidos entre 2/12 y -t’12. 
__-__ 

o y puede 

--c x 

3mar cualquier valor. 

Gráficamente se deducen las soluciones (4, 4 6), (-4, +6). 

Solución algebraica. 4x2 -i- y2 -- 100 
9x2 - y2 = 108 

~ 

1 3 2  - 208, x 2 _  16, y x == 4 4 .  
y 2  - 9 G - -  108 - I44 - 108 -- 36, e y = 4 6. 

ECUAClON DE U N  LUGAR GEOMETRIC0 

9. Hallar la ecuación de la recta que sea, 

a)  paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la izquierda del origen. 
b) paralela al eje x y que corte al eje y w t e  unidades por encima del origen. 
c )  paralela y a la derecha de la recta x t 4 - O y que diste de ella I O  unidades. 
d )  paralela y por debajo de la recta y = 2 y que diste de ella 5 unidades. 
e)  paralela a la recta y + 8 -- 0 y que diste 6 unidades del punto (2, I ) .  
f) perpendicular a la recta v - 2 =L 0 y que diste 4 urtidades del punto ( -1 ,  7).  

a) x = -5 ,  es decir, x + 5 = O. Esta es la ecuación de la recta que es paralela al eje y y que esta 
situada 5 unidades a su izquierda. 

6) y = 7, es decir, y - 7 = 0. Esta es la ecuación de la recta que es paralela al eje x y que esta 
situada 7 unidades por encima del origen. 
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c )  .Y := -4 + IO, es decir, .Y 2- 6. Esta es la ecuación de la recta situada I O  unidades a la derecha 
de la recta .Y - t ~  4 =: O. Es paralela al eje y y está situada 6 unidades a su derecha. 

cl) y - -  2 - 5, es decir, J’ := --3. Esta es la ecuación de la recta situada 5 unidades por debajo de la 
recta y - 2 :_ O. Es paralela al eje x y está a 3 unidades por debajo de él. 

e )  Como la recta y -+ 8 -:: O es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo serán y estarán 
situadas 6 unidades por debajo y por encima, respectivamente, de la recta y --y: I .  Luego y = I i 6,  
es decir, y ~- 7 e J’ ~- -5. 

1’) Como la recta ~9 -- 2 == O es paralela d l  eje x, las dos rectas pedidas también lo serán y estarán 
a 4 unidades de la derecha o a la izquierda de la recta .Y = -1.  Luego .Y = -1 -& 4, es decir, 
.y = 3 y .y -= --5. 

I O .  Hallar la ccuación de la recta que sea, 

u )  
h )  equidi\tantc d c  la\ recta\ x 4 5 O y x - 2 = O, 
c ) 

paralela al eje 1 y que diste 5 unidades del punto (3 ,  -4), 

que diste (re\ vete\ más de la recta y - 9 O que de y i 2 -- O. . 
Sea (1, p )  u n  punto genérico de la recta pedida. 

a )  y -4 T 5,  es decir, Y I e y -9. 

3 
2 2 

, o  bien, 2x t 3 - O -5  + ~ - _  ___ - 
5 ’ \  h )  ___- - -  
2 -  \ 

I .  o sea, i 

I (.) y _ _  ‘ 1 ~. Simplificando. 4y - 3 = O y 2y + 15 = O. 
9 -  y 3 

Para la recta 4y - 3 
situada por debajo tie ellas, la relación e i  - 4. 

O. situada entre las dos dadas, la relación es 4 4. Para la recta 2y + 15 = O 

11. Hallar la ecuación del lugar geométrico de lor puntos equidistantes de A(-2,  3) y B(3 ,  - I ) .  
___l_____l___- 

P A  PB. e\ decir. \’(Y 1 2)2 1 ( y  - 312 v’( Y - 3)2 i (‘y -t 1)2. 

Elevando al cuadrado y simplificando re obtiene, I O x  - 8y t 3 O. Esta es la ecuación de la 
inediatrir del \egiiiento que une loc dos puntos dados. 

12. Hallar la ecuacibn de la recta que paw. 

a )  por el punto ( 
h )  por los puntoí (3. I )  y (O. 6 )  

4, 5) y cuya pendiente \ea 2’3 

Sea ( Y. y)  u n  punto genérico de la recta pedida 
- Y i  ”--- 

‘L - \ I  
La pendiente de la recta que pa\a por lo\ punto\ (1,. Y , )  y í i L .  v 2 )  

7 
a )  La pcndicnte de  la recta quc pa\a por Io\ punto\ (--4. 5 )  y ( i .  I ) )  es -: 

3 ’  

r 5  2 
\ t 4  3 

Por  tanto. - --- -- Slnlpllficando. 2 \  3 ,  + 23 o 

h )  
recta que pa%a por los puntos (O. 6 )  y ( \ .  p) 

La pendiente de la iccta que pasa por io\ punto\ (3. - I )  y (O. 6)  es igual a la pendiente de la 

6 t l  y - 6  
0 - 3  \ - O  

Por tanto, - - __ - Simplificando. 7 1  3- 3 y  - 18 = O 
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13. 

14. 

15. 

< 16. 

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS 

Hallar la ecuacih de la recta que pase, 

a)  por el punto (2. - 1 )  y sea perpendicular a la recta que une los puntos (4, 3) y (-2, 5 ) ,  
b) por el punto (-4, 1 )  y sea paralela a la recta que une los puntos (2, 3) y ( -5,  O ) .  

a)  Si dos rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al recíproco, con sign 
contrario, de la pendiente de la otra. 

Pendiente de la recta que pasa por (4. 3) y ( -2 ,  5) = 

I Pendiente de la recta pedida = recíproco con signo contrario de - - = 3. 
3 

Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. La pendiente de la recta que pasa por (x, y) 

5-3 I 
- 2 - 4  3 

= - --. 

Y + l  
x - 2  

y (2, - I )  es --__ = 3. Simplificando, 3 r  - y  - 7 = O .  

h) Si las dos rectas son paralelas, ius pendientes son iguales. 

Sea ( x ,  y) un punto genérico de la recta pedida. 

Pendiente de la recta que paia por (2, 3 )  y ( -5 .  O )  - pendiente de la recta que pasa por ( . r . y )  

- I 
Simplificando. 3 i  - 7 y  t 19 -- O. Por tanto, - ~ - ___ 

y (-4. 1). 

- 3 - 0  
2 + 5  x $ 4 ’  

Hallar el lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y) cuya distancia al punto fijo C(2, - I )  sea igual a 5 .  
~ _ _  

Distancia PC = 5, es decir, ~ ~ ( x  - 2)2 + ( y  + 
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene la ecuación del lugar pcdido. .rt + y? - 4x 

Este lugar es una circunferencia de centro el punto (2. - I )  y de radio 5 

=- 5 .  

+ 2y = 20. 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y) cuya suma de cuadrados de distancias 
a los puntos fijos A(0, O) y B(2,  -4) sea igual a 20. 

(?‘AI2 + ( P W  = 20, o bien. ,12 t y2  t- [ ( Y  - 2 ) 2  + ( y  + 4)2] = 20. 

Simplificando. y2 + y2 -- 2.r -t 4y - O. Esta es la ecuación de una circunferencia de diámetro AB. 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los ejes coordenados 
sea igual al cuadrado de sus distancias al origen. 

Distancia de P ( x ,  y) al eje J* t distancia al eje .I = cuadrado de distancia al (O, O). 

Luego x + y = x2 + y2 ,  o bien. y2 1” - Y -- y - O. Esta es la ecuación de una circunferencia 
de centro ($, $) y radio 4 t’2. 

0 17. Hallar la ecuación del lugar geométrico de lo\ puntos P( \ *  y) cuya relación de distancias a la recta 
y - 4 = O y ai punto (3, 2) sea igual a I .  

Distancia de P ( x ,  y) a y - 4 -- O 
Distancia de P ( s ,  y) a (3. 2) 

4 - v  
-____I______-_ ~ . _ _ _  - - I .  o $ea. --=z=---- ~ 1 .  

Elevando al cuadrado y simplificando. (4 - v ) ~  = (.Y - 3)2 + ( y  - 2)2, O bien, .Y‘ - 6 r  + 4- 

Esta es la ecuación de una parhhola. 

\’( \ - 3)2 + ( y  - 2)* 

- 3 - 0 .  
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/ 18. Dados dos puntos P,(2, 4) y P2(5, -3). hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y )  
de manera que la pendiente de PPI sea igual a la pendiente de PP, más la unidad. 

t 1. Pendiente de PP, = pendiente de PP, + 1, o sea, ____ - ~ 

Simplificando, .x' + 3y - 16 = O, que es la ecuación de una parábola. 

Y-4 - Y + 3  
x - 2  x - 5  

b 

- 19. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x ,  y )  equidistantes del punto fijo F(3, 2 )  

PF = .Y, es decir, d ( r  - 3)2 + (y  - 2),  = x, o sea, x2 - 6x + 9 + y 2  - -  4y + 4 = x2. 

Simplificando, y, - 4y -- 6u + 13 = O, que es la ecuación de una parábola. 

__-_ 

~ 20. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P ( A ,  y )  cuya diferencia de distancias a los pun- 
tos fijos F,( I ,  4) y F,( I ,  - 4) Fea igual a 6. 

PF, - PF, = 6, es decir. 6 1 -  I ) ,  3 (y  - 4), - d ( x  - I )*  + (y +4>"= 6. 

Pasando u n  radical al segundo miembro. 

i ( ~ - 4 ) ~  
-- 

fi- 6 i d(r - I)' t (y + 47. 
- 

Elevando al cuadrado. i2-- 2~ t 1 3- y2 - 8y + 16 -- 36 + 12\/(x - I)' + ( y  + 4)2 + x2--2x 
+ I t y2 + 8y + 16. 

Simplificando, 4y t 9 - -  -3v'(x - 
Elevando al cuadrado, 16y2 + 72y + 81 = 9x2 - 18n i- 9 + 9y2 + 72y + 144. 

Simplificando, 9 r 2  -- 7y2 - 18x + 72 = O, ecuación de una hipérbola. 

+ (y + 412. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

LUGAR GEOMETRIC0 DE U N A  ECUACION. 

Trazar la gráfica de las ecuaciones 1 - 18. 

I 1 .  . \ , + 2 u - y 4  3 - 0  , 10. .y = X( x + 2) (X -- 3) 
11. (x' + 2xy - 24)' + ( 2 ~ '  -t y' - 33)' = O 
12. 
13. x2y2 + 4 ~ '  - 9y' = O 

15. 2x2 + y' - 2yzi + x2i - 54 - 17i = O 
16. Y(X 4- 2 )  (X - 4) - 8 = 0 
17. 
18. (9 --- y) - yi = ( 5  - 2x)  + 3( I - x) i 

2. 4 6  - 9y2 $- 36 = O 
3. .t2 T -v* - 8x + 4y - 29 = O 

I 4. 2x2 + 3y2 - I8 = o 
y2y + 4y - 8 =L O 

I"< 5. 3x2 + 5y' = o 14. .Y' $ - y Z + 4 x - 6 y +  1 7 - 0  

7. (XY - 6)' + (x' + 3xy + y' + 5 )  = O 
X' t X,V - 2y  - 3x -t 3y = o 

9. y2 = x(x-- 2 ) ( x  + 3) 

Representar los siguientes pares de ecuaciones y reeolver gráficamente el Sistema que forman. 
Comprobar algebraicamente los resultados. 

19. y = x2, x - y  + 2 = o. Sol. (2,  4), (-I, 1 ). 
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20. 4y - xz -- o, Yzy t 4y - x o. Sol (2, I ) ,  (-2, I ), lac otras son imaginarias. 

21. x z  i y * - 2 0  -- o, y - 2 \  - 12 O. Sol. ( 2 ,  7 4), ( -4 .  ' 2).  

23. y 2 - 4 x - -  9 O, t L  i 2y 6 O. Sol ( 2, I ) ,  ( 2 ,  I ), (4, -5L (O, 3). 

25. 2x2-  5ry  1 2js2 O, x L  y L  5 O Jol ( 2 ,  I ) ,  ( 2, I ) ,  ( I ,  2), ( - I ,  -2). 

22. y * - 2 Y - 5  O, 312-2y2- 1 o SO/ (2,7, t 3,2). (--1.4, t 1,5) 

2 4 . 2 \ L t y '  6 O, \ ' - - y 2 - 4  O S o l  Imaginaria\ 

26. \"y*+ \-y O, l L  2 \ i -  3\ i 6~ 0 S o l  ( 3 ,  4), ( -  2 3,  - l , 3 ) ,  ( 3 ,  3 ) ,  (O, O). 

ECUtiCION DE U N  LUGAR GEOMETRIC0 

27. Hallar la ecuación de la recta 

a )  Situada 3 unidades a la derecha del eje 17. 

h )  Situada 5 unidades por debajo del ejc 1. Sol. y + 5 - o 
c ) Paralela al eje 1% y a 7 unidades del punto ( - 2, 2). Sol. \ - 5 O, x t 9 - o. 
d )  Situada 8 unidades a la iLquierda de la recta x - -2. Sol. -Y t I O  O 

Sol. Y - 3 -- o 

e )  Paralela al eje x y rnediatrii del segmento determinado por (2, 3) y (2, --7). 
Sol. y i 2 - o 

Sol 3 Y  + 1 1  o, x + I o. 
/ )  Que dicte 4 veces rnas de la recta Y =- 3 que de x -= -2.  

K )  Que pase por el punto (-2, -3) y sea perpendicular a la recta 1 - 3 -. O. Sol. y t 3 O 

h) Que equidiste de los ejes coordenadoi. Sol. y - Y -- O, y + x - o. 
i )  Que pase por el punto (3, - I )  y sea paralela a la recta y i 3 Sol. y + 1 = o 
J )  Que equidiste de las rectas y - 7 =- O e y i 2 = O. 

- O. 

Sol. 2 y -  5 = o 

28. Hallar la ecuación del lugar geométrico de loi$ puntos P ( x ,  y )  cuya di5tancia al punto fijo (- 2, 3 )  
sea igual a 4. 

29. Hallar la ecuación del lugar geométrico de loi puntoi P( Y, y )  que equidiiten de loc puntos fijos 

Sol. x2 t- y z  -t 4 x  - 6y - 3 -= O. 

(-3, I )  y (7 ,  5 ) .  Sol. 5~ 4 24'- 16 = O. 

- 30. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y )  cuyai dictancias al punto fijo (3, 2) sean 
la mitad de sus distancia5 al (-I ,  3). 

31. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P( 1, y )  que equidisten del punto ( 2 ,  3) y de la 
recta x $- 2 = O. 

32. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el punto (3, 5) y sea tangente a la recta y - 1 = O. 

Sol. 3x2 + 3yz - 261- - 1Oy i 42 -= O. 

Sol. y2 - 8~ - 6y + 9 = O. 

Sol. X* + y* - 6x - 1 0 ~  -+ 30 = O. 

33. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos 
( c ,  O) y (-c, O) sea igual a 2a, (2a > 2c). Sol. (uz- c2)w2 $- u2y2 = a4 - u2c2. 

34. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(Y, y )  cuya tuma de distancias a los puntoc 
fijos (2, 3) y (2, -3) sea igual a 8. Sol. 16u2 4- 7y2 - 6 4 ~  -- 48 -- O. 
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35. Hallar la ecuación del lugar geométrico de lor puntor cuya diferencia de distancias a los p 
fijos (3, 2) y (--5, 2) sea igual a 6.  Sol. 7+t2 - 9y2 + 141 + 36y - 92 = O. 

36. Hallar la ecuacihii del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a Is recta y + 4 = O sea igual 
a los dos tercios de su distancia al punto (3 ,  2). Sol. 4.r2 - 5y2 - 24x - 88y - 92 = O. 

37. Hallar la ecuación del lugar geométrico dc lo5 puntos cuya distancia al punto fijo ( -2 ,  2) sea tres 
veces su distancia a la recta I 3 O. Sol. 8uz -- y 2  - 76x t 4y + 136 = O. 

38. Hallar la ecuación del lugar gcométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los 
ejes coordenados sea igual a 9. Sol. x2 i- ~~~ ~~ 9. 

39. Hallar la ecuación de la inediatriL del segiiicnto determinado por los puntos de coordenadas (-3, 2) 
y ( 5 ,  -4). Sol. 4.r - 31’ == 7. 

40. Hallar la ecuación del lugar geoinétrico de los puntos que disteii 3 unidades del origen de coorde- 
nadas. Sol. x 2  + y 2  = 9. 

41. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (2, 3 )  y quc pale por el punto (5, - 1 ) .  
Sol. i2 i ,y2 - 4s -- 6y  - 12 O. 

42. Dados los puntos A(O, -2), B(O,4) y C(0, O), liallar la ccuacióii del lugar geométrico de los puntos 
P(x, y) de manera que el producto de laí pendiente5 de P A  y PB \ea igual a la pendiente de PC. 
Sol. y 2  - .ry - 2y -- 8 7 O. 

43. Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto mcdio de un  5egmento de 12 unidades de longitud 
cuyos extremos se apoyan conrtanteinente en lor ejes coordenadoí. So/. .y2 i- y 2  2 36. 

44. Dados los puntos A(-2,  3 )  y 4 3 ,  I ) ,  hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P ( x , y )  
de manera que la pendiente de P A  sea el recíproco, con Ggno contrario, de la pendiente de PB. 
Sol. x2 + y2 - s - 411 - 3 =-- o. 

I 



CAPITULO 3 

La línea recta 

UNA LINEA RECTA, analíticamente, es una ecuación lineal o de primer grado en dos variables. 
Recíprocamente, la representacion gráfica del lugar geométrico cuya ecuación sea de primer 
grado en dos variables es una recta. 

Una recta queda determinada completamente si se conocen dos condiciones, por ejem- 
plo, dos de sus puntos, un punto y su dirección (pendiente o coeficiente angular), etc. 

FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA: 

a) PUNTO-PENDIENTE. La ecuación de la recta que pasa por el punto Pl(xl ,  yl) y cuya 
pendiente sea m es 

y - y ,  = mix - xl). 

h) PENDIENTE-ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuación de la recta de pendiente m 
y que corta al eje y en el punto (O, b)  -siendo h la ordenada en el origen- es 

y = mr + h. 

c) CARTESIANA. La ecuación de la recta que pasa por los puntos P1(xl ,  yl) y P,(x,, yz)  es 

Y - Y 1  Y t - Y z  
x - XI  x 1  -.Y2 

- __ 

d) REDUCIDA O ABSCISA Y ORDENADA EN E L  ORIGEN. La ecuación de la recta 
que corta a los ejes coordenados x e y en los puntos (u, O) -siendo a la abscisa en el 
origen- y (O, 6) -siendo b la ordenada en el origen-, respectivamente, es 

x I' 
- + -- .= 1 .  
a h  

e) GENERAL. Una ecuación lineal o de primer grado en las variables x e y es de la for- 
ma A x  + By + C = O, en donde A,  B y C son constantes arbitrarias. La pendiente 

A C de la recta escrita en esta forma es m = - - y su ordenada en el origen b = - - 
B B '  

Y). f )  NORMAL. Una recta también queda determinada si 
se conocen la longitud de la perpendicular a ella trazada 
desde el origen (0,O) y el ángulo que dicha perpendicu- 
lar forma con el eje .v. 

Sea A B  la recta y ON la perpendicular desde el ori- 
gen O a A B .  

La distancia p (parámetro) de O a A B  se considera 
siempre positiva cualquiera que sea la posición de AB,  
es decir, para todos los valores del ángulo <t)  que la per- 

A 

pendicular forma con el semieje x. positivo desde O O 

Sean (.y1. j s 1 )  las coordenadas del punto C. 
1 

En estas condkimes, x, = p cos O), y ,  = p sen (I), y pendiente de AB = - - tg (0 cos w 

22 
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Llamando (.u, y )  otro punto cualquiera de AB,  .I' -- j t ,  - cot& w (.u -- .a-,), o hieti, 
cos ( 1 )  y -- p sen (,) = - (.Y - p cos (0). 
sen t o  

Simplificando, -Y cos ( 1 1  -t ysen t o  - - p  = O, que es la ezuacibn de la recta cn forma normal. 

REDUCCION DE LA FORMA GENERAL A NORMAL. Sean 4.u $ B I ,  i C -= O y s cos f , )  -4- y 
sen (o - p  = O las ecuaciones de una misma recta escritas en sus formas general y normal reipec- 
tivamente; los coeficientes de ambas ecuaciones han de ser iguales o proporcionales. Por tanto, 

? = k ,  siendo k la constante de proporcionalidad. -. 
cos (o sen ( I )  

-_ - __ 
A B C 

En estas condiciones, cos ( 1 )  := k A ,  sen (o := k B ,  --p 7~ kC.  Elevando al cuadrado y su- 
mando las dos primeras, cos2 ( 1 )  $- sen2 o) := k2(A2 -i LIZ) ,  o sea, 1 = kz(A2 -1- B2), de donde 

Teniendo en cuenta este valor de k ,  
A B 

Por consiguiente, la forma normal de Ax 4- By -1- C = O es 

A B 
- - O  v +  - _--  - _ _ _  - 

C 
____-I___ Y . +  ~~ ~ _ -  
t d A z - t B 2 '  _i t ' A 2 + B 2 -  1 2 / A 2 $ - B 2  

en la que se debe considerar el signo del radical el opuesto al de C. Si C = O, el signo del 
radical se considerará igual ai de B. 

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Para hallar la 
distancia d de u n  punto (x,, y , )  a una recta L, se traza la rec- 
ta L ,  paralela a L y que pase por ( .Y , ,  y,). 

La ecuación de L es x cos < I )  t- y sen ct) - p = O, y la 
ecuación de L ,  es x cos (O + y sen (f) - ( p  + d )  == O, ya que 
ambas rectas son paralelas. 

Las coordenadas de (x,, yl) satisfacen la ecuación de L,, 
x, cos (I) + y, sen cu - ( p  + d )  = O. Despejando la distancia d, 

d = x1 cos (o + y 1  sen to - p. 

ositiva; si estuvieran al mismo lado de L,  d seria negativa. 
En el caso de que (x,, y , )  y ei origen estén a distinto lado 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Deducir la ecuación de la recta que pasa por el punto P,(x, ,y , )  
y cuya pendiente, o coeficiente angular, sea ni. (Ver figura.) 

Sea & y )  otro punto cualquiera de la recta. 
La pendiente m de la recta que pasa por los puntos ( x , y )  

m = n, o bien, y - y1 = w(x - .y1). 
x - 'I1 

ducir la ecuacibn de la recta de pendiente m que corte al eje y 

i 
I 

de 

I 1 

la recta L, la distancia J es 
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Sea P(x, y )  otro punto cualquiera de ¡a recta. 

La pendiente m de la recta que pasa por (x, y )  y(0, b) es m = '-y '-. Por tanto, y = mx + b. 
x - o 

3. Hallar la ecuación de la recta (a)  que pasa por (-4, 3 )  y tenga de pendiente 4, (b) que pasa por (O, 5 )  
y tenga de pendiente -2, ( c )  que pasa por (2, O) y tenga de pendiente 4. 

Sea P ( Y ,  y )  otro punto genérico cualquiera de cada una de las rectas. 
Aplicando la fórmula y - y, = rn(x - xi). 

a) y - 3 = :(,Y + 4), es decir, 2y - 6 = x 4- 4, o bien, x - 2y -i- I O  = O. 

b) J - 5 2 -2(x - O), es decir, y - 5 = 2x, o bien, 2x + y - 5 = O. 

Esta ecuación también se puede obtener aplicando la fórmula y = mx + 6. 
En esta forma, 'y = -2x + 5, es decir, 2x + y - 5 = O. 

c: y - O = j ( x  - 2 ) ,  o sea, 4y = 3 s  - 6, o bien, 3x - 4y - 6 = O. 

4. Deducir la ecuación de la recta que pasa por los puntos ( x l ,  y,) y (x2, yz) .  
Sea (x, y )  otro punto cualquiera de la recta que pasa por (x i ;  y , )  y (x2, y2). 
Pendiente de la recta que une (x ,  y )  y (x l ,  y,) = pendiente de la recta que une (xi, y l )  y ( x ~ ,  y2) .  

Por tanto, 

- 5. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos (-2, -3) y (4, 2). 

y + 3  -3 -2  __ __ 
x -- x i  x1 - xz x i - 2  -2-4  

, o sea, 5x - 6y  -- 8 = O. - Aplicando ~ I.' -y1 - - Y' '2 , resulta _____ - . 

4. Deducir la ecuaciin de la recta cuyos puntos de intersección con los ejes son (a, O) y (O, b). (a  = abscisa 
en el origen, b := ordenada en el origen.) 

y - O  __ O-b Sustituyendo en ~ - ' 1  - - J ' 1 - r  J'z se tiene - -. I_____ o sea, bx + a y  = ab. 
x - x i  x i  - x *  x - a  a - O '  

X Y  

a b  
Dividiendo bx + ay = ab por ab se tiene -- -t - = 1. 

7. Hallar la ecuación de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 5 y -3, respectivamente. 

X Y  X Y 
a b  5 -3 Aplicando - + - = 1, se tiene la ecuación - + - = 1, o bien, 3x - 5y - 15 = O. 

8. Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta cuya ecuación- es Ax + By + C = O, 
siendo A,  B y C constantes arbitrarias. 

* C 
B 

b = - - .  A C A m = -- - 
B B B '  Despejando y ,  y =- - - x - -. Comparando con y = mx + b, 

C 
A 

C 
B 

Si B = O se tiene Ax + C = O, o bien, x = - -, recta p3ralela al eje y .  

Si A = O se tiene By + C = O, o bien, y -= - --, recta paralela al eje x. 
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9. Hallar la pendiente m y la ordenada en e l  origen h de la recta 2p + : I \  - 7 .  

3 7 Escribiendo la ecuación en la forma y =- m . ~  -t- h, y = - - Y i Luego s u  pendiente ec 
2 2 '  

-3/2 y su ordenada en el origen 712. 
Si se escribe en ¡a forma Ax- + By + C =- O. es decir. 3x t 2y - 7 - O ,  la pendiente 

-7 7 
~ _ _ _  C y la ordenada en el origen h - - ~ 

A 3 
B 2 B 

10. Demostrar que si las rectas A x  i- B y  i C = O y A ' x  4 B'p -t C' 
y que si son perpendiculares, AA' BB' - O. 

2 2 '  
m=--.=-- 

O 5on paralelas, A A '  = B B', 

11. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, --3) y es paralela a la recta q u e  une los pun- 
tos (4, I )  y (-2, 2). 

Las rectas paralelas tienen la misma pendiente. 
Sea (x, y )  otro punto cualquiera de la recta que pasa por (2, -3). 
Pendiente de la recta que pasa por (x, y )  y ( 2 ,  -3) -- pendiente de la recta q u e  pasa por (4. 1 )  

y (-2, 2). 

Simplificando, >i -c 61. -- 16 == O. y s - 3  - 1 - 2  -- __ ~ Por tanto, x - - 2  4 2 '  

12. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (-2, 3) y es perpendicular a la recta 2s - 3,v 
+ 6 = 0 .  

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es el recíproco con signo contrario 
Q de la pendiente de la otra. 

La pendiente de 2x - 3y + 6 = O, que está escrita en la forma general A x  B y  + C = O, 

3 
2 

Sea (x, y )  otro punto cualquiera de la recta que pasa por (-2, 3) y tiene de pendiente - -, 

3 
2 

Entonces, y - 3 = - -(x + 2). Simplificando, 3u i 2y O. 

13. Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento determinado por los 2untos (7 ,  4) y ( - - I ,  -2). 
El punto medio (xn, yo) del segmento tiene de coordenadas 

- I .  x-pp-p-  y" == -__ - ___--  - 3, 
x , + x ,  7 - 1  y ,  i y2 4 -- 2 

2 2 2 2 
__ n -  

3 4 
7 1 - 1  4 '  3 

Pendiente del segmento = _____ -' - - -- luego la pendiente de la recta pedida es igual a - --. 

4 
Sea ( x , y )  otro punto cualquiera de la recta que pasa por (3.  I )  y tiene de pendiente - - 3 '  

4 
3 Entonces, y - 1 = - -(x - 3). Simplificando, 4x4 + 3y - I5 7=7 O. 

** 



26 LA LINEA RECTA 

14. Hallar la ecuación de la recta que pasa por (2, -3) y tenga u n a  inclinación de 60". 
Sea (x, y )  un  punto genérico de la recta de pendiente m = tg 60" = ~ ' 3 .  

- - 
Entonces, y + 3 = 2/ 3(x - 2). Simplificando, .\/ 3x - y  - 3 - 22/ 3 = O. 

15. Hallar el valor del parámetro k de forma que: 
a)  
b) 
c )  

a) 

b)  

3kx + 5y + k -- 2 = O pase por el punto ( - l , 4 ) .  
4x - ky - 7 = O tenga de pendiente 3 ;  
k x  - y  = 3k - 6 tenga de abscisa en el origen 5. 

Sustituyendo x = -I, y = 4 :  3k(-I) + 5(4) + k - 2 = O, 2k = 18, k = 9. 

A 4 4 Aplicando la forma A x  + By + C = O, pendiente = - - = - ~- -- = 3, k = - 
B -k  3 '  

4 7 
k k O bien, reduciendo 4x - ky - 7 = O a la forma y = mx + 6 ,  y = - x - -. 

4 4 
Por tanto, pendiente = -- = 3, 3K = 4, k = -. 

k 3 

3k-6  
c) Paray = O ,  x = -- - 5. De aquí resulta 3k - 6 = 5k, k = -3. 

k 

16. Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente - 3/4 que formen con los ejes coordenados un trián- 
gulo de area 24 unidades de superficie. 

3 3 
4 4 

Una recta de pendiente - - y ordenada en el origen b viene dada por y = - -- x +- 6. 

4 Para x = O,  y = b ;  para y -- O, x = - b. 
3 

A T P  del triángulo = 3 (producto de los catetos) -i 3 ( b  . - b)  = - b2 = 24. 4 2 
3 3 

De aquí se deduce que 2b2 = 3í24), b2 = 36, 
3 
4 

b = $-6, y las ecuaciones pedidas son 

y = - - x & 6, es decir, 3x + 4y -- 24 = O y 3x + 4y + 24 =- O. 

17. Hallar e! lugar geométrico representado por las ecuaciones siguientes : 
U )  x2 + 8xy - 9y2 = O ;  
6 )  2 - 4 x 2 - x  + 4 = o. 

U )  Como la ecuación se descompone en los factores (x - y )  (x + 9y) = O, el lugar que representa 
son las dos rectas x - y  = O, x + 9y = O. 

Descomponiendo en factores, (x - I )  (2 - 3 s  - 4 )  = (x - I )  (x + I )  (x - 4) = O. 
Por tanto, representa las tres rectas .Y - 1 = O, x + I = O, x - 4 = O. 

b)  

18. Hallar el lugar geométrico de los puntos ( x ,  y )  que disten el doble de la recta x == 5 que de la 
rectay = 8. 

Distancia del punto (x, y )  a la recta x 1 5 = &2[distancia de (x, y )  a la recta y = 81, 
es decir, x - 5 = -1 2(y - 8). 

Por consiguiente, el lugar geométrico está constituido por el par de rectas 

x - - S y t  1 1  = O  y t 2 ~ ' - 2 1  - ~ O , o s e a , ( s - 2 y + i t ) ( x - 1 - 2 y - 2 1 ) = 0 .  
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ECUACION NORMAL DE LA RECTA. 

19. Trazar las rectas A B  para los valores de p y ( 1 )  que se indican y escribir sus ecuacienes respectivas. 

0) p = 5 ,  ir) = ni6 = 30". c )  p = 4, (o =- 4x13 : 240". 
h)  p =; 6, io = 2x13 = 120". d )  p -i 5, <U = 7n/4 = 315". 

a)  

b)  
c )  

d )  

x cos 30" + y sen 30" - 5 = O, es decir, id3x + hy - 5 = O, o bien, d/3x + y - IO = O. , 
x cos 120" + y sen 120" - 6 = O, es decir, - 3x + hv'jy - 6 = O, o bien, x - 2/3y + 12 = O 
.x cos 240" + y sen 240" - 4 = O, es decir, - $ x  - $ d 3 y  - 4 = O, o bien, x + .\/?y 4- 8 = O. 

x cos 315" + y sen 31 5" - 5 = O, es decir, 
- I I 

x - --. y - 5 = O, o bien, x - y  - 5 2/2 =- O 
t i 2  \ / 2  

20. Reducir a forma normal las ecuaciones siguientes y hallar p y (u. 

u )  d 3 x  + y  - 9 == o. C) ~ + y - + 8 = 0 .  e )  4y- 7 = O. 
bE 3 x - 4 y - 6  = O .  d )  12x - 5y = o. f )  x f 5 - 0 .  

A B C La forma normal de A x  + By 4- C = O es _ _ _ ~  ---y + 
_- - 

a) A = dZ E = I ,  d/~2 + 8 2  = d3 + I = 2. Como C C =  -9) es negativo. d2"T se toma 
con signo positivo. La ecuación en forma normal es 

d3 1 9 d7 I 9 -x + --y - - = o, , sen rtJ = - p -- (v = 30". 
2 2 2 2 '  2 '  

y cos f t )  = - 

Como sen ( 1 )  y cos ( 1 )  son ambos positivos, LO está en el primer cuadrante. 

h)  A = 3, B = -4, %/A2 + B2 = d9 + 16 = 5. La ecuación en forma normal es 

Como cos 01 es positivo y sen w es negativo. (I)  está en el cuarto cuadrante. 

c )  A = 1 ,  B = I, v'A2 + B2 = v'2. Corno C ( -  + 8) es positivo, el radical se toma con signo 
negativo. La ecuación en forma normal es 

I 
y cos I O  = sen w = - -, p = 4& ( 1 )  = 225". 

- 1 I 
- - X  - --y - 4 4 2  = O, 

v9 4 2  d2 
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Conlo cos ( 1 )  y sen ( 1 )  \on negativos, o) está en el tercer cuadrante 
-.- 

d )  1 A2 + B2 
B ( -  - 5) ,  con lo cual, \en ( 1 )  sera po\itivo y f f )  

2/ 144 1 - 7 5  - 13 Como c - O, el radical \e toma con el mi \mo signo que 
180 . La ecuación en forma normal es 

12 4 C I l  (O 5 , p - O, 111 ~ 157 23'. 13 ' 13 
O, y cos ( 1 )  - 

12 5 
13 ' 13-' 

Como cos ( I )  es negativo y sen ( 1 )  e\ positivo, ( o  está en el 4eguiido cuadrante. 

P )  A O, B = 4, \ / A L  c B2 - 4. La ecuación en forma normal e\ 

( 1 )  90" 
7 
4 '  

O, y C O ~  ( 1 )  - O, sen 11) I ,  p -= 
7 
4 

O, es decir, y --- 
4 7 
4 y -  4 

-_ 
f )  A I I ,  B = O, z / A 2  i B2 = I .  La ecuación en forma normal es 

=- O, e\ decir, --x - 5 = O, y COI ( J )  - I ,  sen ( 1 )  = O, p = 5,  11)  = 180 . 1 5 
x t  -1 -- 1 

21. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (4, -2) y distan 2 unidades del origen. 

La ecuación de las rectas que pasan por el punto (4, -2) es y 4- 2 = m(x --- 4), o bien, 
mx - y  - (4m 4- 2) = O. 

m x - y - ( 4 m  + 2) __ 
La forma normal de mx - y - (4m 1 2) = O es - - O. 

-i i/m2 + I 

4m E 2 

i d m 2  t 1 
= 2, o bien, (4m + 2)2 = 4(m2 + I ) .  Resolviendo, m = O, - 4 

3 .  Luego, p 

4 
3 

Las ecuaciones pedidas son y + 2 = O, e y 1 2 = -- (,Y - 4), o bien, 4x + 3y - 10 = O. 

22. Hallar la distancia d desde a )  
h)  

la recta 8x i 1 Sy - 24 = O al punto (-2, -3). 
la recta 6x - 8y 1- 5 -- O al punto (--I, 7 ) .  

8 x  + I sy  - 24 
-= O. = O, 0 bici,, __ _-____- 8.y -/ 1.5)) - 24 

17 a) La forma normal de la ecuación es 
C v'8;+ (15)2 

8(--2) 1- 15(-3) -- 24 -85 
(j == __ ~- __ _. - -= -5. Como d e\ negativo, el punto (-2, -3) y el ori- 

17 17 
/" gen e5tán al mismo lado de la recta. 

6 s  - 8y 4 5 . 6 - y - 8 ~  + 5 
6) La forma normal de la ecuación es - __-- - = O, o bien, = O. 

--V'6' + (-8)2 --IO 

6(---1) - 8(7) + 5 --57 ' 
d -  - 

~ 5,7. Como u' es positivo, el punto (-1, 7) y el origen están 
-10 --IO 

a distinto lado de la recta. 

23. Hallar las ecuaciones de las biwctrices de 19s ángulos formado5 por las rectas 

- \  ' ( L , )  3~ + 4~ C 8 -- O * I  

# 1 ' 3  
y (L , )  5~ + 121,- 15 =- O. 
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( L , )  74 - I I - o, 

Sea P ’(,Y’, y ’ )  un  punto genérico de la bisectriz L,. 

Tend remos, 
3 ~ ’  - 4 ~ ’  + 8 

-5 
5x’ + 12y’ - 15 

13 
d _L.---__-- d - , 2 - 1 

Para todo punto de L,  se verifica que dl y d2 son 
iguales en valor absoluto. 

Los puntos P’ y el origen están al mismo lado 
de L ,  pero a distinto lado de L,. Luego dl es nega- 
tivo y d, posijivo, y d, = -d,. Así, pues, el lugar 
geométrico de P’ viene definido 

5x’ $- l2y’ - I5 
_. 

3 ~ ’  - 4y’ -t 8 -- __ - -- 
-5 13 

Simplificando y suprimiendo las primas, la ecua- 
ción de L,  es 14x - 112y + 179 i- O. 

Análogamente, sea P ” ( x ” ,  y”)  un punto ge- 
nérico de la bisectriz L,. Como P” y el origen están 
a distinto lado de Ll y L,, las distancias d, y d, son 
positivas y d, = d,. 

l 

3 , ~ ”  - 4 ~ ”  + 8 
-5 

5 ~ ”  + 12,~” - 15 -- 
13 Por tanto, el lugar de P” es 

Simplificando y suprimiendo las primas, la ecuación de L ,  es 64x + 8y + 29 = O. 
Obsérvese que L ,  y L ,  son rectas perpendiculares y que la.pendiente de una de ellas es el recí- 

- 

proco con signo contrario de la pendiente de la otra. 

24. Haliar las ecuaciones de las paralelas a la recta 12x - 5y - 15 = O que disten de ella 4 unidades. 
12~’-5y’- 15 ‘. 

= f4. 
13 Sea P ’ ( x ‘ ,  y ’ )  u n  punto genérico cualquiera de la recta pedida. Entonces, 

Simplificando y suprimiendo las primas, las ecuaciones pedidas son 
I 2.u - 5~ - 67 -= O y 1 2 Y - 5 , ~  + 37 = O. 

25. Hallar el valor de k para que la distancia d de la recta 8 u  + 15y + k == O al  punto (2, 3) sea igual 
a 5 unidades. 

= ! 5 Resolviendo, k -- -146. 24. 
8(2) -I 1 3 3 )  + k 

d - 
t 17 

7h 1 17k -I 65  
de (h.  k )  a L,  ec d, ~ -tm 
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Estas dist ncias son todas n 
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gativas ya que el punto y el rigen están al mismo lado de cada 
recta. Luego d,  = d, = d,. 

7 h - k + 1 1  h + k - 1 5  . Simplificando, 3h + k = 16. - Como dl d,, __ 
-542 42  

7 h - k  + 1 1  - 7h + 17k + 6 5  
Como dl = da, - __-_ . Simplificando, 4h - 7k = 13. -542 -1342 
Resolviendo el sistema formado por 3h + k = 16 y 4h - 7k = 13 se obtiene, h = 5, k 1. 

27. Dado el triángulo de vértices 4 - 2 ,  I) ,  B(5, 4), C(2,  -3), hallar 
la longitud de la altura correspondiente al vértice A y el área del 
mismo. 

, o bien, 7 x  - 3y - 23 = O. Y + 3  - 4 + 3  Ecuación de BC: ~ - x - 2  5 - 2  
7(-2) - 3( 1) - 23 -40 Distancia de BC a A = 

Longitud de BC = d(5- 2)2 + (4 + 3)2 = 458. 

Area del triángulo = 4 ( 6 8  . - ,558) = 20 unidades de super- 

- -- -- = ~ 

4G-i- 4%' 

' C  

ficie. 

HAZ DE RECTAS. 

28. Hallar la ecuación del haz de rectas 

de pendiente -4, 
que pasa por el punto (4, 1), 
de ordenada en el origen 7 ,  
de abscisa en el origen 5, 
cuya suma de coordenadas en el origen sea 8, 
cuya ordenada en el origen sea el doble que la abscisa en el origen, 
que una de ¡as coordenadas en el origen sea el doble de la otra. 

Llamemos k ,  en cada caso, la constante arbitraria o parámetro del haz. 
Sea k = ordenada en el origen del haz de rectas cuya pendiente es 4. 
De la expresión y = mx + b se obtiene la ecuación pedida, y = -4x + k, o bien, 4s  + y - k=O. 
Sea k = pendiente del haz de rectas que pasa por el punto (4, I ) .  
Sustituyendo en y - yi = m(s - xl), la ecuación pedida es 

Sea k = pendiente del haz de rectas cuya ordenada en el origen es 7. 
De y = mx + b se obtiene la ecuación, y = k x  + 7, o bien, k x  - y  + 7 = O. 
Sea k = pendiente del haz de rectas cuya abscisa en el origen es 5. 
De y - y ,  = m(x - xl) se obtiene la ecuación, y - O = k ( x  - 5 ) ,  o bien, k.u - y - 5k = O. 
Sea k = abscisa en el origen del haz de rectas. Entonces. (8 - k )  = ordenada en el origen de 
dicho haz. 

y - 1 = k ( x  - 4), o bien, kx - y  + 1 - 4k = O. 

X Y  X Y 
a b  k 8 - k  

De - + -. = 1 se obtiene la ecuación, - + -~ = 1,  o bien. (8 - k1.y + k y  - 8k + k 2 =  O. 

Sea k = ordenada en el origen. Entonces, $k = abscisa en el origen. 

De - x y  -+ -- = 1 se obtiene la ecuación, ~ X Y  + - = I ,  o bien, 2s + y - k = O.  
a b  hk k 
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ordenada en el origen 
abscisa en el origen g) Pendiente de una recta = - -- - . Cuando la abscisa en el origen sea igual 

a (&) el doble de la ordenada en el origen, la pendiente es T i ;  cuando la ordenada en el origen sea 
numéricamente igual al doble de abscisa en el origen, la pendiente de la recta es ~ 2 .  Sea k = orde- 
nada en el origen. De y = mx i- 6,  lai ecuaciones del haz de rectas pedido son y = &f.x  -+ k 
e y  =_ 3 2 s  + k. 

- 

29. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (-2, -4) y cuyas coordenadas en el origen 
suman 3. 

La ecuación del haz de rectas que pasa por el punto (-2, -4) es y + 4 = m(x + 2). 
4 - 2rn 

m 
Para x y= O, y = 2m - 4. para y = O, x = 

4 - 2 m  
m La suma de las coordenadas en el origen es 3. Luego, 2m - 4 $- 

Simplificando, 2m2 - 9177 + 4 z= O. 

Sustituyendo estos valores de in en y + 4 = m(x + 2), las ecuaciones pedidas son, y + 4 

= 3. 

Resolviendo, (2m - 1 )  (m - 4) = O, m = 4, 4. 

- 1  2(.r 4- 2) e 1' -t- 4 = 4(x -t 2), o sea, x - 2y - 6 = O y 4x - y  + 4 = O. 

30. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x - 2y + 10 = O 
y 4s  -t 3y - 7 - O y por el punto (2, I ) .  

3s  - 2y -t I O  + k(4 x + 3y - 7) = O es la ecuación del haz de rectas que pasan por el punto 

Corno la recta pedida ha de pasar también por el punto (2, l) ,  3 . 2 - 2 .  1 +- 10 + k ( 4 .  2 

Despejando k de esta ecuación resulta k y= -7/2. La recta pedida es 

de intersección de las do\ dadas. 

-c 3 1 - 7) o. 

7 
2 3 \ - 2y + 10 - -(4x + 3y - 7) = O, o Gen, 22x i- 25y - 69 = O. 

31. Hallar la ecuación de la perpcridicular a la recta 4.w + y - 1 = O que pase por el punto de inter- 
sección de 2.r - 5y 4- 3 --- O y .r - 3y - 7 -= O. 

La pendiente de la recta 4x + y - 1 = O es -4. Luego la pendiente de la recta pedida es ). 
La ecuación del haz de rectas que pasa por el punto de intersección de 2x - 5y + 3 - O 

y s - 3 y - 7  = Oes 

2.1 -- 51% -1 3 -1 A ( r  -- 3y -- 7) = O, o bien, (2 + k)x - (5 + 3 k ) y  + (3 - 7 k )  -i O. ( I )  '- 
5 4 3k 

y la pendiente de la recta pedida es a. La pendiente de cada una de las rectas del haz e5 

2 + - k  1 Por tanto, ___-- = -, de donde, k = -3. 

Sustituyendo este valor de k -= -3 en ( I )  resulta la ecuación pedida, ,Y -- 4y - 24 - O. 
5 + 3 k  4 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Hallar las ecuaciones de las rectas que wtisfacen las condiciones siguientes: 

u )  Sol. y - 3x - 2 = o. 
h )  Pasa por (O, -3). 117 = -2 Sol. y t 2 r  1.3 =o. 
c ) Sol. x - 3y + 12 = o. 
d )  Pasa por ( O ,  - I ) ,  t n  : O. Sol. y + I = o. 
e )  Sol. 4x + 3y - 9 = o. 

Pasa por (O, 2), 177 -= 3 

Paia por (O, 4), m = 113. 

Pasa por (O, 3), tn = -4/3. 
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2. Hallar la ecuación de las rectas que pasail por lor puntos: 

a )  ( 2 ,  - -3)  y (4, 2) .  Sol. 5u--2y- 16 O. 
h )  (---4, I )  y (3, - 5 )  Sol. (,Y t 7y + 17 ~ O .  
c) (7-0)  y (O, 4). Sol. 4~ -1 7y--28 O. 
4 (0, 0) y ( 5 ,  -3). Sol. 31 t 5y O. 
e )  ( 5 ,  -3) Y ( 5 ,  2 ) .  Sol. \ - 5 O. 
f )  (-5. 2) Y (3, 2). Sol. y - 2 = o. 

3. En el triángulo de vértices A(-5, 6), B(-- I ,  --4) y C(3, 2). hallar, 
a) 

O. 
6) el punto de interseccion de las mismas. Sol. (- 1 ,  4/3). 

las ecuaciones de sus medianas, 
Sol. 7~ -+ 6 ~ -  1 ?,O, . .Y 1- 1 - O, Y - 6 y  -7 9 -= 

4. a )  
Sol. 2x + 3y - 8 = O, 2 s  - y  - 2 =- o, 2x -- 5y i 4 = o. 

h)  Hallar el punto de intersección de dichas alturas. 

Hallar las ecuaciones de las alturas del triángulo del Problema 3. 

Sol. ( 7  4 '  3 )  2 '  

5 .  a )  

h )  

Hallar las ecuaciones de las mediatrices del triángulo del Probleina 3. 

Hallar el punto de intersección de dichas mediatrices. 
Sol. 

Sol. 2~ - 5y + 1 I == O, 2.x - y  i- 6 --- O, 2.y 4- 3y -t 1 O. 

(-1918, 5/4). Este es el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

6. Demostrar que los puntos de interwcción de las medianas, de las alturai y de las mediatrices de los 
lados del triángulo del Problema 3, están en línea recta. Sol. 21 - 33y 7 46 = O. 

7. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, 3) y cuya abscisa en el origen e i  el doble 
que  la ordenada en el origen. Sol Y , 2y - 8 - O 

8. Hallar el valor del pararnetro K en la ecuación 2x r 311 t K - O de forma q u e  dicha recta forine 
con los ejes coordenados u n  triángulo de área 27 unidades de superficie. Sol K 18 

9. Hallar el valor del parámetro K para que la recta de ecuación 21 3Kj - 13 O pase por el punto 
(-2, 4). Sol. K : 17/12. 

10. Hallar el valor de K para que la recta de ecuación 3x -- Ky - 8 = O forme u n  ángulo de 45 con 
la recta 2.u + 5y - 17 = O. Sol. K -= 7 -- 9/7. 

11. Hallar un punto de la recta 3x -t y + 4 ~ O que ccluidista de los puntos (-5, 6) y (3, 2). 
Sol. (-2, 2).  

12. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto ( I ,  -6) y cuyo producto de coordenadas 
en el origen es I .  

13. Hallar la ecuación de la recta de abscisa en el origen -317 y que es perpendicular a la recta 3x -4- 41: 

Sol. 9x 4- y - 3 -=y O, 4.u -4- y 4- 2 = O. 

- 10 = O. Sol. 2 8 ~  - 21y + 12 ~- O .  

14. Hallar la ecuación de la perpendicular a la recta 21- -1 7y - 3 ~ O en su punto de intersección con 
3 ~ - - 2 y - t 8 = : 0 .  Sol. 7 u - 2 ~  -t 1 6 - 0 .  

15. Trazar las rectas siguientes para los valorcs de  p y que re indican, escribiendo sur ecuacione, 

Sol. 
Sol. .u 4- y -- 2 o. 
Sol. .Y t'3.v - + ~  6 --= O. 
Sol. .x y 4 2 / 2  ~= O. 
Sol. 
Sol. y + 4 =-I O. 

6 , Y  4- y - 12 = o 
,- 

.Y - 3 =: O. 



d )  5.u + 122' = o. 

L A  L I N F A  RECTA 

Escribir las ecuaciones de las rectas siguientes en fonna normal. 
.Y 3 6 

v/ IO 

x +  - y - -  --- Ti3 1/13 d 1 3  

3 4 
p = 5 5 

U )  x - 3y + 6 -- O. Sol. - i- Y -  

6) 2x + 3 y -  I O  = O. Sol. 

Sol. -- x + - - - y  - 1 = O, c )  3s + 4y - 5 = O. 

d i 0  \'IO 

3 I O  
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Hallar p y ( 1 ) .  

3d10 - -- o, p -A- 

5 '  

- _  1odG 
13 ' 

-0 ,  p -  

1, i ! )  -= 53" 8'. 

( 1 )  = IO8 26'. 

' = 56" 19'. 

17. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
g ~ l o  formado por las rectas 4x - 3y -- 65 
Sol. 9x - I3y - 90 = O, 2u + 1 ly - 20 - O, 7.x + y - 70 = O. Punto ( I O ,  O). 

o, 7u - 24y + 55  = O y 3 u  + 4y - 5 = O. 

18. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
gulo cuyos lados son las rectas 7x + 6 y  - 1 1  = O, 9x - 2y + 7 = O y 6x - 7y - 16 = O. 
Sol. x + l3y + 5 := O, 5s - 3y - 3 == O, 4x + y - I =-: O. Punto (6/17, -7/17). 

19. Hallar las ecuaciones y el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del trián- 
gulo cuyos lados son las rectas J '  =:: O, 3 s  -- 4y =- O y 4.u - t -  3y - 50 = O. 
Sol. ,Y - 3y == O, 2.y -1 415 25 == O, 7.u - y -- SO -y: O. Punto (15/2, 5/2L 

20. Hallar el punto de interiección de la$ bisectrices de los ángulos interiores del triángulo de vértices 
(-1, 3 ) ,  (3, 6) y (3115, O). Sol. (1717, 24/7). 

21. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo cuyos lados 
sonlasrectas 15x-8y-t-25 = 0 , 3 + - 4 y - I O - O y 5 u +  i 2 y - 3 0 = 0 .  
Sol. (4/7, 114). Radio -= 13/7. 

22. Hallar el valor de K de forma que la distancia de la recta y -t 5 = K ( x  - 3) al origen sea 3. 
Sol. K -- 4 3 / 1 5 ,  3ci. 

. 
23. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan de la recta 5x + 12y - 20 =:: O tres veces más 

que de la recta 4x- - 3y -t- 12 :-= O. Sol. 181.u - 57y -t- 368 = O, 131x - 177y -t 568 == O. 

24. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de su distancia al (3, -2) sea igual a su dis- 
tancia a la recta Sx - 12y - 13 -== O. 
Sol. I 3x' f 1 3-v2 - 73.u - t -  401' - 1 -  156 == O, 13.4.' !- 1 32'' - 8 3 . ~  -t 64y 4- 182 = O. 

25. Hallar dos punto5 de la recta 5 r  -- 12y + 15 : O cuya diitancia a 3x 4- 4y - 12 = O sea 3. 

26. Hallar las ecuaciones de las paralelai a la recta 8.i -- i5y f 34 O que distan 3 unidades del punto 
(-2, 3). SO/. 8 ~ -  15y + 112 O, 8 ~ -  1 5 ~  t I O  O. 

27. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de la recta 3x - 4y - 2 - -  O y del punto 
(- I ,  2). Sol. lBx*+ 2 4 ~ ~  + 9y2 + 6 2 ~ -  1 1 6 ~  + 121 = O. 

A 
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28. Hallar el área y la longitud de la altura trazada desde A al lado BC de los triángulos cuyos vértices son: 

área = 33 unidades de sup&cie. 

Sol. Altura = -----, área = 33 unidades de superficie, 

, Sol. Aitura = ~- 
5 

66441 
41 

lidio 
a)  A(-3, 3). B(5, 5) .  C(2, -4). 

b)  4 5 ,  6), 4 1, 4), C(---4,O). 

c )  4--1,4), 41, -41, C(5,4). , Sol. Altura = ~- área = 24 unidades de superficie. 
1 2 d 5  

5 

d )  A(O,4), tJ(5, I),  C(i, -3). Sol. Altura = 4 d 2 ,  área = 16 unidades de superficie. 

29. Hallar el valor de K en las ecuaciones de lac rectas siguientes de forma que se verifique la condición 
que se indica. 
a) (2 + K)x - (3 - K)y + 4K + 14 = O, pase por el punto (2, 3). 
6) 
c) 5x - 12y + 3 + K 
igual a 4. Sol. K = -16. K = 88. 

Sol. K = -1 .  
Kx + (3 - K ) y  + 7 = O, la pendiente de la recta sea 7. Sol. K -= 712. 

O, la distancia de esta recta al punto (-3, 2) sea, en valor absoluto, 

30. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x - 5y 4 9 = O 
y 4x + 7 y  - 28 = O y cumple la condición siguiente: 
a) Pasa por el punto (-3, -5). Sol. 13x - 8y - 1 = o. 
6) Pasa por el punto (4, 2). Sol. 3 8 ~  + 8 7 ~  - 326 = O. 
c) 
d )  

Es paralela a la recta 2x + 3y - 5 = O. Sol. 82x + i23y - 514 = O. 
Es perpendicular a la recta 4x + 5y - 20 = O. Sol. 205x - í64y + 95 = O. 

e) Iguales coordenadas en el origen. Sol. 4 1 ~  + 41y - 197 --i O, 1 2 0 ~  - 77y = O. 

31. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas x - 3y + 1 = O 
y 2x + 5y - 9 = O y cuya distancia al origen es (a) 2, (6) d% 
Sol. (a) x - 2 = o, 3x + 4y - I O  = o; (b)  2x + y - 5 = o. 



CAPITULO 4 

La circunferencia 

NA CIRCUNFERENCIA, analíticamente, es una ecuación de segundo grado con dos varia- 
bles. Ahora bien, no toda ecuación de este tipo representa siempre una circunferencia; solo 
en determinadas condiciones es cierto. 

Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio. 

LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k )  y radio r es 

(x - h)2 -t ( y  - k)2 = r2. 

Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuación toma la forma x2 + y2 = r2.  
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuación del tipo 

x2 + y2 + DX + Ey + F = O. 

Si escribimos esta ecuación en la forma 

x2 + DX + y 2  + Ey + F =  O 

y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene, 
0 2  E2 D2 E2 

4 + - - -F  x2 f DX + 7 f y2  + Ey + -= ~ 4 4 
2 D 2 +  E’-4F 

o bien 

El centro es el punto 

(. + +)2 +(. + ;) 4. - . 

y el radio r = 4 d\/o” + E2 - 4F. ’ 

Si D2 + E2 - 4F > O, la circunferencia es real. 
Si D2 + E2 - 4F < O, la circunferencia es imaginaria. 

Si De + E2 - 4F = O, el radio es cero y la ecuación representa al punto 

PROBLEMAS RESUELTOS 

r la ecuación de la circunferencia de centro (--2, 3) y radio 4. 

2)2 + ( y  - 3)2 = 16, o bien, x2 + y2 4- 4x - 6 y  =-.J. 

as coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x2 4- y2 - 3x + 5y - 14 = O 
sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b)  aplicando la fórmula 

iral. * ~ 

9 25 9 25 
4 4 4 4  

x ~ - . 3 x + - + y 2 + 5 ~ + - = 1 4 + - + - , o s e a ,  

35 
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3. Hallar el valor de k para que la ecuación v2 -I y2 - 8s I IOy t k -- O represente una circunferencia 
de radio 7 .  

Como r - ,!\/fi2 C E2- 4F. resulta 7 - ?a$- 100- 4k. Elevando al cuadrado v resol- 
-~ _ _ _  __.. _ 

5. Hallar la ecuación de la circunferencia de manera que uno de ius diámetro? sea el segmento que une 
los puntos (5, - - I )  y (--3. 7 ) .  

5 - 3  
- - = I ,  k 
2 

Lai coordenadas del centro son / I  - -' __ t 7  __ - 3 .  
2 

El radio e i  r = \'(5 1)' i (-1 ---3)* \ 16 1 16 4 d 2 .  

Luego (s - 1 )" 1 0% - 3)2 32, o bien, t 2  + y* - 2 u  --- 6~3 22. 

6. Hallar la ecuación de la circunferencia que pase por el punto 
(O, O), tenga de radio Y 13 y la abscisa de su centro sea - 12. 

Como la circunferencia paia por el origen. 

h2 t k 2  = r2,  o 144 - k' 169 

Resolviendo; k2 = 169 - 144 25, k t 5. 

Luego, (x + 12)2 i- ( y  - 5)' ~ 169 
Y (x + 12)' + ( y  t 5)2  169. 

Desarrollando, x2 + y2 + 24; - 1Oy O 
Y 1' 4 y2 + 24\ t1Oy - O. 

7. Hallar la ecuación de la circunferencia que paia por los puntos 
( 5 ,  3), (6, 2 )  Y (3, - 1 ) .  

Cada una de las expresiones 

contiene tres constantes indeterminadas con lo que serán nece- 
sarias tres condiciones para determinarlas Como la circunferen- 
cia debe pasar por los tres puntos dddos. se pueden hallar los 
coeficientes sustituyendo lai coordeiiadas de loi puntos en lugar 
de x e y resolviendo, a continuaci&i, las tres ecuacionei lineales 
en D, C y F Estas ecuacionei son 

25 4 9 + S D  31: t I -  O, 
36 - 1 4  I 6 B  2E + P O, 
9 1 - 1  $ - 3 D - -  E * I' - 0 .  

' 7  I 

-- c 

I 

Resolviendo el 5istema se obtiene, D -8, E - - 2 y F - 12. 
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuación de la circunferencia x2  4 y' 8 x  - 2y 

12 - o. 



LA CIRCUNF-ERkNCIA 

Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 
(2 ,  3) y (--I, I )  y cuyo centro está situado en la recta .Y - 3y 
- 1 1  =o .  

Sean ( / I ,  k )  las coordenadas del centro de la circunferen- 
cia. Como (h, k )  debe equidistar de los puntos (2 ,  3 )  y (- I ,  I ) .  

v(h - 2)' + (k - 3)2  = \ / ( / I  t k)2 -L ( k  -- 1 )'. 

Elevando al cuadrado y simplificando. 6h -4  4k ~ I I .  
Como el centro debe estar sobrc la recta .Y - 3 )  - - I I - O 

Despejando los valores de h y k de estas ecuaciones se 
se tiene. h - 3k = I I .  

7 5 k = -- 
2 2 '  deduce, / I  - --, 

37 

La ecuación pedida es o bien, xz 7- y2 - 7x -C 5y - 14 = O. . 

9. Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita en el triángulo 
cuyos lados son las rectas L , :  2 ~ , -  3y t 21 ~ O, 

L, 2r t 3 y  t 9 o 
L,' 3~ - 2 ~ -  6 -- O ,  

Como el centro de la circunferencia es e l  punto de inter- 
\ección de las bisectrices de loc ángulos interiores del triángulo 
será necesario hallar, previamente, las ecuacionef de dichac bi- 
sectrices. Sean (h ,  k )  las Coordenadas del centro Para determinar 
la bisectriz ( I  ) (ver Figura) 

2 h - 3 k  21 3h-  2 k - b  
, o bien, h - k t 3 -- O. ____-_ 

-- s i 3  \/I3 
Para la bikectriz (2) 

2h i 3k + 9 211-3k + 21 , o  bien, 6k - 12 = O - - ____ - ___ -_______ 
-143 - di3 

13 
- -I_ 

2(- I )  + 3(2) t- 9 
di3 \/ I3 Luego, k = 2, h - - I ,  y r - 

Sustituyendo en(x - + (y - k)' =I r2,  (x 4 I )2  1 (.Y -- 2)' 

10. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo 
cuyos lados son las rectas x + y - 8, 

2x  + y - 14, 

Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie- 
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1 )  y (8, -2). 

Sustituyendo estas coordenadas en la ecuación general de la 
circunferencia, x2 -+ y2 + DY t Ey t F - O, resulta el sistema 

3 x  + J' - 22. 

siguiente: 6 0  + 2E + F --40, 
7 0  -i- E f F -50, 
8 D - 2 E  1 F -68. 

cuya 5oluciÓn proporciona los valores 0 = -6, E -- 4 y F = -12. 
Por sustitución se deduce ia ecuación pedida 

+ 44'- 12 = o. - 

I 

13, o sea, x2 + y* + 2x  - 4y=8. 

\ y t \  :: 
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11. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el punto (--4, 2) y que sea tangente a la recta 
3x 4- 4y- 16 = 0.  

El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (-4, 2) a la recta. 

3(-4) + 4(2) - 16 ~ 20 I 
- l = 1 -  1 = i-41osea4. 

r - /  5 1 

La ecuación pedida es ( Y  + 4)2 + ( y  - 2)2 = 16, o x2 + y2 + 8x - 4y t 4 = O. 

12. Hallar la ecuación de la circunferencia que pase por el 
punto (-2, 1 )  y sea tangente a la recta 3x - 2y - 6 = O en 
el punto (4, 3). 

Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos 
(-2, 1) y (4, 3), su centro estará situado sobre la mediatriz 
del segmento que determinan. Por otra parte, también debe 
pertenecer a la perpendicular a la recta 3x - 2y - 6 = O 
en el punto (4, 3). 

L.a ecuación de la mediatriz del segmento es 3x + y  
- 5 = 0 .  O 

- 6  = O en el punto (4, 3) es 2x + 3y-  17 = O. 

- * x 
La ecuación de la perpendicular a la recta 3x-  2y \ 3 ~ - 2 ~ - 6 =  O 

/ 

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x + 3y - 17 = O y 3x + y - 5 = O 

13. Hallar el lugar geométrico de los vértices del ángulo recto de los triángulos cuyas hipotenusas son 
el segmento que determinan los puntos (O, b) y (a, 6). 

Sea (x, y )  el vértice del ángulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la 
pendiente de uno de ellos debe ser el recíproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir, 

x - a  _. Y - b  - 1 -___ 
Y - b  y - b ‘  ____ x - o  
x - a  

Simplificando, ( y  - b)2 = - x(x - a), o sea, x2 + y2 - ax - 2by + b2 = O (una circunferencia). 

14. Hallar la longitud de la tangente desde el punto P,(xl, yl) a la 
circunferencia (x - h)2 + ( y  - k)2  = r2. 

12 = ( P1C)2 - rz ,  
/2 = (xi - h)2  + (yl - k)2 - r*, 

/ = d ( x l  - 

o bien 

de donde 
-_I_------ + ( y l  - k)2 - r2. 

En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde 
un  punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual a la 
raíz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena- 
das del punto en la ecuación de la misma. 

I - c 
O X 



x2 -t y2 + d,x + e,y + . A  = 0 
Y x2 4- yz -t d,x + e,y + f, = O.  

Sea P'(x' ,  y') un  punto genérico cualquiera del eje radical pedido. 
-_____ - _._- - - ~  - + 2,x' + e,y' + f i  y I, = dx '2  + yf2 

~ _- --- ~ -~ 
y'2 + d,x' i- e,)]' +f, = dxt2 + y'2 + 
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5. Dejnicrón. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los 
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud. 

Deducir la ecuacijn del eje radical de las circunferencias, 

.___ 

Tendremos I, = d x f 2  + 
Como 1, = I,, v'x'2 t 

(h - I)' + (k  - 2)' 

Elevando al cuadrado, simplificando y supriiniendo las primas, ( d ,  - d2)x + (e ,  - e& +f, - f 2  

= O, que es la ecuación de una  recta. 

16. Hallar la ecuación de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de intersección de dos 
dadas. 

Sean xe + y 2  + d,x + ely + f, = O y x2 + y2 + d2x + e,y + f 2  = O, dos circunferencias se- 
cantes. 

La ecuación x2 + y2 + d,x + e,y +.f, t K(x2  + y2 + d2x + ezy +fA = 0 representa a dicha 
familia, ya que las coordenadas de los puntos de intersección satisfacen a las ecuaciones de dichas 
circunferencias. 

Para todos los valores de K, excepto para K = -1, se obtiene una circunferencia. Para K = -1,  
la ecuación se reduce a una recta, que es la cuerda común de dichas circunferencias. 

17. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por 
los puntos A(1, 2), B(3, 4) y sean tangentes a la recta 
3x + y  - 3 = o. 

Para hallar las coordenadas del centro, C(h, k), se 
tienen en cuenta las igualdades C A  = CB y CA = CN, es 
decir, 

(h - + (k - 2)' = (h  - 3)' + ( k  - 4)' 

,. . % -  ,. -... 1 3 h  + k - 3 \z 

== \- dit¡ 

\- Desarrollando y simplificando se obtiene, 

h + k = 5  
hz + 9k2-6hk -2h  -34k + 41 = O. 

Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan h = 4, k = 1 y h = 3/2, k = 7/2 .  

Teniendo en cuenta (x - h)2 + ( y  - k)2 = r2, tendremos 

Desarrollando estas ecuaciones, resulta x2 + y2 - 8x - 2 . ~  + 7 = 0 Y X2 Y2 - 3x - ' y  
12 = o. "t- 

ar ia ecuación de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 3x -I- 4~ - 16 = o en 
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Sean (h,  k )  las coordenadas del centro. 
3h + 4k - 16 

5 Entonces 

Por otra parte, 
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7, 5) y ( I ,  -3). 
Las ecuaciones de las dos circunferencias remectivas son (x - 7)' + ( y  - S)2 = 25, y (x - 

: + 5 ,  o bien, 3h + 4k - 16 = 1-25. 

(h  - 4)2 + (k - 1)' = 25, es decir, h2 i k 2  - 8h - 2k = 8. 

+ ( y  + 3)s = 2 s .  

19. Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las 
rectas 3x - 4y  + 1 = O y 4x + 3y - 7 = O y que pasan por 
el punto (2 ,  3). 
' Sea (h,  k )  las coordenadas del centro. Entonces, 
311 - 4k + 1 4h + 3k - 7 

-5 5 
O 7 h -  k - 6  = O. ( U )  _. 

~ __ _.__ - . .~ 

3h - 4k + 1 
--5 Por otra parte, como r = 1 

' - ("-2 + I 
j z  

(h  - 2)' + (k - 3 )  - 

o bien, ( h )  

Resolviendo el sistema de ecuaciones (u) y (b)  se obtienen, 
para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2 ,  8) 

16h2 + 9k2 - 106h - 142k + 24hk + 324 = O. 

Y (6/5,  12/5). 
3h - 4k t 1 

-5 Para la circunferencia de centro (2 ,  8), r = 

la misma es ( x  - 2)' + ( y  - 8)' = 25. 

6 - 3 2 + 1  
-5 - = 5 y la ecuación de - 

Para la de centro 

20. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 
x + y  + 4 = O  y 7 x - y  + 4 = O  y que tenga su centro en 
la recta 4x + 3y - 2 = O. 

Sean (h ,  k )  las coordenadas del centro. Entonces, 

h + k + 4  - 7 h - k + 4  
- 4 i z  - 5 4 s  , 

obien, h - - 3 k - 8 = 0  y 3 h + k + 6 = = 0 ,  

que son las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados 
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la 

I recta 4x + 3y - 2 = 0 se verificará, 4h i- 3k - 2 = O. De esta 
ecuación, y de h - 3k - 8 = O, se obtienen h = 2 y k = --2. 

= 2 d 2 ,  con lo que la ecuación de la circunferencia es (x - 2)' Por tanto, r = 

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 4h + 3k - 2 = O y 3h + k + 6 = Q re- 

Por tanto, la ecuación de la circunferencia es (x -t 4)' + ( y  - 6)' = 18. 

2 - 2 + 4  

+(.Y + 2)' = 8. 42 

sulta, h = -4, k = 6 y r -- 31/2. 

21. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x ' ,  y ' )  cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las 
rectas Sx + 12y - 4 = O y 12x - 5y + 10 = O sea igual a 5. 
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3 \  7 1Ly - - 4  

13 La distancia del punto (\', y') a la recta 5u t 12y - 4 O ei  -_____-- , y a la recta 

12\ '  - 5y' $- 10 
-= 5. 

12u' - 5y' t I O  ( 5,\' f y 4  1': ' ( -13 
12x- 5y -1 I O  = O es ___ . Luego, ~ - _ _ _ -  

-13 

Simplificando y suprimiendo la, primas, se obtiene 1691' L 169y2 f 200u - l96y = 729, una 
circunferencia. 

2. Hallar el lugar geométrico de los puntos (u ,  y )  cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los 
puntos fijos (2, 3) y (-I, -2) sea igual a 34. 

(x - 2)2 + (1; - 3)' + ( S  + I ) 2  f ( y  -t 2)2 = 34. Simplificando, se obtiene, .u2 + y 2  - ,Y - y  8, 
una circunferencia. 

23. Hallar el lugar geométrico de los puntos (.Y, y )  cuya relación de distancias a los puntos fijos (-I, 3) 
y (3, -2) sea igual a a/h. 

1 

-~ 

Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene, (h2 - a2)x2 d(X+ +(y-3I2 a 
- -  

d x  - 3)' + ( y  + 212 \ 
. 

4- (b2 - a2)y2 + 2(h2 1 3a2)\- -- 2(3h2 -1 2a"y 13a2 - lob2, una circunferencia. 

24. Hallar el lugar geométrico de los puntos (.Y, y )  cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo (-5, 2) 
sea igual a su distancia a la recta 5.i + 12y - 26 = O. 

i ( + '13 - 26 '. Desarrollando y simplificando, 1 (x + 512 + (y - 2)' - 

13s2 + 13y2 i 125x - 64y 1 403 = O y 13x2 + 13yz + 135.u - 40y + 351 = O, circunferencias. 

25. Hallar la ecuación de la circunferencia concéntrica a la circunferencia x2 + y 2  - 4 s  + 6y - 17 = O 
que sea tangente a la recta 3.1 - 4y 4 7 = O. 

El centro de la circunferencia dada es (2, -3). El radio de la circiinferencia pedida es la distancia 

6 + 1 2 + 7  
5 del punto (2, -3) a la recta 3 s  - 4y + 7 = O, es decir, r = ~ - = 5. 

Luego la circunferencia pedida tiene de ecuación (x - 2)2 i (y  f 3)' = 25. 

. Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que scan tangentes a la circunferencia 
xz + y2 = 100 en el punto (6, -8). 

El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (O, O) y (6, -4, 
4 
3 cuya ecuación es y - - x. 

4 
3 Llamando (h,  k )  a lai coordenadas del centro, k = - --h y (h - 6)' + ( k  + 8)' = 225. 

Resolviendo el sistema foriliado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de h Y k (--3,4) 

Las ecuaciones de las dos circunferencias son ( x  + 3)2 $- ( y  - 4)' = 225 y 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Hallar la ecuación de la circunferencia 

a) de centro el punto (3, -1) y radio 5. Sol. 

Sol. 

Sol. 

x2 + y 2 - 6 x  + 2y- I5 ;= CI. 

6) de centro el punto (O, 5 )  y radio 5. x.2 + y2 - 1oy = o. 
c) 

d )  

e)E  Sol. x ~ + y 2 - 4 ~ - 2 y - 3 6 = 0 .  

f )  

g )  

h)  

i )  

j )  

de centro el punto (4, 2) y diámetro 8. 

de centro el punto (4, - 1 )  y que pase por (-I, 3). 

de diámetro el segmento que une los puntos (-3, 5 )  y (7, -3). 

de centro el punto (-4, 3 )  y que sea tangente ai eje y. 

de centro el punto ( 3 , 4 )  y que pase por el origen. 

de centro el origen y que pase por el punto (6, O). 

que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en el primei 
cuadrante. 

que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea -6. 

x2 + y2 + 8 x  - 4y + 4 = O. 

Sol. x2 + y2 - 8~ + 2y - 24 = O. 

Sol. x2 + y' + 8~ - 6y + 9 = O. 

Sol. x2 + y2 - 6~ + 8y L=: O. 

Sol. X' + y2 - 36 = O. 

Sol. x2 + ya - 16x - 16y + 64 = O. 

Sol. x2 + ya + 1 2 ~  - 16y = O, X' + y' + 1 2 ~  + 16y = O. 

2. Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de ellas es real, 
imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la fórmula y comprobarla por suma y resta de los térmi- 
nos adecuados para completar cuadrados. 

a) xz 4- y8-8x + 1oy- 12 = o. SOL (4, -3, r = a, real: 
1 -- 
3 

Sol. (i-, - f ), r = -4 -13 ,  imaginaria. b) 3x2 + 3y2 - 4~ + 2y + 6 = O. 

c )  x2 + y2 - 8x - 7y = o. 

d )  x2 + y' = o. 

e) 2x2 + 2y2 - x = O. 

SOL (4, ), r = 3 - ~ ,  1 real. 

Sol. (O, O), r = O, un punto. Sol. (O, O), r = O, un punto. 

sol. (+,O), r = Q, real. 
1 

3. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 1 

Sol. 

Sol. 

Sol. 

x2 + y2 + 7x - 5y - 44 = o. 
X' + y2 - 6~ + 4y - 12 = O. 
8x2 + 8 ~ 2  - 7 9 ~  - 32y + 95 0. 

4 (4, -31, (-11 -719 y (O, O). 
e) (1,2), (3, 11, Y (-3, -1 ) .  

Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo de lados 

a) 

Sol. 

Sol. 

x2 + y* + x + 7y = o. 
x2 + y2 - x + 3y - 10 = o. 

4. 

X - y  + 2 = O ,  2x + 3y- 1 =O, y 4x + y -  17 =O.  
Sol. 5x2 + 5y2 - 3 2 ~  - 8y - 24 = O. 

6) x + 2y- 5 = o, 2x + y - 7  = o ,  y x - y  + 1 =o.  
Sol. 3 ~ ~ + 3 y ~ - 1 3 ~ - 1 1 ~ + 2 0 = 0 .  
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C )  3x + 2 ~ -  I3 =- O, x + 2 ~ - 3  
Sol. 
2 . ~  + y -  8 = O, x --y - I 
Sol. 

O, y x + y - 5  = O. 
x2 + y2 - 17x - 7 y  + 52 = O. 

J )  O, y x - 7 ~ -  19 = O. 
3 ~ '  + 3y2 - 8.r 4- 8y - 31 == O. 

e )  2x - y  + 7 = O, 3x $- 5y - 9 = O, y x - 7y .- 13 -- O. 
Sol. 1692 + 169~'  - 8.u + 4 9 8 ~  - 3707 =-- O. 

5.  Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita al triángulo de lados 

U )  4~ - 3y - 65 = O, 
Sol. 

Sol. 

7x - 24y + 55 = O, y 3x + 4y - 5 == O. 
x 2  + y2 - 20x + 75 = o. 

b)  7 ~ + 6 y - 1 1  =;O, 9 ~ - 2 ~ + 7 = 0 ,  y 6 ~ - 7 y - 1 6 = 0 .  
8 5 9  + 85y2 - 60x + 70y - 96 = O. 

c) y = o, 3 . ~  - 4y = O, y 4 . ~  + 3y - 50 =: O. 
Sol. 4 2  + 4y2 - 60x - 20y + 225 == O. 

d )  1 5 ~ - - 8 ~ ~ + 2 5 = 0 ,  3 . ~ - 4 y - 1 0 = 0 ,  y 5 x +  l 2 y - 3 0 = 0 .  
Sol. 784~ '  + 784~'  - 8 9 6 ~  - 3 9 2 ~  - 2399 = O. 

e) inscrita al triángulo de vértices (-I, 3), (3, 6) y 

Sol. 7.P + 7 9  - 3 4 ~  - 48y + 103 = O. 

6. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (- 2, 3) que sea tangente a la recta 20x- 21y 
- 42 = O. Sol. x2 + ya + 4x - 6~ - 12 O. 

7. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x - 15y - 12=0. 
Sol. 259x2 + 289~'  = 144. 

8. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (-I, -3) que sea tangente a la recta que une los 
x2 + ya + 2x + 6y - 15 = O. puntos (-2,4) y (2, I ) .  Sol. 

9. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (-2, 3) 
y (4, 5) .  Sol. 3.P + 3y2 - 1 4 ~  - 67 L= O. 

10. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos ( I ,  4) y (5 ,  2) y que tiene su centro ) 
en la recta x - 2y + 9 = O. Sol. x2 + ya  + 6x - 6y - 47 = O. 

11. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (-3, 2) y (4, I )  y sea tangente al 
x2 + y2 - 2x - IOy + 1 = O, x2 + ya  - 42x - 290y + 441 = O. 

12. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a la 

eje x. Sol. 

, 
recta 2x + y - 2 = O. Sol. xa + y2 - 26x - 2y 4- 45 = O, x2 + ya - 2x - 1Oy + 21 = O. 

13. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto ( I  I ,  2) y sea tangente a la recta 
2x + 3y - 18 = O en el punto (3, 4). Sol. 5x2 + 5y2 - 98x - i42y + 737 = O. 

14. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x - 4y - I3 = O 
en el punto (7, 2). 
SO/. X' + y'- 2 6 ~  + 12,~ -+ 105 O, .Y' -+ y a -  2x - 20y + I =z O. 

15. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas x - 2y + 4 =- O y 2x - y  - 8 = O 
y que pase por el punto (4. -1). 
Sol. .Y' + y2 - 3 0 ~  + 6y + 109 = O, .y2 + y2 - 7 0 ~  $- 46y + 309 =- O. 

16. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas x - 3y + 9 = O y 3x + y - 3 = O 
y que tenga su centro en la recta 7x + 12y - 32 = O. 
Sol. .y2 + y2 + 8~ - IOy + 31 = O, 961x2 + 9 6 1 ~ ~  + 2 4 8 ~  - 5 2 7 0 ~  + 7201 = O. 
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17. Hallar la ecuación de la circunfi-rencia delinida por el lugar geornétrico de los vértices del ángulo 
recto de los trianguloc cJya hipotenu4a e\ el segmento que une los puntoi (-4. I )  y ( 3 ,  2 ) .  
Sol. \ 2  f )‘2 \ ~ 10 o 

18. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 4u t 3y - 50 
y cuyo radio sea igual a 5 Sol. x2 4 j 2  - 20u t 1Oy t IO0 0. 

O y 3x - 4y - 25 0 

k 2  t 1’‘- 3 6 ~  - 2y + 300 0, 
Y 2 i  y 2 - 2 4 \ - 1 8 ~ $  200 O, 
1’4 ~ ~ - 8 r - 6 ~  - O 

19. Hallar el lugar geométrico de 10% puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen- 
diculares 2 u  + 3y -- 6 - O y 3 ~ -  2y t 8 - O sea igual a I O  Si e\  una circunferencia, hallar 
centro y su radio. 

Sol 13\* -f 13v2  t 24\ --68y 30 O. Centro -~ __ , I \ 10 

20. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya cuma de cuadrados de distancias a las rectas 
perpendiculares U , Y  -C h,y t O y h , r  - a,y t c2 O e5 una constante K 2 ,  es una circunfe- 
rencia. 

( 1:. 

21. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos 
(-2, -5) y (3, 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio. 
SO/.  Centro ($, -;), 

22. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos ( 2 ,  - - I )  
y (-3, 4) sea igual a 213. Si es una circunferencia, determinar su centro y su radio. 
Sol. x 2  -4- y‘ 12.r 4- 1Oy - 1 1 = O. Centro (6, --.5), r = 6 V”’. 

- 
-u2 + y 2  - .u +-- y -- 8 7 O. r y =  :\/34. 

23. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos (o, h) 
y (e,  d )  es igual a K (constante) es una circunferencia. 

24. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo 
(--2, -5) sea el triple de la correspondiente a la recta 8x -1- 15y - 34 = O. 
Sol. 1 7s’ -$ 1 7y2 $- 4 4 . ~  ~ t 1 2 5 ~  $- 595 =;- O, 1 7x2 + 1 7y2 + 9 2 ~  ~t 2 15y + 39 I -y= O. 

25. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a la recta 3x - 4y + 17 = O que sea concéntrica 
eon la circunferencia .y2 + y 2  - 4x $- 6p - 11 == O. 
Sol. x2 + y 2  - 4~ 1- 61’ -- 36 ~-z O. 

26. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio I O  que sea tangente a la circunferencia .x2 + y2 = 25 
en el punto (3, 4). 
Sol. x2 + y2 - 1 8 . ~  - 241’ 4- 125 = O, ,Y’ --I- 1’’ + 6~ -+ 8.y - 7 5  zz O. 

27. Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 3’0 centímetros de lon- 
gitud cuyos extremos se apoyan Constantemente en los ejes de coordenadas. 
Sol. Una circunferencia, .y2 + y2 ~- 225. 

28. Hallar la maxima y mínima diitancias del punto ( I O ,  7) a la circunferencia .y2 + .y2 -- 4x - 2y 
- 20 = O. Sol. 15 y 5. 

29. Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (7, 8) a la circunferencia x2 + y 2  -- 9 
Sol. 22/26. 

30. Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia x2 $- y2 1 4r c 6y 
- 19 O. SO/. 9 

31. Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (54) a la circun- 
ferencia u2 i v2 C 2K19 -- 0 sea igual a a) ,  I ,  h), O.  Sol. a)  K : -5 ,  h) K = -5,125. 
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32. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicale5 de las circunferencias siguientes, y demostrar que se 
cortan en u n  punto. 

Sol. 5x - y  + 2 = O, 3x - 2y - 3 ==- O, 2.v -1- y - t ~  5 =~ O. Punto de intersección ( - I .  -3). 
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias. 

33. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra- 
dical (punto de intersección de los ejes). 

Sol. .Y -- 4- - 7 =- O, s + y - 1  3 ~ O, ,v - y  - I ~ O. Centro ( - I ,  - 2 ) .  

-U. Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes. 

Sol. .v 2 =- O, .Y - y  - 2 O, y t 4 =:- O. Ccntro (-2, -4). 

3s. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (--2, 2)  y por los de intersección de las 
circunferencias 

.y2 + y2 + 3x - 2y - 4 .i O, .\-‘L + y‘L -- 2.y -- y - 6 27 O. y .y2 +- y2 - 1 = O .  

.Y2 3- y 2  i- x = O, ,Y2 +- y2 +- 4y + 7 - -  O, y 2s’ t- 2J.2 -f 5.u 1- 3y + 9 = O. 

.Y‘ 3- -+ I2.y + 1 I = O, .x’ + y2 - 4.v 21 O, y ,Y* -+ ,)s2 - 4.v 1 164’ 1- 43 = O. 

.Y2 - I -  y2 $- 3.v - 2y - 4 -~ O y .Y2 c - 2 .y y - 6 - - 0, 
Sol. 5.P -1- 51’‘ - 71’ - 26 y- O. 

36. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (3, I )  y por los de intersección de las 
circunferencias 

.y2 + y2 - x .- y - 2 := O y y2 4 - k  4,y - 4.1.. -- 8 = 0. 
Sol. 3 x 2  + 3y2 - 1 3 s  4- 3)’ +- 6 = O. 

37. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos de intersección de las circunferencias 
.$ +- y2 - 6x + 2y + 4 = O y x2 + y2 + 2,v - 4y - 6 -- O y cuyo centro esté en la recta .v = x. 
Sol. 7x2 ‘r- 71’2 - 1 O x  - 1 Oy - 12 -= O. 

\ 



CAPITULO 5 

Secciones cónicas.-La parábola 

DEFINICION, El lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a un punto y una 

El punto fijo se llama ,foco de la cónica, la recta fija directriz y la relación constante 

Las secciones cónicas se clasifican en tres categorías, según su forma y propiedades. 

recta fijos es constante recibe el nombre de srccicín cónica o simplemente cónica. 

excentricidad que, normalmente, se representa por la letra e. 

Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e. 

Si e < I ,  la cónica se llama elipse. 
Si e = I ,  la cónica se llama parábola. 
Si e > 1 ,  la cónica se llama hipérbola 

PARABOLA. Sean L'L y F la recta y punto fijos. Tracemos por F la perpendicular al eje x y sea 2a 
la distancia de F a L'L. Por definición de parábola la 
curva debe cortar al eje x en el punto O, equidistante 
de F y L'L. El eje y se traza perpendicular al x por el 
punto O. 

Las coordenadas de F son (a, O) y la ecuación de 
la directriz es x = - a ,  o bien, x + a : O.  

Sea P ( x , y )  un punto genérico cualquiera de ma- 

PF 
nera que -- = e = I .  P M  

Entonces, 

Elevando al cuadrado, 

x2 - 2ax + a2 t y2 = x2 L- 2ax + a*, 

- IC - 
X d ( X  - a)2 + ( y  - O ) 2  =- Y i a. 

I 

o bien, y2 = 4ux. L' 

De la forma de la ecuación se deduce que  la pará- 
bola es simétrica con respecto al eje .Y. El punto en que la curva corta al eje de simetría se 
denomina vértice. La cuerda C'C que pasa por el foco y es perpendicular al eje se llama kdtus 
rectum. La longitud del latus rectum es 4a, es decir, el coeficiente del término de primer grado 
en la ecuación. 

Si el foco está a la izquierda de la directriz, la ecuación toma la forma 

.I>* = -- 4ax. 

Si el foco pertenece al eje y.  la forma de la ecuación es 

x2 = k 4 a y  

en la que el signo depende de que el foco esté por encima o por debajo de la directriz. 
Consideremos ahora una parábola de vértice el punto (h,  k ) ,  de eje paralelo al de coor- 

denadas x y cuyo foco esté a una distancia a del vértice y a la derecha de él. La directriz. 

46 
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paralela al eje J y a una distancia 2a a la izquierda del foco, tendrá la ecuación x = h - a, 
o bien, .Y - h + a = O. 

de la parábola. Como PF = PM, 
Llamemos P( .w,y)  u n  punto genérico cualquiera y 

V'(X - h - u ) ~  $- ( y  - k)' y Y -- h + U ,  

y2 - 2ky + k 2  - 4uu -- 4ah, 

( y  - k)2 = 4 4  Y - h). 

(I' - k)' -= - 4 4 s  - h ) ;  
(.u - h)2 = 4 4 y  - k ) ;  
(.u - h)2 = -4a(y -, k ) .  

Otras expresiones tipicas son : 

Que desarrolladas adquieren la forma Y = ay2 -$- hj* + c,  
$' = ax2 + hs + <'. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar el foco, la ecuación de la directriz y la longitud del latus rectum de la parábola 3y2 = 8x, 

2 2 4 
3 '  3 3 Para hallar la longitud del latus rectum se calcula el valor de y para x = - Para x = -, y = -, 

con lo cual, la longitud del latus rectum es ~2 

4 
3 2. Hallar la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto y por directriz la recta y - - = O  

Hallar la longitud del latus rectum. 

Sea P ( x ,  y) un punto genérico cualquiera de la parábola. En estas condiciones, 

16 16 
Elevando al cuadrado y simplificando, x2 + -- y = O.  Latus rpctum = 4a = - 

3 3 '  

Problema 2 Problema 3 

3. Hallar la ecuación de la parábola de vértice el punto (3, 2) y foco ( 5 ,  2). 
Como el vértice es el punto ( 3 , 2 )  y el foco (5 ,  2) se tiene, a = 2 y la ecuación adquiere la forma 

(y - k)2  = 4a(x - h), o sea, ( y  - 2)* = 8(x - 3). 
Simplificando, y2 - 4y - 8x + 28 = O. 



48 S C C C  IONF S CONIC AS I A P A R A R 0 1  A 

4. Hallar la ecuación dc la parabola de vertice el origen, de CJC el de coordenadas 
punto (6. 3) 

y que pase por el 

La ecuación que liemos dc aplicar es i2 

Como el punto (6, - 3)  pertenece a la curva el valor de a debe ser tal que las coordenada5 del 
punto sati5fagan a la ecuacion 

Suitituqendo. 36 ~ 4a(--3). de dondc. (1 3 La ecuación pedida es x L  -12y. 

4aj 

5. Hallar la ecuación de la parabola de foco el plinto (6, --2) y directrii la recta \ - -  2 - O. 
- _ _  

i ~ c  la definición. \'(Y -- 6)2 1 (I. j 2)' i - 2 
Elevando al ctiadraclo, t L  - 1 2 \  - 36 - b L  4) 4 - t L  - 4 \  4 4 Simplificando, ,v2 4) 

- 8 \  f 36 O 

6. Hallar la ecuacion de la parabola de vcrticc el puiito (2 ,  3 ) .  de eje paralelo al de coordenadas y, y que 
pase por el punto (4, 5 )  

La ecuación que heino5 de aplicar es ( 1  17)'  

Como cI punto (4. 5 )  pci!ciicce d la curva. (4  

La ecuación pedida es ( \  2)L 2( I - -  3). o bien, l 2  - 4x -- 2j i I O  O 

4 f i ( j  - A ) ,  e5 decir, ( A  -- 2)2 - 4 4 )  - 3 )  

2 ) L  
I - 
2 '  

4 4 5  -- 3) .  de donde, ri 

7 .  Hallar la ecuación de la parábola de eje paralelo al de coordenadas x, y que pase por los punto5 
( -2% l ) . ( I , 2 ) y ( - - l 3 3 )  

Aplicarno\ la ecuacion + tv I- - 0 

Sustituyendo c 1 poi la5 coordenada5 de los puntos. I - 2 0  I E. t F - O 
4 - 1  D L 2 E f F - O ,  
9-- D t 3E-L F = O .  

t- = -- 2 1  F 4. 2 
5 '  5 '  Resolviendo este 5istenia de ecuaciones, I) 

2 21 
Por tanto. la ecuación pedida e5 y L  t ~ \ - r; y t 4 - O. o bien, 5y2 + 2x - 21y +- 20 -- O 

J J 

H. Hallar la altura de u n  punto de u n  arco parabólico de 18 metros 
de altura y 24 metros de base. situado a una distancia de 8 metros 
del centro del arco 

Tomemo5 el eje t en la base del arco y el origen en el punto 
medio La ecuación de la parábola será de la forma 

VA 

x 

( 4  - h ) L  - 4 4 )  - - k )  

o bien ( 1 - 0)' 4U( I - 18) 

(-í2,0) 0 1 (E 2' ,(2 O)+ 
1 

La curva pasa por el punto ( I  2 .  O )  Sustituyendo esta5 coorde- 
nadai en la ecuación se obtiene. a - -2 Por consiguiente. 

( Y  - O)' - -8(j - - 18) 

Para hallar la altura del arco a 8 metros del centro se sustituye A - 8 en la ecuación y se despeja 
el valor de y .  Por tanto, g2 = -8(y - I X ) ,  de donde, y - I O  metros El arco simple niái resistente 
es el de forma parabóiica 

9. Dada la parabola de ecuación y 2  + 8y - 6 \  .-p 4 - O. hallar la5 coordenadas del vértice y del foco, 
y la ecuación de su directriz. 
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Sumando y reítando terniinos  adecuado^,, para completar un cuadrado. 1' 8, I 6  6 \  

El Lertice cs el punto ( 2. 4) Como 40 6 ,  ci 3 2 Luego C I  foco es el punto de coorde- 
- 4  16 6 \  12. O bieil.() + 4)' 6 ( \  * 2 )  

nada< (- t. -4). y la ecuacion de  la cliicctrir es \ - 7 2 

10. Hallar la ecuación de  la parrihola cuyo /o iu \  1 ~ i u 1 7 r  es el segiiiento entre los puntos ( 3 ,  5) y (3, ---3) 
Aplicamos la ecudción en la forma (! - 

Para deter ininar las cooidenadas ( h ,  k )  tenemos. ( 5  -- k)' 

4n( \ -- / I )  
Coino la loiigitud del Intgr  I 'CC114171 c<  8, 4n 8. e ( y  -- k)' 8( i - / I )  

X(3 - h )  y ( -3 -- k)L 8(3 - / I ) ,  

ya q u e  1 0 )  puntos (3. 5 )  y (3. - - 3 )  pertenecen a la curva Reiolviendo este \]sterna de ecuacionec se 
obtienen coino valores de / I  y k los puntos  ( I .  I )  y (5. I )  

I as ccuacioncs pedidas son ( I ) ( 1% 

y ( 2 )  0 
I ) '  8 ( \  - I)  o 1 2  - 2 c  -8u i 9 o 
I ) '  = X ( \  - 5) 0 \ ?  -2L '  f X i  - 39 o 

1 I .  Hallar la e c ~ i a c i o ~ i  clc la pnr'iboln tic vei tice en la recta 7\ 
paw por lo$ pun tos  ( 3 ,  

puntos d a d o s  \e obtiene. 

3 ,  4 O. de  eje hori7ontal y que 

Aplicanioi la ccuaciOn cri la l o i n i d  ( I A 4n( \ h )  Custitiiyciido las coorcienadas de los 
5 )  > ( 3  2. I ) 

Como (ir, X )  pertenece :I la recta 71 ? y  4 O, \e ticiic, 711 3 h  4 O 
Kcsol\iendo e l  si\teiiia de  estas tres ccuacioncs rc \u l ta  / I  I .  k - I .  4cr 8 ,  y /7 359 119, 

A - 91 17. 40 - 504 17 

12. 1 a traycctor ill desci  ita por t i t i  pioycctil lan/ado lioi iioiitaliiicntc. desde 1111 punto  situado 1, inetros (m) 
wbrc el s~ ic lo ,  con u n a  velocidad I m e t r o s  por segundo (n i  s). e\ tina parabola de ecuación 



50 SECCION ES CON 1CAS.-LA PAR A BOLA 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Hallar las Coordenadas del foco, la longitud del latus rectum y la ecuación de la directriz de las pará- 
bolas siguientes. Representarlas gráficamente. 

u )  y2 = 6 . ~ .  Sol. (312, O), 6, Y +- 3/2 = O .  
h )  Y2 = 8y. Sol. (O, 2), 8, y i- 2 -= O. 
< )  3y2 = -4x. SO/.  (-I /3, O), 413, Y - 1 /3 = O. 

2. Hallar la ecuación de las parábolas siguientes: 

a )  
h )  
c )  

Foco (3, O), directriz x + 3 = O. 
Foco (O, 6), directriz el eje x. 
Vértice el origen, eje el de coordenadas .r, y que pase por (--3, 6). 

Sol. 
SOL. 

y2 - 12x = o. 
x2 - 12y -t 36 = O. 

Sol. y2 = -12x. 

3. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (-2, 3) sea igual 
a su  distancia a la recta Y 4 6 = O. Sol. y2 - 6y - 8.v - 23 = O. 

4. Hallar la ecuación de la parabola de foco el punto (-2, - 1 )  y cuyo larus rec/um es el segmento entre 
los puntoil (-2, 2) y (-2, 4). 
S O / .  y* I 2 ~ - -  6 ~ - -  20 - O, y* 1 2~ j 6~ t 4 O. 

5 .  Hallar la ecuación de la parábola de vértice (-2, 3) y foco ( I .  3). 
Sol. y " 6 ~  - 1 2 ~ -  15 - O. 

6. Dadas la\ parábolas siguientes, calcular a)  lai coordenadas del vértice, h)  las coordenadas del foco, 
c)  la longitud del lntur rectum y d )  la ecuacicín de la directriz. 

(I) y2--4y t 6~ - 8  - 0 .  SO/. U )  (2, 2), b)  (1/2, 2), C )  6, d )  x - 7/2 = O. 
(2) 3.42 -- 9x - 51' - 2 = o. Sol. U) (312, -7/4), b)  (3/2, -4/3), C )  5/3. 
(3) y2-41<-6\  4 13 - 0 .  Sol. U )  (3/2. 21, h )  (3, 2), C )  6 ,  d )  .X = O.  

7 .  Hallar la ecuación de una parábola cuyo eje sea paralelo al eje x y que pase por los puntos (3, 3), 
(6, 5) y (6, --3). SO/.  V z  -- 2.v - 4 . ~  + 9 O. 

8. Hallar la ecuación de una parábola de eje vertical y que pase por los puntos (4, 5) ,  (-2, I I )  y(-4, 21). 
Sol. 

9. Hallar la ecuación de una parábola cuyo vértice esté sobre la recta 2y - 3x = O, que su eje sea para- 
lelo al dc coordenadas .Y, y que pase por los puntos ( 3 ,  5) y (6, --I). 

x 2  - 4s - 2y + IO  := o. 

SO/. ~ 3 '  -- 6 ~ 1  - 4.\- --i I 7  =-- O, I 1-P - 981' - 1 0 8 ~  -t 539 = O. 

10. El cable de suspensión de u n  puente colgante adquiere la forma de un  arco de parábola. Los pilares 
que lo soportan tienen una altura de 60 metros (m) y están separados una distancia de 500 metros (m), 
quedando el punto niás bajo del cable a una altura de I O  metros (m) sobre la calzada del puente. 
Tomando como eje x ia horizontal que define el puente, y como eje y el de simetría de la parábola, 
hallar la ecuación de ésta. Calcular la altura de un punto situado a 80 metros (m) del centro del 
puente. Sol. .y2-- 1.250). -4- 12.500 _- O; 15.12 m. 

11. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185 metros (m) de altura con una 
velocidad de 15 metros por segundo (m!s). Hallar la distancia del punto de caída al pie de la torre 
suponiendo que el suelo es horizontal. Sol. 92,5 m. 

12. Uii avión que vuela hacia el Sur a una altura de 1.500 metros (m) y a una velocidad de 200 kilómetros 
por hora (km/h) deja caer una bomba. Calcular la distancia horizontal del punto de caída a la vertical 
del punto de lanzamiento. Sol. 972 m. 

13. Un arco parabólico tiene una altura de 25 metros (m) y una luz de 40 metros (m). Hallar la altura 
de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de su centro. Sol. 21 m. 



CAPITULO 6 

La elipse 

DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos 
fijos es constante. Los puntos fijos se llaman jbcos. 

Y f  I O' 1io.b) 
3 

. x 

3 

Sean los dos puntos fijos F(c. O) y F'(-c, O) y 2a la suma constante, ( a  -, c). Considere- 
mos u n  punto genérico P ( Y ,  I > )  que pertenezca al lugar. Por dcfinición, 

F'P f PF -- 2a, 
_- - -  

es decir, J(S +-c)"((v-O)* + J<x--c)' t ( V - - O ) '  = 2a. 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes, 

( . y  __ (I' - - a d( Y - -t (1.' - O)'. 

Elevando :iI cuadrado y cimplificando, (a2 - c') sz + a2P = d ( a 2  - c'). 

Dividiendo por d ( u L  cz) \e obtiene la ecuación 

Como a > ( .  u' - < '  ea positivo Haciendo a2 -- c' -- h2, resulta la ecuación de la 

Y2 V L  
-t -- I 

a2 a2 - ('2 

elipse en la forma 

4 1  1'2 

a% h2 t - = I ,  

o bien. hLY2 + a2y2 = azh2. 

Como esta ecuación solo contiene potencias pares de Y e v, la curva es simétrica con 
respecto a los ejes de coordenadas 8 e y, y con respecto al origen. El punto O es el centro 
de la elipse y los ejes se deiioininan CILJ Inaj'or y ejc menor. 

y2 )'2 

hz a2 

SI lo\ focos fueran los puntos de coordenadas (O, c) y (O, -c), el eje mayor estaría sobre "* 

el eje -Y. c o n  lo que la ecuación resulta de la forma 4 ' = 1 .  

5 1  
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Como la elipse tiene dos focos, también tendr5 dos directrices Las ecuaciones de las 
directrices D'D' y DD son, re\pectivamentc, 

Si los focos estuvieran sobre el eje I ,  lar ccuaciones dc las directricer serian 

Se denomina íírtirr reci im de la elipse ;i la cuerda perpendicular al eje mayor por uno 
2hl 

de los focos. Su longitud es 
Cl 

Los puntos en los cuales la ciipsc corta al eje mayor se llaman vr;rt/cpc. 
Si el centro de la elipse e\ el punto (11, I ; )  y el eje mayor tiene la dirección del eje Y, la 

ecuación de la elipw es de la forma 

o bien, 

al eje J'. En cualquier caso. la forma general de la ecuación de la elipse es 

A\'  -1 NLJ -1 DY 1 L-) I F =  o 
siempre que A y B sean del mismo signo. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Dada la e l i p e  9 \ '  16 jL  576, hallar el seniiele nia- 
yor, el semiejc riicnoi, la exccritr icidíid, las coordenada5 
de  los focos, lac ecuacioiic5 de las directricet y la longi- 
tud del latirr t e c t i r r i i  

\ L  1 '  

64 36 
Dibidieiido por 576 seíieiie - - = I .  Luego 

Coordenada(, d c  lo< focos ( 2 ~  7. O )  4 ( 
La\ ecuacioiies de las ciiiectiice\ wii 

2v'7. O ) .  
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Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen. foco en el punto (O, 3) y semieje mayor igual a 5 2. 
_- 

Datoi: c = 3 y n =- 5. Por consiguiente, h = t ' i -  c2 - \ 25-9 = 4. 

Y2 y2 Y2 y 2  - 
- I .  16 + 25 Aplicando la fórmula - i- -- = I ,  ?e obtiene la ecuación h2 n2 

3. Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, eje mayor sobre el eje x y que pase por los puntos 
(4, 3) Y (6, 2). 

,Y2 y2 

a2 b2 
La fórmula a aplicar es - + -+ = I .  Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos 

16 9 36 4 
a b2 8 b2 

dados se obtiene, 2- + - = I y ____ + - = I .  Resolviendo este sistema de ecuaciones, n2 = 52, 

b' = 13. 
x2 y2 Luego la ecuación pedida es -- + - = 1, o bien, x2 + 4y2 = 52. 
52 13 

4. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, O) es igual a la 
mitad de la correspondiente a la recta x - 16 = O. 

Del enunciado del problema se deduce, 

Simplificando, se obtiene la ecuación 3 2  + 4y2 = 192, de la elipse 

5. Se considera un segmento AB de 12 unidades de longitud y un punto P(x, JJ) situado sobre él a 8 uni. 
dades de A. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun- 
tos A y B se apoyen constantemente sobre los ejes de coordenadas y y .Y respectivamente. 

- 
1 64 - 2  y 

._ __ 
8 4 '  , o sea, - -  4' MA 

AP PB 
- Por triángulos semejantes, 

Luego 64 - x2 = 4y2, o bien, x2 -t 4y2 = 64. El lugar es una elipse con su centro en el origen 
y de eje mayor sobre el eje s. 

- x 

6 .  Hallar la ecuació 
fijos (4, 2) y (-2, 2) sea igual a 8 

del lugar geométrico de los puntos P( Y, y) cuya Cuma de distancias a los puntos 

___ __ 
Ordenando términos, vlG-7 2)2-3- (y - 2 ) 2  = 8 - \/(,Y -- 4)2 + ( y  -- 2)2. 
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- 
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x -- 19 = -42/(x - 4)2 + ( y  - 2)2. 
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuación 7x2 + 16y2 - 14x 

-- 64y - 41 = O, que es una elipse. 

7. Dada la elipse de ecuación 4x2 + 9y2 - 48x + 72y + 144 = O, hallar su centro, semiejes. vértices 
y focos. 

(x. - h)2 ( y  - k)2 Esta ecuación se puede poner en la forma -- ~ ~ + ~ =1 I ,  de la manera siguiente: a2 b2 

4(x2 - 1 2 ~  -i- 36) + 9(y2 i- 8y +- 16) I= 144, 

Por tanto, el centro de la elipse es el punto de coordenadas (6, -4); a = 6, b = 4; los vértices 
son los puntos (O, -4), (12, -4), y los focos (6 + 22/% -4), (6 - 2 4 5  4). 

Y 

O 

Y 

[-75,O) (-25,O) 

Problema 7 Problema 8 

8. Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su máxima altura de 45 metros. 
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del 
arco. 

Supongamos el eje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La eeuación del arco será, 
x2 y' 
- + - = I ,  siendo a = 75, 
a2 b2 b = 45. 

Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuación y despejamos el valor de y .  

Y 2  - + - = I ,  y2 = 8(225), e y = 3 0 d 2  metros. Es decir, - 625 
5.625 2.025 

9. La Tierra describe una trayectoria elíptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos. 
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x I O 8  kilómetros y que la excentricidad es. 
aproximadamente, I /62, hallar la máxima y la mínima distancias de la Tierra al Sol. 

C o sea, c = 2.400.000. c 1 
a 62 i48.500~000 y 

Excentricidad e = -. Luego - - = -- 

La máxima distancia es a + c = 1,509 x I O 8  km. 
La mínima distancia es n + c =- 1,461 x IO8 km. 



L A  ELIPSE 5 5  

10. Hallar la ecuación de la elipse de centro ( I ,  2), uno de los focos (6, 2) y que pase por el punto (4, 6).  
(x - i ) 2  ( y  -- 2)2 Aplicamos la ecuación + = 1.  

a2 b2 

(4 - 1)' (6 - 2)' 9 16 + ~ = 1, o bien, - + - = 1. 
b2 a2 ba 

Como (4, 6) perten :ce a la curva, ~- 
a2 

y - 9 +---- 16 =T 1.  Como c = 5, resulta b2 = a2 - c2 = aa - 25 
a2 a2-25 

(x - i ) 2  ( y  - 2)2 + _____--- = 1. Resolviendo, a2 = 45 y b2 = 20. Sustituyendo, 
45 20 

11. Hallar la ecuación de la elipse de centro (-1, -I), uno de los vértices el punto (5, -1) y cxcentri- 
2 
3 

cidad e = -. 
Como el centro es el punto (-1, --I) y el vértice (5, -1) se tiene, a = 6, e = -- c c 2  = -- = --  , 

a 6 3  
de donde c = 4. Por otra parte, b2 = a2 - c2 = 36 - 16 = 20. 

(x + ]I2 (Y + - La ecuación pedida es ~- + -~ - 
36 20 

12. Hallar la ecuación de la elipse cuya directriz es la recta x = -1, 
uno de los focos el punto (4, -3) y excentricidad 213. 

PF 
P M  De la definición general de sección cónica, si ~- = e 

y e < 1 la curva es una elipse. 

d(x--=4)2 + ( y  + 3)2- __ 2 
__ -- -_._____ 

3 '  Por consiguiente, 
x + l  O I l l  I 

Elevando al cuadrado los dos miembros de esta ecuación +I x I 
y simplificando resulta, 

5x2 -+ 9y2 - 8 0 ~  -+ 54y = -221. 

Completando cuadrados, 5(x2 -- 16x + 64) + 9(y2 $- 6 y  + 9) = -221 + 320 + 81, 

es decir, 5(x - 8)2 + 9(y t 3)2 = 180, 

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x,y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que 
unen P(x, y )  con los puntos fijos (3, -2) y (-2, I )  es igual a -6. 

(c3-) Y S - 2  ( x;I) Y - 1  _- - -6, o bien, 6x2 + y2 + y - 6x = 38, una elipse. 

14. Hallar la ecuación de la elipse de focos (O, &4) y que pase por el punto (q-, 3) 

12 x2 y2 . 144 9 Sustituyendo x = --? y = 3 en -- + - = I se obtiene + - = 1.  
5 b2 a2 25b2 a2 

Como los focos son ( O ,  &4), resulta c = 4 y a2 - b2 = 42 = 16. 

Resolviendo el sistema de ecuaciones, a2 = 25, b2 = 9. Luego, - + - = 1 
9 25 
x2 y2' 
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15. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen- 

cia x 2  t y* - 25 en la relación 
3 
5 '  

3 5 25 
5 3 9 Sea y' = y ,  o bien, y = --y',  y x = x'. Entonces, xI2 + ----y'2 = 25. 

Suprimiendo las primas y simplificando se llega a la ecuación 9x2 + 25y2 = 225, que es una 
e I ipse. 

4y 

Problema 1.5 Problema 16 

16. Hallar la ecuación de la elipse que pasa por los puntos (-6, 4 ) ,  ( -8 ,  1), ( 2 , 4 )  y (8, -3)  y cuyos 
ejes son paralelos a los de coordenadas. 

En la ecuación x2 + By2 + C x  + Dy + E = O ,  sustituyendo x e y por las coordenadas de los 
cuatro puntos dados, 

16B - 6 C  + 4 0  + E = - 36, 
B - - 8 C $ -  D + E = - 6 4 ,  

1 6 B + 2 C - - 4 D + E = : - - - 4 ,  
9 B + 8 C - - 3 D + E = - 6 4 .  

Resolviendo el sistema, B = 4,  C = -4, D = -8, y E = -92. 
(x - 2)2 ( y  - i ) 2  _ _ _  + = ] 

lo0 25 La ecuación pedida es x2 + 4y2 - 4x - 8y - 92 =I O, o bien, 

17. Hallar la ecuación del lugar geométrico del centro de una 
circunferencia tangente a x2 -+ y2 = 1 y x2 + y2 - 4x 
- 21 = o. 

Sean (x,, yo)  las coordenadas del centro. Las circun- 
ferencias dadas tienen de radios 1 y 5 respectivamente. 

a )  
Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo 

las primas se llega a la ecuación 8x2 + 9y2- 16x - 64 = O,  
iue es una elipse. Poniendo esta ecuación en la forma 

(x - i ) 2  ( y  - 0)2 - ~ + - -  - = I ,  

___ - - -  - -~ 
5 - i ( X "  - 2)2 + ( y o  - 0)2 = 4 x 2  + y,2 - I .  

9 8 
se deduce que el centro de la elipse corresponde al punto 
(1,  O).  

- - -  

h) 

las primas se llega a la ecuación 3x2 + 4y2 - 6x - 9 = O,  o bien, 

4 x 2  + yo2 + I = 5 - d(X, -I 2)2 + y$. Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo 
(x - i ) 2  ( y  -0)2 t -- -- --  = 1. 

4 3 
El centro de esta elipse es el punto ( I ,  O). 
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13. En una elipse, los radios focales son las rectas que unen los focos con un punto cualquiera de ella. 
Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (2, 3) de la elipse 3x2 + 4y2 = 48. 

-- X2 

16 12 Escribiendo esta ecuación en la forma - + 
Los focos son los puntos ( 5 2 ,  O). La ecuación del radio focal del punto (2, O) al (2, 3) es x - 2 = O 

= 1 se tiene, c = i dl6 - 12 = +2. 

_ *  

3 - 0  
(x + 2), o bien, 3x - 4y + 6 = O. 

2 + 2  y la del (-2, O) al (2, 3) es y -- O = 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. En cada una de las elipses siguientes hallar a )  la longitud del semieje mayor, b) la longitud del semieje 
menor, c )  las coordenadas de lo? focos, ú) la excentricidad. 

(1) 

(2) - + - = 1 .  

x2 y2 5 
1 6 9  + 144 = 1. 

x2 y2 4 3  Sol. a )  2 4 3 ,  b) 2 4 2 ,  c) (O, &2), d) --. 

Sol. a )  13, b)  12, c) (*5, O), ú) --. 
13 

3 8 12 

8 
17 

Sol. a )  17, 6) 15, c )  (&8, O), d )  ---. (3) 2 2 5 ~ '  + 289~'  = 65.025. 

2. Hallar las ecuaciones de las elipses siguientes de forma que satisfagan las condiciones que se indican. 

( I )  Focos ( 1 4 ,  O), vertices ( f_ 5, O) 
x2 y2 Sol. -- - + - = 1 
25 9 

x2 y2 Sol. + - - = I .  
225 289 (2) Focos (O, &8), vértices (O, :+ 17). 

xz y2 
Sol. - IC10 + 2-5 = I .  (3) Longitud del latus rectum = 5, vértices (+ 10, O). 

(4) Focos (O, &6), semieje menor = 8. 

5 
8 (5) FOCOS (+5,  O), excentricidad =- - . 

xf Y2 Sol. -- +--- = I .  64 100 

x2 y2 
64 + 3 9  = 1. Sol. 

3. Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, focos en el eje x, y que pase por los puntos 
' (-3, 2 4 3 )  y (4, 4 ~ 6 1 3 ) .  Sol. 4x2 + 9y2 = 144. 

4. Hallar la ecuación de la elipse de centro el origen, semie.je mayor de 4 unidades de longitud sobre 
el eje y, y la longitud del latus rectum igual a 912. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y) cuya suma de distmcias a los puntos fijos (3. i )  
y (-5, 1) sea igual a IO.  ;,Qué curva representa dicho lugar? 
Sol. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y)  cuya suma de distancias a los puntos fijos ( 2 ,  -3) 
y ( 2 ,  7) sea igual a 12. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3, 2) sea la imitad de la corres- 
pondiente a la recta x -+ 2 = O. ¿,Qué curva representa dicho lugar? 
Sol. 

Sol. 16x2 $- ?y2 = 144. 

5 .  

9x2 -+- 251,~  4- 18.u .- 5Oy - 191 -7- O, una elipse. 
x 

6. 
Sol. 36x2 1 1 1 y2 - 144s - 44y - 208 L= O. 

7. 

3x2 + 4 9  - 28x I6y + 48 = O, una elipse. 
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8. Dada la elipse de ecuación 9x2 + i6y2 - 36x + 96y + 36 = O, hallar a) las coordenadas del centro, 
b) el semieje mayor, c )  el semieje menor, d )  los focos y e)  la longitud del latus rectum. 
sot. a) (2, -3), b) 4, c) 3, d )  (2 d7, -31, e)  43 .  

, 

9. Hallar la ecuación de la elipse de centro (4, -I), uno de los focos en ( I ,  - - I )  y que pase por el 
(x - 4)2 + punto (8, O). Sol. ______- 1)2 = 1, o bien, x2 + 2y2 - 8x + 4y = O. 

9 18 

10. Hallar la ecuación de la elipse de centro (3, I) ,  uno de los vértices en (3, -2) y excentricidad e == 1/3. 
(x - 3)s + (y- 

8 9 
= I ,  o bien, 9x2 + 8y2 - 54x - 16y + I7 = O. Sol. 

11. Hallar la ecuación de la elipse uno de cuyos focos es el punto (--I, -l), directriz x = O, y excentri- 
42- cidad e = -- Sol. x2 + 2y2 + 4x -t 4y + 4 = O. 
2 

12. Un punto P(x,  y) se mueve de forma que el producto de las pendientes de las dos rectas que unen P 
con los dos puntos fijos (-2, I )  y (6, 5) es constante e igual a -4. Demostrar que dicho lugar es 
una elipse y hallar su centro. Sol. 4x2 + y2 - 16x - 6y - 43 = O. Centro (2, 3). 

13. Un segmento AB, de 18 unidades de longitud, se mueve de forma que A está siempre sobre el eje y 
y B sobre el eje x. Hallar el lugar geométrico de los plintos P(x, y) sabiendo que P pertenece al seg- 
mento A B  y está situado a 6 unidades de B. Sol. x2 + 4y2 = 144, una elipse. 

14. Un arco de 80 metros de luz tiene forma semielíptica. Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar 
la altura del arco en un punto situado a 15 metros del centro. Sol. 154%/4 metros. 

15. La órbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos está el Sol. Sabiendo que e! semieje mayor 
de la elipse es 148,5 millones de kilómetros y que la excentricidad vale 0,017, hallar la máxima y la 
mínima distancias de la Tierra al Sol. Sol. (152, 146) millones de kilómetros. 

16. Hallar la ecuación de la elipse de focos (& 8, O) y que pasa por el punto (8, 18/5). 
x2 y2 

Sol. __- + - = 1. 100 36 

17. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen- 
cia x2 + y2 = 16 en la relación +. Sol. x2 + 4y2 -5 16. 

18. Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto ( I ,  -1) de la elipse 

x2 + 5y2--2x + 20y + 16 = = O .  

Sol. x - 2y - 3 = o, x + 2y + 1 == 0. 

19. Hallar la ecuación de la elipse que pasa por los puntos (O ,  I ) ,  ( I ,  -l), (2, 21, (4, O )  y cuyos ejes son 
paralelos a los de coordenadas. 

20. Hallar el lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a 

Sol. 13x2 + 23y2 - 51x - 19y - 4 = O. 

X' + ,v2 4 y x2 + y2 -- 6~ - 27 = O. 

Sol. 2 2 0 ~ '  + 256~ '  - 6 6 0 ~  - 3.025 = O y 2 8 ~ '  + 64y2 - 84, - 49 = O .  



-- 

CAPITULO 7 

DEFINICION. La hipérbola es el lagar geométrico de lob puntos cuya diferencia de distancias 
it io5 puntos fijos I; ' ( ( . .  O) y F'(-c. O )  es constante e igual a La. Ver Figura (u).  

F i p r r i  (o) Figurn (b )  

Sea P ( s ,  y) u n  punto genérico cualquiera de la curva. 

Por definición. F'P -- PF - 2a, o bien t/(. t 
- -- - ___-___ -- -- 

-t- ( y  - O)2 - d(x -- c ) ~  + ( y  -- O)2 = 2a. 
___- _- __ 

Trasponiendo u n  radical, KY t c ) ~  t ( y  - O)2 = 2a -t d ( x  - c)2 + ( y  --o)? 
- - _____-____ 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, C Y  - a2 = a d x  -- 

Elevando al cuadrado y simplificando, (c2 - az)u2 - a2y2 = u2(cZ - a2). 

X2 .Y2 Dividiendo por a2(c2 -- az), se obtiene la ecuación - - - = I .  a2 c2 -a2 

-t y2. 

\ 

Como c > a, c2 - a2 es positivo. Haciendo c2 - a2 T= b2 se obtiene la ecuación de la 
hipérbola con centro en el origen y focos en el eje x, 

.x2 y2 - __ - 
a2 6 2  - 

y* x2 

a2 b2 Si los focos fueran (O; c )  y (O, -c), la ecuación sería de la forma --- -- - = 1. 

La expresión general de la ecuación de la hipérbola de centro en el origen y cuyos focos- 
estén sobre los ejes de coordenadas es Ax2 - By2 = if 1, correspondiendo el signo más 
cuando los focos pertenezcan ai eje x. 

Como la ecuación solo contiene potencias pares de x e y, la curva es simétrica con res- 
pecto a los ejes x e y y con respecto al origen. 

El eje real o transversal de la hipérbola es A'A de longitud igual a 2u. El eje imaginario 
es B'B de longitud 2b. Ver Figura (b). 
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1. 

c .\/a2 + b2 
La excentricidad es e - - = _ _ _ _ ~ -  . Como vemos P > 1 lo cual coincide con la ~ - ,  _. - - . . - - a a 

definición general de sección cónica. Las ecuaciones de las directrices, D D  y D ’ D ,  son 
x 

a a 
e 

x = + - cuando los focos están sobre el eje x, e y = rt - -  cuando estén sobre el eje y .  

eales de la hipérbola son los puntos en los que la curva corta al eje real. 
Los otros dos vértices son imaginarios. 

2b2 
La longitud del latus rectum es - -. 

a 

Las ecuaciones de las asíntotas son: 

b 
a 

a 
b 

y = f -- x cuando el eje real o transversal es el eje x. 

y = i - x cuando el eje real o transversal es el eje y .  e 

Si el centro de la hipérbola es el punto de coordenadas (h ,  k )  y el eje real es paralelo al 
eje x ,  la ecuación de la hipérbola es 

(x - h)2 ( y  - k)2 . ~ _ _ . _ _ ~ _ _ _ _ _ _  - - 1. 
a2 b2 

Si el eje real es paralelo al eje y ,  la ecuación es 

a2 h2 

( y  - k)2 (x - h)2 __ ~ - -- 1. 

Las ecuaciones de las asíntotas son 
b 
a 

a 
b 

y - k = i - (x - h)  si el eje real es paralelo al eje x, 
1 

y - k = + - (x - h)  si el eje real es paralelo al eje y .  e 

La forma general de la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas 
x e y e s  

Ax2 -- By2 + D X  + Ey + F =- O, 
4 

siendo A v B del mismo signo. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el de coordenadas y y que pase 
por los puntos (4, 6) y ( I ,  -3). 

Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos dados en la ecuación 
y2 x2 36 16 9 1  
a2 a2 b2 a2 b2 
- - - _  b2 - 1 resultan, - - - = 1 y - - - = 1 ,  

Resolviendo este sistema de ecuaciones, u2 = 3615 y b2 = 4. 

5y2 x2 Sustituyendo y simplificando, -- - - = 1, o bien, 5y2 - 9x2 = 36. 
36 4 
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2. Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las directrices, las corres- 
pondientes de las asíntotas, la longitud del latus reetuni, la excenrricidad y la representación gráfica 
de In'4iipérbola 9s2 - 16y2 = 144. 

t 2  /- 

16 9 1 
Escribiendo la ecuación en la forma - -- '* =- 1 se tiene, a = 4, b = 3, q8 = t 16 + 9 = 5 .  * * o c  I: 

e 5  a 16 
a 4  e 5 La excentricidad e = = --, y las ecuaciones de las directrices son x = 3: -- = -. 

Los puntos reales de corte con los ejes son ( 4 4, O), y los focos (3-5, O). 

h 3 
a 4 Las ecuaciones de las asíntotas son y = + - x = % x. 

Probktna 2 

li 3. Hallar la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y de centro el origen, sa- 
biendo que el latus rectum vale 18 y que la distancia entre los focos es 12. 

* 

'I 

Problenio 3(b) 

Latus reetuin = 2h2ja 18, y 2c = 12. Luego h2 = 90 y e -= 6 
Como b2 e2 - a2 - 36 - a2, se tiene 9a - 36 - a2, O sea, a2 
Recoljiendo. ( a  -- 3) ( a  4 12) = O y a = 3, -12. Se desecha a = -12 
Para a* = 9. 

9a - 36 - 0 

hZ - 36 - 9 - 27 y las $01 ecuaciones pedidas son 
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4. Hallar la ecuación de la hipérbola de focos (O, *3) y de eje imaginario igual a 5. 
5 25 1 1  
2 4 4 '  

Datos: c = 3 y h = -. Luegc a2 = c2- b 2  == 9 -- -- = -- 

y2 x2 Y2 X2 Sustituyendo en - - - = 1 ,  se obtiene -- = I ,  o bien, 100y2 - 44x2 = 275. 
a2 b2 11/4 2514 

5 .  Hallar la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, el eje real sobre el eje x, excentri- 
cidad i v ' s y  latus rectum igual a 6.  

da- 47 Datos: e = - -- - 
2b2 
- = 6, o sea, b2 = 3a. 

a 2 a , y latus rectum = __ - 

7 
Resolviendo el sistema a2 -t b2 = ---- a2 y b2 = 3a, se obtiene a2 -- 16, 4 b2 = 12. 

x2 y2 X2 Sustituyendo en -- - - = 1,  la ecuación pedida es ~ - -  - = 1, o l ien ,  3x2 - 4y2 = 48. a2 b2 16 12 

6. Hallar el lugar geométrico de 10s puntos cuyo producto de distancias a las rectas 4x - 3y + 1 1  = O 
y 4x + 3y + 5 = O sea igual a 144125. 

Sea P(x, y)  un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 

144 (-- -5 --5 25 ' 

= 1.  - (x + 2)2 (Y - Simplificando, 16x2 - 9y2 -t 64x + 18y - 89 = O, o bien, -- -- - - 

que es la ecuación de una  hipérbola que tiene por asíntotas las rectas dadas. 
9 16 

Probletiia 6 Problema 7 

7. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya distancia al punto fijo (O, 4) sea igual a 413 de la 
correspondiente a la recta 4y - 9 = O. 

4 4y -9  _ _ _ _ ~  ~ ___ 
3 ( - - 4  ) t'(x - 0)4 c ( y  - 4)2 = - 

y2 .Y2 Elevando al cuadrado y simplificando. 9u2 - 7vz 4- 63 = O, o bien, -- - - - - I ,  que es una 
9 7  

hipérbola 
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8 .  Hallar la ecuación de  la hiperbola que tiene \u centro en el oiigen, u n  vértice en (6, O) y por una 
de s u i  a3íntotac la recta 41 - 31 - O 

4 
- Y 
3 

Emibiiiioi la ecuacióii de la aiíntota dadd en la foriiia y - 

X L  h h 4  Las asíntota5 de - -  2%' - I son y i - i. Luego - - 
117 ti' CI 17 3 ' 

40 A 2  4'2 Coi110 u11 vértice es ( 6 ,  O). a 7- 6 y h - = 8, con io que la ecuación es - -- I 3 36 64 

Y. Hallar la ecuación de la hipéi bola con centro en (-4, I ) ,  un  vértice en (2, 1)  y semieje imaginario 
igual a 4. 

La di\tancia entre el centro y el vértice es 6; luego a -- 6. 
El seinieje imaginario ei  4 ;  luego b = 4. 

(u - /?y ( y  -- k)Z ( 8  + 4 Y  (Y- -  __ ,. -- __  
16 

I .  se obtiene --_____ - -- Surtituyendo en - --- - -- 1 

36 (12 b2 

10. Dada la hipérbola 9aL-- 16yL - 18r--64y-- 199 
O. hallar a )  el centro. h )  loz vértices, c) los fo- 

co\, ri) la\ ecuaciones dc las asíiitotas y e )  efectuar 
511 repre\sntación gráfica 

Procediendo coino Ce indica, escribimos la 
ecuación eii la forma 

9( \z-- 2 Y  3 I )  -- 16(y' $- 4 y i  4) -= 199 - 64 t 9, 

3 
4 

SO/ .  a )  ( I ,  - 2 ) :  b)  ( - 3 ,  -2), ( 5 ,  --2); C) (4, -2), (6, -2); d )  y 4- 2 = -(Y- I ) .  I 

11. Hallar la ecuación de la hipérbola que pase por el punto (4, 6) y cuyas asíntotas sean y == i-43~. 
b 

a2 h2 a 

a 

Las adntotac de la hipérbola 5 -- '?. = I son y -= X. 

X X X Y  
t? a a b  a b  

Operando, f = + -, o bien. -- - y = O y 6- i- -- = O. 

Coirio el producto (u - a )  (s + b ) = " - - -- -r O ,  se deduce que las ecuaciones de las 
a2 b1 

y2 Jj2 

asíntotar de -- - 

niendo en factoreí. 

= 1 se pueden determiiiar anulando el térmiqo independiente y descompo- 
a2 bz 

> En este problema, pues, la ecuación de la hipérbola toma la forma 

( y  - &u)(,> -i \/Tu> - C(constante). 
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Sustituyendo lai coordenada5 del punto (4, 6), (6 - 4 4 3 )  (6 -1 4\/3) == c = -12. 

Luego la ecuación pedida e~ ( y  - d3 w )  í Y t t 3-1) = - 12, o bien, 3x2 -- y2 = 12. ,- 

DeJlnicicOn. Dos hipérbolai son cnr~jugadm si los ejes real e imaginario de una de ellas son, respectiva- 
mente, el imaginario y real de la otra. Para hallar la ecuación de la hipérbola conjugada de una dada 
no hay más que cambiar en ésta los signos de los coeficientes de x2 e y2. 

.Y2 y2 
12. Deducir la ecuación de la hipérbola conjugada de -- - -- = I .  Hallar las ecuaeiones de las asínto- 

9 16 
tas y las coordenadas de los focos de ambas hipérbolas. 

X2 .Y2 La ecuación de la hipérbola conjugada es - - + -- - = I .  

En las dos hipérbolas, c = v'9 t 16 - 5 Luego las coordenadas de los focos de la hipérbola 

4 
Las ecuaciones de las acíntotas, y - j - x, son las mismas para las dos hipérbolas. 3 

9 16 

dada son ( k5, O), y los de la conjugada (O, + 5). 

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y )  cuyo producto de las pendientes de ¡as rectas que 
los unen con los puntos fijos (-2, I )  y (4, 5) es igual a 3. (s ) (:+: ) :-= 3. Simplificando, 3x2 - y 2  + 6y - 6x - 29 = O, una hipérbola. 

14. Demostrar que la diferencia de las distancia5 del punto ( 8, 'y:) de la hipérbola 64x2 - 36y2 == 2.304 \ 

a los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto. 
X2 

36 64 
Escribiendo la ecuación en la forma 

La longitud del eje real es 2a = 12. 

- -- - - I .  Por tanto, c = i t ' 3 6  4 64 = & I O .  

Las diferencias de las distancias del punto a los focos (-t. IO, O) es 

2 
8 t'7 = -  58 - -=12 .  22 

3 3 

PROBLEMAS PRO 

1. Hallar a) los vértices, 6) los focos, c )  la excentricidad, d )  el latus rectum, y e las ecuaciones de las 
asíntotas de las hipérbolas siguientes: 

( I )  4x2--45y2 = 180; (2) 4 9 ~ ' -  1 6 2  = 784; (3) X'-,V~ = 25. 
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2. Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las condiciones siguientes: 

a )  Eje real 8, focos ( 1 5 ,  O). 
b) Eje imaginario 24, focos (O, .'t 13). 
r )  Centro (O, O), un foco (8, O), un  vértice (6, O). 

Sol. 
$01. 
Sol. 

9x2 - 16y2 = 144. 
1 4 4 ~ '  - 25x2 = 3.600. 
7x2 - 9y2 = 252. 

3. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los dos puntos fijos (O, 3) 
y (O, -3) sea igual a 5 .  Sol. 44y2 - 1 0 0 ~ ~  = 275. 

4. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (O, 6) sea igual a 3/2 de la corres- 
pondiente a la recta y - 8/3 = O. Sol. 5y2 - 4x2 = 80. 

5. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, longitud 
del fatis rectum 36 y distancia entre los focos igual a 24. Sol. 3y2 - x2 = 108. 

6. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, excen- 
tricidad 2d3y longitud del latus rectum igual a 18. Sol. 1 2 1 ~ ~ -  11x2 = 81. 

7. Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, ejes sobre los de coordenadas y que pase por 
los puntos (3, I )  y (9, 5 ) .  Sol. X' - 3y2 = 6. 

\ 
Hallar la ecuación de la hipérbola de vértices ( k 6 ,  O )  y asíntotas 6y = 1 7 x .  

Sol. 49x2 - 36y2 = 1.764. 

10. 

11, 

12. 

I 13. 

14. 

15. 

16. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los puntos fijos (-6. -4) 

-i I .  (x + (y + 4)2 y (2, -4) sea igual a 6. Sol. - ~ 9 7 

Hallar las coordenadas de a)  el centro, b) los focos, c) los vértices, y d )  las ecuaciones de las asínto 
tas, de la hipérbola 9x2 - i6y2 - 36x - 32y - 124 = O. 
Sol. U )  (2, -1); b)  (7, -I), (--3, -1); C) (6, - I ) ,  (-2, --I); d )  y + I = + t(x - 2). 

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de las pendientes de las rectas que 
los unen con los puntos fijos (-2, I )  y (3, 2) es igual a 4, representa una hipérbola. 
Sol. 4x2 - y2 - 4x + 3y - 26 = O. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 3x - 4y + 1 = O 
y 3x + 4y - 7 = O sea 144/25. LQué curva representa dicho lugar? 
Sol. 9x2 - 16y2 - 18x 4- 32y - 15 I = O. Hipérbola. 

Hallar la ecuación de la hipérbola de centro (O, O), un vértice en (3, O) y ecuación de una asíntota 
Sol. 4.9 - 9y2 = 36. 2x - 3y = o. 

Hallar la ecuación de la hipérbola conjugada a la del Problema 13. 

Dibujar las hipérbolas siguientes y hallar 

Sol. 9y2 -- 4x2 = 36. 

s puntos de intersección. 

x2 - 2y2 + x -t 8y - 8 = O, 

3x2-4y2 + 3~ + 1 6 ~ -  18 = O. 

Sol. ( 1  , 1 ), (1, 3), (-2, I ), (-2, 3). 

Demostrar que la diferencia de distancias del punto ( 6, - 3:5) de la hipérbola 9x2-  16y2 = 144 a 

los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto. 



- 
CAPIT(JL0 8 

INTKODUCCION. En geometría analítica, al igual que en física, es muy importante elegir un 
sistema de coordenadas, o referencia, adecuado con objeto de simplificar al máximo las 
ecuaciones y que el proceso de resolución sea lo más rápido poTiblc-. Ello se realiza mediante 
una transformación de ejes coordenados cuyo proceso general se puedc considerar reducido 
a cios movimientos, uno de tr.uslució/t y otro de totat‘ihi. 

I 
I 

I 
I 

I tJ’  x, 
I 
I 
I 

I I 
-4 - i_-- 

I 

--t 

N k 

TRASLACION DE ESES. Sean OX y UI’ los ejes 
primitivos y O‘X‘ y O’Y’, paralelos respectiva- 
mente a los anteriores, los nuevos ejes. Sean 
también (h, k )  las coordenadas dc O’ con res- 
pecto al sistema inicial. 

Supongamos que (,Y, y) son las coordciinúas 
de un punto P con respecto a los ejes primitivos, 
y (.Y’, J’) las coordenadas, del mismo punto, rcs- 
pecto de los nuevos. Para determinar Y e 1’ en 
función de .Y’, y‘, h y k Fe tiene: 

x = MP = MM’ -+ M’P = I1 + -Y1 
e 01 

JI = lvp = N N ’  $- N’P ii k 1- y’ 

Por tanto, las ecuacionec de la traslación 
de ejes son: 

s =: xf -4- 11 1’ _ii y’ + k .  

ROTACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes pri- 
mitivos y OX‘ y OY’ los nuevos, siendo O el 

YA 
I 

origen común de ambos sistemas. Representemos 
por O el ángulo X‘OX de la rotación. Suponga- 
mos que (.Y, y) son las coordenadas de un punto P 
del plano con respecto a los ejes primitivos, 
y (x’, y’) las coordenadas, del niisino punto, 
respecto de los nuevos. Para determinar ii e y 
en función de .Y’, ~ 3 ‘  y O, se tiene: 

X =  O M  O N - M N  
-= XI cos O -y’ sen o 

= x‘ sen O + y’ cos O .  

e 
y = M P  = M M ’  $- M’P I_ N N ‘  -I- M ’ P  

Por tanto, las fórniulas de la rotación O de los e-jes coordenados son: 

.Y -= .Y‘ cos O -y’  sen O, 
y = .Y’ sen O -+- y’ cos O. 
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PROBLEMAS RESLJELTOS 

1. Hallar la ecuación de la curva 2,t2 i 3 j . S  84 t 6-y 7 
cuando se traslada el origen de coordenadas al punto (2, - 1 ) .  

Sustituyendo Y 1’ 2, i ‘  i en la ecuación 

21s’ t 2)Z f 30.‘ - i ) 2  8 ( \ ’  t 2) i 6 ( ) ’ - -  1 )  7 .  

dada sc obtiene 

Desarrollando y simplificando. se iicga a la ecuación de la _ _  - 
curva referida a los nuevos ejes. 

2 \ ’ 2  + 3y’L ~ 18. 

Esta es la ecuación de la elipse con centro en cl nuevo 
3, origtm, con el eje mayor sobre el eje Y’ y de semiejeí u 

h =- \’6. 

2. Por medio de una traslación de ejes, transformar la ecuación 3 x z  - 4132 -4 6~ -4- 2 4 ~  == 135 en otra 
en la cual los coeficientes de los términos de primer grado sean nulos. 

Sustituyendo .x e y por los valores ,Y‘ -t- h e v’ - i  k, respectivamente. 

3(x’ -t- I ? ) !  -- 4(y’ -t. -t 6(x’ -i- h )  + 24(y’ i k )  = 135, o bien 

3 ~ ’ ~  - 4 . ~ ’ ~  4- (6h -t 6 ) ~ ’  -- ( 8 k  - 2 4 ) ~ ”  t 3h2 - 4k2 -i 6h + 24k == 135. 

De 6h + 6 = O y 8k - 24 =1 O se obtiene h -= --I y k = 3,  con lo cual resulta 

3x9 - 4y’Z = 102. 

Esta es la ecuación de una hipérbola con centro en el origen. eje real o transversal sobre el eje .Y 

y remieje real igual a \441 
Ofro mérodo. A veces, para eliminar los términos de primer grado de una ecuación, se sigEe el 

Sumando y restando los términos que se indican (para completar cuadrados) en la ecuación 
mitodo que se da a continuación. 

dada 3x2 - 4y2 $- 6.u - - I - -  24y 7: 135, 

resulta 

o bien, 

3(x2 -+ 2~ 4- 1 )  - 4(y2 - 6y - :  9) =: 102, 

31.Y -+ i ) 2  -- 4(y - 3 ) 2  = 102. 

Sustituyendo x + 1 por X’ e y - 3 por y’ rcsuita 

3X‘2 - 4y’Z = 102. 

3. Deducir la ecuación de la parábola x 2  -- 2xy + y2 + 2x -- 4y + 3 = O cuando se giran los ejes 
un ángulo de 45”. 

s -- y x’ +y; x = x’ cos 45” -.y‘sen 45” = - - -  = e y = x‘sen 45’ i- y‘ cos 45” -- - - = . 
t’2 \ I2  

Sustituyendo estos valores en la ecuación dada 

Desarrollando y simplificando se obtiene 2yIz -- d2x ’  - 32/2y’ + 3 = O, que es la misma 

A 
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paralela con su vértice en ( 3y', 'y') y su eje paralelo ei nuevo eje x. 

4. Hallar el ángulo de rotación de ejes necesario para eliminar el término en xy de la ecuación 7x2 
- 6dTxy + 1 3y' = 16. 

Sustituyendo en la ecuación dada x = x' cos O -y' sen O 
e y = x' sen 0 + y' cos 0. Se obtiene, 

- 6d3(x' cos 8 - y' sen O) (x' sen 0 + y' cos 0) 7(x' cos O - y' sen 

+ 13(x' sen 0 + y' cos O)2 = 16. 

Desarrollando y reduciendo términos semejantes, 

(7 cos20 - 6dTsen  0 cos 0 + 13 sen2O)x'' + [ I  2 sen O cos 8 - 6dT(cos20 - sen20)]x'y' 

+ (7 sen20 + 6dTsen  8 cos 8 + 13 cos20)y'2 = 16. 

Para eliminar el término en x'y', igualamos a cero el coeficiente de dicho término y despejamos O, 

1 2  sen e cos 8 - 6iT(cos28 - sen28) = O, o 

6 sen 20 - 6dT(cos 20) = O. 

Luego tg 20 = 2/% 
Sustituyendo este valor de O, la ecuación se reduce a x ' ~  + 4yI2 = 4, que representa una elipse 

de centro en el origen y que tiene sus ejes sobre los nuevos. Los semiejes mayor y menor son, respec- 
tivamente, a = 2, b = 1. 

20 = 60", de donde O = 30". 

LA FORMA MAS GENERAL de la ecuación de segundo grado es 

AX' + BXY + Cy' + DX + Ey + F = O. ' 

En el estudio general de esta ecuación, se demuestra que el ángulo 0 que se deben girar los ejes 
para eliminar el término en xy viene dado por 

B tg28 = ~ A - C '  

5. Mediante una traslación y una rotación de ejes, reducir la ecuación 

5 ~ '  + 6xy + 5y2 - 4~ + 4~ - 4 = O 

a su forma más simple. Hacer un esquema en el que figuren los tres sistemas de ejes coordenados. 

Para eliminar los términos de primer grado hacemos x = x' + h, y = y' + k .  

5 ( ~ '  + h)' + 6 ( ~ '  + h) (y' + k )  + 5(y' + k)'- 4 ( ~ '  + h) + 4(y' + k )  - 4 = O. 

Desarrollando y agrupando términos, 

5 ~ ' ~  + ~ x ' Y '  + 5 ~ ' '  + (10h + 6k - 4 ) ~ '  + (10k + 6h + 4)y' + 5h' + 6hk + 5k' - 4h + 4k - 4 = O. 
Resolviendo el sistema formado por 10h -t 6k - 4 = O y 10k + 6h + 4 = O se obtiene h = 1, 

k = -1.  Luego la ecuación se reduce a 

5 ~ ' ~  + 6x'y' + 5 ~ ' '  = 8. 

B 6 Para hallar 0, se emplea la fórmula tg 20 = -- - = -~ = OO. Por tanto, 28 = 90", 0 = 45". 
A - C  5 - 5  

X" -y" xi' + y" 

4 2  42 Las ecuaciones de la rotación son x' =---- =- , y' = 



- ---- 
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Sustituyendo, 
x” - y  - y“ 

5 ( ~~ “ ) 2  + 6 ( --31) ( x”:;”) 
+ 5  -7 = 8 .  - 

X 
-----.-)- 

(x’‘::‘ Y 
Desarrollando y simplificando, la ecuación se re- ------ --- 

duce a X’ 

4, 4x’~2 + yt’2 = 

que es una elipse con sus ejes sobre los x” e y”, con cen- 
tro en el nuevo origen, semieje mayor 2 y semieje menor 
igual a I .  

LA ECUACION GENERAL Ax2 + Bxy + Cy2 + DX + Ey + F = O, excepto en casos particulares, 

B2 - 4AC < O, la curva es una elipse, 

B2 - 4AC = O, la curva es una parábola, 

B2 - 4AC > O, la curva es una hipérbola. 

corresponde a una sección cónica. Se demuestra que si el discriminante 

En los casos particulares, la ecuación puede representar (degeneración) dos rectas, un punto 
o rectas imaginarias. 

6. Hallar la naturaleza de la curva representada por la ecuación: 4x2 - 4xy + y2 - 6x + 3y + 2 = O. 

Como B2 - 4AC = 16 - I6 = O, puede ser una parábola. 
Agrupando términos, esta ecuación se puede descomponer en factores. 

( 4 ~ ’  - 4xy + y2) - 3(2x - y )  + 2 = O, 

(2~-y)’---3(2~--,~) + 2 = 0 ,  

(2x-y-I)(2x-y-2)  = o .  
Se trata de las dos rectas paralelas, 2x - y - 1 = O y 2x - y - 2 = O. 

7. Determinar la naturaleza del lugar geométrico representado por la ecuación 9x2 - 12xy + 7y2 + 4 =O. 
En este caso, B2 - 4AC = (I44 - 252) < O, que es la condición necesaria para la elipse. 
Sin embargo, escribiendo esta ecuación en la forma 

(3x - 2y)2 -1 3y2 + 4 = o 
se observa que no se satisface para valores reales de x e y. Por tanto, el lugar en cuestión es ima- 
ginario. 

Otro método consiste en despejar y en función de .Y, 

El lugar geométrico dado es imaginario para todos los valores reales de x. 

8. Eliminar los términos de primer grado en la ecuación 3x2 + 4.P- i2x t 4y -t 13 = O. 

o sea, 3(x - 2)* + 4(y + $I2 = O. 
Sumando y restando términos, para completar cuadrados, 3(x2 - 4x -1- 4) + 4(y* + y + a) -- O, 

Haciendo .x - 2 = x’ e y + $ = y’ se obtiene 3 ~ ’ ~  + 4 , ~ ’ ~  = O. 

Esta ecuación solo se satisface para x’ = O. y’ = O, que es el nuevo origen. 

El lugar geométrico repiesentado por la ecuación original !,e reduce a u n  punto (2, -#). 
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9. Simplificar la ecuación siguiente: 4.tz -- 4xy  + y2 - 8 \/5x - 162/’5?1 - O 

Como B 2 -  4 A C  = O, puede iratarse de una parábola. 
En el caso de la parábola, conviene girar los ejes antes de efectuar la traslación. 

-4 4 3 
tg26 = --- - _ -  - .Dedondecos20 - - - .  

4 - 1  3 5 

3 1 1 2 Como cos 20 = 2 cos2E1 - 1 - -- - 
5 ‘  coi2E1 - -, COS H - --=, y \en 0 

5 d5 

x‘ - 2y’ 2Y‘ -6 JJ’ 
Las ecuaciones de la rotación son x - - - - , y ;  ~ Sustituyendo. 

dF \/S 

Desarrollando y simplificando se obtiene - 8s’ = O. que es una parábola. 

10. Siniplificar la ecuación xy - 2y - 4.v = O. Hacer un esquema con los tres sistemas de ejes. 

Como B2 - 4 A C  - I > O, la curva, si existe, es una hipérbola. 

Sustituyendo x = s’ + h, y = y’ + k ,  se obtiene, 

(x’ t- h )  (y’ + k j  -- 2(y’ -1.- k )  .- 4(.\’ -i- 11)  - O, o bien, 
X’J ’  + ( k  -- 4)x’ - 1  ( h  - 2)y”-t  hk - 2k - 411 I- O. 

Para k = 4, h : 2, se llega u la ecuación x’y’ = 8. 

t.g 20 = 
I 
O 

Para hallar el ángulo de la rotación: =- m, 20 = go”, 0 -=- 45“. 

Simplificando, la ecuación final e\ - L , ” ~  - 16, una hipérbola equilátera. 

11. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (I, I ) ,  ( 2 ,  3) .  (3 ,  - I ) ,  (-3. 2) ,  ( - 2 .  -1) .  
Dividiendo por A la ecuación general de segundo grado, 

X’ i R \.y t C‘JI’ -i D’s + E‘y 1 I . ’  = O 
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Sustituyendo las coordenadas de los puntos por Y e j', 

B' I C' t D' t L'  1 F' --I 
6B' t 9C' i 20 '  $- 3E' 4 F' - - 4  

--3B' + C' 3 0 ' - - -  C '  + F' -9 
-6B' + 4C' -- 3 0 '  + 2b' + F' - --9 

2B' f C'--2L)' -- E' 1 F' - -4 

8 13 1 -  1 9 .  22 
9 9 '  9 '  9 '  9 

Resolviendo el si\tenia. B' = -. C '  = - - B' = - - t.,' -- -- F '  __ __ ___. 

Sustituyendo estos valores en la ecuación original y simplificando resulta 

9x2  + 8xy- I3 j ;~- - - .Y i  1 9 y - 2 2 - 0 .  

71 

Como B2-  4 A C  =- (64 - t  468) ;. O, la cónica es una hipérbola. 

Otro mE'ioclo de resolver este problema es el siguiente. 
La ecuación de la recta AB es .Y - Sy i- 13 := O, y la de CD 

es j' i I = O. La ecuación de este par de rectas es ( y  1~ I )  (.Y -- 51% 

Análogamente, la ecuación del par de rectas A I >  y BC es 

La familia- de curvas que pasan por los puntos de intersección 

+ 13) = .YY - 5y2 + .Y -4- 8~ -f- 13 = O. 

12 .Y t  -+- 7.\y +- 1" - 5x -- 4y - 77 z- o. 

de estas rectas es 

xy-5y2 ' .Y r 8 J '  t 13 t A(12,tZ i - 7 u y  t .1 '2-5x-4y-77)  - 0 .  

Para determinar la curva de esta familia que pase por el quinto punto ( I ,  I ) ,  se sustituyen .Y e y 

Para este valor de k .  la ecuación es 
por las coordenadas de éste y se despeja el valor de k ;  se obtiene k = 31 I 1 .  

9x2 3- 8xy-  13y2-x + 19y-22 = O .  

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Aplicando las fórmulas de la traslación de ejes, x -:- .Y' $- h, y =: y' + k ,  reducir las ecuaciones si- 
guientes a su forma más simple y establecer la naturaleza de ia figura que representan. 

it) y2 - 6~ - 4.r + 5 = O. Sol. y2  = 4x. Parábola. 

h )  v2 -+ y2 $- 2s - 4~ - 20 -: O. Sol. x2 + y 2  =r 25. Circunferencia. 

<-)  3x2 - 4 9  + 12x + 8y - 4 = o. Sol. 3x2 - 4y2 = 12. Hipérbola. 

d )  2x2 $- 3y2 - 4 s  -+- 124' - 20 = o. Sol. 2 2  $- 3y2 = 34. Elipse. 

e)  x2 + 5y2 + 2x - 20y -t 25 = O. Sol. .y2 + 5y2 + 4 := O. Elipse imaginaria. 

2. Eliminar los términos de primer grado de las ecuaciones siguientes coin pietando cuadrados perfectos. 

U )  x2 -+ 2y2 - 4.u + 6~ - 8 = O. S O / .  2X2 4y2 L 33. 

h )  3 ~ ~ - - 4 ~ ~ ~ 6 ~ - 8 ~ - - -  1 0 - - ~ 0 .  Sol. 3 9  - 4y2 = 9. 

C) 2 2  + 5y2- 1 2 ~  + 1 0 ~ -  17 -= O. Sol. 2x2 -+ 5y2 = 40. 

d )  3x2 + 3y2-  1 2 ~  + 1 2 ~ -  1 = O. Sol. 3x2 + 3y2 == 25. 

I* 
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3. Por medio de una traslación de ejes, eliminar los término5 de primer grado de la ecuación 2xy - x - y  
+ 4 - o Sol 4sy ? 7 - o 

4. Por medio de una traslación de ejes, eliminar los términos de primer grado de la ecuación x2 + 2xy 
+ 3y2 --f 2x - 41) - I = O. Sol. 2 2  4 4 ~ y  + 6y2 - 13 y- O. 

5 .  Hallar la naturaleza de las cónicas siguientes teniendo en cuenta el valor del discriminante B2 - 4AC. 

( I )  3 ~ '  - I O X ~  - t -  3y2 + .V - 32 -=-- O. Sol. Hipérbola. 

h )  4 1 . ~ ~  -- 8 4 . ~ ~  -1  761'' = 168. Sol. Elipse. 

<') 1 6 ~ '  -t- 2 4 , ~ ~  4- 9y2 - 30.~ -4- 40y =-- O. Sol. Parábola. 

d )  sy 4- x -- 2y +~ 3 = o. Sol. Hipérbola. 

o )  x2 - 4.xy -+- 43'2 = 4. Sol. Dos rectas paralelas. 

6 .  Por medio de una rotación de ejes, simplificar la ecuación 9x2 + 24xy + i6y2 + 90x - i30y = O 
y hallar la naturaleza de la figura que representa. Sol. x2 - 2x - 6y I= O. Parábola. 

4 
3 7. Por medio de una rotación de ejes de valor O = arc tg - ~ ,  simplificar la ecuación 

9 9  --t- 2 4 ~ ~  -1 16yz -1 8 0 ~  - 60y = O. 

Hacer un  esquema con ambos sistemas de ejes. Sol. x2 - 4y = o. 

8. Simplificar las ecuaciones siguientes por medio de una transformación adecuada de ejes y dibuJar 
la figura que representan así como los sistemas de ejes 

a )  9xL 4 4s) t 6y2 + 12x t 36y I 44 = O. Sol. 2x2 t y2 = 2. 

h)  1 2 -  10x4' 1 y2 t x t y 1 - 0  Sol. 32x2 - 48y2 = 9. 

C )  17x2- 1 2 ~ ~  + 8y2-681 t 2 4 ~ -  12 = O .  Sol x2 + 4y2 = 16 

d) 2x2 + 3xy + 4y2 $- 2u- 3y -I 5 = o Sol. Imaginaria. 

9. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos ( 5 ,  2), ( I ,  -2), (-I, I ) ,  (2, 5) y (-1, -2). 
Sol. 4 9 9 -  55xy + 36y2 - 110s -- 19y -. 231 == O.  Elipse. 

10. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos ( I ,  I ) ,  (-1, 2), (O, -2), 
Sol. 1 6x2 + 46xy -t 49y2 -C 16x - t  231, -- 150 = O. Elipse. 

11.  Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos (4, I ) ,  (2, 2), (3, -2), (4 
Sol. 1 7x2 - 16xy -t 54yz -1  1 1 x 4- 64y -- 370 = O. Elipse. 

-2, - I ) ,  (3, -3). 

12. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los puntos ( I ,  6), (-3, -2), (.-5, O), (3, 4), (O, 10) 
Sol. xy -- 2x +- y - 10 = O. Hipérbola. 

I 



CAPITULO 9 

Coordenadas polares 

COORDENADAS POLARES. En lugar de fijar la posición de un  punto del plano en función de 
sus distancias a dos rectas perpendiculares es preferible, a veces, hacerlo en función de su 
distancia a un punto fijo y de la dirección con respecto a una recta fija que pase por este 
punto. Las coordenadas de un punto, en esta referencia, se llaman coordenadas polares. 

El punto fijo O se denomina polo y la recta fija O A  se llama 
eje polar. 

Las coordenadas polares de un punto P se representan por 
( r ;  O ) ,  siendo r la distancia O P  y O el ángulo A O P .  La distancia r 
medida desde O hasta P es positiva. Igual que en trigonometría, 
el ángulo 8 es positivo cuando se mide en sentido contrario al 
de las agujas del reloj ; r es positivo cuando se mide desde el polo 
al punto, y negativo en caso contrario. 

S i r  y 8 están relacionados por una ecuación cualquiera, se 
pueden asignar valores a O y determinar los correspondientes de Y. 
Los puntos que resultan constituyen una línea, recta o curva, definida 

SIMETRIAS. igual que ocurre en el caso de coordenadas cartesianas rectangulares, cuando se 
emplean coordenadas polares también se dispone de criterios para averiguar las simetrías 
que puede presentar una línea o lugar geométrico cualquiera. 

Si la ecuación no se modifica al sustituir O por -O, la curva es simétrica con respecto 
al eje polar. 

La curva es simétrica con respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el polo 
cuando la ecuación no varía al sustituir O por n - O .  

Una curva es simétrica con respecto al polo cuando la ecuación no varía ai sustituir I 

por -r, o cuando se sustituye O por n + O. 

RELACION ENTRE LAS COORDENADAS RECTANGULARES Y POLARES. 

Consideremos al punto P ( r ;  O) y supongamos que el eje 
polar OX y el polo O son, respectivamente, el eje x y el origen 
de un sistema de coordenadas rectangulares. Sean ( x , y )  las 
coordenadas rectangulares del mismo punto P .  En estas con- 
diciones, 

x = r cos O, 

y -= r sen  O, 

r = %@ + y%, 
- _ _ ~  

Y 
4’ O = arc tg - . 
x 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar la distancia entre los puntos P l ( r l ;  F ) , )  y PE(r2 ;  O * ) .  

Como se conocen dos lados de un  triángulo y el án- 
gulo que forman, el tercer lado se puede determinar me- 
diante el teorema del coseno. 

P , P ,  =- fl+ r? -- 2r,r ,  cos (8 ,  - 8,). 

etr2 ,  eJ 

e(?,  6,) /-  x O 

2. Hallar la distancia entre los puntos ( 6 ;  15") y (8; 75"). 

Aplicando la fórmula del Problema I ,  d = d6* + 8* - 2(6) (8) cos (75" - I So) 

= d36 + 64 - 96(&) = 22/13. 

3. Hallar la ecuación en coordenadas polares de la circunferencia de centro ( r , ;  8,) y radio a. 

Sea ( r ;  O)  un  punto genérico cualquiera de la circunferencia. 

Dcl triángulo de la figura se obtiene la ecuación a2 = r? + r? - 2rr, COS ( 8  - 8,) 

o bien, r2 - 2r,r cos ( O  - O , )  + r? = u2. 

Probletnn 3 Problemu 4 

4. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro ( a ;  O") y radio u. 

Se tiene, O, = O". Del triángulo se deduce, 

Luego la ecuación pedida es r2 == 2ar cos O 

a' = y 2  -+ a2 - 2ra cos 8. 

o r = 2a COS O .  

__ 

I 

5.  Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los ptin- 
tos (O;  O), V I ;  8,) Y ( r , ;  W .  

S ( r, , e,) AL?,? ~ 

Area = i ( O P , ) ( h )  

= h(rl)r2 sen (O, - O,) 

= Jr l r2  sen ( O ,  - O,). 
r, e; EA 

O x 
6 .  Hallar el área del triángulo cuyos vértices son les puntos 

(O: O), (6 ;  20") y (U; 50"). 

Area = hr,r ,  \en ( O ,  - O , )  = +(6) (9) sen (50" - 20-) = I3,5 unidades de superficie. 



8. 

9. 

10. 

11. 

COORDENADAS POLARES 15 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto ( 2 ;  30") y es perpendicular al eje polar OX. 

Sea ( r ;  O )  u n  punto genérico cualquiera de la recta. 

Se tiene I' cos O =- 2 cos 30" = 2 &. o bien, r cos O -= 2/3. 

I 
I 

+- 
I x 

I 

/4 i 

Problwia 7 Problcniu 8 

Hallar la ecuación en coordenadas polare5 de una recta paralela al eje polar OK y situada por de- 
bajo de 61 a una distancia de 4 unidades 

Sea ( r ,  --O) un puntc cualquiera de la recta L 

Se tiene r seti ( - 0 )  = 4, o sea. i \en O t 4 

Nota. COS(--O) -= cos O ;  sen (- 11) 

O 
* 

- sen O 

Hallar la ecuación de la recta que pase por el punto (4; 30") y forme en ángulo de 150" con el eje 
polar 

Sea ( r ;  O)  un  punto cualquiera de la recta 

Se tiene, OA r cos ( O  - 60 ) = 4 5211 60 , o bien, r cos (6 - 60") = 2 6 .  

Problema 9 Problenin IO 

Hallar la ecuación de la recta que pase por el punto (4; 120") y sea perpendicular a la que !irte (4; 120") 
con el polo (O; O). Sea ( r ;  6 )  un punto genérico cua!quiera de la recta. 

Las rectas L y d son perpendiculares. Por tanto, d = r cos ( O  - 120") y la ecuación de L es r cos 

La ecuación r COS (0  - 130") = 4 es la forma polar de la forma normal de la ecuación de la 
( 6  - 120") =: 4. 

recta en coordenadas rectangulares. siendo p = 4 y o) = 120". 

Hallar el lugar gecmetrico de los puntos P í r :  0)  de manera 
OP 
M P  que -~ =I e (constante). 

MP = NO + OQ = p  +'reos O. 
Como OP = e(MP) ,  r = e ( p  -I- r cos O )  
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Si D'D estuviera a I,% derecha del polo O, la ecuación sería 

eP 
I -t ecos0  

r =  

Como el punto ( r ;  6') se mueve de forma que la relación de sus distancias al punto fijo O, polo, 
y a la recta fija D'D es constante e igual a e,  la curva es una cónica cuya naturaleza depende del va- 
lor de e.  

Si la recta fija D'D es paralela al eje polar, la ecuación toma la forma 

C P  
I -t e sen 0 ' 

r =  

12 
4 + 3cos O '  

Dividiendo numerador y denominador por 4 se obtiene la ecuación r = 

Luego e = a y la curva es una elipse 

Como ep = 3, o sea, f p  = 3, se obtiene p = 4, con lo cual, la directriz D'D es perpendicular 

12. Hallar la naturaleza de la cónica definida por la ecuación r = 

3 
1 + a c o s e '  

I* 

al eje polar y está a 4 unidades a la derecha del polo. 

13. Hallar la ecuación en coordenadas polares de la elipse 9x2 f 4y2 = 36. 

Aplicando las relaciones x = r cos O, y = r sen O ,  y sustituyendo en la ecuación dada se obtiene 

9rz cos20 + 4rZ sen*H = 36, o bien, r1(4 + 5 cosV3) = 36. 

14. Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares : 

r2 - 2r(cos H - sen 8 )  - 7 -i O. 

Y Sustituyendo r = d x d  + ya, 8 = arc tg -, se obtiene la ecuación 
X 

que es una circunferencia de centro (1, -1) y radio 3 

15. Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares : 

o bien r(  I - cos O )  = 4. 
4 

1 --cos w ' r =  

1 

Simplificando, 

Elevando al cuadrado, x2 + y2 = ,x2 + 8x + 16, o bien, y2 - 8x - 16 = O, que es la ecuación 

fiq - x = 4, o bien &?$-yz = x + 4. 

de una parábola de vértice (-2, O) y simétrica con respecto al eje x. 

Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares e identificar la curva. 

1 
1 -2senO'  

r -Z 
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I --- 
Sustituyendo, L y2 + ~9 = 

21. 
\í,V 

1 -  

\ x2 4 y 2  

dx2 4 y2-21> 

m)?z - O solo para I - j - O 

Simplificando, 

Pero 

Elevando al cuadrado y simplificando la ecuación t / x 2  t y2  - 2~3 - I = O se obtiene xz - 3yz 

d ~ ~ t y 2  = ----- , o  bien, di2 - y 2 ( v / y 2 + 7 - 2 y -  1 )  = O 

- 4y -- 1 -- O ,  se trata de una hipérbola. 

17. Hallar las coordenadas de los puntos de intersección de las curvas siguientes: 

( I )  r = 1 - C O S O  

(2)  Y == sen :O. 

Sabemos por trigonometría que I - cos O = 2 sen2 :B. 
Por tanto, 2 sen2 $8 = sen :O, o bien, sen & O  (2 sen 40 - 1 )  = O. De donde, sen O - O, &. 

Para sen 20 -i O, 8 = O"; para sen & O  = 4, 20 = 3O', 150°, y 8 = 60', 300". 

Luego las coordenadas de los puntos de intersección son (O, O"), (&, 60"), ( b ,  300"). 

18. Hallar el centro y el radio de la circunferencia r 2  i 4r COS O - 4 t / 3  r sen O -- 20 = O 

Aplicando la ecuación de la circunferencia dada en el Problema 3 y desarrollando se obtiene 

r2 - 2r(r, cos O, cos U + r1  sen U, 5en 0)  t- r: - a2 - O 

r2  - 2r, cos O, r cos O - 2r, sen 0,  r sen O + riz -- a2 = O. o bien, 

Comparando la ecuación dada con esta última, 

( I )  -2r, cos O, = 4, (2) 2r, sen O,  - 4\13, y ( 3 )  r: -- aL = -20. 

Dividiendo la ecuación (2) por ( I ) ,  tg 0, = -\'3, O,  = 120". 

Sustituyendo en ( I ) ,  --2r1(-b) -- 4, de donde, r ,  = 4. De ( 3 ) ,  16 - u2 - -20, a - 6. 

Luego el centro de la circunferencia es  el punto (4 ;  120') y su  radio vale 6. 

19. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de di+ 
tancias a los dos fijos (-u; o") y (u ;  O') sea igual a a2. 

Del triángulo AOP se deduce, 

A P  = d a 2  $- r2 - 2ar cos(l8O" - 8 )  - I a2 + r2  t 2ar COF O. 
~ ~ _ _ _  

Dei triángulo BOP, PB = du2 + r2  - 2ar cos U. 

( A P )  (PB)  = d@-+7L-4;5-0 0 2 .  4 
(-a,o") 0 ia,09 x 

Elevando al cuadrado, u3 + 2a2rr" 4 r4  -- 4+r2 cos20 - ap.  

Simplificando, r 4  + 2a2r2 - 4a2r2 cos20 - O, o bien, r2(r2 + 2a2 - 4a2 cos28) = O. 

Luego la ecuación pedida es r 2  2a2 - 4n2 cos'0 - O, 

o sea, r2 = 2u2(2 cos2$ - I )  = 2a2 C O ~  28. (Lemniscata. Ver Problema 25.) 
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20. U n  segmento de Iongituc 2a tiene sus extrenios sobrec dos rectas fijas 
perpendiculares Mallar E I lugar geomitrico del pie de la perpendicular 
trazada desde el punto d: intersección de la\ rectas al segmento 

r sec O - ~ L I  cos (90" -- O) 

r 

cos O 

B:)4- P ir, 8) 

_-  = 20 sen O. O A X  

Luego r - 2a sen O cos O, de donde, r - (I sen 20. (Trébol de cuatro hojas.) 

Sea una de la\ rectas fijas el eje polar y el punto de intersección de las 

Se tiene OA OP sec O z- ABcos(90- -- 'I) 

rectas dadas el 1310 

e\ decir, 

o bien, 

21. Estudiar y dibujar el lugar geométrico de ecuación r = IO cos O 

Corno cos (--O) - cos O,  la curva es simétrica con respecto al eje polar. El ángulo N puede tomar 
cualquier valor, pero r varía de O a + I O ;  luego la curva es cerrada. 

Para hallar puntos de ella, danios valores a 0 y calculamos los correspondientes de r .  Por el 
Problema 4 sabemos que el lugar dado es una circunferencia de radio a = 5 y centro en el eje polar. 

Problema 21 ProBlc~rllrr 22 

2 
I - cos O . 22. Dibujar la curva o lugar geométrico de ecuacih I - 

Corno cos(-O) = cos O,  la curva es siiiikti-ica con respecto al eje polar. 

Para O = O , r es infinito; para U - IXO", I - I La curva es abierta. 

Según el Problema 1 I ,  se trata de una partibola 

23. Dibujar el trébol de tres hojas de ecuación r i= 10 sen 30 

trica con respecto a la recta perpendicular al eje polar trarada por el polo. 
Como el seno es positivo en lo, cuadrantes I . O  y 2." y negativo en los 3." y 4 '. la curva es sirné- 
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El valor de r es cero cuando 30 sea O". 180", o algún múltiplo de 180", es decir, para O =: O", 
60", 120", . . . Por el contrario, r alcanza un máximo cuando 30 -= 90", 270°, o algún inúitipio impar 
de 90", es decir, para 0 =- 30'. 90", 150". . . . 

O' ~ 30 i 60 150' I 180" I 210" 240" 
4-- 

-10 o 10 - 

Problmiu 2? Problema 24 

24. Dibujar la cardioide de ecuación r - 5( 1 + cos 0). 

La curva es simétrica con respecto al eje polar. 
Como cos 0 varía entre 1 y - I .  r no puede ser negativo. 
El valor de r varía de 1 O a 0 cuando 0 lo hace de O" a I80 , 

C H I  O" ¡ 30" ' 45' 60" ~ 90" I 120" 1 135" ~ 150" ~ 180" 

I r I I O  1 9,3 ¡ 8,5 I 7,5 I 5 ' 2,5  ' 1,5 j 0,67 1 O 
1 I I 

1 I 

25. Dibujar la leninist~ata de ecuación. 

r 2  . 9 cos 20. 

Si se sustituye r por --r y 0 por -0, la ecuación 
no se modifica, ya que COI> (-20) - cos 20 y ( - -r l2 
-- r2 .  La curva es, pues, simétrrca con rccpecto al 
polo y con respecto al eje polar 

El valor de r alcanza un  máximo para 0 O , 
ya que cos O - I .  con lo que r 3 

Para 45 <. 6 135", y 225 c. 0 3 1 5 ,  r es 
imaginario 

en 
Para 0 = 

el origen. 
t 4 5  9 cos 20 = o; 

- 
20. 

de donde r 0, y !as rectas O - t ni4 son 

20 I cos 20 r 

-I. 3 

tangentes a la curva 
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26. Hallar el lugar geometrico de los puntos cuyo radio vector sea proporcional al ángulo. 

La ecuación es r = aO. La curva que cumple esta condición se llama espiral de Arquímedes. 

t 
x 

Problemír 26 Prohlenin 27 

27. Siendo P(r; O) un  punto cualquiera, demostrar que cuando el eje polar gira alrededor del polo O 
un ángulo u se verifica, r '  = r y O' = O - u, siendo ( r ' ;  O')  las nuevas coordenadas del punto. 

Las fórmulas de la rotación de ejes en coordenadas polares son O = O' + a y r = r ' .  

28. Demostrar que si se gira el eje polar un ángulo de 90" en el sentido contrario ai de las agujas del 
reloj, la ecuación de la cardioide del Problema 24 se transforma en r = 5(1 -- sen O ) .  

Se sustituye O por 90" + O'. 

Entonces, r' = 511 + cos (90" + O ' ) )  = S( 1 - sen O ' ) ,  ya que cos (900 + O') = -sen O' .  

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Representar los puntos: (2; 30"), ( -3 ;  30"), ( 5 ;  75"), (3; 210"), (2; n/2), (-2; 270"), (4; 3007, 
(-3; - 5 ~ / 6 ) ,  (4; O'), (O; 30"), (O; 60"). 

2. Hallar la distancia entre los pares de puntos siguientes, expresando los resultados con una cifra 
decimal. 

b) (-5; -120") y (4; 150O). Sol. 6,4. 
C) (50; 30") y (50; -90'). Sol. 86,6. 
d )  (3 ; 1500) y (-2; 60"). Sol. 3,6. 

Hallar el área de los triángulos cuyos vértices son ei polo y los pares de puntos del Problema 2. 
Sol. a) 14,14; b) 10; c )  1082,5; d )  3 .  

Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (4; 120") y es perpendicular a OX. 
Sol. r cos O i- 2 = O. 

a) ( 5 ;  45") y (8; 90'). Sol. 5,7. 

3. 

4. 

5. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (3; -30") y es paralela a OX. 
Sol. 2r sen 8 -+ 3 = O. 
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6 .  Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (2 ;  120") y por el polo. 
Sol. O = 2n/3. 

7. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto (4; 2n/3) y es perpendicular a la recta que 
une el origen con dicho punto. Sol. r cos (0  - 2n/3) = 4. 

8 .  Hallar la ecuación polar de la recta que ?asa por el punto ( 3 ;  O")  y forma un ángulo de 3n/4 con el 
eje polar. Hallar r para O = -ni4 y razoiiar la respuesta. Sol. t'2 r cos ( 0  - n / 4 )  = 3.  

9. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto ( 4 ;  20") y forma un ángulo de 140" con el eje 
polar. Sol. r COS ( O  - 50") = 2 d j .  

10. Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro el polo y radio igual a 5. Sol. r = 5 .  

11. Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro (4; 30") y radio igual a 5. 
Sol. r 2  - 8r cos (O - x/6) - 9 = O. 

12. Hallar la ecuación de las circunferencias siguientes: 

a )  Centro (3; O o )  y que pasa por el polo. Sol. r = 6cos 0. 
h )  Centro ( 4 ;  45") y que pasa por el polo. 
c )  Centro (5; 90") y que pasa por el polo. 
d )  Que pasa por el polo, por (3; 90") y por ( 4 ;  O').  

Sol. r = 8 cos ( O  - 45"). 
Sol. r - I O  sen 0 = O. 
Sol. r = 4 COS 0 + 3 sen 8. 

13. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (8; 120") y que pasa por el punto (4; 60"). 
Sol. r2- 16rcos(O-- 120") -1 16 = O .  

14. Por comparación con la ecuación del Problema 3 de la secci6n de resueltos, hallar el centro y el radio 
de la circunferencia r 2  - 4r cos ( O  - n/4) - 12 = O. 

15. Dada la circunferencia r 2  - 4 d 3  r cos 8 - 4r sen O + 15 = O, hallar las coordenadas del centro 
y el radio. Sol. Centro (4; n/6). radio 1 

16. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (8; n / 4 )  y que sea tangente al eje polar. 
Sol r2 - 16r cos(0 - n14) 4 32 O. 

Sol. (2, n /4 ) ,  radio 4. 

17. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (4; 30") y que sea tangente al eje polar OX 
Sol. r2- 8r cos(0-  x / 6 )  t 12 O. 

18. Demostrar que la ecuación de la circunferencia que pasa por el polo y por los puntos ( a ;  O") y ( h ;  90') 
es r ~ a cos O h sen O. 

19. Hallar el centro y el radio de la circunferencia r = 5 cos O - 5& sen O.  Sol. (5;  - 60"), 5. 

20. En el Problema 1 I de la sección de resueltos se demostró que la ecuación de una sección cónica con 
su foco en el polo y directriz perpendicular al eje polar a p unidades a la izquierda del foco, viene 
dada por 

t'P 
I -ecosO'  r =  

Si la directrii está a p unidades del foco y a su derecha, la ecuación es: 

eP 
I + e c o s O '  

y -= 
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Demostrar que la ecuación polar de la cónica con su foco en el polo y directriz paralela al eje 
polar y a p unidades de él ei  

y =: .__ - -__ 
1 &esen  O '  

donde el signo más corresponde al caso en que la directriz esté por encima del eje polar y el niewos 
cuando esté por debajo 

21. Mallar la naturaleza de las cónicas siguientes que tienen un  foco en el polo. Hallar e y situar la di- 
rectriz en función de sus dirección con respecto al eje polar y su distancia al polo. 

\ 

Sol. Hipérbola; e -= 3 / 2 ;  una directriz perpendicular ai e,je polar y a 4/3 
unidades de! foco correspondiente. 

Parábola; e = 1 ;  directriz perpendicular al eje polar y a 2 unida- 
des a la izquierda del foco. 

4 
2-3cos 6 '  

0 )  r=------ 

Sol. 2 
1 - C O S O '  

h )  r = 

. Sol. Elipse; c> - -  b ;  directriz paralela al eje polar y a 6 unidades debajo 
del polo. 

6 
2-sen 8 c )  r = 

22. identificar y dibujar las cónicas siguientes: 

23. Hallar la ecuación polar de la elipse 9x2 -t- 1 6 ~ 3  = 144. 
Sol. r2(9 cos28 4- 16 sen2@ = 144. 

COS O - sen 8 
2 C O S ~ ~  - 3 sen2@ * 

24. Pasar a coordenadas polares: 2x2 - 3y2 - x + y == O. Sol. r = ~ --  --- -- 

En los Problemas 25-30 pasar las ecuaeiones a coordenadas polares. 

25. (x2 + y2)' = 2a2xy. 

x3 

20 -- x . 
26 y2 

Sol. 

Sol. 

rz = u2 sen 20. 

r = 2n sen O tg 0 

27. (x2 + = 4 X Y  '. Sol. r2 = sen2 20. 

28. s - 3y =- O. Sol. O = arc tg 1/3. 

29. X' + x'Y2 - (X + y)' = O. Sol. r = -1 ( I  i tg O ) .  

30. (x' + y')' = 16x2y2(x2 - y2)$. sol, r = -+ csc 48. 

31. Pasar a coordenadas polares la ecuación de la recta que pasa por dos puntos y demostrar que la 
L.vación polar de la recta que pasa por (r,; 8,) y (r2; O,) es 

rr, sen(0 - O , )  + r,rp sen(#, - 8,) 4 r2r sen(0, - 0 )  = O. 

32. Pasar a coordenadas polares y simplificar, suprimiendo los radicales, la ecuación 
(x - 4)Z y2 + - = l .  

9 25 

-9 
5 -4- 4cos e * 

o bien, r = ¿Por qué son idénticas estas ecuaciones? 9 
5-4cos 8' Sol. r = 
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En los Problema\ .33-39, pasar las ecuacione\ a coordenada\ polares. 

33. I' 3cos o. Sol. x? I- y1 - 3x ~ 0. 

34. I' I - co \  o. So l .  ( \ 2  ~ y 2  I - Y2 1- y. 
3s. I' 2 eo\ 0 i 3 \en o. Sol. 1 2  -+ y2 2u -- 3j - o. 
36. t i  45 . Sol. \ - J' =- 0. 

3 
2 -4- 3 Fen O 37. I' ~ 

38. I 00. 

8SOl. 4.G - 5)): + l8y - 9 -: o. 

39. I ' !  9 cos 20 Sol. (u2 t y 2 ) L  9( \ 2  - y). 

40. Hallar los punto\ de intericcción de los pare\ de curvas siguientes: r - 4(1 + cos 0) = O, 
) ( I  ---cos O )  ~ 7.  Sol. ( 6 ,  60 ), (2, 120 ), (2, 240 ), (6 ,  300"). 

41. Halldr lo\ punto\ de intersección de las curvas: I' - 
Sol. 

V 2  cos O, I' = cen 2 0 .  
( I ,  45'), (0, 90 ) . ( - - - I ,  135 ). 

I 42. Hallar los puntos de intcrwccióii de  la\ curva\: I' - I t cos O, r -- 
2(1 - cos O) a 

43. Hallar los puntos de inter\ccción de la\ curvas: I = z 6 cos 0, r L  : 3 cos 20. 

44. Dibujar la curva de ecuación I' - 4 sen 20. 

45. Dibujar la curva de ecuación I' 9 
4 - 5 cos o .  

46. Dibujar la curva I' = 2(1 -1. sen O ) .  

47. Dibiijar la curva I ' ~  = 4 sen 2 0 .  

48. Dibujar la curva r == 1 $- 2 sen 8. 

49. Dibujar la espiral rO == 4. 

50. Deducir la ecuación polar de la elipsc cuando el polo es el centro. Ind.: Aplicar el teorema del coseno 
y la propiedad de que la suma de los radios focales es igual a 2a. 
Sol. r 2 (  I - c'z cos2 O) == A 2 .  

51. Un segmento, de 20 unidades de longitud, tiene sus extremos sobre dos rectas perpendiculares. 
Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas desde el punto de intersección 
de las recta\ fijas a la recta de longitud constante. Tómese una de las rectas fijas coino eje polar. 
Sol. r = 10 sen 20. 

52. Hallar el lugar geométrico del vértice de un  triángulo cuya base es una recta fija de iongitud 26 y el 
producto de los otros dos lados es P. Tómese la base del triángulo conlo eje polar y el polo en SU 
punto inedio. Sol. r2 --= 2b2 ccs20. Esta curva es la leimiscata. 



CAPITULO I O  

Tangentes y normales 

terminar la pendiente de dicha tangente. 
x 

N 

2x1 -y 1 

2Yl Y1 

es - --, o sea, i n  = - . 

Como la tangente pasa por P,(s,, yl), su ecuación es 

x 1 

J'l 
J' -Y1 z- - - (.Y - .Y,). 

Quitando denominadores, yly --y: == - xlx + xi, o bien, 
s i x  -1 ~ ' ~ y  == x: i- y: = r2 .  

84 



TANGENTES Y NORMALES 

Y1 

x1 
La ecuación de la normal es y -yl = 

o bien, x l y  -y lx  = xlyl - xlyl = O. 

(x - xl), 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal 

a la elipse - + - = 1 en el punto P (xl ,  yl). 
xz y2 

a2 b2 

Sea Q un punto de coordenadas (xI. + h, 
Sustituyendo las coordenadas de P ,  y Q en 
ción dada. 

Desarrollando ( 2 )  y restando ( I )  de (2) ,  

2b2hxl + b2h2 + 2a2ky1 + k2a2 = O. 

85 

Y1 + k) .  
la ecua- 

k b2(2x1 + h) 2b2x1 + b2h __ b2xl , k  y Iim. - = - Iím. __--. 
h ~ ‘ ( 2 . ~ 1  + k )  ’ h 2a2y, + a2k a”1 

Despejando, - = -- 

b2xl 
a Y1 

Teniendo en cuenta y - yl = m(x - x,) resulta y -yl = - T ( x  - xl)  

o bien a2yly - a’y; = -b2 xlx + b2x:. 

x1x YlY 
a2 Como b*x; + azy; = azb2, se tiene b2xlx + a2yly = a2b2, o bien, - + -~ b2 = 1, que es la 

La pendiente de la normal es a, y su ecuación a2ypx - b2xly = (a2 - b2)x1y1. 

ecuación de la tangente. 

b2xl 

2. Hallar las ecuaciones de !a tangente y de la normal a la 
parábola ye = 4ax en el punto Pl(xl, yl). 

Sustituyendo las coordenadas de P,(xl, y,) y Q(x1 + h, yl + k )  en la ecuación dada, 

y: = 4ax1 y (yl + k)2 = 4U(X1 + A).  

Desarrollando y despejando el valor k/h ,  
2a 4a __ -- k 

y Iím. - = lím. 4a - k 
h 2Yl + k Y1 - - _ _  

h 2 ~ 1  + k ’  

La ecuación de la tangente es 
2a 
Y1 

y - y ,  = --(x - xl), o bien, yiy - y: = 2ax - 2ax1. 

Como y: = 4ax,, esta ecuación se puede escribir 

La pendiente de la normal es - - y su ecuación, y l x  + 2ay = xfi1 4- 2Q.h. 

en la forma y l y  = 2a(x + xi). 
Y1 

2a 
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3. Hallar la ecuación de Ira tangente a la curva <\jq -- nz en el 
punto PLx,, Yi) .  

Sustituyendo las coordenadas de los puntoi F‘,(Y~, yl) 
y Q(xl + 17, y ,  + k )  en la ecuación dada, y despejando el 
valor klh, 

La ecuación de la tangente es 

quitando denominadores, u,y - x,yl =- -yIx + .u,yt 

o bien, ylx + u,y 2u,yi ~ 2u*, 

que se puede escribir k ( y , ~  i u,p) = a*. 

Así, pues, para establecer la ecuación de la tangente cn un  punto Pi( Y,, y,) de una curva dada 
por una ecuación de segundo grado basta con sustituir 

x2por x,s, y* por y1y, sy por .t(yiv t x,y), I por .t(v + .Y,) e y por 2íy i yl). 

4. Sea PIT y P I N  las longitudes úe la tangente y de la normal, Y 
respectivamente, a una curva en el punto P,.  Las proyec- 
ciones ST y SN se denominan subtangente y subnormal, 
respectivamente, en P,. 

Llamando m a la pendiente de la tangente en P,(x, ,  y &  
-_ 

resulta -- -- ” =- longitud de subtangente, N S  T X  
m 

e y1m = longitud de subnormal. 

ST 
Y1 

Esto es evidente ya que -- = -- 

- -Cot + = -cot(O -- 90 ) = tg O ~- I H  y S N  - iiip, 
S N  
Y1 

También, - -- 

Las subtangente y subnormal se miden en sentido? opuestos, es decir, son de signo contrario. 
Para hallar las longitudes de la tangente y de la norinal <e aplican las relaciones pitagóricaf en 

un triángulo rectángulo. 

5 .  Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la circunferencia ,Y* + y2 -- 5 en el punto (2, I ) .  

Y 2 
)’I 1 

Teniendo en cuenta que tn = -  - - i, la pendientc de la tangente es -- y la correipoiidiente de 

1 
2 ’  

la normal vale - 

1 2  
Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la elipse - 1 ?’: 9 16 ( ,,,) 6 .  1 en el punto 2, . 

a2x1 

b2Y, 
La pendiente de la tangente es in  -- --. Sustituyendo la\ coordenadas del punto dado, 

3 d 5  , y la pendiente de la normal --. 16(2) __ 8 4 3  = - - -- 
9(4d5/3) 15 8 
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7. Demostrar que  la pendiente de  la t a n p i t e  a la cutva 4.iL I 4 1 y  1 v L -  9 O en un punto cual- 
quiera de ella cc t t i  --2. 

h 
I1 . Totixino\ los dos puntos Pi(  yl )  y Q( v1 11, v, 4 A ) ,  y Iialleinx el límite de 

SLtctittiyeildo. ( I )  4 ( ~ ,  4 h)' * 4 ( ~ ,  I l i ) ( ~ ,  1 k )  ' (VI 1 A)' 9 O y 
(2)  4 4  L 4?,,)~, t y; - 9 O. 

ílcsarrollando ( I )  y restando ( 2 )  de ciiclio desarrollo. 

O i u ~  11ic;totlo. La ecuación origiiial st' puede escribir en la forma ( 2 \  { y)z - 9 - O 

Descoiiiponiendo en factores, ( 2 u  i y i 3 )  (21 J' - 3) - O, que son dos rectai paralelas de 
pendiente igual a - 2 .  

8. Hallar la pendiente de la taiigctite a la hip6rbola 9 1 ~  -- 4 ~ "  - 36 en  el punto (3, -3;L). 
k 
It . Tomemos los d o s  puntos Pi( \ I ,  J ~ ~ )  y Q( 1, 1 11, 

Sustiiuyctid», ( I )  9(,\, 1 h)" - 4(y, 1 X ) 2  = 36 y ( 2 )  91; - LIJ*? 36. 

+ k ) ,  y Iiallemo~, el límite de 

- _  9xI Y / ) t .  
h 4X 2 \ ,  i 11 

Dc\airollando y despejando -- se obtiene -- - ---- -- y iím. 
Ir . 911 2y, t k / I  dY, 

21 9 d 5  
6\15 I O  . 

La pendiente eti rn =- == 

9. Hallar las pendientes de la tangente y de !a tioriiial a la curca y2 - 2a3 en el punto ( 2 ,  4). 

Toinenlo\ los puntos de la curva Pi( I-,, y,) y Q(x, t / I ,  J', 4 k ) .  

Su\tituyetido, ( I )  (y, L k)2 2 ( i ,  f 1i)'I.o bien,): t 2 k , , ,  1 k 2  - 2r: 4 6u:Ii 4- 6,1,/1' t Lh' 
y ( 2 )  Y ;  2Ax:. 

Reitando (2 )  ciel deíarrollo de ( I )  se obtiene, 2 h v t  

Por tanto, - 

h L  6u,"/i + 6 ~ ~ 1 1 ~  i 2h". 

k 6 Y ;  - 31; 
11 2.~1 + k /? 213, 1'1 

__ - k 61; + 6\-,1i + 21i2 
_ _ _ ~ _ _ - _ _  y Iíni. - 

1 
- 3. La  pendiente de la nornial vale -- -. k 12 

h 4 3 En el punto (2, 4), 111 - lím. 

10. Hallar lai ecuaciones de la tangente y de la nornial a la curva J ' ~  21' et1 el punto (2, 4). 

En el Problema 9 se vio que la pendiente de esta curva en el punto (2, 4) vale 3. 
Por tanto, la ecuación de la tangente es y - 4 - 3 (I -- 2 ) ,  o bien, y ~ 3s - 2.  
La ecuación de la nornial es 1 9 -  4 - - ; (Y-  2), o bien, \ 1 3,. - 14. 

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la noimal a la curva . \2 t 3 ~ ) '  - -  4.Y' f 2x -Y t 1 O 
en el punto (2, - I ) .  

Aplicando la norma dada en el Problema 3, 
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Su$tituycndo Y, 

La ecuación de la normal es y + I = 

2, yi - I ,  resulta 3x + 13y -t 7 = O, ecuación de la tangente de pendiente 
-3,13. 

13 
3 (x -- 2), o bien, 13x - 3y - 29 = O. 

12. Hallar las ecuacionef de las rectas de pendiente rn tangentes a la elipse 

( 1)  hLx2 -t a2y2 = a2h2. 

La\ ecuaciones pedidas son de la forma (2) y =- mx 4- k .  

Del sirtema ( I )  y (2) se obtiene h2x2 + a2(mx -t k)2 = a2b2. 

Desarrollando y reduciendo términos, (3) (b2 t u2wz2)x2 + 2a2mkx + a2k2 - a2b2 =- O. 

Para que las rectas sean tangentes a la curva, las raíces de ( 3 )  deben ser iguales, es decir, el dis- 

4a4tn2k2 - 4(h2 + a2m2) (a2k2 - a2h2) = O, o bien, k2 - a2m2 + h2, y k = i t/azm2 + b2. 

Las ecuaciones de las rectas de pendiente m y tangentes a la elipse son 

criminante ha de ser igual a cero. Por consiguiente, 
- 

y = mx t da2m2 + b2. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse x2 + 4y2 = 100 paralelas a la recta 3x + 8y = 7. 

La pendiente de la recta dada es - 3 / 8 .  Luego las ecuaciones pedidas son de la forma 

y = - --s + k ,  siendo k una constante a determinar. 3 
8 

Resolviendo el sistema formado por esta ecuación y la correspondiente de la elipse e imponiendo 
la condición de que las raíces sean iguales, se deduce el valor de k .  Así, pues, 

- 100 = O, o bien, 25x2 -- 48kx + (64k2 - 1.600) = O. 

Para que las raíces sean iguales, el discriminante ha de ser cero, o sea, ( - 4 8 k ) 2  - 4(25) (64k2 

Resolviendo, 16k2 = 625, k = & 

- 1.600) = O .  
25 3 25 ~. Luego las ecuaciones pedidas son y = - -x it. - 
4 8 4 ’  

o bien, 3x + 8y 50 = O. - 

Problema 13 Problctnct 14 

14. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (-2, -1) y sean tangentes a la elipse 
5 s 2  + y2 = 5 .  

Sea P , ( s , ,  yi) un punto de contacto. La ecuación de la tangente es de la forma 5x,x + yiy = 5; 
como el punto (-2, -1 )  pertenece a la tangente, - I O x ,  --yi = 5. Por otra parte, el punto (x l ,  yi) 
pertenece a la elipse, con lo que 5 4  + y: = 5 .  
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene para (xl, y,) los dos puntos de contacto 

ustituyendo estos valores en 5x,x + y,y -- 5 resultan, 2x - y  + 3 = O 
7 '  7 

y 2x i- 3y + 7 = o. 

15. Hallar, en el punto (-! 3), las longitudes de subtan- 
gente, subnormal, tangente y normal a la elipse 

9x2 +y2 = 18. 

Para hallar la tangente, aplicamos la fórmula 

9x,x + y,y = 18. 

Sustituyendo las coordenadas del punto 

-9x t 3y = 18, o bien, 3 r  - y  t 6 = O. Luegom = 3. 

Subtangente ST =- -y,/m =T -3/3 =- -1. 

Subnormal S N  = my, = 3(3) = 9. 

Longitud de tangente, PT ;= V'32p+ 

Longitud de normal, P N  = dY2 i. 32 = 3 4 1 0 .  

= V ' I O .  
-- ___ 

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cónica 
cualquiera recibe el nombre de diámetro de la misma 

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la 
ecuación del diámetro determinado por los puntos 
medios de ellas es: 

2a 
m Para la parábola y2  = 4ax, y =  - .  

x2 y2 b2x 
a2 b2 Para la hipérbola - - - = I ,  y = 

Para la hipérbola xy = up, y =- -mx. I 

Para el caso general de la cónica ax2 + 2hxy + by2 + 2gx i- 2fy + c =: O, la ecuación del 
diámetro toma la forma (ax + hy i- g )  -t m(hx + by -tf) = O. 

x2 y2 
16. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse - + - = I correspondiente a las cuerdas de 9 4 

1 
3 

pendiente --. 

b2x 4x Aplicando y -i - --, la ecuación del diámetro es y = - ~ ~- - , o bien, 4x + 3y = O. 
a2m 9( 113) 

17. Hallar la ecuación del diámetro de la cónica 3.x2 - xy -- y2 -- i -- y ~ 5 correspondiente a la$ cuer- 
das de pendiente 4. 

Aplicando (ax + hy + g )  + m(hx -+ by + f )  = O, siendo a = 3, h = -1, 2 b = -1, g = -4, 
f = -4 y c = -5, se obtiene 3 x  - 4 y  - 1 + 4(-4i - y - 4 )  : O ,  o bien, 2x - 9y  - 5 = O. 
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18. Hallar la ecuación del diámetro de la parábola y2  -= 16x 
que pase por los puntos medios de las cuerdas paralelas 
a la recta 2x - 311 = 5 .  

2 
3 La pendiente de la recta 2x - 3y -- 5 -= O es ---. 

Para la parábola ,p2 = 4ax, la ecuación del diáme- 

tro es y = - . Luego la ecuación pedida es y -= --, 
o bien, y - 12 = O. 

x 2a 8 
m 213 

19. Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola xy == 16 que pase por los puntos medios de las cuer- 
das de pendiente 2. 

La ecuación del diámetro de la hipérbola xy = a2 que pasa por los puntos medios de las cuerdas 
de pendiente m es y = -mx. Luego la ecuación pedida es y == -2x. 

PROBLEMLIS PROPUESTOS 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las circunferencias siguientes en los puntos 
dados: 

a) x2 + y2 = 25, (3, 4). Sol. 3 . ~  + 4y = 251 3\. - 31’ == O. 

h) 2x2 + 2y2 - 3x + 5y -- 2 = o, (2: O). .Y + y - 2 = o; ,Y -I’ - 2 = o. 
r) x2 + y2 - 6x -+- 84’ - 25 = O, (-2, I). Sol. . v - - y + 3 = 0 ;  Y - k y  t 1 = o .  

Sol. 

2. hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 2 s 2  + 3y2 - 30 = 0 en el punto 
(-39 2). Sol. .Y-)’ I -  5 = = o ;  Y + 4’4- 1 = o .  

3. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 3x2 1 4,v2 - 6x 4- 8y - 45 = O en el 
punto (--3, -2). Sol. 3.Y { - y  + 11 -- o; Y-- 3 y -  3 = o. 

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parábola x2 - 4y = O en el punto (2, I) .  
Sol. x - y - 1  = O ;  . ~ + ~ 0 3 = 0 .  

5. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las hipérbolas siguientes en los puntos dados: 

U )  

6) x2--2xy--y2--2~ -+ 4y +A = O,(2,-2). SO/. 3~ +- 2 . ~  - 2 = O ;  2 ~ - 3 ~ - -  10 = 0. 

c )  X)’ - 4 = o, (2, 2) .  SO/.  ~ + y - - 4 = 0 ;  x - y = O .  

6x* - 9y2 - 8x + 3y + 16 == O, (-1, 2). Sol. 2 0 ~  + 3 3 ~  - 46 = O ;  3 3 ~  -- 2O.Y + 73 = 0. 

6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 5x2 - 4y2 = 4 en los puntos de intersección 
COR la recta 5x - 2y - 4 i_ O. Sol. 5x - 2y - 4 = o. 

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola ~2 - 4y2 - 12 =- O que pasen por el punto (1, 4). 
Sol. x --y + 3 = O ;  1 9 ~  + 1 ly - 63 O. 

8. Hallar los puntos de la hipérbola x2 - 4y2 - 8 = 0 en los cuales las tangentes son perpendiculares 

a la recta 4x + 5y - 2 := O. 17 17 ’ 17 



20. Demostrar que las tangentes a la parábola y2 =- 4a.r en los extrenios del lu/us rectum son perpen- 
diculares, es decir, sus pendientes son & I .  

21. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la paráboh x2 = 5y en el punto de abscisa 3. 
Sol. 6.x -- 54' - 9 = O; 2 5 ~  + 3 0 ~  - I29 = O. 

22. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la parábola y2 = 4nx son 

y == n1.x 4- a -, ( m  -it O). 
111 
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k 3 4  + 4x, 
h 2Y* 

9. Hallar la pendiente de la curva y" _= xa + 2 3  en el punto (xx, yl). 

10. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva del problema anterior en el punto (2, -4). 

So!. Iírn. -- = 

Sol. 5 Y  t 2y-2 =- o; 2x- 5 y -  - 24 - o. 

(2, -4). Sol. -8j5, IO. 
11. a )  Hallar las longitudes de la subtangente y de la subnormal a la curva y2 == x3 + 2x2en el punto 

Hallar lac Longitudes de la tangente y de la normal a dicha curva. 42/29 
Sol. -- ---, 2429. 

5 h )  

12. Hallar la ecuación de las tangentes a la hipérbola 2xy + y 2  - 8 = O de pendiente m = -2/3. 
Sol. 

13. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, así como las longitudes de la subtangente yde la 
subnormal, a la curva y2 - 6y - 8.v -- 31 == O en el punto (-3, -1). 

2w + 3y -- 8 = o; 2 s  $- 34' -t 8 =: o. - 

Sol. .Y i- J' -+- 4 :- o; .Y -- I' { 2 o ;  - - I ,  I .  

14. Hallar la pendiente de la tangente a la curva 4x2 - 1 2 . ~ ~  -t 9y2 - 2x + 3y - 6 = O en un punto 
cualquiera, (.yl, y , ) ,  de ella. 

15. Hallar las ecuacioncs de las tangentes a la curva 4.9 -- 2y2 -- 3xy -t 2.x - 3y - 10 -= O paralelas 
a l a rec t a .Y- j~ -+S=-=O.  Sol. .Y-y--1 - = O ;  4 1 . ~ - 4 1 y - - t 3 9 = 0 .  

Sol. 111 -:- 213. Interpretar este resultado. 

16. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola xy == 2 perpendiculares a la recta x - 2y = 7. 

I173 ;,En qué puntos de la elipse .vz -t .xy $- .yz - 3 = O las tangentes son paralelas al eje x ?  ¿En qué 

Sol. 2 . ~  -i- y .- 4 :- O ;  2 s  $- y --t- 4 7: O. 

' puntos son paialelas al eje y ?  

( I ,  2) v (O. ---I) .  

Sol. ( 1 ,  --2), (--I, 2); (2, -1). (-2, I ) .  

18. ;.En qué puntos de la curva .y2 -- 2xy + y -+ I -= O las tangentes son paralelas a la recta 2x + y = 5? 
Sol. 

19. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (5, 6 )  y sean tangentes a la parábola 
y2 4 . ~  Sol. .Y - y  i- I O ;  s - 5y + 25 = O. 

23. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia x2 + y2 = a2 son 
,-- - y = mx 5 a v m 2  -+ 1. 

24. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipérbola b2x2-a2y2 = a2bz _ _ _ _ _ _ - ~  - -- 
son y = mx 2 \/a2m2 -- b2, y a la hipérbola tPx2 - azyz = - -aV ,  y = mx & d b 2  - a2m2. 

25. Hallar las ecuaciones de las tangentes 8 la elipse 5x2 1- 7y2 = 35 perpendiculares a la recta 3x + 417 
- 12 == O. Sol. 3 y  = 4~ t ~ ' 1 5 7 .  

26. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 1 6 x 2  -- 9y2 -- 144 paralelas a la recta 4x ---y 
- 14 = = O .  Sol. y - 4 \  ! 8 ~ ' 2 .  
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27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 
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La parábola y2 = 4ax pasa por el punto (-8, 4). Hallar la ecuación de su tangente paralela a la 
recta 3x + 2y - 6 = O. 9 x  + 6y = 2. 

Hallar la ecuación de la tangente a la curva x3 + y! = 3axy en el punto P,(x,, y*). 
Sol. (y: - axJy + (x: - ay,)x = ax,y,. 

Hallar el valor de b para que la recta y = mx + b sea tangente a la parábola x2 = 4ay. 
Sol. b = -am2. 

Sol. 

Teniendo en cuenta el resultado del Problema 29, hallar la ecuación de la tangente a la parábola 
x2 = -2y que sea paralela a la recta x - 2y - 4 == O. Sol. 4x - 8y -t 1 = O. 

Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola x2 - 4y2 = 9 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas 
a) de pendiente 4. Sol. X -  16y = O. 
b)  de dirección 3x - 5y - 2 = O. 
c )  de dirección la tangente en (5, 2). Sol. 2x - 5y = o. 
d )  de dirección la asíntota de pendiente positiva. Sol. x - 2 y  = o. 

Sol. 5x - 12y = o. 

Hallar la ecuación del diámetro conjugado del de ecuación x - 16y = O en el Problema 31 a). 
Sol. 4x-  y = o. 

Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 9x2 -t 25y2 = 225 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de pendiente 3. Sol. 3x + 25y = O. 

Hallar la ecuación del diámetro de la parábola y2 = 8x que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de pendiente 213. Sol. y = 6. 

Hallar la ecuación del diámetro de la elipse x2 + 4y2 = 4 conjugado del diámetro de la ecuación 
y = 3x. Sol. x + 12y = o. 

Hallar la ecuación del diámetro de la cónica xy + 2y2 - 4x - 2y + 6 = O que pase por los puntos 
medios de las cuerdas de pendiente 2/3. 

Hallar el diámetro de la cónica x2 - 3xy - 2y2 - x - 2y - 1 = O que pase por los puntos medios 
de las cuerdas de pendientes 3. 7x + 15y + 7 = O. 

Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 4x2 + 5y2 = 20 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas, 

Sol. 2x + 1 l y  = 16. 

Sol. 

a) de pendiente -213. Sol. 6~ - 5y = O. 
b)  de dirección 3x - 5y = 6. Sol. 4x + 3y = o. 

39. Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola xy =- 16 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de dirección x + y = 1. Sol. y == x. 



CAPITULO 1 1  

Curvas planas de orden superior 

CURVAS PLANAS DE ORDEN SUPERIOR. Una curva algebraica es aquella que se puede 
representar por medio de un polinomio en x e y igualado a cero. Las curvas que no se pue- 
den representar de esta forma, como, por ejemplo, y = sen x, y = ex, y = log x, se llaman 
curvas trascendentes. 

Las curvas algebraicas de grado superior al segundo junto con las trascendentes reciben 
el nombre de curvas planas de orden superior. 

Para el estudio de las simetrías, intersecciones con los ejes y campos de variación, véase 
el Capítulo 2. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Representar la curva .y2 i- (x - i )  (x - 3) (x - 4). 

Es simétrica con respecto al eje x, ya que la ecuación no varía cuando se sustituye y por -y. 
Los puntos de intersección con el eje x son 1, 3, 4. Para x = O, y2 = -12; por tanto, la curva 

Para x < 1, todos los factores del segundo miembro son negativos, con lo que y es imaginario. 
Para 1 5 x 9 3. y es real. Para 3 < x < 4, y2 es negativo y, por tanto, y es imaginario. 
Para x 2 4, y2  es positivo, con lo que y es real aumentando indefinidamente de valor numérico 

Formamos un cuadro de valores para determinar puntos de la curva. 

no corta al eje y. 

a medida que lo hace x. 

y = & i ( x  - 1 )  (x - 3) (x - 4). 

Problcnin I 
2. Dibujar la curva x2y - 2x2 - 16y = O. 

Problema 2 

Corte con íos ejes. Para y = O, s = O;  para x = O, y = O. 
Sitnetríns. La curva es simétrica con respectoal eje y, ya que la ecuación no varía al sustituir x 

por N o  es simétrica con respecto al eje .Y ni con respecto al origen. 

9s 
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2x2 
(x -- 4)(x  $-4) 

__ 2x2 
xz - 16 

Despejando x e y se obtiene ( I )  y = - 

De ( I )  se deduce que y se hace infinito cuando x tiende a 4 y a -4, tomando valores mayores 

De (2) se deduce que no existe curva para O < y < 2. Cuando y tiende a 2, tomando valores 

Las rectas x = k 4  e y = 2 son asíntotas. 

y menores que estos. L.a curva existe ?ara todos los demás valores de x. 

mayores que éste, x se hace infinito. 

3. Representar la curva x3 - x2y $- y = O. 

x3 
Despejando y ,  y =-T __-- 

x2- 1 .  

Parax = -t:l,ysehaceinfinito;luegox = 1 y x  = -1 
son dos asíntotas verticales. I !I 

x3 X 

x2-- 1 x2- 1 
Expresemos y = ~ por y = x + --. Cuan- 

-+-- 
do x aumenta indefinidamente, y también lo hace, y la -4 -3 -2 -!I ? 

A fracción ~ tiende a cero. Por tanto, la recta y = x 
x2- 1 

es una asíntota de la curva. Para x > 1, una rama de la 
curva está situada por encima de la recta y = x; para 
x < -1, la otra rama está por debajo de y = x. 

La curva pasa por el origen y es simétrica con respecto 
a é1. En la tabla siguiente figuran algunos valores de x e y .  

x 1-1P 0 c t l  1-2 ir2,5 ~ - t3  ~ :1’1 
~ -’ .v/ -f1/6 : o ~ ~ - ~ - i ~  *2,67 $-3,0 +3,4 1 &4,3 

Esta curva también se puede representar por el método de la suma de ordenadas. Para ello, 

sean y, = x e y ,  = ____ . Tracemos las gráficas de estas dos ecuaciones sobre un mismo sistema 

de coordenadas y, a continuación, sumemos las órdenes, e y,, correspondientes a idéntica abscisa 

x 
x2- 1 

4. Dibujar la elipse 2x2 + 2xy + y2 - 1 = O por el método 
de la suma de ordenadas. 

Despejando y ,  y = 
- 2 ~  d 4 x 2  - 8x2 + 4 

2 

= -*Y 1 di -x2. 

Tracemos la recta y ,  = -x y la circunferencia 
1. La elipse que re- y2 = kdl - x2, o bien, x2 + y: 

sulta es simétrica con respecto al origen. 
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5. Funciones trigonométricas. Dibujar la función y = sen x. 

El ángulo x ha de expresarse en radianes. (z radianes = iXOS) 

--- --I ~ - - -  - 
-_ _ _ _ -  - - I -  -_ - --- 1 sen x 1 O 1 $0,5 1 1 0 , 8 7  1 3 1 I 10,87 1 +0,5 ~ O ,0,5 ,0,87 1 ' i t  1 ?0,87 1 - ~ O , i - i  Ó-1 

Como los valores de sen x $e repiten periódicamente, la función sen x se llama periódica, siendo 
cl periodo igual a 23; así, pues, la gráfica de y = sen x se compone de tramos exactamente iguales, 
uno por cada intervalo de 2.2 radianes. Como además sen (--x) = -\en x, la c a v a  es simétrica con 
respecto al origen. Existe para todos los valores de .a, y para valores de y comprendidos, únicamente. 
entre y = 1 e y = - 1 .  

De forma análoga se puede dibujar la gráfica de y = cos x. Véase la línea de trazos de la figura. 

n i  n n 2 n /  It 5n 1 

-I----- __I___- 1-1 

in 
0 i - , I L - ~ - r - l i  3 1 -  2 3 6 1  

1 ~ 0,87 ~ 0,5 ~ O 1 - 4 5  I -0,87 1 -1 1 -0,87 \ -0,5 

Como cos Y = sen(x f n / 2 ) ,  un punto cualquiera de la curva coseno tiene la misma ordenada 
que otro punto de la curva seno situado a / 2  unidades a la derecha del primero. La curva es simé- 
trica con respecto al eje vertical, ya que cos(-x) = cos x. 

Dibujar la curia y = sen 3r.  6 .  

Cuando x varía de O a 2n ,  la función sen x toma 
todos los valores de su campo de variación. En ge- 
neral, cuando x varía de O a 2n/n ,  o bien cuando nx 
lo hace de O a 2n, la función sen n x  (siendo n una 
constante cualquiera) toma todos los valores de su 
campo de variación. 

En este problema n = 3, por lo que el periodo 
de sen 3 x  es 271.13. 

La curva es simétrica con respecto al origen. 
Existe para todos los valores de x, y para los 

valores de y comprendidos, únicamente, entre 
-1 I y 5 1 .  

2 / 3  
I -- 

O O I -  sen 3x O 

-'I 
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7. Dibujar la función y = tg x. 

La curva es simétrica con respecto al origen, ya que tg (-x) = -tg s. 
El periodo de la función es n. 
La función se hace infinito cuando x sea un múitiplo impar de x/2, y la curva toma todos los 

valores de y comprendidos entre x 7 -x/2 y n/2. Existe para todos los demás valores de .Y e y .  

Prnblenia 7 Problema 8 

8. Dibujar la función y = sec x. 

La curva es simétrica con respecto ai eje y ,  ya que sec (-x) = sec x. 
El periodo de la función es 2n. 
Como sec x = l/cos x ,  los valores de sec x se pueden hallar fácilmente a partir de una tabla 

Al ser el campo de variación de cos x de - 1  a + I ,  el correspondiente de sec .r es el conjunto 
de valores de cos x .  

de valores de -00 a -1 y de 1 a +m. 

9. Dibujar la función y = sen x $. sen 3x por el método de la suma de ordenadas. 

I 

sen x o 0,5 0,87 I 0,87 0,s O 

sen3.x o I 0 -1 o 1 O 

y, = sen X y sen x i- sen 3x I 



-- 

x 
~ 

y 

Funciones exponenciales. 
la unidad. 

I 1 -  

- - , - -  ~ I - _  ~- - _ -  
1 1 5 25 I  0,2 1 0,04 I 0,008 I 0,0016 

0 ; 1 1 2 I - 1  -2 -3 1 -4 

CURVAS 

Dibujar la 

x 

ex 
-- 

PLANAS 

función 

-3 -2 2 
_ _ _ _  ~ 

0,050 0,135 

DE 

Y =  

ORDEN SUPERIOR 

ax, siendo a una constante positiva Y mayor 

Para concretar, supongamos a = 5. La ecuación a representar es y = 5". 

Para x = O, y = 5" = 1 .  Cuando x aumenta, y también aumenta. Para valores negativos de x, 
5" es positivo pero disminuye de valor. Luego la curva está situada, toda ella, por encima del eje x. 

La curva no es simétrica ni con respecto a los ejes ni con respecto al origen. Para valores nega- 
tivos de x, al aumentar x en valor absoluto, la curva tiende asintóticamente hacia el eje x. 

25 '1- 
'O t 
5 1  

y=5% i 
\ 

\ \ ' f 
5 '\ '. / 

=ex  

-2 1 2 
I I 

Prohletna I O  Prohiemci I I 

11. Dibujar la función y == ex. 

La gráfica de y 7 e -" es, como indica la figura, simétrica de la correspondiente a la función 
y = e' con respecto al eje y .  

12. Representar la functón normal de probabilidad y = e - x L .  

La curva corta al eje y a una unidad del origen, y no corta al eje 1. 

Es simétrica con respecto al eje y .  El eje Y es una asíntota, cuando Y -+ : 00, y -* o. 
La curva está situada, toda ella, por encima del eje x, ya que e ,' O para todos los valores de x. 

-- 

__ 
t 2 x  1 3. Funciones logarírni icn F -2  - 1  3 

La gráfica de y = log, x, llamada curva logarítniiea, difiere de la correspondiente a la función 
y -- a' en la posición relativa de los ejes. En efecto, ambas ecuaciones se pueden escribir en la misma 
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a = 10 y dibujemos la función 
1 .. 

14. Dibujar la función y = log, (2 - 9). 
! ' 

x 
- 

p 

Para y = O, log, (x2 -- 9) = O, de donde, .yz - 9= 1 ,  
x = &.\/io. La curva no corta ai eje y .  

Para 1x1 < 3, y es imaginario. Si /x i  > dio, y es 
positivo. Para 3 < 1x1 < .\/a, y es negativo. Las rectas 
x = f 3  son dos asíntotas. 

&3,1 1 3 2  1 3 3  

- 4 4 9  0,22 1,18 
____ - - -___ - 

I 5 1  1 

i 4 I 

15. Ecuaciones paramétricas. Algunas veces conviene expresar .Y e y en función de una  tercera variable 
o parámetro. Las dos ecuaciones de .Y e y en función del parámetro se llaman eciiaciones paramétri- 
cas. Dando valores al parámetro se obtienen pares de valores correspondientes de .Y c y .  Uniendo 
los puntos así determinados resulta una curva, que es la representación gráfica de las ccuaciones 
paramétricas. 

2 Dibujar la curva x = 2 t ,  y = -. 
t 

La curva es simétrica con respecto al origen. Los 
ejes x e y son dos asíntota$. 

Eliminando el parámetro t se obtiene la ecuación de la 
curva en coordenadas rectangulares, xy = 4. Esta es la 
ecuación de una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son 
los ejes coordenados. 
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16. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = f t 2 ,  y = 4 t 3 ,  

Eliminando t ,  la ecuación de la curva en coordenadas rectan- 
gulares es 2y2 = x3, que es una parabola semicúhica. L,a curva es 
simétrica con respecto al eje ;Y. 

t 

x - 

y 

- rliminemos el parámetro r : 
De x -i at2 O 2x = t2,  se obtiene (2x)" = (t2)" 
L)e y = i t 3  o 4y = t3, se obtiene ( 4 ~ ) ~  = ( t 3 ) 2 .  

Luego ( 2 ~ ) ~  = t o  = ( 4 ~ ) ~ ,  o bien, x3 =- 2y2. 

~- ~ 

- 5 1 - 4 ' - - 3 ¡ - 2  1 1 0  1 2 I --- 1 - - I - _ I  ___-A I-- - 

- 4 i - 3 1 - 2 1 - - 1 ,  - 0 ' 1  
__  2 _ 1 _ -  

5 - / - T i - 3  1 4 , - 3  I 0 5 I 12 
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x 

y 

__ 

-- 

17. Representar la curva cuyas ecuaciones paramktricas son x = t + I ,  y = t ( t  + 4). 

O " ,  30" 160" 190" 120" , 150' 1 180" 210" ~ 240" 1 270" 1 300" 330" 1 360" 

2 ~ 1,71 1 I O I - I  -1,71 -2 1-1,71 --I I O ~ I 
--I -- I - -  - 

O /  2 1 3 5 1  4 3,5 

_-_ 1 _-I_ ____ - - - ~  - - 1 -  - - - -. 

1- ~ 2 

2 I 0 I 1-2 / - 3 , 5 / - 4 / - 3 , 5 1  --2 ~ O 
I _ _ _ _ _  1- j - - -  ' - - - - -  

I I 
4 

A X x 

-4 

Probletnci 17 Problema f'? 

Eliminemos el parámetro O :  

X x2 y: 
2 4 '  cos O = - y sen O -= '1 Luego coF20 - sen20 = I -T + 16. 



loo 

4 
5 

Como sen 0 = - se tiene, x = 72r, 
60 y = 96t - 16t2. 
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.. 

YA 21. Representar la función 

x = a c0s38, y == a sen30. 

4x 
3 

Eliminando t ,  y = I - 

(o,ai 

5x2 , que es una parábola _ _ _ ~  
576 

de eje vertical. La ordenada del vértice es 51,2 metros, y el alcance máximo 153,6 metros. 

2at2 2 a t 3  
20. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = - , Y = - .  

t 2  + 1 

Para t = O, x = O e y = O. Para todos los valores de t positivos 
y negativos, x es positivo o cero; y es positivo para t > O y negativo 
para t < O. La curva es simétrica con respecto al eje x .  

Sat2 
t 2  + 1 

Si ponemos x = ~ 

2a 
t 2  + 1 

= 2a - se observa que cuando t 

aumenta indefinidamente, x tiende hacia 2a, y el valor absoluto de y 
crece también indefinidamente. Luego x = 2a es una asíntota vertical. 

1,6a 1,8a 1,9a 

Eliminando t ,  se obtiene la ecuación en coordenadas rectangulares y2(2a - x )  = x3, que repre- 
senta la Cisoide de Diodes. 
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Eliminando O, la ecuación de esta curva en coordenadas rectangulares es x213 + y213 = $3, <ue re- 
presenta una hipocicloide de cuatro lóbulos. 

Eliminemos el parámetro O :  

8 0- 30" 60" 

x 4 0,02a 0,18a 

( x ] ~ ) ~ ' ~  + ( Y / u ) ~ ' ~  = ( ~ 0 ~ ~ 8 ) ~ ' ~  + = cos2@ + sen20 = 1, o bien, x2I3 + y213 = ~ 2 1 3 .  

90" 120" 150" 1 180" 210" 240" 270" 300" 330" 360" - 
0,57a 1,2a 2,la I nu 4,2a 5,la §,7a 6,la 6,3a 2na 

22. Representar la curva 

x = a(0 - sen O ) ,  
y = a(1 - cos 8) .  

Para O = O, x = O ,  y = O. 
Para 8 = 180", x = nu, y = 2a. 
Para 8 = 360". x = 2na, y = O. 

Eliminando ei parámetro 8, la ecuación de esta curva en coordenadas cartesianas es x = a arc 

cos ___- - d2ay  - y2, que representa una cicloide. 
~- U - - Y  

U 

Eliminemos e1 parámetro 8: 
-___ - 

I 2 a y  - y2 De y = a( 1 - cos O) se obtiene, cos 8 = ~ a - y ,  de donde 8 = arccos ~ a - y , y s e n o =  
a a a 

~- a--y 
a Sustituyendo en x = a0 - a sen 8 se tiene, x = a arc cos -~ - d2ay  -ya. 

23. Expresar en forma paramétrica la ecuación x2 + 3xy + 3y2 - ax = O. 

Haciendo y = tx, resulta x2 + 3x2t + 3x2t2 - ax = O. 

Dividiendo por x se obtiene, x $- 3xt + 3xf2 - a = O. 
a at 

3t2 + 3t i- 1 * 
Despejando x ,  x = y = t x =  

3t2 + 3t + 1 ' 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

Representar las funciones de los Problemas 1-14. 

1. (y2- 4)x - 9y = o. 
2. y = ( x  + I )  ( x  -t 2) ( x  - 2). 

3. y 2 = ( x +  l ) ( x + 2 ) ( x - 2 ) .  
4. yy4 - x )  = x3. 

5. 

6. X'Y - 3x2 - 9y O. 

7. 

x3 - x2y + 4y = o. 

x2y + 4y - 8 = o. 

x2 - 4 
9. y = ~- x2 - 3x - 4 . 

x - 4  
10. y2 = x 9 - 2 x - 8 '  
11. 4x2 - 1 2 ~  - 4xy + +- 6y - 7 = O.  

12. x3 + 4x2 + xy2 - 4y2 = o. 
13. XY' - XY - 2~ - 4 = O. 
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15. 

16. 

17. 

23. 

24. 

29. 

30. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 
41. 

42. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 
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Representar las funciones de los Problerriar 15-32. 
7t 21. y = 3 cos -(x - 1). 2 

y = 2 sen 3x. 18. y _= cos (1 - 314). 

y = 2 sen x/3. 

y = tg 2x. 

19. y 2 wc u/2 .  

20. J’ = cot ( x  t 4 3 ) .  

- 

1 
3 

22. y = -- csc 3x. 

Representar las funciones de los Problema\ 23-28. 

y = arc sen x .  

y = 2 arc tg 2x. 26. y = arc sec Y. 

Representar las funciones de los Problemas 29-35. 

25. y = 3 arc cos x’3.  27. y == arc csc 2x. 

28. y -= arc cot x/2.  

eX + 
2 -  

y = 2exi2. 31. y = 10x13. 33. y = log,,, V’X’ - 16. 35. y = 

__- -__ 
y = 4-x. 32. y - l0g,(3 4- Y). 34. y = log, ~ ’ 2 7 - - 9 .  Catenaria. 

Representar las funciones dadas en los Problemas 36-49 por el método de la suma de ordenadas. 

4x2 - 4xy + y2 - x = o. 43. y = X I 2  + cos 2x. 

44. y = e-x -1- 2exi2. 

35. y == sen 2x + 2 cos x. 

46. y = x sen x. 

47. y = e-x’2 cos -- 

48. y = xe-x’. 

x2 - 2xy 4- y2 + x -- I = o. 
3x2 - 2xy + y 2  - 5 x  + 4y + 3 = 0. 

x2 + 2xy + y2 - 4x - 2y = o. 
2 x 2 + y 2 - 2 x y - 4 = 0 .  

2 
y = 2 cos x + sen 2x. 

y = e 4 2  + XZ. 49. y = X-sen - 

Z X  

E X  

3 ’  

Expresar en forma paramPtrica las funciones de los Problemas 50-55, teniendo en cuenta el valor 
que aparece de x o de y.  

2 
1 

x - x y - 2 ,  y = l - t .  Sol. x = --> y -- 1 - t .  

KtgO 
2 

x2 - 4y2 = K2, x = K sec 8. Sol. Y = Ksec O, y = -- 

x2 - 2xy + 2yZ = 2a2, 

x2y + b2y - a2x = O, 

x2/3 + y213 -= a* 3, y = a sen30. Sol. x =- a C O , ~ ~ ,  y = a sen30. 

Eliminar el parámetro de las funciones de los Problemas 56-59 y hallar sus ecuaciones cartesianas. 

x -= 20 cos t .  

Y - b cot -, 

Sol. 

Sol. 

a = 2a cos r, y -= a(cos t & sen t ) .  

x =. b cot -, 1 1 a2 
2 2 y 26 sen 

x = a sec 0, y == b tg O. 

= 1. (X -t 

y = 8x2 - 1. 

+ ( y  + 212 
4 9 

57. x = 2 cos O - 1, y = 3 sen O - 2. Sol. 

Sol. 58. x = 2 COS t ,  y -= COS 2t. 

3am 3am2 
59. x = _____- y=--.---- 1 + m 3 ’  1 - t m 3 ‘  Sol. x 3  +- -= 3axy. 
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60. Se lanza un proyectil desde un punto A con una velocidad inicial de 1.OOO metros por segundo (mis) 
formando un ángulo de 35" con la horizontal. Hallar el alcance del proyectil y la duración de la 
trayectoria. Sol. 95.800 m, 118 s. 

61. Hallar el ángulo con el que se debe lanzar un proyectil a una velocidad de 400 metros por segundo 
(mis) para que su alcance sea de 12.OOO metros (m). Hallar, asimismo, la duración de la trayectoria. 
Sol. 23" 42'; 32,8 S. 

62. Se lanza un proyectil con un ángulo de elevación de 60" y una velocidad inicial de 800 metros por 
segundo (mis). Hallar el alcance y el vértice de la trayectoria. 

Representar las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son las indicadas en los Problemas 63-70. 

Sol. 56.500 m, 24.500 m. 

63. x = 4 cos t ,  y = 4 sen t. 
I 

67. x = ~ 

1 + f '  
1 

y = -i-+T. 
68. x = 1 + f2 ,  y = 4t - f 3 .  

1 1 
t t 

64. x = t + - - ,  y = t - - .  

65. x = t2  + 2, y = t 3 -  1 .  69. x = sen t + cos t ,  y = cos 2t .  

66. x = 4 tg 8, y = 4 sec O. 

71. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 8 cos3O, 

70. x = O - sen O ,  y = I - cos O .  

y = 8 sen30. 
6t 6t2 

73. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 tg 8, y = 4 cos28. 

74. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 sen 6 ,  y = 4 tg 8 (1 + sen 6) .  

72. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = ~ 1 + t 3 '  y = -  1 + t 3 '  
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CAPITULO 12 

Introducción a la geometría analítica en el espacio 

COORDENADAS CARTESIANAS. La posición de un punto en un plano se define por medio 
de las dos distancias de éste a dos ejes que se cortan y que, normalmente, son perpendiculares 
entre sí (rectangulares). En el espacio, un  punto se determina mediante sus distancias a tres 
planos perpendiculares dos a dos y que se llaman planos coordenados. Las distancias del 
punto a estos planos se denominan coordenadas del punto. 

Las rectas de intersección de los planos coordenados son los ejes OX, OY y O 2  que se 
llaman ejes coordenados y cuyo sentido positivo se indica mediante flechas. Los planos coor- 
denados dividen al espacio en ocho octantes nume- 
rados de la forma siguiente: el octante 1 está limi- 
tado por los semiejes positivos; los octantes 11, I I I  
y I V  son los situados por encima del plano xy 
y numerados en sentido contrario al de las agujas 
del reloj alrededor del eje 02. Los octantes V, VI, 
VI1 y VI11 son los situados por debajo del piano xy,  
correspondiéndose el V con I ,  etc. 

En la figura adjunta, las distancias SP, QP 
y NP son, respectivamente, las coordenadas x, y y z 
del punto P ,  y se representan por (x, y ,  z), o bien, 

La distancia OP del punto P al origen O es 

p (x, Y ,  2). 

OP = 1 / 0 L V Z  + iirpz = iOB2 + wm2 + R P  = dx2 + y2 + 22, 
Luego si OP = e, se tiene p2 = x2 + y2 + z2. 

ANGULOS DE DIRECCION Y COSENOS DIRECTORES 

Sean a,  p y y los ángulos que OP forma con los ejes OX, OY y 02, respectivamente. 
Se verifica, 

x = e cos a,  y = e cos B, z = e cos y .  

Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro, 

x2 + y2 + z2 = e2 = e2 cos2a + p2 cos2B 

o bien, 1 = cos2a + cos2p + cos2y. 

X 
También se verifican las relaciones cos a = ---, cos = 

e 
z , cosy  = -, Y 

e e 
__ 

z 
~ X z - ~ ~ Z  . cos y = 

Los ángulos a, #l y y son los ángulos de la dirección de OP y sus cosenos se llaman cosenos 
directores de OP. 

104 



INTRODUCCION A LA CEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO I05 

Si una recta no pasa por el origen O, sus ángulos de dirección a,  ,!? y y son los que forman 
con los ejes una recta paralela a la dada que pase por O. 

COMPONENTES DE UNA RECTA. Tres números cualesquiera, a, h y c, proporcionales 
a los cosenos directores de una recta se llaman componentes de la misma. Para hallar los 
cosenos directores de una recta cuyas componentes son a, b y c, se dividen estos tres números 
por &.la2 + b2 + c2. Se tomará el signo adecuado para que los cosenos directores tengan 
el que les corresponde. 

DIRECCION DE UNA RECTA. Los cosenos directores 
de P , P ,  son 

PUNTO DE DIVISION. Si el punto P ( x , y ,  z )  divide a la recta que une P l ( x l , y l , z , )  con 

P,P  r 
PP, 1 P z ( x z ,  y,, z,) en la relación -__-- == -- se verifica, 

ANGULO DE DOS RECTAS. El ángulo de dos rectas que 
no se cortan se define como el ángulo de dos rectas 
que se corten y sean paralelas a las dadas. 

Sean OP, y O P ,  dos rectas paralelas a las dadas 
pero que pasan por el origen, y O el ángulo que forman. 
Del triángulo de la figura se deduce, 

e: + e: - d2 
2Ql& 

-. - cos 0 = 

Ahora bien, e: = x:  + y: + z:, e: = xi + y: -1- z;, 

y d2 = (x, -- x i ) ,  + ( y z  - yl)" + ( z ,  - zl)e. Sustituyendo y simplificando, 
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X1 XZ 

el e 2  
Ahora bien, - - = cos a,, - - - - cos a,, etc, Por tanto, 

cos O = cos al cos a ,  $- cos P I  cos -+ cos y l  cos yz. 

Si las dos rectas son paralelas, cos 0 -z 1 y, por consiguiente, 

a1 = a29 P1 = B z ,  y1 = y,. 

Si las dos rectas son perpendiculares, cos O = O, con lo cual 

cos al cos a' + COS P1 COS Bz -t cos y i  cos y z  = O. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Representar los puntos siguientes y hallar sus distancias al origen y a los ejes coordenados: 4 6 ,  2, 3), 
B(8, -2, 4). 

2. Hallar la distancia entre los puntos P,(5, -2, 3 )  y P,(-4, 3, 7). 
- - - - ~ - _ _ _  

d = d(X, I. xi)' + ( y z  -y,)' + (z ,  - z ~ ) ~  -= 2/(-XL 5)' -+ (3 4 2)' 

3. Hallar los cosenos directores y los 6ngulos de dirección de la recta que une el crigen con el punto 
(-6,2,3). 

-6 
7 '  

-_ -6-0 
- -  __ - 

,/(=&zO>z q 2  -- o>" + ( 3  - O)' 

coil lo que a = 149". 

Y , - y  2 - 0  2 cosp = ~ - --! = _ _  
7 7 7 

72--z1 3 - 0  3 
I 7 7 

, con lo que b3 = 73'24'. 

, con lo que y = 64'37'. 

= - 

cos y z- -- = -- __ 

't 
í-6,2,3) 
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4. Demostrar que las coordenadac del centro geoniétrrco (harrccntro o centro del área), e5 decir, el 
plinto de intersección (le las medianai, del trrángulo de vértrccs A( x, ,  z , ) .  B( x 2 ,  ", z 2 )  C(u,, y3, z3)  5on 

Las medianas del triángulo ABC se cortan en un  
-9 'I A P  BP C'P 2 

P D  PF PE 1 
r .  punto P(x,y,z) de forma que-- =- - __ 

Las coordenadas de? punto D son 

0 -  I 
* z  -f x3 Y2 + Y3 z2 -t 2 3  

( - 2  ' 2 ' 2 

Luego las coordenadas del punto P, q u e  divide a A D  
A P  2 
PD 1 

en la rehción r = == - , son 

5. Hallar los ccscnos directores y los ángulos de dirección de una recta cuyas componentes son 2, -3, 6. 

6. Demostrar que la recta determinada por lo? puntos A(5, 2, -3) y B(6, 1,  4) es paralela a la que une 
C(--3, -- 2, - I )  y »(-I. -4, 13). 

Las coriiponcnte4 de A B  son 6 - 5 ,  1 -- 2, 4 f 3, o sea, 1 ,  - 1 ,  7. 
Las componentes de CD son - - I  + 3, -4 4- 2, 13 + I ,  o sea, 2, -2, 14. 

Si dos rectas cuyas componentes son a, b, c y a' b' c' son paralelas, a h c  = -, = - -  
a h L" 

2 -' I 14 
-, ainba4 rectas son paralelaf. 
7 Por tanto, como - - - 

1 --1 

7. Dados los puntos A(-i I ,  8, 4), B(--1, -7, - I )  y C(9, -2, 4), demostrar que las rcctas A B  y BC 
son perpendiculares. 

Las componentes de A B  son -1 + 11, -7 - 8, -I - 4, es decir, 10, -15, -5, o bien, 
2, -3, - - I .  

Las componente4 de B C  S o i l  9 j I ,  -2  4 7, 4 1 1, es decir, 10, 5, 5,  o bien, 2. 1, I .  

91 dos rectas, de compowntes u, b, c y a',  h', c',  son perpendiculares se verifica, aa' + bh' i cc' = O. 
Suitituytvdo, (2) (2) f (-3) ( I )  i (-1) ( I )  = O Por tanto, las rectas A B  y BC son perpendiculares. 

8. Hallar el ángulo O formado por las rectas A B  y CD siendo A(-3, 2, 4), B(2, 5 ,  -2), C(i, --2, 2) 
4 m4,  2, 3) .  

LAS conipcnentes de A B  son 2 + 3, 5 - 2, -2 -4, o bien 5 ,  3, -6. 
Las coinponentec de CD son 4 - 1 ,  2 + 2, 3 - 2, o bien, 3, 4, I .  

5 5 3 -6 , cos p = .t/70, cos y = Los cosenos directores de A B  son cos a =- -=- ---  

2125 i 9 t 36 \ 70 2/ 70' 

i26' 
3 4 1 

- - >  cos p1 = - -> cos y1 = __ ._ 
3 

Los cosenos directores de CD son cos al == -- - 

2/9 1 1 1 6  + 1 2/26 d 2 6  
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Por tanto, cos 8 = cos a cos al + cos cos PI + cos y cos yi 

3 4  6 1  + -- .  --__ - . = 0,49225, de donde 8 = 60"30,7'. 5 3  __ - -~ . 
1/70 626 1/10 d 2 6  d70 2/26 

9. Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos 
vértices son A(3, -1,  4), B(1, 2, -4), C(-3, 2, I). 

Cosenos directores de A d  = 

Cosenos directores de BC = 

Cosenos directores de A C  = --+ - -, -- . (7; )6 76) 
Nota. Los cosenos directores de la recta A B  son 

opuestos de los cosenos directores de BA. 

A = 45'44, 7'. 

B = 55"16, 9'. 

C = 78"58,4'. A + B + C = 180". 
4 2  -5 1 3 cost=--.-- + o +  z=- 

d 4 1  d6 dfi 4 6  4246' 

10. Hallar el área del triángulo del Problema 9. 

El área de un triángulo conocidos dos de sus lados, b y c, y el ángulo que forman, A, es igual 
a ibc sen A. 

Longitud de AB, c =-: 477, longitud de AC, b = 3 6  

Por tanto, área = 4 ( 3 4 6  (dv) sen 45" 44,7' = 23,l unidades de superficie. 

U. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten r unidades del punto fijo (x,,, y,, z,). 
__- _ -  - - __ 

d ( x  - x,)~ + ( y  - + ( z  - = r, o bien, (x - x,)~ + (y  - y# + ( z  - = r2, ecua- 
ción de una esfera de centro en (x,, yo, z,) y radio r .  

La forma general de la ecuación de una esfera es x2 1- y2 + z2 + dx + ey + f z  + g = O. 

12. Hallar la ecuación de la esfera de centro (2, -2, 3) tangente al plano X Y .  

Como la esfera es tangente al plano XY su radio es 3. Luego, 
_- _~_____._~ 

d ( x  - L)2 + ( y  + 2)2 + (z - 3)2 = 3. Elevando al cuadrado y simplificando, x2 + y2 1- z2 - 4x 
+ 4 ~ - 6 ~ + 8 = 0 .  

13. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera x2 + y2 + z2 - 6x + 4y - 8z = 7. 

Completando cuadrados, x2 - 6 x  + 9 + y2  + 4y + 4 + z2 - 8z + 16 = 36 

o bien, (x - 3p + ( y  + 2)* + (z - 4)2 = 36. 
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Comparando con la expresión (x - xo)2 -i- (y  - + ( z  -- zJ2 = r2 se deduce que el centro 
tiene de coordenadas (3, -2, 4) y el radio de la esfera en cuestión es C. 

14. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al punto fijo (2, -3, 4) son el doble de la 
correspondiente al (-1, 2, -2). 

Sea P(x, y ,  z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 
___ ~ _ _ _  

d ( x  - 2)2 + ( y  + 3)2 + ( z  - 4)2 = 2d(x + 112 + ( y  - 2)2 + ( 2  -t 2)”. 

Elevando al cuadrado y simplificando, 3x2 + 3y2 + 32’ + 12x - 22y + 24z + 7 = O, que es 
i 2 

3 una esfera de centro y radio r = -d%. 

15. Hallar la ecuación del plano perpendicular a la recta que une los puntos (2, -I, 3) y (-4, 2, 2) en 
su punto medio. 

Sea P(x,  y ,  z )  un punto genérico cualquiera del plano. Entonces, 
-- -- ____-- - 

d<x T4)T-T ( y  - 3 , j q - ( 2 _ _ 2 > 2  = d ( x  - 2y +- ( y  + 1)2 + ( 2  - 3 ) 2 .  

Elevando al cuadrado y simplificando, 6x - 3y + z + 5 = O. Esta es la ecuación del plano 
cuyos puntos equidistan de los dos dados. El plano corta a lo5 ejes en los puntos (--5/6,0,0), 
(O, 5/3, O) y (O, O, -9, y a la recta dada en (-1, 1/2, 5/2). 

Problema 15 Problema 16 

16. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distaiicias a los dos puntos fijos (o, 3, o) 
y (O, -3, O) sea igual a 10. 

Sea P(x,  y ,  z) un  punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, FP + PF‘ = 10, O sea, 
- -- -_____ ~~- 

I 
d ( x  --oy + (;--3>2 + (z  -- 0 ) 2  d ( x  - 0)2 + ( y  t 3)2 + (z -- 0 1 2  = 10. 

Pasando uno de los radicales al otro miembro y elevando al cuadrado re obtiene, después de 

Elevando al cuadrado y simplificando, 25x2 + i6y2 + 25? =- 400, que representa un eliPsoide 

reducir términos, 3y + 25 = 5dx2 -t y* i- 6y 4- 9 + r2. 

de centro el origen. 

17. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los dos puntos f i~os (4,0, 0) 
8 y (-4, O, O) sea igual a 6. 
i 



110 INTRODUCC'ION A LA GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO 

R 

Sea (,Y, y ,  z )  un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, 
~ ~ ____ _ _ _ _ _ _  - 

d ( X z 4 ) 2 + ( y - O ) 2  + ( ~ - O ) ~ - - d \ x - 4 ) ~  + ( J ~ - O ) ~  + ( z - O ) ~ =  6, 
- __- - - - 

o bien, d(x2  - 8x t 16 + y2 + z2 = 6 + d/xz-+ 8x + 16 + y2 + 22. 

Elevando al cuadrado de nuevo y simplificando, 7x2 - 9y2 - 9z2 = 63, que representa un hiper- 
boloide de revolución alrededor del eje x. 

18. Hallar el lugar geométric.3 de los puntos cuya distancia al eje z sean tres veces la correspondiente 
al punto (-1, 2, -3). 

Distancia al eje z = distancia al punto (-1, 2, -3). 
-__. _ _ _ _ _ - - ~ _ _ _ _ ~  

Es decir, 

Elevando ai cuadrado y simplificando, 8x2 + 8y2 + 9 2  + 18x - 36y + 542 + 126 = O, que es un 
elipsoiáe. 

v'x2 + y2 = 3 d ( x  + 1)2 + ( y  - 2)2 + ( 2  + 3)2. 

19. Demostrar que los puntos A(-2, O, 3), B(3, 10, -7), C(1, 6, -3) están en línea recta. 

Componentes de A B  = 5 ,  10, -10, o bien, 1 ,  2, -2; componentes de BC = -2, -4, 4, 
o bien, -1, -2, 2. 

Como las componentes son proporcionales, las rectas son paralelas. Ahora bikn, como B perte- 
nece a ambas, A B  y B C  serán una misma recta y, por consiguiente, los puntos dados son coiineales. 

20. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (1, 3, 8), (-6, -4, 2),  
(3, 2, 1) .  

Sea (x, y, z )  un punto genérico que satisfaga las condiciones del problema. 

Entonces ( I )  (x - 1)2 + ( y  - 3)2 + ( z  - 8)' = (x + 6)' + (Y + 4)' + ( z  - 2)', 

(2)  (x - 1)2 + ( y  - 3)2 + ( z  - 8 ) 2  = (x - 3 ) Z  + ( y  - 2)2 + ( 2  - i )2 .  Y 

Desarrollando y simplificando, se obtiene, ( I )  7 s  + 7y + 6z - 9 = O y ( 2 )  2x - y  - 7z  + 30=0. 
Solución: 7x + 7y + 62-9 = O  y 2 x - y -  7 z  + 30 = O. 

21. Demostrar que el triángulo A(3, 5, 4). B(-I, I ,  2), C(--5, -5, -2) es isósceles. 

+ (5  - 
- _ _ -  - . _ ~  

Longitud de A B  = do + 
Longitud de BC = d(-5 4- + (-2 - 2)2 = 2d17. 

Longitud de A C  = d(25 -- 3)Z + (-5 - 5)2  + (-2 + 4)2 = 2d/;12. 

Como A B  = BC = 21/17, el triángulo es isósceies. 

+ (-4 - 2)' = 22/17. 
- _ _ _ ~ - ~ _  ___-- + (-5 - 

22. Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos A(5,  1,  5 ) ,  B(4,  3, 2) ,  y C(-3, -2, I ) ,  son los 
vértices de un triángulo rectángulo. 

1 .  
_ _ _ _ ~  - - - ___ - 

Aplicando el teorema de Pitágoras, A B  = ~'(5 - 4)2 + ( I  - 3)2 -t (5 - 2)2 = 2 ' 2 .  
_ _ _ ~  ______ -_ - 

B C = - ~ / ( 4 + 3 ) 2 + ( 3 + 2 ) 2 + ( 2 - ~ I ) 2 = ~ ~ .  

CA = .\/(X - 5)2 $- (-2 - 
(AB)2 +(BC)2  = (C,4)2, O 14 + 75 = 89. 

___. ~~ __ 
-t ( I  - 5)2 = t'89. 
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2. Demostrando que A B  y BC son perpendiculares 

I -2 3 7 5 1 Cosenos directores de A B ,  -- - -- --- Cosenos directores de BC, -- - -- 
\/j4’ 1/14? \&j’ 5 d 7 ’  5dr 5 d 3 ‘  

De otra forma: La suma de los productos de las componentes de las dos rectas es igual a cero. 
7(1) t 5(-2) t l(3) -- O. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 
Representar 109 puntos (2, 2 ,  3) ,  (4, -1, 2), (-3, 2, 4), (3, 4, -5), (-4, --3, -2), (O, 4, -4). (4, O, -2), 
(O, o, -31, (-4, O, -2L (3, 4, O). 
Hallar la distancia del origen a los puntos del Problema 1.  
Sol. 

Hallar la distancia entre lo? pares de puntos siguientes: 

t/2¡, 2/29, 52/z  2/29, 4d2 ,  2 d 5 ,  3, 2d5, 5. 

(4 (2, 5, 3) Y (-3, 2, 1). Sol. 2/38. 
(b)  (O, 3, 0)  Y (6, o, 2). Sol. 7. 
C) (-4, -2, 3 )  y (3, 3, 5). Sol. 2/78. 
Hallar el perímetro de los triángulos siguientes: 
a) (4, 6,1), (6, 4, 01, (-2, 3, 3). Sol. 10 $- 2/74. 
b) (-3, 1 ,  -21, (5, 5, -3), (-4, -1, --I). Sol. 20 + d6 
C) (8, 4, 11, (6, 3,  31, (-3, 9, 5 ) .  Sol. 14 + 9 4 2  

Representar los puntos siguientes y hallar la distancia de cada uno de ellos al origen así como los 
coseiios de la dirección que con él definen. 
a )  (-6, 2, 3). Sol. 7, COS GI = -617, COS = 2/7, COS y = 317. 
b)  (6, -2, 9). Sol. 1 1 ,  COS* 6/11,  COS^ -i -2/11, C O S Y  = 9/11. 
c )  ( - 4 4 ,  8). Sol. 12, COS O[ = -213, COS j? = 113, COS y = 213. 
4 (3,4,0>. Sol. 5, cos a = 315,. cos /3 = 415, cos y = O. 

Hallar los ángulos de dirección de las rectas que unen el origen con los puntos del Problema 5 a), 

Sol. a )  a = 148”59,8‘, j? = 73”23,9’, y = 64’37’4’. 
d )  a == 53’7,8’, p = 36”52,2’, y = 90”. 
e )  a = = y = 54”44,1’. 

e )  (4, 4, 4). Sol. 443,  c o s a =  1/2/3, cos/!?= I/dZ c o s y =  l id% 

4 Y e) .  

Hallar las longitudes de las medianas de los triángulos cuyos vértices son los que se indican. Dar el 
resultado de las medianas correspondientes a los vértices A ,  B, C, por este orden. 
a )  A(2, -3, I ) ,  B(-6, 5, 3), C(8, 7, -7). Sol. 2/91, d i 6 6 ,  2/2?7. 
b) A(7, 5, -4)’ B(3, -9, -2), C(-5, 3, 6). Sol. 22/41, d182, 4206.  
C) A(-7, 4, 6), B(3, 6, -2), C(1, -8, 8). Sol. di 15, 2/m, d217. 

Hallar los cosenos directores de las rectas que unen el primero con el segundo de los puntos que se 
indican. 
4 (4, 1, 71, (2, -3, 2). C) (-6, 5, -4), (-5, -2, -4). e )  (3 ,  -5,4), (-6, I ,  2). 
b) (7, 1 ,  A), ( 5 ,  -2, -3). 4 (5, -2, 3), (-2, 3’7). 

Sol. a) --, ._. __-- - -- 

di4 32/14 2/14 

74/10 \/io 22/10 d )  __.--____ - ~ _ _  

9 6  2 

62/77 42/¡¡ 52/¡7 
77 77 ’ 77 . 3 0 ’  6 ’  1 5 ’  

e )  - - ~  - - 
b, - 7 -’ --_____ 14 ’ -- 1 4 - *  11’ 11’ 11’ 
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9. Hallar lac componcntcs de lac rectas que pasan por los puntos que se indican. 
0) (4, 7, 31, (-5, -2, 6). Sol. 3, 3, -1. 
b)  (-2. 3, --4), ( I ,  3, 2). Sol. -3, O, --6. 
c) ( 1 1 ,  2, --3), (4, -5, 4). S O / .  1, 1,-1. 

10. Hallar el menor de los ángulo\ que forman las rectas que pasan por los puntos que se indican. 
ü) (8, 2, O), (4, 6, -7); (-3, 1, 2), (-9, -2, 4). 
b) (4, -2, 3) ,  (6, 1, 7) ; (4, -2, 31, ( 5 ,  4, -2). 
c )  De (6, -2,  O) a ( 5 ,  4, 2 d 3 )  y de (5, 3, I )  a (7, --I, 5) .  

11. Hallar 105 ángulos intcriores del triángulo cuyos vértices son (-1, -3, -4), (4, -2, -7) y (2, 3,  -8) 
Sol. 86'27,7', 44 '2S,4', 49"6,9'. 

12. Hallar el área del triángulo del Problema 1 1 .  Sol. 16, 17 unidades de superficie. 

13. Hallar 105 piintcs de intersección de las medianas de los triángulos siguientes: 

6) (2, 1,4), (3 ,  -1, 2), (5 ,  o, 6). Sol. (10/3, O, 4). 
c) (4, 3, -2), (7, --1, ii), (-2, 1 ,  --4). Sol. (3, 1, -2/3). 

14. Dcniostrar que el triángulo dc vértices (6, 10, IO), ( I ,  O, -51, (6, -10, O) es rectángulo; hallar su área. 
Sol. 

Sol. 88- 10,8'. 
Sol. 90 . 
Sol. 73"l l,6'. 

a) (-1, --3,  -4), (4, -2, -7L (2, 3, -8). Sol. (513, -213, -19,'3). 

Area = 25x121 unidades de superficie. 

15. Demostrar que el triángulo de vértices (4, 2, 6), (10, -2, 41, (-2, O, 2) es isósceles; hallar su área. 
Sol. 

16. Demostrar, por dos métodos distintos, que !3s puntos (-- 11, 8, 4), (-1, -7, -I), (9, -2, 4) son 
íos vértices de un triángulo recthgulo. 

17. Demostrar que los puntos (2, -1, O), (O, - I ,  -I), (1, I ,  -3), (3, I ,  -2) son los vértices de un 
rectángulo. 

18. Demostrar que los puntos (4, 2,4), (IO, 2, -2) y (2, O, -4) son los vértices de un triángulo eqiiilátero. 

19. Demostrar-, por dos métodos diferentes, que los punto5 (1, -I, 3), (2, -4, 5) y (5, --13, 1 1 )  son 
colineales. 

20. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos que equidisten de 10s puntos fijos (1, -2, 3) 
y (-3, 4, 2) .  

21. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (-2, 3, 4) sea el 
doble de la correspondiente al (3, -1, -2). 
Sol. 

22. Hallar la ecuación de la esfera de radio 5 y centro (-2, 3, 5). 

23. Las componentes de dos rectas son 2, -1,4 y -3, 2, 2. Demostrar que son perpendiculares 

24. Hallar el valor de k de forma que la recta que une los puntos PI ( k ,  1, --1) y P2(2k, @, 2) sea perpen- 
dicular a la que une P, y P,(2 + 2k, k ,  I). 

25. Las componentes de una recta perpendicular a otras doh, de componentes a,, b,, c, y a2, 6,. en, vie- 

Area == 62/19 unidades de supetfikie. 

Sol. 8x- 12y + 2z + 15 =i O. 

3x2 + 3y2 -t 3z2 - 28x + 14y + 24z f 27 = O ;  una esfera. 

Sol. ~ ~ + y ~ + ~ ~ f 4 . ~ - - 6 y - - l O ~ + l 3 = 0 .  

Sol. k = 3. 

nen dadas por los tres determinantes siguientes : 

12:; / C I U l j  ! n , b l l  
2 2 ( 7  e202 9 a262 * 

Hallar las componentes de una recta perpendicular a otras dos de componentes 
a)  
b) -3,4, 1 y 2, -6, 5. Sol. 26, i7, 10. 

1, 3, -2 y -2, 2,4. Sol. 16, O, 8, o bien, 2, O, 1. 

c )  o, -2, 1 y 4, o, -3. Sol. 3,2,4. 
d )  5 ,  3, -3 y -1, 1, -2. Sol. -3, 13, 8. 
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Hallar las componentes de una recta perpendicular a las dos rectas determinadas por los pares de 
puntos de coordenadas (2, 3, -4), (-3, 3, -2) y í-I, 4, 2), (3, 5 ,  I). Sol. -2, 3, -5. 

. Hallar los cosenos directores de una recta perpendicular a otras dos cuyas componentes son 3,4, 1 

. Hallar x sabiendo que el ángulo que forma la recta L,  -de componentes x, 3, 5- y L, -de compo- 

Sol. 217, -317, 617. 

nentes 2, - -I ,  2- es 45". Sol. 4, 5 2 .  

Hallar .Y para que la recta que pasa por los puntos (4, I ,  2) y (5, x, O) sea paralela a la que une (2, 1, I )  
Sol. x = 3. 

30. Hallar x para que las rectas del Problema 29 sean perpendiculares. Sol. x = -312. 

31. Demostrar que los puntos (3, 3, 3), ( I ,  2, -I), (4, I ,  I ) ,  (6, 2, 5) son los vértices de un paralelogramo. 

32. Demostrar que los puntos (4, 2, -6)* ( 5 ,  -3, I ) ,  (12,4, 5) ,  ( I  1,  9, -2) son los vértices de un  

33. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (5, 1, --2) y (-4, -5, 13) es la mediatriz del seg- 
mento determinado por (-5, 2, O) y (9, -4, 6). 

34. Hallar el ángulo formado por las rectas que pasan por los puntos (3, 1, -2), (4, O, -4) y (4, -3, 3), 
Sol. 7t/3 radianes. 

35. Hallar el valor de k para que las rectas de componentes 3, -2, k y -2, k, 4 sean perpendiculares. 
Sol. k : 3. 

36. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje y y del punto (2, 1, -1). 
Sol. y 2  - 2 , ~  - 4~ + 2.7 + 6 = O. 

37. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano xy y del punto (-1, 2, -3). 

38. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadrados de sus distancias a 10s ejes x 

Sol. x2 + y2 + 2 r  - 4~ 1 6i + 14 - O. 

e y sea constante. Sol. y2 -- \ 2  -- a. 

39. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del eje z y del plano xy. 
Sol. .y2 -,- y2 - í2 - O, u n  cono. 

40. Hallar la ecuación de una esfera de centro el punto (3, - I ,  2) y que sea tangente al plano yz.  
Sol. Y' t y' 7 í2- 6.u t 2y - 4z + 5 - O. 

41. Hallar la ecuación de una esfera de radio 0 y que sea ;angente a los tres planos coordenados sabiendo 
que su centro se encuentra en el primer octante. 
Sol. x2 lr y2 4- ? -- 2ax - 2ay -- 2az + 2a2 -~ o. 

2. Hallar la ecuación de la esfera de centro (2,  -2, 3) y que pase por el punto (7, -3, 5 ) .  
SO/. x2 + y2 4 z2 - 4x I 4y - 6.7 - 13 - O. 

. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (-2, I ,  -2) y (2, -2, 3). 

Hallar la ecuación del plano perpendicular al segmento determinado por (--2, 3, 2) y ( 6 ,  5 ,  -6) 

Sol. 4x - 3y +- 52 - 4 - o. 

en su punto medio. Sol. 4u I y - 4 í  - - -  20 o. 

sea perpendicular a P 5  Sol \' + y 2  + -2 5r  - 3y 4 52 t 8 o. 
Dados A(3,  2, O) y B(2, I ,  -5), hallar el lugar geométrico de los puntoí P(I, y ,  í) de manera que P A  

Hallar el lugar geometrico de 104 puntos (,Y, J,, :j cuya diítancia al punto fijo (2, - I ,  3) sea igual a 4. 
sol. x2 + y 2  + 2 -- 4x f 2y -- 62 - 2 O .  
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47. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y ,  z) cuya distancia al punto fijo ( I ,  3, 2) sea tres veces 
su distancia ril plano xz. Sol. 2 - 8y2 7 z2 - 2 s  - 6y - 4s + 14 O, 

48. Hallar el centro y el radio de la esfera x2 t y2 + z? - 2x + 6y + 2: - 14 = O. 
Sol. 

49. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera. 

Centro (1, -3, --I), radio 5. 

U )  1 6 ~ '  + 1 6 ~ '  + 16~'-  2 4 ~  + 48y - 5 -i- O. 

6) x2 + j 2  $z2-2x--6y + 42 + 14 = O .  
c) x2 + y 2  -+ z2 + 41 - 2y - 62 == O. 

50. Hallar la ecuación de la esfera de centro (4, -3, 2) y que sea tangente al plano x + 2 = O .  

Sol. 
SO/.  

Centro ( I ,  3, -2); r = C. 
Centro (-2, I ,  3), ,* = di4. 

Sol. x2 + y2 + Z' - 8~ + 6y -- 4z - 7 = O. 

51. Hallar el lugar geométrico de los puntos situados 
a) 4 unidades delante del plano xz. Sol. y = 4. 
b )  6 unidades detrás del plano yz. Sol. x = -6. 
c )  3 unidades detrás del plano y - 1 = O. 
d )  3 unidades delante del eje 2. Sol. x2 + y2 = 9. 

Sol. y + 2 = o. 

52. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los dos puntos fijos (3, O, O) 
y (-3, O, O) sea igual a 8. 

53. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (-1, 2, -2) y del e.ie z .  
Sol. z2 + 4z + 2x - 4y + 9 == O, paraboloide. 

54. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces más del punto (3, -2, 1) que del 
plano xy. x2 + y2 - 8z2 - 6x + 4y - 22 + 14 = O, hiperboloide. 

55. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia ds distancias a los dos puntos fijos (O, O, -4) 
y (O, O, 4) sea igual a 6. 

So/.  7x2 + 1 6 ~ 1 ~  4- 16z2 = 112, elipsoide. 

Sol. 

Sol. 9x2 + 9y2 - 7z2 + 63 = O, hiperboloide. 

56. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia del plano yz sea el doble de la correspon- 
diente al punto (4: -2, 1). 

57. Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan tres veces más del plano z + 18 -= O que del 
punto (O, o, -2). 

Sol. 3x2 + d y 2  + 42' - 32x + 16y - 8z + 84 = O, elipsoidc. 

Sol. 9x2 + 9y2 + 8z2 - 288 = O, elipsoide. 

58. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano z = 5 y del punto (O, O, 3). 
Sol. x2 + y 2  + 4z - 16 = O, paraboloide. 
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El plano 

A x  + By + Cz + D = O e s  d = 

U N  PLANO se representa por una ecuación lineal o de primer grado en las variables x, y ,  Z.  

El recíproco también es cierto, es decir, toda ecuación lineal en u,y, z representa un plano. 
La ecuacibii general de u n  plano es, por consiguiente, A Y  1 By 4 Cz 1 D = O, siem- 

pre que A ,  B y C no sean nulos simulthneamente 
L,I ecuación de 1'1 familia de planos que pawn por el punto (t-,,, vO, zo)  es 

A( \ - \ o )  ' U( 111)  t C(Z - -  211) - O. 

RECTA PERPENDICULAR A CJN PLANO. Sean a, h, c las coniponentes de la recta; para 
que ésta sea perpendicular al plano de ecuación A Y  i By C Cz t D O se ha de verificar 
que dichas componentes sean proporcionaleí a loí coeficientes de Y, 1, z de la ecuación del 

plano. Siempre que a, h, c,  A ,  B, C sean todo\ distintos de cero y - = -- = --, la recta 

y el plano son perperidiculare\. 

a h c  
A B C  

As1 + By1 + C Z ~  -+ D 
---I___ 

\ /A2  + B2 + C2 

PLANOS PARALELOS Y PERPENDICULARES 
Dos planos, A l s  + Bly + Clr t D ,  - O y A,s -1 B2j!  + C,: t D ,  2 O, son paraldos 

si los coeficientes de .Y, y, z en sus ecuaciones son proporcionales, es decir, si se veri- 

Dos planos, A , x  + B,y + Cl= t Dl - O y A,Y t B 2 i -  i C,r t D, = O, son perpendicu- 
lares, cuando se verifica la relación entre coeficientes A I A ,  + BIB,  -t C,C, = O. 

FORMA NORMAL. La forma normal de la ecuación de u n  plano es 

x cos a t y cos /j t 2 cos y - p = O, 

siendo p la distancia del origen al plano, y a, /3, y ,  los ángulos de la dirección de la perpen- 
dicular al plano por el origen. 

La forma normal de la ecuación del plano A s  $- By + CZ t D =r O es 

A X  -+- Bjl 4 CL $- D 
~__I___ --  -== o, 

-i \/Az -+ B2 + C2 
en donde el signo del radical se considera opuesto al de D para que la distancia p sea siempre 
positiva. 

ECIJACION DEL PLANO EN FUNCION D E  LOS SEGMENTOS QUE INTERCEPTA 
EN LOS EJES. La ecuación del plano que corta a los ejes x, y ,  z en los puntos a, 6, c, res- 

pectivamente, viene dada por 
Y y z  

I .  'G- '  c - -  U 

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO. La distancia del punto (A-,, ]yl, 2,) al plano 

1 I5 
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ANGULO DE DOS PLANOS. El ángulo agudo B que forman dos planos, A,x + B,y + C,Z 
+ D, = O y A,x + B,y + C,z + D ,  =- O, viene definido por 

A1Az + BiB2 + CiC2 I 

~ \/A12 + B,2 + C," d\/A>-+-B2-+-C2T 
coso  = ' - - - 

* 

CASOS PARTICULARES. Los planos A x  + By + D == O, 
BJJ + CZ + D = O, 
A x  + Cz + D = O, representan planos perpendiculares, 

Los planos A x  + D = O, By -t- D == O, CL -t- D == O representan planos, respectiva- 
respectivamente, a los planos xy, yz  y xz. 

mente, perpendiculares a los ejes .Y, y y z .  

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, -2, I )  y e5 perpendicular a la recta de com- 
ponentes 7, 2, -3. 

Apliquemos la ecuación del plano en la forma A ( x  - -Y{,)+ B(y --J*")+ C ( z  - z,)= O y la 
condición de que los coeficientes sean proporcionales a las componentes dadas. 

Entonces, 7(x - 4) + 2(y + 2)  -- 3(z - I )  = O, o bien, 7x + 2y - 32 - 21 = O. 

2. Hallar la ecuación del plano perpendicular, en el punto medio, al segmento definido por los puntos 

Las componentes del segmento son 12, 2, 2, o bien, 6, I ,  I .  El punto medio del segmento tiene 

(-3, 2, 1) y (994, 3). 

de coordenadas (3, 3, 2). Luego la ecuación del plano es 

6(x -- 3) + ( y  - 3) + ( z  - 2)  = O, o bien, 6x + y + z - 23 = O. 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto ( I ,  -2, 3) y es paralelo al plano 3. 

x - 3.v + 2z = o. 
La ecuación del plano pedido es de la forma x - 3y + 22 = k .  Para hallar k,  se sustituyen las 

Entonces, I - 3(-2) + 2(3) = k, de donae k = 13. La ecuación pedida es x - 3y + 22 = 13. 

coordenadas ( I ,  --2, 3), en esta ecuación, ya que este punto pertenece al plano en cuestión. 

4. Hallar la ecuación del plano que pasa por el pinto ( I ,  O, -2) y es perpendicular a los planos 

2 x S y - z = 2 y  
x - y - z = 3 .  

La familia de planos que pasan por el punto ( I ,  O, -2) es A ( x  - I )  + B(y - 0) + C(z + 2) = 0. 
Para que uno de estos planos sea perpendicular a los dos dados, 

2 A + B - C = O  y 
A - B -  C =T O. 

Resolviendo el sistema, A -- -2B y C = -3B. 

La ecuación pedida es -2B(x -- 1) + B(y  - O) - 3B(z -+ 2)  = O,  o bien, 2x - y + 32 $. 4 == 0. 

5 .  Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos ( I ,  I ,  --I), (-2, -2, 2), (1. -1,  2). 

el sistema 
Sustituyendo las coordenadas de estos puntos en la ecuación A x  + By -1- Cz  + D = 0 se obtiene 

A +  B -  C + B = = O ,  

A -  B + 2 C + D - O .  
-2A - 2B + 2C + D =- O, 
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Despejando A ,  B, C y D reiultan, 13 - O,  A - -  - Cl2, H 
Sustituyendo e5tos valores y dividieiido por C reiultri la ecuación 

3C9, C - C. 

\ - 3y --2.: - o. 

Ofro mitodo. La ecuación del plano que pasa por los puntos (xl ,~yl ,  zl). (u,. .v2, z p )  y (.ys, J ’ ~ ,  z3) 
es el desarrollo del determinante igualado a cero siguiente: 

6. Estudiar la ecuación 2x “r 34’ -t 6z = 12. 

Como la ecuación es lineal o de primer grado, reprt- 
senta un plano. 

Las ¿oinponentes de la normal son 2, 3, 6. Los cose- 

nos directores de esta normal son cos a = -, cos 6 = -, 
2 3 
7 7 

6 
7 

cos y = -. 
Los puntos de intersección con los ejes tienen de coor- 

denadas (6 ,  O, O), (O, 4, O) y (O, O, 21. 
Las rectas de intersección de un plano con los planos coordenados se llaman trazas del plano. 

Para hallar las ecuaciones de las trazas: en el plano uy. z = O; luego la ecuación de la traza es 
2 u  + 3y = 12. Análogamente, para hallar la traza con el plano xz se hace y - O y resulta 2.u + 62 = 12 
o bien, .Y + 32 = 6, y la ecuación de la traza con el plano yz  es 3)’ + 6z -- 12, o bien, y + 22 = 4. 
En la figura se representan los puntos de intersección con los ejes y las trazas del plano. 

Para hallar la longitud de la normal, es decir, la distancia del origen al plano: 

Ax, + By, + c z ,  i- D I 2(0) + 3(0) + 6(0) - 12 
7 

d I -- ~ - - ~ = -  . 
fdA2 + Be + C2 

7. Hallar la distancia del punto (-2, 2, 3) al plano de ecuación 8x - 4y - z - 8 = O. 
Sx-4.y-z-8 8~-4~- -z - -  8 

= o. - La ecuación en forma normal es - y - - -- - -- 
t/64 + 16-+-1 9 

8(-2) -4(2) - l(3) - 8 
9 Sustituyendo las coordenadas del punto, d -= -- -~ = - 

El signo negativo indica que el punto y el origen están al mismo lado del plano. 

8. Hallar el menor ángulo formado por los planos (I) 3 x  3- 2.v - Sz - 4 -1 O 
y (2) 2s -- 3y + 5: - 8 --- o. 

Los cosenos directores de las normales a los dos planos son: 

35 
9 ’  

Sea (I el ángulo formado por las dos normales. 
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9. Hallar el punto de intersección de los planos: x + 2y - z = 6, 
2.u- y + 3~ = -13, 
3~ - 2y + 3z = -16. 

Tenemos tres ecuaciones lineales. La solución de este sistema nos da las coordenadas del punto 
de intersección de los tres planos. 

Dicho punto es (-1, 2, -3). 

10. Hallar la ecuaciGn del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 3x + y - 57 + 7 = O 
y x - 2y + 4: - 3 = O y por el punto (-3, 2, -4). 

La ecuación del haz de planos que pasa por la recta de intersección de otros dos dados es de la 
forma, 3x + y - 52 + 7 t k ( x  - 2y -1 4: - 3) = O. 

Para hallar el plano del haz que pasa por el punto (-3, 2, -4), se sustituyen los valores -3, 2, 
-4 en lugar de x, y ,  z, respectivamente, con lo que 

-9 + 2 + 20 + 7 + k(-3 - 4 - 16 - 3) = O, de donde k = 10/13. 

Sustituyendo y simplificando se obtiene 49.u - 7y  - 257 + 61 = O. 

11. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 

6 ~ - 6 , ~ + 7 ~ + 2 1 ~ 0  y 
2.r + 3y - 6z - 12 = O. 

Sea (xl, y,, zl) un punto genérico cualquiera del plano bisector. Las distancias de (xl, y,, z1) 
a los dos planos deben ser iguales. Luego, 

2x1 + 3y1 - 6 ~ 1  - 12 
7 

___ __ -t I___- 6x1 - 6 ~ 1  + 7 ~ 1  + 21 
-I I 

__ _- 

Quitando denominadores y simplificando se obtiene : 64.u - 9y - 17,- + 15 = O 
y 2 0 ~ - 7 5 y + 1 1 5 ~ + 2 7 9 = 0 .  

12. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos ( I ,  -2, 2), (-3, 1, -2) y es perpendicular al 
plano de ecuación 2x + y - z + 6 -= O. 

Sea Ax + By + Cz + D = O la ecuación del plano buscado. 
Como los dos puntos dados pertenecen a él, sustituyendo valores, 

A - 2 B - t 2 C + D - O  y 
-3A-t B - - 2 C + D = 0 .  

Por otra parte, el plano pedido debe ser perpendicular al plano 2x -t- y - z + 6 = O ;  por tanto, 
2A + B- C = O .  

C 6C 5 c  
10 5 10 Despejando A, B, D en función de C, A = - ---, B = --, D = -. 

Sustituyendo estos valores y dividiendo por C se obtiene la ecuación pedida, 

x - I2y - 102 - 5 = O. 

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano 2.u - 2y 3- : - 6 = O y del 
*punto (2, -1,  3). 

Sea (x, y ,  i) un punto genérico del lugar. Entonces, 
2~ - 2y -t z - 6 

3 
~ _ _ _ _ _ _ ~ - - -  

z/(x - 2)2 + ( y  + i )2  + (7 - 3)2 = . 

Elevando al cuadrado y simplificando, 5x2 +- 51v2 4 8z2 -2- 8uy - 41-7 1- 4y: - l2.r - 613 - 42: 
+ 90 = O. 
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14, Hallar las ecuaciones de loi planos paralelos al de ecuación 2x - 3y - 6 z  - 14 = O y que dis- 
ten 5 unidades del origen. 

La ecuación de la familia de planos paralelos al dado es de la forma 2x - 3y - 62 - k = O. 

La distancia de un punto cualquiera ( x ~ ,  yi, zi) al plano 2x - 3y .- 62 -- k = O es 

2x1 - 3,Vl- 6 ~ 1 -  k 
7 

d =  ____ 

2(O)  - 3(0) - 6(0> - k 
7 

, de donde k = -1-35. - Como d = $5 desde (O, O. O), se tiene, +5 = 

Luego la ecuación pedida es 2.w - 3y - 6z + 35 = O. 

En la figura se representan el plano I ,  que es el dado, y los planos I1 y 111, que son los que se 
piden. 

Problrmcr 14 Problema 15 

15. Hallar la ecuación del plano 5x - 3y + 62 = 60 en función de los segmentos que intercepta sobre 
los ejes de coordenadas. 

X Y 2 
Dividiendo por 60 resulta la ecuación, - - - + ~ = 1. 

12 20 10 

Los puntos de intersección con los ejes son 12, -20, 10. 

16. Demostrar que los planos 7x + 4y - 42 4- 30 = O, 

14x -+ 8 y - 8 z -  12 = O ,  y 
3 6 ~ - -  51y + 1 2 ~  -t 17 = O, 

! 2 x - - 1 7 y + 4 z - 3 = = 0  

son las cuatro caras de u n  paralelepípedo rectángulo. 
7 4 - 4  
14 8 -8 

Los planos primero y tercero son paralelos, ya que i7- -- = --. 

Los planos segundo y cuarto son también parateios, pues ---- = --JT = 

Además, los planos primero y segundo son perpendiculares, porque 

36 -51 12 
12 

7(36) t 4(-51) - 4(12) = 252 - 204 - 48 = O. 

17. Hallar el lugar geométrico representado por la ecuación x2 + y' - 2xy - 42' = 0. 

Escribamos esta ecuación en la forma x* - 2xy + yz - 4z2 = (x - y - 22) (x - y $. 22) == 0- 

El lugar está constituido por los dos planos, que pasan por el origen, 
x - y - 2 z = O  y 
x - - y + 2 z = 0 .  
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Hallar la ecuación del plano: 
a) Paralelo al plano xy y situado 3 unidades por debajo de él. Sol. z = -3. 
b) Paralelo al plano yz  y que corta al eje x en el punto de abscisa 4. Sol. x == 4. 
c) Perpendicular al eje z en el punto (O, O, 6). Sol. 2 = 6. 
d )  Paralelo al plano xz y a 6 unidades detrás de él. Sol. y = -6, o bien, y + 6 = O. 

2. Hallar la ecuación del plano horizontal que pasa por el punto (3, -2, 4). 
Sol. 

3. Hallar la ecuación del plano paralelo al eje z y que corta a los ejes x e y en los puntos 2 y -3, res- 
pectivamen te. Sol. 3~ - 2y - 6 = O. 

4. Hallar la ecuación del plano paralelo al eje z y cuya traza con el plano xy es la recta x + y - 2 = O. 
Sol. 

5. Hallar las ecuaciones del plano: 
a)  

b) 

c) 

d )  

6. Hallar la ecuación del plano: 
a)  

b) 

c) 

d )  

e )  

7. Hallar la ecuación del plano: 
a)  

b) 

c) 

z = -4, o bien, z + 4 = O. 

x + y  - 2 = o. . 

Que pasa por el punto (3, -2,4) y es perpendicular a la recta de componentes 2, 2, -3. 
Sol. 2x + 2y - 32 + 10 = o. 
Que pasa por el punto (-1, 2, -3) y es perpendicular al segmento determinado por (-3, 2, 4) 
Y (594, 1). 
Que pasa por el punto (2. -3, 4) y es perpendicular a la recta que une dicho punto con (4, 4, -1). 
Sol. 
Perpendicular, en el punto medio, al segmento que une los puntos (-2, 2, -3) y (6,4, 5) .  
Sol. 

Sol. 8~ + 2y - 32 - 5 = O. 

2x + 7y - 5z + 37 = o. 

4~ + y + 42 - 15 = O. 

Que pasa por el punto (-1, 2, 4) y es paralelo al plano 2x - 3y - 5z + 6 = O. 
Sol. 
Que pasa por el punto (2, -3, 6) y es paralelo al plano 2x - 5y + 7 = O. 
Sol. 
Que pasa por el origen y es paralelo al plano 3x + 7y - 6z + 3 = O. 
Sol. 
Paralelo al plano 6x + 3y - 22 - 14 = O y equidistante de él y del origen. 

Paralelo al plano 3x - 6y - 2z - 4 = O y a 3 unidades del origen. 

2~ - 3y - 52 + 28 I= O. 

2x - 5.v - 19 = o. 

3~ $- 7.y - 62 = O. 

6~ + 3y - 2~ & 7 = O. 

3~ - 6y - 2~ & 21 = O. 

Sol. 

Sol. 

Paralelo al plano 6x - 6y + 7z - 44 = O y a 2 unidades del origen. 

Paralelo al plano 4x - 4y + 7z - 3 = O y distante 4 unidades del punto (4, 1, -2). 

Paralelo al plano 2x - 3y - 52 + 1 = O y distante 3 unidades del punto (-1, 3, I ) .  
Sol. 

Sol. 6~ - 6y 4- 72 & 66 = O. 

4~ - 4y + 7 1  + 38 = O, 4~ - 4y + 72 - 34 z= O. SOL. 

2 x - 3 y - 5 ~  + 16 & 34/38 = O .  

8. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, -2,4) y es perpendicular a los planos 

9. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, -3, 2) y es perpendicular a la recta de inter- 

7 x -  3y + z -  5 = o y 4 x -  y - z  + 9 = o. Sol. 4X + I I Y  + 52-  I O  = O. 

sección de los planos x - y + 2z - 3 = O y 2x - y - 32 = O. 
Sol. 5x + 7y + z - 1 = o. 

10. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto ( I ,  4 , 2 )  y es perpendicular a los planos 
2 . ~  + 5 y - z -  12 =L O y  4 x - 7 ~  + 32 -t 8 = O. 
Sol. 4x - 5y - 172 + 10 = o. 

11. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (7, O, 3) y es perpendicular a los planos 
2 x - 4 ~  + 3z O y 7~ + 2y 4- Z -  14 ==O.  Sol. I O X  - 19y - 32z + 26 = O. 
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12. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, 1, O) y es perpendicular a los planos 

13. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto ( I ,  1, 2) y es perpendicular a los planos 

14. Hallar la ecuación del plano perpendicular a los planos 3x - y  + z == O y x + 5y + 3z = O y que 

15. Hallar la ecuación del plano perpendicular a los pianos x - 4y + z = O y 3x + 4y + z - 2 = O 

16. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (2, 2, 2) y (O, -2, O) y es perpendicular al plano 

17. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (2, 1, I )  y (3, 2, 2 )  y es perpendicular al piano 

18. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (2, -1, 6) y (1, -2, 4) y es perpendicular al 

19. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos ( I ,  2, -2) y (2, O, -2) y es perpendicular al 

20. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos ( I ,  3, -2) y (3, 4, 3) y es perpendicular ai plano 
7x-3y + 5 z - 4  =o .  2 0 ~  + 2 5 ~ -  13z- 121 = O .  

21. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos 
a )  

2 ~ - ~ - 4 ~ - 6 = 0  y x + y + 2 2 - 3 = 0 .  Sol. 

Sol. 

2~ - 8y + 3z = O. 

2.x-2y-42-6=Oy3x + y  + 6 z - - 4 = 0 .  x + 3y -- 2 - 2 = o. 

diste & unidades del origen. Sol. x + y - 2z I: 6 == O. 

y que diste una unidad del origen. Sol. 

Sol. 4x - y  - 2z - 2 = o. 

Sol. 

4~ - y  - 8z & 9 = O. 

x - 2y + 32 - 7 = o. 

x +2y-5z-3 =o.  7x - 6y - z - 7 -i O. 

plano x - 2y - 22 + 9 = O. Sol. 

Sol. 4x -+ 2y - 72 - 22 = o. 

Sol. 

2 . ~  + 4y - 32 + 18 = O. 

plano 3x + y  t 22 = O. 

(3,4, I), (-1, -2, 5), (1, 7, 1). Sol. 3x + 2y + 6z -- 23 = O. 
Sol. 2x + z - 10 = o. 
Sol. 5x - 4y + 3¿ -- I5 = o. 
Sol. 
Sol. 

b)  (3, I ,  41, (2, 1, 61, (3, 2,4). 
c) (2, 1, 3), (-1,-2,4), (4,2, 1). 
4 (392, I) ,  (1, 3, 3, (1, -2, 3). 3x + y + 5 Z  - 16 = O. 
e )  

los pianos coordenados. 

(4, 2, I), (-1, -2, 21, (0, 4, -5). I l x  - 17y - 132 + 3 = O. 

22. Representar los planos siguientes, hallando los puntos de intersección con los ejei y las trazas con 

c) x + y = 6 .  e)  2x-2 = O. ü) 
b )  3x - 5~ + 22 - 30 = O. d )  2 y - 3 ~  = 6. f )  x - 6 = 0 .  

23. Hallar la ecuación de los planos definidos por: 
a )  a = 120", p = 45", y = 120°, p == 5. 
b )  a -- 90", 
c) el pie de la normal al plano por el origen es el punto (2, 3, 1). 

d )  a = 120", ,4 = 60°, y == 135", p =' 2. 

e )  P = 2, 

2x $- 4y + 32 - 12 = o. 

Sol. x - d 2 y  +- z + 10 = o. 

sol. 2X + 3y + 4- 14 = o. 
x - y  + d 2  z + 4 = o. 

- 

/? = 135", y = 45', p = 4. So/. y - z i 4 \ h  = o. 

Sol 

sol. X-4,~- 8~ _t- 18 = O. cosa cosp cosy __ __ __ _ _  __ _. 

4 8 '  

24. Reducir las ecuaciones siguientes a su forma normal y, a continuación, determinar los cosenos di- 
rectores y la longitud de la normal. 
a)  2x-2y 4 z - 1 2 = 0 .  Sol. c o s a = 2 / 3 , c o s ~ = = - 2 / 3 , ~ 0 ~ ~ ~ = 1  3 , p  - 4 .  
b)  9x + 6y - 2z 3- 7 - O. cos a = -9/i 1 ,  cos ,4 =- -611 1 ,  cos y = 21 I 1 ,  p = 7 '1  1. 
c) x - 4y 4- 8z - 27 = O. cos a = 119, cos p = -419, C O ' ~  y = 819, p -- 3. 

25. Hallar la distancia del punto al plano indicados. 
a)  Punto (-2, 2, 3), piano 2x + y -- 2- - 12 = O. 

Sol. 
Sol. 

so/. -20/3. Interpretese el signo. 
b)  Punto (7, 3, 4), plano 6 , ~  -- 3y -t- 22 - 13 = O. Sol. 4. 
c) Punto (O, 2, 3), plano 6x - 7y - 6: + 22 = O. Sol. 10,11. 
d )  Punto ( 1 ,  -2, 3), plano 2x - 3y + 2z - 14 = O. Sol. o. 

26. Hallar el ángulo agudo que forman los planos 
a )  2 x - y  4- z = 7. .Y + y  c 2:- I I  - o. 
b) x + 2y-z = 12, x-2y-22-7 = o. 

Sol. 60". 
Sol. 82"10,7'. 
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18 - o. Sol. 49‘52,6’. 
d )  2u + y - 2 2  = 18, 4 x - - 3 y -  100 - o. Sol. 70’3 I ,7’. 

27. Hallar el punto de intercección de los plano\ 2 x  - -y  -- 2: 

28. Hallar el purito de interiecciGn de lo\ planos: 

C) 2~ -- 5y 4- 147 60, 21  * J - 22 -- 

5, 4s  y + 32 = I ,  8 x  -y  z = 5. 
Sol. (3,’2, 4, -3). 

a) 2 x + y - - z - 1  = 0 , 3 \ - -  i’-¿ t 2 0 , 4 r - -  21, :--3--o. Sol. (1,2,3). 
b)  2x -f 3y + 3 = o .  33 2y- 5 í  t 2 - o, 31,-4: t 8 o. Sol. (312, -2, 112). 
c )  x t 2y t 42-- 2 ,2x  

29. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 2x - 7y + 42 - 3 = O, 
3x - 5y + 42 + 11  = O, y el punto (--2, I ,  3). 

30. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de interiección de los planos 3x - 4y 22 - 6 == O, 

31. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 2 x  - y  + 2: - 6 = O, 

7 31’-22 + 3 = o ,  2 x -  y 4 42 i- 8 =o. Sol. (-4,2,1/2). 

Sol. 15x - 47y + 2 8 ~  - 7 = O. 

2x + 4y - 2.7 -C 7 = O, y por tl punto ( 1 ,  2, 3). Sol. 4 3 ~ - - 2 4 y  i- 122-31 - O .  

3x - 6y + 2z - 12 = O, y que corta al eje \ en el punto (6. O, O). 
Sol. .Y - 5y - 6 = O. 

32. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 2u - y  - 27 - 6 =- O 

33. Hallar las eciiaciones de los planoi bisectores del diedro formado por los planos 6x - 9y $- 22 t 18 = O 

34. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores del diedro formado por los planos 3x + 4y - 6 = O 

35. Hallar la ecuación de los planos siguientes en función de los segmentos de intersección con los ejes. 

y 3 x - C 2 ~ - 6 ~ =  12. SO/. 5\--13y L 4 ~ - - 6 - 0 ,  23\--1,-- 32~- -78=0 .  

y x - 8)) + 42 = 20. Sol. 651.- 1 6 9 ~  + 62 t -  58 O, 43\ + 73 - 2 6 ~  + 382 = O. 

y 6 x - 6 ~  + 7z -1 I 6  = O .  Sol. 9.x 3 2 ~ ’  5: + 2 = O, 3~ + 74y - 3.52 - 146 = O. 

a )  2x - 3y + 42 = 12. b) 3~ t-2y-52 = 15. c) x t 3y + 42 = 12. 
u y z  

- I .  c )  i2- t 4 + 7 = 1 .  .p 2 - 3 \ 

-5 ’ 7,5 3 
Sol. a )  - - + : == 1 .  

6 4 3  

36. Hallar las ecuaciones de los planos que cortan a los ejes en los puntos 

So/. 2 __ y - -- I .  (Paralela ai eje z . )  
3 2  6) (3, o, 01, (0, -230). 

c) (4, O, 0). Sol. .U == 4. (Paralelo al plano .y:.) 

37. Demostrar que los planos siguientes son las caras de u n  paralelepípedo: 3.x -y  +- 4z - 7 = O. 

38, Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten del plano 3x - 2y - 62 = 12 el doble que del 
plano x - 2y -+ 2z + 4 = O. 

39. Hallar la distancia entre los planos paralelos 2x - 3y - 6z - 14 = O y 2.x - 3y - 6: + 7 = O, 
Hacer la figura. Sol. 3. 

40. Hallar la distancia entre los planos 3x +~ 6y + 22 = 22 y 3x + 6y + 2z = 27. Hacer la figura. 
Sol. 5!7. 

41. Hallar la figura representada por x2 + 4.9 - z2 -t 4.uy = O. 
’ Sol. Dos pianos que se cortan: x -t 21, -+ z == O, .Y $- 2y - z = O. 

42. Hallar la figura representada por .U* $- y 2  $- 9 + 2.xy - 2x2 - 2yz - 4 = O. 
Sol. Dos planos paralelos: s + y - : f 2 == O, ,U 4-- y -- z -. 2 = O. 

43. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan dcl plano 6s  - 21) -1 32 + 4 == O y del 
punto (-1, I ,  2). 

x + 2y- -z  + S = O, 6.~-- 2y + 8- + I O  O, 3~ + 6 ~ - 3 2 - 7  O. 

Sol. 2 3 ~  - 34y + 102 + 20 == O, 5.x -- 22y -+ 462 + 92 = O. 

Sol. 1 3x2 + 451” 4- 40í2 + 2 4 . ~ ~  - 36s: $- 1 2 , ~ ~  + 5 0 ~  - 8 2 ~ )  - 2 2 0 ~  + 278 = O. 



CAPITULO 14 

La recta en el espcacio 

RECTA EN EL ESPACIO. Una recta en el espacio viene definida por la intersección de dos 
planos, 

A,.Y t & y  t- c,z + D, = o 
A,Y  t B,v 1 C ~ Z  -1 D2 - O 

excepto cuando estos sean paralelos. 

FORMA PARAMEFRICA. Sean a ,  fi, y ,  ioi Angulus de Ir\ dirección de 
la recta L y Pl(xl, y , ,  z , )  u n  plinto genérico de ella. La recta L es el 
lugar geométrico de los puntos P ( x ,  y, z )  tales que .Y - Y, = t cos a,  
4’ - y, = t cos p, z - :l = r cos y ,  o bien, I - =  x1 + r cos a,  y == yl + r cos /I, i = z1 + t cos y ,  en las que el parámetro t representa la 
longitud variable P , P .  

Llamando a, h, c, a las componentes de L,  estas ecuaciones se 
pueden escribir en la forma 

/ P,CX!,Y,,Z,) 

x = x1 -1 ar, y =- y,  t- hr, z = Z,  4- C I .  

FORMA CONTINUA. Las ecuaciones de la recta que pasa por un punto Pl(xl, yi, z,) y cuyos 
ángulos de dirección son a,  p, y ,  vienen dadas por 

- _ _  Y --- Y, 4’ - 4‘1 ‘. z ,  
cos (1 cos p cos y 

Llamando a, b, c, a las componentes de la recta, la ecuación en forma continua es 
Y -  -Y, J’ - -  y ,  i - z ,  

a h C 

-~ __ ~- - - 

_-____ - - 

Si L es perpendicular a uno de los ejes de coordenadas, la ecuación toma una de las for- 
mas siguientes: 

).’ - J’, z - z ,  
x =- \,, - - -  -- -____ -_ - (perpendicular al eje x). b C 

s - x1 y y,, - .- 
a 

z - z1 
~- - (perpendicular al eje y). 
C 

- Y _ _  --Y1 -- (perpendicular al eje z).  - h  
Si L es perpendicular a dos ejes, la recta queda determinada por las dos ecuaciones si- 

guientes : 
.Y = xl, y = (perpendicular a los ejes x e y). 
x = .y1, z = z1 (perpendicular a los ejes x y z).  
y = ,vl, z = zl (perpendicular a los ejes y y z) .  

RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS. Las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos 
Pl(.~l ,  y,, z,) y P2(x2, y2- z 2 )  son 

.Y-.Y, v --y1 z - 2 ,  

,Y:, -x, y,-y,  zs  - z ,  
- _ _  __ - -- 

í 23 
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PLANOS PROYECTANTES. Cada una de las ecuaciones 

x - x 1  y - y ,  x - X ]  z - - z ]  y - - y ,  2 - 2, 

U h ’  U c ’  b C 

son la de u n  plano que contiene a la recta. Coma cada uno de estos planos es perpendicular 
a uno de los planos coordenados, reciben el nombre de planos proyectantes de la recta; 
sus trazas con aquellos son las proyecciones de la recta sobre dichos planos de coordenadas. 

PARALELISMO Y PEKPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS Y PLANOS. Una recta 
de componentes u, h, e, y un plano A x  + By + Cz + D = O son 
( I )  paralelos si se verifica la relación Au + Rh + Cc = O, y recíprocamente, 

(2) perpendiculares si se verifican las relaciones -- 2 - = - , y recíprocamente. 

----- - ~ _ - - _ _ _ ~  __ __ - ~~ __ - __ __-_ 

A B C  
a b C 

PLANOS QUE PASAN POR UNA RECTA. Dadas las ecuaciones 

A ~ X  +- BIy + C,Z -+- Dl = O 
Azx + Bzy t Czz + D ,  = 0, la ecuación 

siendo K un parámetro, representa el hai: de planos que pasan por la recta de intersección 
de los dos dados, es decir la de todos los planos que pasan por dicha recta. 

A ~ x  -t Bly + Cli 4- D, -1 K(A,x  1 Bzy + C ~ Z  + Dz) C- O, 

PROBLEMAS RESUELTOS 
1. Dadas las ecuaciones 2.u - y  + z = 6, x -+ 4y - 2z = 8, hallar, 

el punto de la recta para z = 1, 
los puntos de intersección de la recta con los planos coordenados, 
las componentes de la recta, 
los cosenos directores de la recta. 
Sustituyendo z = I en las dos ecuaciones resultan, 2x - y  = 5, x + 4y -- 10. 

10 Resolviendo el sistema, x = -, y = -- 
3 3 ’  

Luego el punto pedido tiene de coordenadas 

( 3 ’ 3’ I )  

Como z = O en el plano xy, procediendo como en a)  se obtiene el punto ( y ,  - -- ; ,o) .  
Análogamente, los otros puntos de intersección son (4, O, -2) y (O, 10, 16). 

Los puntos ( -~ 3 , ;-, i )  y (4, o, --2) pertenecen a ia recta. 

En consecuencia, sus componentes son 4 - --, O - -, -2 - 1, o sea, -, - --, -3, o bien, 
10 5 2 5  
3 3 3 3  

2, -5, -9. 
-5 -9 

- , COS @ == ~ L- , COSY = -- - 
2 - 2 _ _  _ _ ~  __ 

d m  . d )  Los cosenos directores SOP, cos a = 
d 4  + 2 5  + 8 1  d l l 0  di 10 

Otro método. También se pueden obtener las componentes de la recta observando que ella es  
perpendicular a las normales a los dos planos que la definen. Teniendo en cuenta la notación de 
determinante, a partir de la disposición matricial 

1 4 -2 1 4 
2 -1 1 2 -1 formada con los coeficientes de x, y ,  z ,  1 = 4 - 2  = 2, I-: ~1 =+- - I  =--5,  -: 1 = -9, o bien, 2, -5, -9. 

4 -2 
se deduce ~ 

-1 
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2. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas ( I )  2x - y  + 3z - 4 = O, 3x + 2y - z + 7 = O 

Los cosenos directorei de la primera recta son, --5, 1 1 ,  7, y los correspondientes de la segunda, 

Llamando 0 al ángulo formado por las dos rectas, se tiene 

y (2) x + y - 2 ~ + 3 = 0 ,  4 x - - y + 3 ~ + 7 = 0 .  

-1 ,  I I ,  5, obtenidos como ya se explicó en el Problema id). 

1 1  7 5 23 
__ + + _____ . ___ __ = --=, de donde 6 = 18"1,4'. 

1 1  -5 - 1  cos 0 z= -= 1 

\/I95 .\/E¡ d\/195 d i 4 7  d195 d l 4 7  3 4 / 6 5  

3. Demostrar que las rectas ( I )  x - y  + z - 5 = O, x - 3y + 6 = O 

son paralelas. 
y (2 )  2y f Z - 5 = o, 4.X - 2y + 52 - 4 = 0 

Las componentes de la primera recta son: 

o sea, 3, 1, -2. 1 -  
1 

Las componentes dc la segunda recta son: 

O sea, 12, 4. -8, o bien 3, 1, -2. 
O W  4 

Como las componentes de ambas rectas son iguales, éstas 
son paralelas. 

x + 4 - y - 1 _ _  2 - 3  son per- + = 2-72- - - 2-:.!- y --3-'-- 
3 -3 1 4. Demostrar que las rectas ~ ~ - 

2 

pendiculares . 
2 3 -1 

d14 2/14 d l 4  
Los cosenos directores de la primera recta son cos a = -=, cos p = - -=, cos y = ---. 

1 

-3 1 
cos y = ----. 5 

d3s 
Los cosenos directores de la segunda recta son cos a = -=- , cos p = - - 

d 3  5 4%' 
10-9-1 

= O, luego O = 90". __ 2 5 3 -3 -- 1 I 
coso=--.-- + --.-+-. 

v I4 d35 d l 4  .\/Ts ~ / 1 4  t /Tj  ,,'a 
También, tomando como componentes de las rectas (2, 3, -1 y 5 ,  -3, I )  se tiene, 2(5) 4- 3(-3) + (-1) ( I )  = O, de donde se deduce que son perpendiculares. 

5. Representar la recta 3x -- 2y + 3z - 4 -= O, x 

coordenados y, a continuación, se unen entre si. 

Es decir, 

2y - z $- 4 = O. 
Se hallan dos de los puntos de intersección con los planos 

Para hallar la intersección Con el piano xy se hace z = O. 

3x  -- 2y -= 4 
x - 2y -- -4. 

De aquí se deducen los valore$ x = 4, ,v = 4. Luego el punto 
de intersección con el plano xy es 14.4, O).  

Análogamente, el punto de intersección con el plano yz 
es (O, 1, 2). 

6. Hallar el punto de intersección de la recta x + 2y - z - 6 = O, 2x - y  + 32 + 13 = 0 con el 
plans 3x - 2y $- 3z + 16 -- O. 

Como el punto buscado debe satisfacer a las tres ecuaciones habrá que resolver el sistema CO- 
rrespondiente. Eliminando Z se obtienen las dos ecuaciones, 3x + 2y - 1 = O, X --y -t 3 S O. 
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De estas dos resulta, x = --I, y = 2. Sustituyendo estos valores en x f 2y - z - 6 = O se 
deduce z = -3. Luego el punto de intersección tiene de coordenadas (-1, 2, -3). 

7, Demostrar que las rectas de ecuaciones 

se cortan. 

facer la ecuilción de cada uno de los pianos. Por consiguiente, 

x---y - z - 7 = o, 3x - 4y-  I 1  = o, y x + 2y- z - 1 = o, x + y  + 1 = o 
Sean (x,, y,, 2,) las coordenadas del punto de intersección de las dos rectas. Estas deben satis- 

( I )  X I  -- y, - 21 = 7 
(2) 3x1 - = I 1  
( 3 )  x, -t 2y, - "71 = 1 
(4) X I  -+- y, = -I. 

Restando (3) de ( I )  se obtiene y, =- -2. Sustituyendo este valor de y, en (4) resulta x, = 1. 

El punto de intersección tiene de coordenadas (1,  -2, -4). 
Sustituyendo estos dos valores en (I) ,  z1 == -4. 

8. Hallar el ángulo formado por la recta x + 2y - z + 3 = O ,  2x - y  -t 3z 1- 5 = O, y el plano 
3 x - 4 ~  + 22 - 5 = O. 

Para obtener las componentes de la recta: 
\ 

o sea, 6 - 1, -2 -3 ,  -1 - 4 ,  O bien, 5 ,  -5, -5, O 10 que es igual 1, -1, -1. 

El ángulo formado por la recta y el plano es el complementario del ángulo 8 que la recta forma 
con la normal al plano. Las componentes de la normal son 3, -4, 2. 

5 - .  De donde, 8 = 57'35' -- 3(1) - 4(-l) f 2(-1) __ - __ cos 8 = ~ 

4 3  2/29 1/87 

El ángulo formado por la recta y el plano es 32'25'. 

9. Hallar la ecuación, en forma continua, de la recta intersección de los planos 
ZX - 3y f 3 Z  - 4 == O 

.Y + 2y- 2 t- 3 = o .  
Eliminando z e y entre las ecuaciones dadas se obtiene, 

Igualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta, 
5x + 3y + 5 = o y 7.Y + 3z -t 1 = o. 

5 I 5 1 
It -t - 2 + -T y + - -  Z - + - -  

I __ - - - ~ _ _  3 y + 5  __ 3 z + 1  X 3 3 , o bien, . x ' 3  - = - - 
7 3 -5 -7 * 

, o s e a ,  - = - - - 
-5 -7 1 5 

_._ ,y= __ 
- _  __ 

3 3 

Estas ecuaciones son las correspondientes a una recta que pasa por el punto O, - -, - - 
( 3 3  

y que tiene de componentes 3,  -5, -7. 

10. Escribir, en forma paramétrica, las ecuaciones de la recta de intersección de los planos 

3 ~ + 3 j l - 4 ~ + 7 - 0  ,V ~ + 6 y - t 2 ~ - 6 - 0 .  

x - 2 : - + 4 - 0  y x t 3 y - 1 = 0 .  
Eliminando y y z entre las ecuaciones dadas se obtiene, 

.Y y -  1/3 z - 2  
=: -___ 

6 -2 3 -  lgualando los valores de x de ambas ecuaciones resulta, - = 

Si igualamos ahora cada uno de los miembros a un  parametro t ,  se obtienen las ecuaciones 
paramétricas de la recta dada: x = St,  y = 4 - 2f, z = 2 + 3r. 

f 
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11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

1. 
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Hallar las ecuaciones de los plmos proyectantes de la rccta de intersección de los planos de ecuaciones 
2~ t 3 y - 5 ~  + 6 = 0  
3 u - 2 ~  t ~ - 8 ~ 0  

Para hallar los planos proyectantes basta cíiniinar, sucesivamente, z,  y y x entre las dos ecua- 
ciones:seobtienenlosplanos 1 7 ~ - 7 ~ - 3 4 - 0 ,  1 3 x - 7 z - 1 2 = 0 ~  1 3 y - 1 7 ~  + 3 4 = 0 , q u e  
son los proyeciantes de la recta sabre los planos r y ,  xz e y¿. 

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto ( I ,  -2, 2) y cuyos ángulos de dirección 
son 60°, 120', 45". 

x--x1 y-y1 __ Z - Z 1  

cos a cos p cos y 
, resulta -- Teniendo en cuenta ~- -- - 

x - 1  - y f 2  - z - 2  
1 -1 d2 o bien, ____ - __ 

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (-2, I ,  3) y (4, 2, -2). 

__ Y - Y 1  - z - 21 x + 2 - y - I  2 - 3  , se obtiene ~ - ~ = _____ Teniendo en cuenta-- - ~- - __-- 
x - x1 
.u2 - X I  y ,  - y1 z2 - I1 4 + 2  2 - 1  -2-3' 

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto ( I ,  -3, 4) y es perpendicular al plano 
x -- 3y -+ 2z -= 4. 

Las componentes de la recta son I ,  -3, 2. 
x - l  y $ - 3  - z - 4  

Las ecuaciones pedidas son = ~- -- -- - ~ - -  - -- o bien, 3x + y  = O, 2y + 33 -- 6 = O, 1 --3 2 

Hallar la ecuación del plano formado por las rectas 
x - I  - y t l  - z - 2  x - 1  y f l  - z - 2  

_I __ ___-_-- -- ._ - _______ 
4 2 4 3 .  3 Y -5- 

Obsérvese que las rectas se cortan en el punto (1, -1, 2). 
Apliquemos la ecuación Ax t B y  4 Cz t D 

serán perpendiculares a la normal a éste. Por tanto, 
O. Como las dos rectas pertenecen al plano, 

4A 
5A 

+ 2 B  -t 3C = O 
+- 4 B  + 3 C  = O. 

Por otra parte, el punto ( I ,  - I ,  2) también pertenece al plano. Luego, 

Corno tenemos cuatro incógnitas y solamente tres ecuaciones, despejemos tres de aquéllas en 

Despejando A ,  C, D en función de P resulta: A = - 2 4  C = 2B, D = -B. Sustituyendo estos 

A -. B 4- 2 C  4- D ;= O. 

función de la cuarta (sistema indeterminado con infinitas soluciones). 

valores en la ecuación general y dividiendo por B se obtiene, 2,u - y - 22 + 1 -i O. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 
Hallar las coordenadas del punto de la recta 
a )  2 x - y  f z - 5  = O ,  x + 2 y - 2 z - 5  = O ,  para z = 1. 
h)  4.u - 3y t- 22 - 7 -= o, x $ 4y - 2 -- 

x - 2  y + 4  2 - 1  c) - - _ -  __ - - - -__ - , para x = 3. Sol. (3, -1413, 5/3). 
3 -2 2 

d )  2x = 3y - I ,  32 = 4 - 2y, para x = 4. 
e)  x = 4 - 3t, y = -1 + 4t, z = 2t -- 3, para t = 3. 

Sol. (3, 2, I) .  
5 = O, para y = 2. Sol. (7/4,  2, 2516). 

Sol. (4, 3, -213). 
Sol. (-5, 11, 3). 
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2. Haliar los puntos de interseccih con los planos coordenados de las rectas siguientes. Dibujar estas 
rectas uniendo dos de los puntos dc intersección. 
a) x -2y -t z T= o, 3x + y + 2: = 7. Sol. (2, 1, O), (7, O, -7), (O, 7/5, 14/5). 

b) 2 x - y + 3 z + 1  = O ,  5 x + 4 y - z - 6 - O .  Sol. (L - ! - l , O ) ,  (1,0,-1),(0,-7, L-). 
13' 13 1 1  11 

c )  - _ _ ~  _ _ ~ .  Sol. (13, 3, O), (7, O, 3), (O, -7/2, 13/2). 
X - 1  y + 3  __ Z - 6  

2 1 -1 
d )  2x + 3y - 2 = o, y - 3z + 4 = o. sol. (7, -4, O), (1, O, 4/31, (O, 2/3, 14/9). 
e)  x + 2 y - 6 = 0 ,  z = 4 .  Sol. (6, O, 4), (O, 3, 4). 

3. Hallar las componentes y los cosenos directores de las rectas: 
2 -1 5 

6 4 -1 

a) 3 ~ + ~ - - ~ - - 8 = 0 ,  4 ~ - 7 ~ - 3 ~ + 1  = O .  Sol. 2,-1,5; -- ___ - 
4%' 2/36' 2 /36 .  

4%' 2/53' 1/53' b) 2x - 3y + 9 = O, 2x - y + 8~ + 1 1  =: O. Sol. 6,4, -1 ; - ___- 

14 5 -11 
C) 3x-4yf2z-7-0, 2 ~ + f + 3 ~ - - - 1 1  -0. Sol. 14,5,-11; ____ - - 

32/38 ' 3 4 3 8  ' 32/38 

4363' 4203' drn' 
9 -1 -- I 1  d )  X - y f 2 2 - 1  =O, 2 ~ - 3 y - 5 ~ - - 7 - 0 .  Sol. 11,9,-1; -~ 

I L  
e) 3 x - 2 y + z - t 4 = 0 ,  2x+2y--z--3=0. Sol. O, 1,2; O,-- - 

4 5 '  45' 
4. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas x - 2y + z - 2 = O, 2y - z - 1 = O 

y x-  2y + z - 2 = o, x -2y  + 22-4 = o. 
Sol. 78O27.8'. 

x - 1  - y + 2  - 2 - 4  x + 2  y - 3  - -- 5. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas ~- - -~ -~ 
6 -3 6 '3- 6 

= z + 4  
-2 * 

6. Hallar et ángulo agudo formado por las rectas 

Sol. 79"i'. 

x - 2  y + 2  z - 4  . Sol. 49"26,5'. - -___ = -- 
6 -6 

2 x 3 - 2 y + z - 4 = 0 ,  x - 3 y + 2 z = o  y ~ - 
7 

x + l  y - 1  2 - 3  
3 6 -6 

y el plano 2x -2y 7. Hallar el ángulo agudo formado por la recta -___ = ~ = -___ 

+ z - 3 == o. Sol. 26"23,3'. 

8. Hallar el ángulo agudo que forma la recta que pasa por los puntos (3, 4, 2), (2, 3, -1) con la que 
une ( I ,  -2, 3), (-2, -3, 1). Sol. 36'19'. 

9. Demostrar que la recta es paralela al plano 6x + 7y - 52 - 8 = O. 

10. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 1, -2) y es perpendicular al piano 

x - l  y - + 2  :-3 
1 2 4 

= = - 

x - 2  y - 1  z + 2  Sol - =I: = ___- 
. 3  -5 2 .  

Sol. y + 1 = O, z - 3 = O. 

Sol. x - 2 = O, y + 1 = O. 

3x - sy + 22 + 4 = o. 

11. Hallar las ecuaciones de la recta, 
u) Que pasa por el punto (2, -1, 3) y es paralela al eje x. 

e) Que pasa por el punto (2, -1. 3) y es paralela al eje 2. 

d )  Que pasa por el punto (2, -1, 3) y tiene de cosenos directores cos a = 4, cos /3 == -. 
Sol, = ____ - - 

b) Que pasa por el punto (2, -1, 3) y es paralela al eje y. SO]. X - 2 = o, Z - 3 = o. 

1 
3 

x - 2  y + 1  2 2 3  
3 2 F E .  
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12. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (-6, 4, I )  y es perpendicular al plano 

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, O, -3) y es perpendicular al plano 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, -2, -3) y es perpendicular ai plano 

3 x - 2 , ~  + 52  + 8 = O. 

2~ - 3y + 6 -i O. 

Sol. 

Sol. 

2x + 3y = o, 5y + 22 - 22 = o. 

3x + 2y - 6 -i O, z + 3 = O. 

x - 1  y + 2  z f 3  
._. __ - - - . 

2 .  
Sol. ~ - - 

1 -3 
x- 3y + 22 + 4 = o. 

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (2, -3, 4) y (5, 2, -1). 

5 -5 . Sol. - 

16. Hallar las ecuacione? de la recta que pasa por los puntos 

x - 2  y + 3  2 - 4  ___ - -~ __ __ 
3 

a )  (1, 2, 3) Y (-2, 3, 3). Sol. x + 3 y - 7  = o ,  z = 3. 
b)  (-2, 2 ,  -3) y (2 ,  -2, 3). Sol x + y -= o, 3y + 2z = o. 
c> (2, 3,4) y (2 ,  --3, -4). Sol. x - 2  = O, 4y-3z = o 
4 ( 1 ,  o, 3) Y (2,0,  3). Sol. y = o, z = 3. 

4 8 1 
e )  (2 ,  -1, 3)y(6, 7 ,  4)en forma paramétrica. x = 2 + - t ,  y = -1 + --t, z = 3 + -t.  

9 9 9 

17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos ( I ,  -2, 3) y es paralela a los planos 
2 - 3  

2x - 4y + z - 3 = O y x + 2 y -  62 + 4 - =  O. 

Sol. 

--__ -. - Y t 2 -  - x - l  __ 
22 13 8 .  

Sol. 

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto ( I ,  4, -2) y es paralela a los planos 
y -  - z s - 2  _ _  -- 

.._ - x - I  - __ 
1 3 -6 ' 

6.K + 2y + 2~ -t 3 = O y 3, - 51'- 2z - I = O. SO/. 

19. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (-2, 4, 3) y es paralela a la recta que pasa 
por (1, 3, 4) y (-2, 2, 3). 

20. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3, - I ,  4) y es perpendicular a las rectas cuyas 

Sol. .Y -- 3y -1 14 = O, y -- z - 1 = O. 

componentes son 3, 2, -4 y 2, -3, 2. 

21. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, 2,  -3) y es perpendicular a las rectas 
cuyas componentes son 2, -1, 3 y -1, 2, O. S O / .  X - 2y + 2 -i o, y + Z -t 1 == 0. 

22. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, -2, 4) y cuyos ángulos de dirección son 

120", 60°, 45" 

23. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (-2, I ,  3) y cuyos ángulos de dirección son 

135", 60', 120". Sol. 

24. Hallar las ecuaciones de la recta, 
a )  

2 - 3  - e- - - __-__. x -c 2 
- 

1 -I -\/f 

Que pasa por el punto (O, 2, - 1 )  y tiene de componentes, I ,  -3,4. 
X - y - 2 - Z + 1  so/. -- __ ~ 

1 -3 4 .  
b)  Que pasa por el punto (-I, I ,  -3) y tiene de Componentes, V2, 3,  -4. 

x -t- 1 - y---l Z + __ 3 _ _  __ - 
4' Sol. 

c) Que pasa por el punto (O, O, O) y tiene de componentes 1, 1 ,  1 .  
Sol. x = y  -= z .  

d)  Que pasa por el punto (-2, 3, 2) y tiene de componentes, O, 2, I .  
Sol. .r + 2 = o, y - 2x + 1 =e o. 

e )  Que pasa por el punto ( I ,  - I ,  6) y tiene de componentes, 2, -1,  1. 

d2 3 

Sol. x = 22- 11, y = -z + 5 .  
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2 15 5 34 
7 7 7 7 

25. Demostrar que la recta x = --z f --, y = - --z - - -  es perpendicular a la recta 

x - y - 2 - 7  =- o, 3 x - 4 y -  11 A o. 
7x-15 7 y +  34 _- z 

perpendiculares. 2 -5 1 

son perpendiculares. 5 -3 

26. Demostrar que las rectas x + 2y -- z - 1 = O, x + y + I = O y = ___---- -- -- son 

x $ - 4  I_ y - 1  - z - 3  - 
1 

27. Demostrar que las rectas 3x - 2y + 13 = O, y + 32 - 26 = O y 

28. Demostrar que las rectas x - 3  --- = -~ y + 8  = z + 6  y 3 x $ 5 y + ? = O ,  y + 3 2 - - 1 0 = 0  

29. Demostrar que las rectas x - 2y + 2 = O, 2y + z t 4 = O y 7x  + 4y-  15 = O, y + 14z 

- 

1 -2 -1 1 son pe pendiculares. 

+ 40 = O son perpendiculares. 

30. Demostrar que la recta - -- =- __ = --___está situada en el plano 3x - 8y + 22 - 8 = O. 

Para demostrar que una recta está situada er. un plano hay que comprobar que dos puntos de la 
recta pertenecen al plano, o bien, que un punto de la recta está situado en el plano y que dicha recta 
es perpendicular a él. 

31. Demostrar que la recta y - 2x + 5 = O, z - 3x - 4 = O está situada en el plano 9x  + 3y - 5z + 35 = o. 
32. Demostrar que la recta x - z - 4 = O, y - 22 - 3 = O está situada en el plano 2x + 3y - 8z  

-17 = O. 

x - 2  2 y - 2  z - 5  
10 11 7 -  

x - 1  y - ; - 2  2 - 3  está situada en el plano 2 x  + 3y - 22 = __- __ 33. Demostrar que la recta ____ - I 2 4 + 10 = 0. 
34. Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta 2x - y  - 22 - 5 = O, 4x  -1 y + 3z 

35. Hallar el punto de intersección de la recta x = z + 2, y = -3z + 1 con el plano x - 2y - 7 = O. 

-- con eJ plano 4x - 2y + 2-3 =O. 36. Hallar el punto de intersección de la recta - = ___ 

- 1  = O  con el plano 8x -y  + z - 5  = O .  Sol. (3/2, 4, -3). 

Sol. (3, -2, I). 
x 2y-3 22-1 
1 1 5 

Sol. (1, 2, 3). 

el plano 2 x - y  + 42 + 8 = O. 
37. Hallar el punto de intersección de la recta x + 2y + 4z - 2 = O, 2x + 3y - 22 + 3 = O con 

38. Hallar las ecuaciones de ia recta situada en el plano x + 3y - z t 4 = O y que es perpendicular 
Sol. (-4, 2, 112). 

a la recta x - 22 - 3 = O, y - 22 = O en el punto en que ésta corta a dicho plano. 
Sol. 3x + 5y + 7 = o, 4x + 5z 4- 1 = o. 

39. Demostrar que los puntos (2, -3, I), (5,4, -4) y (8, 11, -9) están en línea recta. 
40. Hallar el punto de intersección de las rectas 2 x  + y - 5 = O, 3x 4- z - 14 = O y x - 4y - 7 = O, 

41. Hallar e\ punto de intersección de las rectas x - y  - z -t 8 = O, 5x + y + z + 10 = O y x -t y 

42. Hallar el punto de intersección de las rectas x + 5y - 72 + 1 = O, lox - 23y + 40z - 27 = O 

83. Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los 
puntos fijos (3, -1, 2), (4, -6, - 5 )  y (O, O, -3). 

x y + 175/32 z + 19/32 
Sol. - = 

16 
44. Escribir, en forma continua, las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos equidistantes de los 

puntos fijos (3, -2,4), ( 5 ,  3, -2) y (O, 4, 2). 

so I .  

5x + 4z - 35 = o. 

+ z - 2 = 0, 2~ + y - 3~ + 9 = O. 

Sol. (3, --I, 5). 

Sol. (-3, 3, 2). 

y x-y + 2 + 1 = o, 2x + y -  2z + 2 = o. Sol. (-1/38, 148/38, 11 1/38). 

- -  - 
13 -7 

y z + 9/44 - -~ - x - 18/11 
26 22 27 



CAPITULO 15 

Siiperf icies 

CIJADRICAS. Una \upcríicic definida por una  ccu:ición de iegundo grado en tres variables 
recibe el nombre dc sirpcrfic I C  cu t i rh i t c r  o,  \irnplcrnrnte, cuLjrlrica. Una sección plana de una/ 
cuadrica e\ una cónica o un;i fo rma  clcgenerada o liniitc de éitn. 

La ecuación ni$\ gcncr;iI d c  wgundo gr:tdo en tres variable es A.tL + By'' i Cz2 -$- Dxy 

Por rotacibn o t r a h c ! ó n  de ejes, o bien, por amha\ transformaciones, la ecuación an- 
t EXZ i F-VZ 1 í l x  I f ,  I / Z  -I- K' O. 

terior puede tomar una cle la\ do\ formas iiguier';íei: 
( I )  A h '  i G,vL i C'z' I )  
( 2 )  A l '  t BV2 I I z  = o. 

Si ninguna de las con\tantei de ( I )  o (2) es nula, la ecuación se puede escribir de estas 
doi rimtiera\ : 

,'2 -2  
- * . ,  _ _ * - - . = = I  

( 3 )  ' h2 i 2  

I - 
___ - 

.\ .? ,v2 

(4) 7 u L  ' h2 ' 

La ecuación ( 3 )  puede representar tres superficies esencialmente distintas cuyas eciia- 
clones son, 

Corno todas las superficies (51 son simétricas con respecto al origen, se denominan cUá- 

Las dos superficies representadas por (4) son cuádricas sin centro. 
dricas con centro. 

p -2  

,- -- I se verifica que a = b = c, se transforma en 
(.L 

ESFERA. Si en la ecuación a. t /;. 7 

x2 i- y2 + z2 = a*, que representa una esfera de centro el punto (O, O, O) y radio a. 

ecuación sería 
En el caso de que el centro de la esfera fuera el punto (h, k ; j )  en lugar del origen, SU 

("U - / I ) %  -1 ( y  - k)' + ( z  - j ) 2  = a'. 

ELIPSOIDE. Si a, 6, c son distintos, la ecuación 
x2 y2 i -2 

02 c 
representa el caso más general de una cuádrica. Si 
a # b, pero b := c, el elipsoide es de revolución. 

Si el centro del elipsoide es el punto (h, k , j j  y SUS 
ejes son paralelos a lac dos coordenadas, la ecuación 
adquiere la forma 

u2 -t- - +- -? I 

(x - h ) 2  ( y  - A ) %  (I - - j ) Z  
= 1. a2 - -- - + - -  ~ ~ - .  + - -- 

C2 

z s  

.U2 y2 zz 
Si el centro es el origen, ia ecuación es - -+- - A,- - = 1. a2 bZ c2 

131 
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HIPERBOLOIDE DE U N A  HOJA. En el caso de que el signo de una de las variables sea distinto 

del de las otras, como por ejemplo - 1- - - -- - - 1, la superficie se llama hiperboloide de 
uiiu h oja . 

-2 

u2 h2 c2 

Si a = h, la superficie es el hiperboloide de revolución de una hoja. 
Las seccionzs paralelas a los planos .Y¿ e yz son hipcrboias. Las secciones paralelas al 

piano xy son eiipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolución en el que son cir- 
cunferencias. 

‘t 

Hipcrholoide de unrr hoja 

“ 2  x2 y* I 

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS. La ecuación - u - - 172 - L -- 1 representa un  hi/Jerbo- 

loide de úos hojas. Como se observa esta ecuación coincide con la del elipsoide con signo 
contrario en dos de las variables. Si h -i c, la cuádrica es de revolución. 

Las secciones paralelas a los pianos xy y .iz son hipérbolai. Las secciones paralelas al 
piano y z  son elipses, excepto en el caso del hiperboloide de revolución en el que son cir- 
cunferencias. 

PARABOLOIDE ELYPTICO. Es el lugar geométrico de los puntos representado por la ecua- 

Las secciones obtenidas por los planos z = k son 
elipses cuyas dimensiones van aumentando a medida que 
el plano se aleje del plano xy. 

Si c > O, la cuádrica está toda ella por encima del 
plano xy. Si c < O, la superficie está toda ella por debajo 
de dicho plano xy. 

i Las secciones correspondientes a planos paralelos a O x 
los de coordenadas xz o y z  son parábolas. Y 

Si a = b la superficie es de revolución. 

PARABOLOIDE HIPERBOLICO. Es el lugar geométrico de los puntos representados por la 
ecuación 

y2 2c2, (c > O). x2 

a2 b2 
- - - =  

Las secciones producidas por los planos z = k,  siendo k > O, son hipérbolas cuyos ejes 
real e imaginario son paralelos, respectivamente, a los de coordenadas x e y ,  y cuyas dimen- 
siones aumentan a medida que lo hace k .  Si k < O, los ejes real e imaginario son paralelos 

X* y2 

a2 be a los y y x, respectivamente. Si k = O, la sección degenera en el par de rectas - - - = o. 
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Las secciones correspondientes a los planos = k son parábolas abiertas por su parte 
superior, y las correspondientes a x =- k son parábolas abicrtas por su parte inferior. 

+- 
x ---+ x 

-J---------- 

-------- 

Hiperbolordt. parahólico Cono recto circular 

CONO RECTO CIRCULAR -4- y2 -- c2z2 = O. 
Esta superficie se puede considerar generada por la rotación de la recta y -- kx alre- 

Las secciones horizontales producidas por planos paralelos al xy sori circunferencias. 
dedor del eje z.  

Las Correspondientes a planos paralelos al y:, o al xz ,  son lilpérbolas. 

SUPERFICIE CILINDRICA. La superficie cilíndrica e5tá generada por una recta que se des- 
plaza paralelamente a otra fija y que se apoya coristantenientc 
en una curva también fija, í.a recta móvil y ia curva fija se 
denominan, respectivamente, geriercctrií y u'// i'ctraz de  la super- 
ficie en cuestión. 

Una superficie cilíndrica cuya gerieratriz e i  paralela a uno 
de los ejes coordenados y cuya directriz es UIM curva en el 
plano coordenado que es perpendicular a la gencratriz, tiene 
la inisma ecuación que la directriz., 

Si la directriz es la elipse -7 I- - == 1, la ecuación del 

ZA 

- ^  ---t-.- 

x2 y2 a.0) ~ 

x b  
\o, O) a- h2 

Y., -y2 Y 2  
az bt cilindro es -- -E -y = 1 .  

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar la ecuación de la esfera con su centro en el punto (-2, 1, -3) y de radio 4. 

Sustituyendo en (x - + ( y  - 3 ( z  - - J ) ~  -= n2, se obtiene 
(x + 2 ) h  + ( y  - i ) 2  1- ( z  + 3)* -= 42. 

Desarrollando y reduciendo términos, x2 + y? + z2 -+ 4x - 2y 4- 6z  - 2 = 0. 

2. Hallar la ecuación de la esfera con su centro en el punto (3, 6, --4) y tangente al plano 

2 x - 2 y - 2 -  10 =o.  
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3. 

4. 

§. 

6 .  

7.  

SUPERFICIES 

j 2(3) - 2(6) - l(---4) - 10 1 
--- 1 = 4. Luego la 7 El radio a = ~ ecuación pedida es 

J 
I I 

( X  - 3)' + ( J J  - h)2 + ( 2  + 4)2 = 16, O A' I- 1'' 4- Z' -- 6~ - 12y + 82 + 45 = O. 

Hallar la ecuación de la esfera que pasa por los punto? (7, 9, I ) ,  (-2, -3, 2), (1, 5,  51, ( 

4- Gx -t HJJ + I2 + K = O, 
Sustituyendo sucesivamente las coordenadas de los cuatio puntos en la ecuación xt + 

7 G  + 9 H  + I +  I< -= -131 
-2G - 3H -4- 21 t K -= -- 17 

G + 511 4- SI $- K = - 51 
-6G -+ 2H + SI + K = - 65. 

Resolviendo este sistema de ecuaciones, G = 8, H = --14, I = 18, K = --79. 
Sustituyendo estos valores en la ecuación general se obtiene, 

x2 + y' + 2 4- 8.x - 1 4 ~  + 182 -- 79 = O. 

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera 

X' + y' -;- Z' - 6~ -5 4y - 3~ == 15. 

Sumando y restando términos para que la ecuación adopte la forma 

(x  - h)2 + ( y  - k)2  + ( z  - j )2  = a2, 
9 121 
4 4 Resulta, x2 - 6 x  + 9 4- y 2  + 4y + 4 4- z2 - 32 + - = --, o bien, (,Y - 3)2 

+(Y -t 2)' + ( 2 -  

I I  
2 '  El centro de la esfera es el 

i)' 
Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a los puntos fijos (-2, 2, -2) y (3, 
estan en la relación 2 : 3. 

2 

1 

Haciendo operaciones, 
x2 + y 2  + z2 + 12x.-- 121' f 12: = O, una esfera de centro el punto (-6, 6 ,  -6) y de radio 

. 2  , 2  -1 n 
J - I  ~- 1 

2s +- 10 ' 9 
Estudiar y representar la superficie 

Esta superficie es simétrica con respecto tanto a los 

Corta a los ejes x, y, z en los puntos ! 5, 1-4, 5 3 ,  

Su traza con el plano xy es la elipse de ecuación 
XZ 
- - -+ !:- =- 1 y semiejes 5 y 4. AGrnismo las trams con 

planos coordenados como al origen. 

respectivamente. 

L3 !b 
los planos xz e yz son también elipses. 

Esta superficie es un  elipsoide. 

Demostrar que la ecuación siguiente es un elipsoide. Hallar s u  centro y las longitudes de los sem 
2x2 4- 3 y2 -t 12 -- 8 Y + hy -- 42 - 3 = o, 

2(x2 - 4x -+ 4) + 301' t 2y + I )  1 ( z2  - 4: + 4) = 3 + 8 -+ 3 + 4 := 18, 
o sea, 2 ( ~  - 2)' t 3(' 4 1j2 + (Z -- 2)' == 18. 
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(x - 2)2 ( y  + 1)2 ( z  - 2 ) 2  Dividiendo la ecuación por 18 se obtiene - --- + - 
9 6 18 - - + = 1, que es un elip- 

soide de centro el punto (2, -1, 2 )  y semiejes 3, d6, 3d2. 

8. Demostrar que el lugar geoniétrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (2 ,  3,4) 
y (2, -3,4) es constante e igual a 8, es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de los seniejes. 

______ ______-_ - - d(C2)' +(F-3))2t(Z --d>2 + d ( ~  - 2)' + (y + 3)' + (Z -- 4)' = 8 
_____-____ _ _ _ _  - -- - ___ __-_ __ - __ _ - - ~ -  -- 

de donde d ( x  - 2)2 + ( y  - 3)2 -t ( z  - 4)2 -i 8 - d ( x  - 2)2 + ( y  t 3)2 4- ( z  - 4j2. 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 

3y -t 16 = 4 d ( x  - 2)2 t ( y  t 3)"- ( z  z4)2. 

16x2 + 7y2 + 16z2 - 64x - 128z + 208 = O. 

(x - 2)2 ( y  - 0)2 ( z  - 4)2 
Haciendo operaciones, - - + - - - -t ~- = 1, que es un elipsoide de revolii- 7 16 7 

ci6n de centro el punto (2 ,  O, 4) y semkJes di,  4, di. Las secciones de esta superficie producidas 
por planos paralelos al xz son circunferencias. 

9. Hallar la ecuación del elipsoide que pasa por los puntos ( 2 ,  2, 4), (O, O, 6), ( 2 ,  4, 2 )  y es simétrico 
con respecto a los planos coordenados. 

x 2  y2 z2 
Sustituyendo las coordenadas de los puntos dados por x, y ,  z en la ecuación - + - -t - == 1 

a2 b2 c2 se tiene, 

4 4 16 O O 36 4 16 4 - . t - - +  - - 1  - - - + - +  L 1 y - + - - - + - = = l .  
a2 b2 c2 ' a2 h2 c2 a2 b2 c2 

Despejando a2, b2 y c2, se obtiene a2 = 9, b2 = 36, c2 .= 36. 

x2 y2 2 2  De donde, - -t -- - -1- - - -i 1, o sea, 4x2 4- y2 -t z2 = 36. 
9 36 36 

,Y2 y2 i. "2 

10. Estudiar y representar la ecuación - + - - = 1 .  
9 4 16 

Esta superficie es simétrica con respecto tanto a los 

Corta a los ejes x e p en los puntos 3 y + 2 ,  respecti- 

planos coordenados como al origen. 

vamente. No corta al eje z.. 

elipqes de centro en el eje z. Estas elipses aumentan de ta- 
maño a medida que lo hace el valor numérico de k .  

Las secciones producidas por planos paralelos a los 
xz o y z  son hipérbolas. 

Esta cuádrica es un h~perbolo i~e  de una hgja. 

--c 

\ 

Las secciones producidas por los planos z = k son x 

11. Hallar la naturaleza de la cuádrica cuya ecuación es 3 2  4- 4y2 - 2z2 -t- 4.x - I(íy 4- 8z = 13. 

3(~2 + 2~ f I )  + 4(y2-4y + 4) --2(z2-42 -1- 4) = 13 4- 11 =I 24, 
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Se trata, pues, de u n  hiperboloide de una hoja con centro en el punto (-1, 2 ,  2 )  y eje paralelo 
al de coordenadas z .  Las wcciones producida> por planos paralelos al xy son elipses, y las produ- 
cidas por planoi paralelos al x: o al yz ion hipkrboias. 

x2 4’2 2 2  
12. Estudiar y representar la ecuación - - - - = 1. ZA 

9 4 16 

Esta cuádrica es simétrica con respecto a loi pianos coor- 

Corta al eje x en los puntos -1-3 No corta a loi ejes y y z .  

Las secciones por planos paralelos a los ry y xz son 
hipérbolas, y las producidas por planos paralelo, al y.z son 
elipse s. 

I 
denados y al origen. - 

X 

I 
La cuádrica, pues, es un hiperboloide dc dos hojas. 

13. Hallar la naturaleza de la cuádrica de ecuación 2x2 - 3y2 - 2z2 - 8x + 6y -- 122 - 21 = O. 

(x 2)2 ( y  - l ) 2  ( z  + 3)2 
4 813 4 

2(x2- 4x + 4) - 3(y2- 2y + 1) - 2(z2+ 67 -t 9) =- 8, o bien, - -- - - - --- - - = 1, 

que es un hiperboloide de dos hojas con su centro en el punto í2, I ,  -3) y eje real paralelo al de 
coordenadas x. 

14. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (4, 3, I )  
y (4, 3, 1)  sea igual a 6. 

-__- - -- - - _ _  __ 
o bien, .\/(x + 4)2 + ( y  - 3)2 -t (7 -- 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 

== 6 + t’(x- 4)z + ( y  - 3 jL  -+ ( z  - l)2. 
- - __ __ ___- - 

4x - 9 -i 3t’(x - 4)’ + (y  - 3)2 + ( z  - 1)2, 

7x2 - 9y2 -- 9? i 54y $- 182 = 153. 

( Y  - 0)2 
Haciendo operaciones, - - -- 

9 
(y  -- 3)2 ( z  - 1 ) Z  I ,  que es un hiperboloide de dos __ 

7 7 
hojas con centro en el punto (O, 3, I )  y eje real paralelo al de coordenadas .x. Como las secciones pro- 
ducidas por planos paralelos al y z  son circunferencia?, la superficie es un  hiperboloide de revolución 
de dos hqjas. 

15. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, - 1 ,  3) es el doble de la co- 
rrespondiente al eje x. 

- ~ - _ _  
d(T- 2 ) z j  ( Y ? - - i ) 2 1  ( z  - 3)2 = 2dy2  -t 22. 

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 

Haciendo operaciones, (x - 2)2 - 3(y - 1/3)2 - 3(z $- 1)2 = -40/3, 

x2 - 3y2 - 3z2 - 4x f 2y - 6z  = - 14. 

que es un hiperboloide de revolución de una hoja, con centro en (2, 1/3, -1) y eje de revolución 
el de coordenadas x. 
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16. Estudiar y representar la ecuación y2 + z2 = 4x .  

planos xz  y xy. 
Esta superficie es simétrica con respecto al eje x y a los 

Corta a los ejes en el origen. 

Las trazas con los planos coordenados son y 2  4- z2 -i O, 
y las parábolas correspondientes, z2 =-= 4.x e y' -= 4x.  

Como x no puede tomar valores negativos, la superficie 
está situada toda ella a la derecha del plano y z .  Las secciones 
producidas por planos paralélos al y z  son circunferencias, 
y las producidas por planos paralelos a los xy y xz son pa- 
rábolas. Esta cuádrica es un paraboloide de revolución. 

-9 x 

17. Hallar la ecuación del paraboloide de centro O, eje O% 
y que pasa por los puntos ( 3 ,  O, 1) y (3, 2, 2). 

Sustituyendo lac coordenadas de loi puntos dados en 
la ecuación AxZ 4- By2 = Cz se obtiene, 

(1) 9 A  + OB = C, de donde 9 A  = C 
(2) 9 A  + 4B = 2C. 

Resolviendo este sistema de ecuaciones, A =- C19, B = C/4. 
Sustituyendo estos valores de A y B en Ax' $- By2 = Cz O 

- 
X 

x2 y2 z 
resulta, 3x2 + 9y2 = 362, o bien, - + -. = --, que es un 

paraboloide elíptico. 
9 4 1  

18. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias al eje x son igua- 
les a tres veces sus distancias al plano y z .  

Sea (x, y ,  z )  un punto genérico del lugar. Entonces, y2 + z2 = 3x. 
Esta superficie es un paraboloide de revoluciói~ siniétrico con respecto al eje x. 

19. Hallar el vértice del paraboloide elíptico 

3,v2 + 2y2.- 1 2 z - 6 ~  + 8y- 1 3  = O .  

3 (2 2.x -+ 1 )  $- 2(y2 -I+ 4y  + 4) = 122 + 13 + 1 I = 12z + 24, 

( x -  112 (y + 2)2 z i- 2 de donde 3(x - 1)2  + 2(y + 2)2 :=. ]2(z + 2), 0 sea, ~~ ~ + = 
4 6 I '  

El vértice es el punto ( I ,  -2, -2). 

20. Estudiar y hallar la naturaleza de la superficie 9x2 - 4y2 := 36z. 

La superficie es simétrica con respecto al eje z y a los planos xz e yz. 
Corta a los ejes en el origen de coordenadas. 
Para z == 0 resulta la traza con el plano xy, que es el par de rectas definidas por la ecuación 

9x2 - 4y2 = O, o sea, 3x + 2y = O y 3x - 2y = O. 
Para y = O resulta la traza con el plano xz, que es la parábola 9x2 = 36z, O bien, x2 = 4;. Esta 

parábola tiene su vértice en el origen y está abierta pcv su  parte superior. 
Para x = O resulta la traza con el plano y z ,  que es la parábola -4y2 = 36z, 0 sea, y2  = -92. 

Esta parábola tiene su vértice en el origen y está por su parte inferior. 
Las secciones producidas por 10s planos z = k son hiperbolas. Si k es positivo el eje de la pará- 

bola es paralelo al eje x. Si k es negativo, el eje real de la hipérbola es paralelo al eje y. Análogamente, 
las secciones producidas por planos paralelos a íos xz e y z  son también parábolas. 

La cuádrica en cuestión es un paraboloide hiperbblico. 
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21. Hallar la ecuación de un paraboloide de vértice el punto (O, O, O). eje OY y que pasa por los puntos 
( I ,  -2, 1) y (-3, -3, 2). 

Sustituyendo lai coordenadas de los dos puntos dados en la ecuación A y 2  $- Cz2 = By, 

A -+ C -= - -23  
(SA i - 4 C =  -38. 

D-spejando A y C en función de f3, reculta, A ,  -= B, C = -3B. 
Sustituyendo estos valore5 de A y C y  dividiendo laccuación final por E se obtiene, x2 - 3z2 = y, 

que es un paraboloide hiperbólico. 

22. Estudiar y representar el cono de ecuación 2y2 + 3z2 - - Y? -- O. 

Esta superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados y con respecto al origen. 
Corta a los ejes en el origen de coordenadas. 
Para x = O no existe la traza con el plano y=. 
Para y = O resulta la traza con el piano Y?, que e\ el 

par de recias definido por la ecuación 3z2 - .y2 = O, o sea, 
d32 $- x = o, d3.7 .- .Y = O. 

Para z = O resulta la traza con el piano - sy ,  que es 
el par de rectas definido por la ccuación 2y2 -- .y2 = O, 
o sea, d 2 y  -1- x -= O, 

Las secciones producidas por los planos .Y = k son 
elipses, cualquiera que sea k distinto de cero. 

Análogamente, las secciones por pianos paralelos a los 
xy o xz son hipérbolac. 

v'2y -- .Y == O. 

23. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje J' sca cl triple de la correspondiente 
al eje z .  Hallar la naturaleza dc la superficie reiultante. 

\/u2 1 c2 = 3\'x2 + y 2 ,  dc dondc t 2  I z z  - 9 1 ~  9yL, o bien 8 \ ?  + 9 i L  - zz  = O. 

Esta superficie e5 un  cono de vértice el origen. El eje del cono e5 el eje 2 .  

24. Representar !a $uperficie 4 t 2  9y2 36. 

Esta superficie e\ u n  cilindro de eje paralelo al dc coordenadas z y cuya r i ' i r e c t ~ ~ í  es la elipw 
4x2 1 9y2 - 36. 

24 'f 

Problema 24 ProbIetn1i 25 

25. Hallar la ecuación de la iuperficie de revo1t:ción generada en la rotación de la elipse x3 + 4;'- 16 = 0 

Sea /'(Y, Y ,  2) u n  punto genérico cualquiera de la 5uperficie y tracemoi deide 61 la perpentiicular 

En el triángulo rectarigulo ABP,  .4B y, BP z 

alrededor del eje x. 

al plano AJ'. 

Î  i/*1_xI -yI____< M 
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Haciendo A P  = y' $e tiene, .y2 t 2' = yr2 .  De la ecuación de la elip\e, y2 = 16 - 4 ~ ' ~ .  
Sustituyendo, x2 = 16 - 4(y2 t z'), o bien, x2 I 4y2 -C 4:' - 16, que es un  elipsoide de revo- 

lución cuyo eje es el de cooidenadas .Y. 

26. Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada en la rotación de la hipérboia x 2  -- 2 9  = 1 
alrededor del eje z. 

Sea P,(x,, O, ZJ u n  punto genérico cualquiera de la hipérbola, y P'(0, O, z1) C'J proyección sobre 
el eje z .  En la rotación de la hipérbole alrededor del eje z ,  el punto P I  describe una circunferencia 
de centro P' y radio P'P,. Sea P ( x ,  y ,  z )  un piinto cualquiera de esta circunferencia y, por tanto, 
de la superficie buscada. 

Sustitiiycndo x1 == v'xT $ y* y z ,  : z en la ecuación de la hipérbola, x: - 2z; = I ,  se obtiene, 
x2 + y2 - 2 2  =I I ,  que es un hiyerboloide de m a  hoja. 

/Y 
Problema 26 Problema 27 

27. Hallar la superficie de revolución generada en la rotación de la recta 2x + 3y = 6 alrededor del eje y .  

Sea P,(xl, y,, O) un punto genérico cualquiera de la recta, y P'(0, yi, O) s u  proyeccidn cobre el 
eje y. En la rotación de la recta alrededor del eje y ,  el punto PI describe u n a  circunferencia de csn- 
tro P' y radio P'P, Sea Y ( x , y ,  z )  un punto cualquiera de la circunferencia y, por tanto, de la su- 
perficie buscada. 

Como y, = y y P'P,  - P'P,  ce tiene x1 = v'uz T z 2 .  

Sustituyendo Y, = \'x2 c,? e y ,  - y  en la zciiacih de la recta, 2x, t 3y, - 6. ce obtiene, 
2d.? -lrz2 -1 3y = 6. Simplificando términos se llego a la ecuactóil 4x2 - 3(y  - 2)2 + 4z2 - O, que 
es un cono de vértice el punto (O, 2, O). 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Hallar las ecuaciones dr: las esferas siguientes: 
a) 

b) 

Centro (2, --I, 3), radio 4. 
Centro ( - 1 ,  2 ,  4), radio 2/13. 

Sol. 

Sol. 

Sol. 

SG]. 

x2 +- y2 + z2 - 4~ 4 2.v - 6 z  --- 2 y- O 
x2 + y2 -1 L'+ 2~ -- 4-v - 8 í  1 8 -- O. 

c) Un diámetro es el segmento determinado por los puntos (6, 2, -5) y (-4, O, 7). 

d )  Centro (-2, 2, 3) y que pa$ñ por el punto (3 ,4 ,  - I ) .  

i 
x2 + y2 f 2 2  - 2 u  -- 2y -- 22 - 59 -i o. 

X2 -i y' + 1' -1 4X - 4.v - 62 - 28 =. O. 
e) Centro (6, 3, -4) y tangente al eje x. Sol. x2fy2 + Z 2 - - 1 2 ~ - - 6 ó y $ 8 Z 1 '  3 6 = 0 .  
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2. Hallar las ccuaciones de as esferas siguientes: 
n) Centro (-4, 2, 3) y ttingente al plano 2x - y  - 2z + 7 = O. 

h )  Centro (2, -3, 2) y hngente al plano 6x - 3y 4- 2z - 8 = O. 

c) Centro ( 1 ,  2, 4) y tanzente al plano 3x - 2y + 47 - 7 = O. 

o') Centro (--4, -2, 3) y tangente al plano y?. 
e) Cciitro (O, O, O) y tangente al plano 9 s  - 2y + 6z  + 1 I' = O. 

Sol. -+ y 2  + í2 + 8~ - 4y - 6 z  -+- 20 = O. 

Sol. 4 9 . ~ ~  i- 491'' + 4 9 ~ '  - 1 9 6 ~  + 294y - 1 9 6 ~  -+- 544 =:: O. 

SOI. 29.~' + 2 9 ~ '  -t 29:' - 5 8 ~  - I I6y - 2322 + 545 = O. 
Sol. x2 + y 2  +.z2 + 8x + 4y - 6z -t 13 = O. 

Sol. x2 + y2 -t z2 = 1 .  

3. Hallar las ecuaciones de las esferas siguientes: 
a )  Que pasa por los puntos ( I ,  I ,  I ) ,  ( I ,  2, I ) ,  ( I ,  I ,  2), y (2, I ,  I ) .  

h)  Que pasa por los puiitos (2, I ,  3), (3, -2, I ) ,  (-4, I ,  I ) ,  y ( 1 ,  I ,  -3). 

c) Que pasa por los puntos ( I ,  3, 2), (3, 2, -3, (O, I ,  O), y (O, O, O). 

Sol. .Y' - 1 -  y2  4- z2 - 3x - 3.v - 32 + 6 = O. 

Sol. 5 1 2  + 51y2 $- 51z2 + 4 5 ~  + 3 7 ~ J  - 33: - 742 = O. 

Sol. 1 Ix' $- 1 1 ~ '  + 1 1 2  - 1 2 7 ~  - 1 IJJ + 33 =I O. 

4. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera: 
0) t 2  t ,v' i- z2 - 2 , ~  + 4y - 6; + 8 O. 
h)  
c) 
d )  

Sol. ( I ,  -2, 3), r = d 6 .  
Sol. (4/3, -2, 5/3), r = 2/47/3. 
Sol. (-2, 3, -4), r = O. 
So!. Imaginaria. 

3u2 t 3y2 + 3? - 8.r -t 12y - 102 + I O  = O. 
x2 t y 2  + z2 + 4x -- 6y + 82 + 29 =- O. 
u2 + y 2  + 9-- 6x + 2y - 22 + 18 = O. 

5 .  Hallar la ecuación de la esfera tangente a los planos x - 2z - 8 = O y 2x -- : + 5 -z O y que tiene 
su centro en la recta .u = -2, y == O. 
Sol. ,u2 -t y2 + f 4x + 62 + 49/5 = O, 2 4- y' + 9 + 4x + 2 2 ~  + 48 1 / 5  = O. 

6 .  Hallar la ecuación de la esfera que pasa por los puntos (1, -3, 4), ( I ,  -5, 2) y ( I ,  -3, O) y tiene SU 
centro en el plano x + y + z = O. 
Sol. .Y' + y2 + 2'- 2~ + 6y - 42 + I O  = O. 

7. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya sunla de cuadrados de sus distancias a los planos 
x + 4y + 22 = O, 
Sol. 

2x-y + z = O y 2x +y-3z  = O es igual a 10. 
,Y2 + y2 + z* = IO. 

8. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relación de distancias a los puntos fijos (1, I ,  -2) 
y (-2, 3, 2) es igual a 3 : 4. 
Sol. 7.r2 -t 7,~ '  + 7 2  - 6 8 ~  + 22y + 1002 - 57 = O. 

9. Estudiar y representar los elipsoides siguientes 
U )  

b)  

C) 

25.~' + 16y2 + 4 2  = 100. 

4x2 + y' f 9z2 -i 144. 

8 ~ '  + 2y' + 92' = 144. 

d )  x2 + 4y2 + 422- 12 
e )  

(x - i ) 2  (y - 2)* ( z  - 312 
f )  ____.___. +--- +--- = 1. 36 16 9 

x2 -+ 4y2 + 9z2 = 36. 

10. Hallar las coordenadas del centro y la longitud de los semiejes de las superficies siguientes: 
a) .y2 t 16y2 t ~ ' - 4 x  + 32y = 5. Sol. 

Sol. 
Sol. 
Sol. 

(2, -1, O), 5,  5/4, 5. 
b) 
e )  
d )  

3x2 i- y2 + 22' + 3x + 3y + 42 = o. 
x2 + 4.Y' + 2' - 4x - 8y + 8z + 15 = O. 
3S2 + 4Y2 4- 2'- 12x - 16y + 42 = 4. 

(-l/2, -312, -I) ,  41513, ds, dfi12. 
(2, 1,  A), 3, 3/2, 3. 
(2, 2, -2), 2 d 3 ,  3, 6. 

e) 4r2 i- 5y' + 3z2 + 12x - 20y + 242 + 77 = O. Sol. Punto (-3/2, 2,--4). 



11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
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Hallar la ecuación (referida a sus propios ejes) de los elipsoides que pasan por los puntos que se 
indican. Aplíquese la ecuación Ax2 + By2 -; Cz2 = D. 
4 (2, -1, 11, (--3, O, O>, (1, -1, -2). 
b) (d3, 1, I ) ,  (1, 43, - I ) ,  (-I, - 1 ,  t'5) 

Sol. 
Sol. 
Sol. 

x2 i 4y2 + 2 2  =- 9. 
2x2 t- 2y2 t 2 2  = 9. 

c )  
d )  

(2, 2721, (3, I , i 3 ,  (-2, O, 4). 
( I ,  3, 4), (3, 1, -2d2) y su eje de revolución es el eje x. 

2x2 +- 3y2 + 9 = 24. 
Sol. 2 2  + y2 +- Z' = 27. 

Hallar el lugar gcométrico de los puntos cuya suma de distanciasa los puntos fijos (O, 3, O) y (O, -3, O) 
es igual a 8. Sol. 16~' + 7y2 + 162 = 112. 

Hallar e: lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (3, 2, -4) y (3, 2, 4) 
(x - 3)2 (y - 2)2 ( z  - O)2 
- __ ___ __ +-- +-- = 1 .  es igual a IO. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (-5, O, 2) 

y (5, O, 2) es igual a 12. 

so/. 9 9 25 

~ = 1. X2 Y2 i- ( 2 -  212 
36 + I I  I1 

Sol. 

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al plano yz  son el doble de las correspondien- 

Mallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, -3, I )  sea la cuarta parte 
de la correspondiente al plano y i- 4 = O. 

tes al punto ( 1 ,  -2, 2). Sol. 3x2 4 4y2 + 4z2- 8~ + 16~- 162 + 36 = O.  

Sol. 1 6 2  -t 15y2 + 162' - 6 4 ~  + 8 8 , ~  - 3 2 ~  -1- 208 := O. 

Hallar el lugar geométrico de los punto5 cuya distancia al eje x sea el triple de la Correspondiente 
al punto fijo (2, 3, -3). SO/. 9x2 + 8y2 + 82% - 3 6 ~  - -  54y - 54~ + 198 = O. 

Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de una hcja: 
72 

a) 16 9 36 
+ y 2 - -  = 1. d )  16~' - 36~' + 9z2 = 144 X2 

Hallar las coordenadas del centro y la naturaleza de las superficies siguientes 

Sol. (2, -1, - 
U )  2x2- 3-v' + 4z2 - 8~ - 6y -+ 122 - I O  = O. 

. Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje y .  2 3, 
b) X' + 29 - 32' + 4x - 4~ - 6~ - 9 = O. 

Sol. (-2, 1, -I) .  Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje z. 

Sol. (3, -1, O). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje ,Y. 

Sol. (-1, 2, 3). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje y. 
16y2 - 9x2 + 4z2 - 36x - 64y - 242 = 80. 
Sol. (-2, 2, 3). Hiperboloide de una hoja. Eje paralelo al eje x. 

Sol. (3, 2, -2). Hiperboloide de dos hojas. Eje paralelo al eje z. 
8)  2x2 - y2 - 3z2 - 8~ - 6y + 242 - 49 == O .  

C) 2x2 - 3y2 - 4z2 - 1 2 ~  - 6~ - 21 = O. 

d )  4y2 - 3x2 - 6z2 - 16y - 6~ + 3 6 ~  -- 77 = O .  

e )  

f )  52' - 9x2 - 15y2 + 5 4 ~  -+ 6Oy + 2Oz = 166. 

Sol. Punto (2, -3,4). 

x2 y2 ( z -  1)2 
= 1. e) __ Jr _________. 

16 4 25 
C )  4x2 -. 25y2 + 162' = 100. f )  9y2 - x2 + 47' =; 36. 

Estudiar y representar los siguientes hiperboloides de dos hojas : 

a)  -- - = 1. 16 9 36 
O )  36x2 - 4y2 - 9z2 = 144. 
C) 25~'- 16,9-4z2 = 100. , f )  42'- x2 - 9y2 -i 36. 

(x- 1)2 y2 2 2  
= 1. - ~ _ _ _ _ _ ~  x2 y 2  ___ 2 2  

d, 16 4 2 3  
e )  36y2 - 9x2 - 16.9 = 144. 

I 
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21. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (O, O, 3 )  
y (O, O, -3) es igual a 4. 
so/. 

22. Hallar el lugar geométrici de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntos fijos (2, -3, 4) 
y (2, 3,4) es igual a 5. 
Sol. 

5z2 - 4 2  - 4y2 = 20. Hiperboloide de dos hojas. Centro en el origen. 

44y2 - 100x2 - 100z2 -i- 400x + 800z = 2.275. Hiperboloide de dos hojas. Centro (2, O ,  4). 

23. Hallar la ecuación del hiperboloide de una hoja que pasa por Ius puntos (4, 2d3, O) y (-1, 3, 3d6/2), 
con centro el punto (O, O, O), que tiene al eje y como eje de revolución. 
Sol. 

24. Hallar la ecuacién del hiperboloiáe de dos hojas de centro el origen, ejes los de coordenadas y que 
pasa por los puntos (3, 1, 2), (2, di¡, 3) y (6 ,  2, d l5 ) .  
Sol. 

2x2 - y2 -t Lz2 = 20. Hiperboloide de revolución de una hoja. 

3z2 - .x2 - 2y2 = 1 Hiperboloide de dos hojas, eje transvcrso al eje z.  

25. Estudiar y representar las superficies siguientes : 
a) 3x2 + 2 2  -- 4y == o. 
6 )  xz -+- 2y2 - 62 = 0. 
c )  y2 - 422 + 4.x = o. 
d )  x2 + 4z2 - 16y = O. 

26. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (O, O, O), que tiene el eje z corno eje, y que 
pasa por los puntos (2, O, 3) y ( I ,  2, 3). 
Sol. 

e )  4x' -t- 3y2 - 12z -i O. 
, f )  4x2 -- y2 - 4z := o. 
g )  4x2 + y2 -t z y-= o. 
11) x2 -c 2y2 -i 8 - 42. 

x 

1 2 2  + 9y2 -- 162 = O. Paraboloide elíptico. 

I 27. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (O, O, O), que tiene al eje z como eje, y que 
pasa por los puntos ( I ,  O, I )  y (O, 2, 1). 
Sol. 4x2 -+ y2 - 4z == O. Paraboloide elíptico. 

28. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (O, O, O) que tiene al eje z corno eje, y que pasa 
por !os puntcs ( I ,  2, I )  y (2, 1, I ) .  
Sol. x2 + y2  - 5z - O. Paraboloide de revolucitn. 

29. Hallar la ecuación del paraboloide de vértice el punto (O, O, O) que tiene al eje z con10 eje, y que pasa 
por los puntos (1, 1 ,  1) y (312, 7/12, 112). 
Sol. x2 + 5z2 - 6 y  I= O. Paraboloide elíptico. 

1 
30. Hallar la ecuación del paraboloide que pasa por el origen, por 10s puntos ( I ,  2, 2) y ( 2 ,  6,  8), y que 

es  simétrico con respecto al eje x. 
Sol. z 2  - 2y2 + 4x = O, paraboloide hiperbólico; 2x2 ==- z ,  cilindro parabólico. 

31. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de La distancia al eje z es el doble de la 
correspondiente al plario xy. 
Sol. x2 -4 y% - 2z -= O. Paraboloide de revolución alrededor del eje x. 

32. Hallar el vértice del paraboloide : 
U)  

C )  3Z2 t 5y2--2x -t iCiy-- 12\ t 21 -- O. 
d )  y" 4x2 t 22 - 6y  - 1 2 ~  I 6 

2 . 2  + 3y2- 8~ + t2y + 3~ + 23 == O. 
h) 2x2 + 422 - 4x - 242 - y  + 36 0 

e) 4x2 + 322-4y + 12z + 12 =- O. 

33. ~s tud ia r  y representar los conos siguientes: 

Sol. (2, -2, -1). 
Sol. (1, -2, 3). 
So(. (2, - I ,  2). 
Sol. (--312, 3, -3). 

e )  2x2 + 2y2 - 6(z  - 4)" = O. 

f )  2 2  + 2y2 -- 4(x i- 31% = o. 
a)  3x2 + 4Z2 - 12(y - 4J2 o. 
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34. Estudiar y reprewntar loí cilindros ciguientei: 
o)  x2 1’2 - 9. e )  .y2 - 9y2 = 36. 

f )  z - 4 --- .P. 
g) .\-2/3 + = u2/3 (primer cuadrante). 

35. Hallar la naturaleza y la ecuación de las superficies generadas en la rotación de las curvas siguientes 
alrededor de los ejes que se indican. 
0) .P - 2 . ~ 2  = 1 ,  alrededor del eje x. 

Sol. x2 - 2y2 - 2z2 - -  I .  Hiperboloide de dos hojas. 
h )  x.2 2z2 = I ,  alredcdor del eje z. 

Sol. x2 4- y2 - 2z2 :~: 1 .  Hiperboloide de una hoja. 
C )  ,Y := 4 - ~ y 2 ,  alrededor del eje .Y. 

SO/.  ..y :: 4 ----y2 - z 2 ,  Paraboloide 
d )  2x - y =I 10, alrededor del eje .Y. 

t>) .y2 + z2 -=: ci2, alrededor del eje z.  
SO/.  .y2 - + -  y 2  -4- z2  =L 2. Esfera. 

f )  .x2 + 4z2 = 16, alrededor del eje .Y. 
Sol. x2 + 3 -+ 4z2 = 16. Elipsoide. 

g )  I .  2.u - 1 -  3y = 6, alrededor del e,je .Y. 
2 .  Hallar las coordenadas del vértice del cono. Sol. (O, 2, O ) .  
3. í-iallar la intersección del cono con el plano y := O. 

,%l. 
4. Hallar la intersección del cono con el plano y = 2.. 

Sol. 
5.  Haliar la intersección del cono con el plano .u = O. 

Sol. 
vértice del cono. 

,Sol. 4(x - 5 ) 2  -= y2 -1 22. cono. 

Sol. 4x2 - 9(y - 2)2 -i. 4z2 = O. Cono. 

.y2 -t z2 == 9, una circunferencia de radio 3. 

x2 + z2 = O, vértice del cono. 

3(y - 2 )  = +.2z, dos rectas situadas en el plano y z  y que se cortan en el punto (O, 2, O), 



CAPITULO 16 

Otros sistemas de Coordenadas 

punto P del espacio (ver figura adyacente) son (p, a,  y ) ,  

Como cos2 a + cos2 /I + cos2 y = 1 ,  las cuatro coordenadas no son independientes. 
Por ejemplo, si u i- 600 y p = 4 5 O  se tiene, cos2 y = 1 - cos2 a - cos2 p = 1 - & -- & = $. 
Como por otra parte y 5 180°, y = 60" ó 120°. 

COORDENADAS CILINDRICAS. En este sistema, un punto 
Pix, y, z )  viene definido por Q, U ,  z ,  siendo Q y 8 las coordena- 
das polares de la proyección Q del punto Y sobre el plano xy. 
Estas coordenadas se escriben entre paréntesis y en este orden 
(e ,  U ,  2 ) .  Las relaciones que ligan las coordenadas cilíndricas 
con las rectangulares son, 

x = p cos O, y = e sen O ,  z = 2 .  
-c 
X 

Obsérvese que el ángulo O puede tomar cualquier valor, con lo que e puede tomar va- 
lores negativos, como en el caso de las coordenadas polares. 

c 
COORDENADAS ESFERICAS. Sea P(x,  y ,  z )  un punto cualquiera del espacio y Q su proyec- 

cióii sobre el plano xy. Representemos por la distancia OP, 
como en el caso de las coordenaaas polares, por #I el ángulo 
ZOP, por 8 el ángulo XOQ, y consideremos el ángulo 4 posi- 
tivo cuando O* 5 4 S 1800. Los símbolos p, O y son las coor- 
denadas esféricas del punto P, y éste se representa por P(?, 
O ,  4). La coordenada Q es ei radio vector, O la longitud y 4 la 
colatitud de P. El ángulo U puede tomar cualquier valor. 

'. I ,I 
Del triángulo rectángulo OPQ se deduce, 

OQ = p sen 4, Q P  = c, cos 4.. 
144 
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En el triángulo O M Q  se verifica, OM = OQ COT O ,  MQ = OQ sen O .  Por tanto, 

1- O M  0 sefi +cos O, y =- M Q  - sen $sen O, z QP = ? c o s  +. 

En muchos problemas relativos a la determinación de áreas de superficies, o de volú- 
menes limitados por éstas, los método. empleados en el cálculo diferencial e integra] se ven 
notablemente simplificados pasando el problema a coordenadas esféricas o cilíndricas. 
En todos aquellos casos en que la superficie límite sea de  revolución, lo más adecuado es el 
empleo de las coordenadas cilíndricas. 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Hallar las coordenadas polares, cilíndricas y esféricas del punto cuyas coordenadas rectangulares 
son ( I ,  -2, 2). 

Coordenadas polares Coordenadas cilíndricas Coordenadas es f6ricas 

- - 
Coordenadas polares. Q = d x 2  + y2 + z2 = di2 + (-212 t 22 = d9 = 3. 

( 3) Y /j = arc cos - = arc cos - - = 131"49', 

Sol. (3, 70"32', 131°49', 48'11'). 

-Y 1 
a = arc cos - = arc cos - := 70"32', 

2 
= arc cos -- = 48'1 1'. 

3 P 
9 

y 1= arc cos c, 3 
-__ ___ 

Coordenadas Cilíndricas. ,o -i dx2 y 2  = . t / i2 + (-2)2 = V?. 

Sol. (d5, 296"34', 2). Y O = arc tg -- = arc tg (-2) = 296"34', z = 2. 
Y 

- -  

Coordenadas esféricas. p - \/u2 t y 2  + z2 = y l 2  + (-2)2 + (2)2 = 3. 
Y z 2 
\ e 3 0 = arc tg - = arc tg (-2) =- ?96"34', 4 = arc cos - = arc cos - = 48'1 1'.  

Sol. (3, 296"34', 48"Il'). 

2. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas cilíndricas son (6, 120", -2). 
- 

x = e cos O = 6 cos 120" = --3, y == c, sen O = 6 sen 120" = 3d3, : = -2. 
Sol. (-3, 3i3, -2). 
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3. Hallar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas esférica5 son (4, -45 ', 30'). 

x = Q sen $ cos O = 4 sen 30" cos (-45") == d2, 
y = Q sen (b sen O -i 4 sen 30" sen (-45") = -d2, 
z =; Q cos r$ = 4 COS 30" = 2 d 3 .  Sol. (t'2, ---t/j, 2\13}. 

- 

4. Hallar las Coordenadas rectanguiares del punto cuyas coordenadas polares son (3, 12O", 120", 135'). 
' 

3 -  \- 2 ' 
3 
2 '  
~ _ _  

5. Hallar lai coordenadas rectangulares polares y esféricas del punto cuya5 coordenadas cilíndricas 
son (6, 120", 4). 

Rectangulares. x = I, cos 6 = 6 cos 120" = -3, 
y = sen O = 6 sen 120" - 363 ,  2 

0 = t/u2 4- y2 t :2 = 2/(--3)2 + (31/3)2 -i = 2 ~ 1 1 3 ,  

- 4 Sol (-3, 3v 3, 4). 

Poíares. 
X -3 
P 2 4 1  3 

a =- arc cos -- -= arc cos = 114'35', 

@ = arc cos Y -- = arc cos 363 - 46'71, e 2x113 
7 
L 

= 56 19'. 
4 

y = arc cos - -- arc co5 

Sol. (2d13, I14"35', 46"7', 56"19'). 
o 2t'13 

- 
Esféricas. Q = t /x2 + y2 + z2 - 2/(--3)" c (3 2 / 3 2  -c 47 - 2 ~ 1 1 3 ,  

== 120°, 
Y 3t'3 6 = arc tg - = arc tg 
X -3 

7 

Sol. (2\/13, 120, 56 19'). 4 4 = arc cos -:- --L arc cos - = 56"19'. 
c? 22/13 

6. Expresar la ecuación x2 4- y2  + 2z2 - 2x - 3y -- L i- 2 O en coordenadas cilíndricai. 
x - p cos 6, y -- 9 sen O, L =- z .  

Sustituyendo, p2 coi20 + p2 sen28 + 2z2 - 2 1  cos O - 39 sen O - z t 2 = O. 
Simpiificando, p2 - p(2 cos O -+ 3 sen O) -+ 2z2 - z + 2 = O. 

7. Expresar la ecuación 2x2 C 3y2 - 62 -i O en coordenadas esféricas. 
x =- p e n  +cos O, y = p sen (b sen O, z = p cos 4. 

Sustituyendo, 
o bien, 

2,02 sen2$ cos2B -1- 3,02 sen2$ sen2$ - 6,o cos (f, = O, 
2~ sen2+ cos20 + 3p sen2$ sen20 - 6 cos 4 = O. 

.8. Expresar la ecuación e + 6 sen $ COS O 4- 4 sen + sen O - 8 COS + = O en coordenadas rectangulares. 
Esta ecuación está dada en coordenadas esféricay. Multiplicando por Q y teniendo en cuenta 

los valores de x, y,  z ,  del Problema 7, \e deduce, 
p2 + 61, sen 4 coi O 4- sen $ pen O - 8 p  so? $ = O, o sea, 

x 2  4 JJ i z2 -+ 61 -$- 4y - 82 = O. 
Esta ecuación representa una esfera de centro (-3, -2, 4) y radio r = 2/29. 

1 
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9. Expkcar la ecuación. ewrita en coot denada\ cilindricas. z 

sen2@. 

c)2 cm 20, en coordenadas rectangulares. 
coizO - cenJO resliita, z - -  $-(cos20 - sen201 = ~ ~ C O S Z ~  - p2 Teniendo en cuenta q u e  coc 20 

Coni0 cos O ~ x y p sen O - J .  la ecuación pedida es i' 7 x2 - y 2  

10. Expresar la ecuación x2 i js2 -- z2 : 25 en coordenadas polares. 

En Coordenadas polarc\, I - 0 cos a,  y = cos /I, z = p cos y .  

Luego la ecuación se transforma en 

o sea, 

p2 cos2a t p2 cos2P - p2 cos2y == 25, 

p2(cos2a + cos2p - cos2y) = 25. 

Corno cos2a t cos2/j i cos2y = I ,  la ecuación pedida es p2( 1 - 2 co?y) = 25. 

11. Expresar la ecuación, escrita en coordenadas polares, cos y = p cos a cos ,4, en coordenadas rectan- 
gulares. 

Multiplicando por p lor dos mieinbros de la ecuación se tiene, p cos y = e2 cos a cos p.  Teniendo 
en cuenta que 0 cos y = 3, 0 cos a = .Y, cos /j == y, la ecuación pedida es z = xy. 

i 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Halla: las coordenadas polares de los puntos siguientes: 

Sol. a )  (t '2,90 , 45 ,4S ); h )  (22. 2, 90', 135'. 135"); 
a) (0, 1 ,  1 ) ;  b)  (O,  -2, -2); C) ( I ,  -2, 2); d )  (6, 3, 2); E )  (8, --4, 1) 

e )  (3, arc cos I /3, arc cos (-2/3), arc cos 213); 
d )  (7, arc cos 6/7, arc cos 3'7, arc cos 2/7): 
e)  (9, arc cos 8/9, arc cos (-4/9), arc cos 119). 

2. Hallar las coordenadas cilíndricas de los puntos del Problema 1. 
Sol. a) ( I ,  90", I ) ;  6) (2,  270', -2); c) (d5, 2n - arc tg 4, 2); 

d )  (3d5, arc tg &, 2); e )  (4d5,  2n - arc tg 2, I ) .  

3. Hallar las coordenadas esféricas de los puntos del Problema I .  
Sol. Q) (d2, 90", 45"); h )  (22. 2, 270", 135"); c) (3, 2n - arc tg 2, arc cos 2/3); 

d )  (7, arc tg 1/2, arc cos 217); e )  (9, 2n - arc tg f, arc cos 119). 

4. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares son: 
a )  (2, W", 30", 60"); 6) (3, 60", 4 5 " ,  120"); c) (4, 120", 120", 135"); 

Sol. a) (O, dj, I ) ;  6) (3/2, 3\/2/2, -3/2); c) (-2, -2, -2d2); 
d )  (3, 150", 60", 90"); e )  (2, 45", 120", -60"). 

d )  (-31'312. 312, O); e )  (d2, -1, 1). 

5. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas cilíndricas son : 
a) (6 ,  120", -2); 6) ( I ,  330", -2); c) (4, 45", 2); d )  (8, 120", 3); e)  (6, 30", -3).  
601. a) (-3,3v'3, -2); b) (4312, -1/2, -2); c) (2d2,22/2,  2); 

ú) (--4,4\'3, 3); e )  ( 3 6 3 ,  3, -3). 

6. Hallar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas esféricas son : 
a) (4, 210", 30"); 6) ( 3 ,  120", 240"); c) (6, 330", 60"); 
d )  (5, 150", 210"); e)  (2, 180°, 270"). 
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9 3d3 
- - -- , 3 ) ;  Sol. a) (-d3, - I ,  2\'3); b'(4.-4, - 3-); c)  ( 2 ,  

3 4 3  9 

7. Hallar las coordenadaí esféricas de los puntos cuyas coordenadas cilíndricas son: 
a )  (8, 120,  6 ) ,  h)  (4, 30 , - 3 ) ;  c )  ( 6 ,  135', 2 ) ;  d )  ( 3 ,  i50",4); e )  (12,-90", 5 ) .  

Sol. a )  (10, 120 , arccoí 3 5 1; h )  15,  3OP, arccos (- 11; c) ( 2 d l 0 ,  135", ~ ~ Q - ) :  

5,150,arccos ')): S e )  ( i3 , -go,arccos 

8. Expresar en coordenadaí esféricas las ecuaciones siguientes : 
a )  3u2--3y2 8:; h )  ~ ~ - 1 ' 2 - z ~  a2; c )  3 )  + S y - - 2 :  6 .  
Sol. a )  3~ sen2$ cos 20 - 8 cos O ;  

c) c ~ ( 3  sen + cos O - 5 sen + sen 0 - 2 cos $) - 6 .  
h )  c2(sen2$ cos 20 - cos2+) - a2;  

9. Expresar en coordenadas cilíndricac las ecuaciones wguiente5. 
a )  sx + 41' o; h )  Su"-4y~ 4- 2 u  3y -- o; c) x 2  y z - -  8 Y  - o; 
d )  .YZ -y2 4 21.- 6 - o;  e )  \i t y2--  2 2  ~ a2. 

So/ a )  (I arc tg(- -5,4); h) 5- cosLO - 4~ 5enV t 2 cos O 7 3 \en O - -  O ;  
c )  0 - 8 cos U - O ;  d )  c2 co5 20 t 2~ íen O -- 6 O ;  c )  $?-- z2 a2. 

10. Dadas las ecuaciones siguientes, en coordcnadai cilíndricas, hallar s u  naturaleza y expresarlas en 
coordenadas rectangulares 
a)  0' t 3 2  ~ 3 6 ;  h )  i) -- a sei1 O ;  c )  1 2  + z2 16; d )  (I 45 , e )  02-- í2 -- 1. 
Sol. a )  x2 4- y 2  t 3:' = 36. Elipsoide de revolucicíii. 

__ 

h)  .x2 t y 2  - ay. Cilindro circular recto. 
I 

1 .  Hiperboloide de una hoja 

11. Eupreíar en coordenadas polares las ecuacioiies, \ipiiiente\. 

Sol. a)  
U )  .'-Cy2 42 - - O ;  h )  \ z - j * z - - í L  - 0 2 ;  < )  2\' 3 ~ 2 -  2z2--6y  . - 2 v = = U ;  d ) ~ = 2 . ~ y .  ' 

c(cosLu + cos2/Q - 4 cos ;J ~ O, o bien, <J( 1 - c ~ < ~ j ' )  - 4 co) y = O ;  
h)  </'( i - 2 C O \ ~ Y )  a'; í ) ~ / ( 2  *  COS'/^) - - 6 CO\ U 2 COI {i O ;  
fl) cos y 2<J cos u cos /l. 

12. Expresar las ecuaciories siguientcs, dadas en coordenadas esfiricas, en coordenadas rectangulares: 
a) 2 = S a c o s & ;  h )  O 60 , 0 ? s e n +  (I; ( i )  0 4 .  
Sol. a )  \ 2  )'2 1 -2 ~ 5 1 : ;  h )  y \ 3\; \' * 1.2 0'; d )  Y' + y 2  a z2 16. 

13. txpresar las ecuaciones siguientes, dadas en coordcnadaí polare\, en coordenadas rectangulares: 

J )  .\2 + j t  -4:--2 = o. 

y, a continuación, hacer el cambio a coordenadaí esféricas. 
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