Capitulo VII

Integracion maltiple

Integrales iteradas

La definicion de integral de Riemann de una funcidn acotada y no negativa f en un intervalo
cerrado [a, b] calcula el area de la region del plano que se encuentra bajo la grafica de f y
que se proyecta verticalmente sobre el intervalo [a, b]. Entonces es natural preguntarse de
qué manera pudiéramos calcular el volumen de la regién del espacio, que se encuentra bajo
la grafica de una funcion acotada y no negativa f definida en un intervalo bidimensional
(rectangulo) I = [a, b] X [c,d].

Para responder a esta pregunta, ademas supondremos que nuestra funcién f es continua en
el intervalo bidimensional 1.
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Si consideramos x, € [a,b] y definimos la funcion ¢, :[c,d] = R, definida por la
igualdad ¢, (y) = f(xo,y), vemos que el area de la region plana que esta bajo la grafica
de f y sobre el segmento de recta {x,} X [c, d], que estd sombreada en la figura anterior,
esta dada por

d
Alxy) = f 0r, (V)dy

c

Como este calculo se puede realizar para cada x € [a, b], podemos definir una funcién
A:[a, b] — R, de la siguiente manera:

da

A(x) = f 0 (y)dy

Cc
Entonces, el volumen bajo la grafica de f y sobre el rectangulo | es

b b /d

V= fA(x)dx =f f(px(y)dy dx

a a c

Por lo tanto, este volumen se puede expresar de la siguiente manera:

b/ d

V=J Jf(x,y)dy dx

a

Esta Gltima expresion en que aparecen dos integrales, en la cual, para hallar el resultado,
debemos calcular primero la integral que esta en el interior, para obtener una funcién de
una variable, que se integrara a continuacion, se llama integral iterada. Este tipo de
integrales también existe para funciones de tres y mas variables.

Desde luego que si fijamos y, € [c,d] y definimos la funcion ¢, :[a,b] - R por la
igualdad ¢, (y) = f(x,y,), vemos que el area de la region plana que esta bajo la grafica
de f y sobre el segmento de recta [a, b] X {y,}, esta dada por

b

B(y,) = f 0y, (O)dx

a

Como este calculo se puede hacer para cada ye€ [c,d], podemos definir una funcion
B:[c,d] = R, de la siguiente manera:



b

B(y) = f 0, (0 dx

a

Entonces, el volumen bajo la grafica de f y sobre el rectangulo | es

d d b
v=[ By = [ { [ oyCodx ay

Por lo tanto este volumen se puede expresar de la siguiente manera:

d b
v =[] reyax)ay

c a

En este caso se tiene la igualdad de las integrales iteradas

d b b

[ [oveaax |ay = | fd FGxy)dy | d

c a a

Ejemplo: Hallar el volumen bajo la parte de la gréafica de f: R? - R, f(x,y) = x2 + y?
que se proyecta verticalmente sobre el rectangulo I = [0,1] X [0,2].

Solucién: Como f es continua y no negativa sobre el intervalo I, en particular es acotada en
ese rectdngulo (intervalo bidimensional), entonces, de acuerdo con la argumentacion
anterior vemos que el volumen requerido es

2

1
sz f(x2+y2)dy dx
0

0

Primero calculamos la integral interior, donde y varia mientras que x permanece constante.
Se tiene:

2
3
8
A(x) = f (x* +y)dy = [x*y]§ + ly?l =2+
0 O

Por lo tanto,



Desde luego que si usamos la otra integral iterada para calcular el volumen, debemos
encontrar el mismo resultado. Constatémoslo esto en este ejemplo, es decir que

2 1

V=f f(x2+y2)dx dy

0 0

En este caso debemos comenzar por calcular la integral interior, en que se supone y es

constante en tanto que x es variable. Se tiene:
1
3 1

1
A(x) =f(x2+y2)dx = l%l + [y2x]p =§+y2
0 0

Por lo tanto,

Hay ciertas regiones del plano, sobre las cuales es frecuente calcular integrales iteradas,
razén por la cual las definiremos a continuacion.

Definicion: Si ¢, y ¢, son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] y verifican la
condicion ¢4 (x) < ¢@,(x), para todo x € [a,b]. Decimos que la region R del plano
definida de la siguiente manera

R={(x,y):a<x<b,p,(x) <y < @,(x)},

es una region de tipo 1.

Observacion: Para calcular una integral iterada H de una funcion continua f sobre una
region de tipo I, se procede de la siguiente manera:

b [/ ©2(%)
Hzf f flx,y)dy |dx
a \¢1(x)



Definicion: Si A; y A, son funciones continuas en el intervalo cerrado [c,d] y verifican la
condicion A;(y) < A,(y), para todo y € [c,d]. Decimos que la region R del plano
definida de la siguiente manera

R={(xy)csy<d ) sx=< L}

es una region de tipo Il

Observacion: Para calcular una integral iterada K de una funcién continua f sobre una
region de tipo I, se procede de la siguiente manera:

d / 2200
Kzf f f(x,y)dx |dy
c \4L()

Ejemplo: Hallar el volumen bajo la grafica de f: R? — R, tal que f(x,y) = xy + x%y, que
se proyecta verticalmente sobre la region acotada del plano xy, que estd comprendida entre
las curvas y = x? yy = v/x.

Solucién: Bosquejando esta region podemos ver que se trata de una region de tipo I, donde

©, = x>y @,(x) = v/x son funciones continuas en el intervalo cerrado [0,1] y satisfacen
@1(x) < @,(x), paratodo x € [0,1]. Enefecto R = {(x,y): 0 < x < L,x2 <y <+x }.

Entonces el volumen pedido es

1/ Vx
sz f(xy+x2y)dy dx
0 \x2

Se tiene:
21Vx
Gy +x?y)dy = [+ 2 2] =2+ ) - 2%,
X 21,2 2
Por lo tanto (x% — x> + x3 — x©)
23

11 11
V=], E(x+x2)(x—x4)dx:fO E(xz—x5+x3—x6)dxzﬁ



Observacion: La region definida en el ejemplo anterior es también una region de tipo Il.
Para constatar que nuestros célculos son correctos, realicemos el célculo del volumen
usando la integral iterada en orden inverso.

En este caso vemos que les funciones 1;(y) = y? y A,(y) = \/§ son continuas en [0,1] y
verifican 4, (y) < A,(y), paratodo y € [0,1]. Vemos que el volumen deberia ser igual a

1 /Y
Kzf f(xy+x2y)dx dy
0 \y?2
Tenemos:
vy 3
2 3 vy 4 6
2 _[(22 Ay W) vty
f(xy+xy)dx ( +3>yl2 2+ 3 y 2+3 y
y? Y
Por lo tanto:
(\/—)3 4 6 (\/—)3 4 6 3 Z
1 (y y yt |y iy y yt Ly _|y® 2y
Jo <(5+T)y_(7+?)y>dy_fo <(5+T)y‘(7+?)y>dy—[?+z—

1

y& y8| _ 23
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Integrales multiples

La definicion de integral de Riemann de una funcion acotada f en un intervalo cerrado
[a, b] puede ser extendida de manera natural para funciones con valores reales, definidas y
acotadas en un intervalo n- dimensional 1.

Antes de estudiar esta generalizacion introduciremos algunos conceptos previos.

Definicidon: Un intervalo n — dimensional | de R™ es el producto cartesiano de n intervalos
en R, esdecir I =1, X I, X% I,,donde I, , I,,...., I,, son intervalos en R.



Definicion: La medida v(I) de un intervalo n — dimensional, acotado, [ =I; X I, XX I,
de R™ es el producto de las longitudes de los intervalos I, , I, , ...., I, de R, es decir

v(l) = (by — a;)(b; — az) = (by — ayp),

donde a,, b, ...,a,, b, son respectivamente los extremos de los intervalos I, , I,, ....,
L.

Ejemplo:
La medida del intervalo unidimensional [2,7[ es 7 — 2 = 5.
La medida del intervalo bidimensional [2,4] x ]1,6] es (4 —2)(6 — 1) = 10.

La medida del intervalo tridimensional [2,4] x ]1,6] X 13,5[ es (4 —2)(6 —1)(5 —3) =
20.

Definicion: Una particion P = P; X P, x--X P, de un intervalo n — dimensional compacto
I de R™ es el producto cartesiano de n intervalos cerrados en R, es decir [ = I; X=X I,
donde 11 == [al,bl] ) 12 = [az,bz] T ITl = [an,bn].

Decimos que una particién Q de I es mas fina que otra particion P de I si P < Q.

Observacion: Si P = P, X P, X=X P, es una particion de un intervalo n — dimensional
compacto I =1I; x--x I, de R™ yademas, P, divide a I, en m, subintervalos, P, divide
a I, en m, subintervalos,..., P, divide a I,, en m,, subintervalos, entonces P divide a | en
N = m, - m, - m,, subintervalos n — dimensionales.

Ejemplo: El conjunto P formado por 12 puntos, definido por extensién

P =P, x P,
={(1,2), (1,4, (1,5),(1,7),(2,2), (24, (2,5),(2,7), (5,2), (54), (5,5), (5,7)}

es una particion del intervalo bidimensional I =1I; X I,, donde I, = [1,5] y I, = [2,7],
P, ={1,25}y P, = {2,4,5,7}.

Observemos que P; divide a I; en 2 subintervalos [1,2] y [2,5], P, divide a I, en 3
subintervalos [2,4] , [4,5] y [5,7]. Por otra parte, P divide a | en 6 = 2 - 3 subrectangulos(o
intervalos bidimensionales: [, = [1,2] x [2,4], J, =[1,2] X [4,5], J; =[1,2] X [5,7],
Jo=1[25]x1[24] Js = [25] X [4,5] y Je = [2,5] X [5,7].



Definicion: Dada una funcion f:1 € R™ — R, definida y acotada en el intervalo n —
dimensional I =1, XX I,, donde I, = [ay,b4], I, = [a,,b,], ..., I, = [a,,b,], una
particion P = P; X P, X=X B, de | de R™.

Si | estd dividido por P en N subintervalos n-dimensionales J,, /5, ..., Jv VY
seleccionamos puntos a; € J;, @, € J,,...., ay € Jy, decimos que

S(f,P,{a;})) = XN, f(a)v(J;) es una suma intermedia de Riemann de f con respecto a la
particion Py a {«;} .

Ejemplo: Si f:1=1[1,5] x[2,7] > R estd definida por f(x+y)=x+y, P es la

particion de | definida en el ejemplo anterior y escogemos a; = (2,3), a, = (%,g),

as = (2» 6), ay = (3,3), as = (3,2) y ag = (3,6), entonces

: 9 8 15 15
S(f,P,{ai})=Zf(ai)v(]i)=§-2+—-1+7-2+6-6+7-6+9-6=163

2
=1
Definicion: Dada una funcion f:1 € R™ - R, definida y acotada en el intervalo n—
dimensional I =1, x--x1I,, donde I, =][ay,b,], I, =1[ay,bs],..., I, =[a,,b,],

decimos que f es integrable segun Riemann en | si, existe un numero real A tal que, para
todo € > 0, existe una particion P. (que depende de €) tal que, para toda particion P =
P; X P, X=X B, de | méas fina que P. y toda seleccion a, € J;, a; € J5,...., ay € [y,
donde /;, J,, ... Jy sonlos N subintervalos n—dimensionales en que P divide a I, se tiene

IS(f, P Aai}) — Al <€

En este caso decimos que el nimero real A es la integral multiple de f sobre el intervalo I.
Se emplea la siguiente notacion para la integral

Cuando n = 3 hablamos de integral triple: [ff," f (x,y, z)dxdydz



Ejemplos:

1) Toda funcién constante f:1 = [a, b] X [c,d] = R, tal que f(x,y) = k, para todo
(x,y) €1, es integrable segun Riemann en I, porque existe un namero real A =
k(b —a)(d —c) tal que, para todo € > 0, para toda particion P de | en N
subintervalos bidimensionales y toda seleccion a; € J;, a, € J,,...., ay € Jy Se
tiene

|S(f,P,{ai}) _AI =

i kv(J) — A

=lk(b—a)(d—c)—A=0<e¢

if(ai)v(li) -4

N

ka(/i)—A

i=1

Ademas:

j kdxdy = k(b —a)(d —c)

1

2) Sif:1=[a,b]X[c,d] — Resconstante e igual a k en I, salvo en un nimero finito
de puntos de ese intervalo, entonces f es integrable segiin Riemann en |, y ademas

j kdxdy = k(b — a)(d — ¢)

I

Teorema: Si f es continua en un intervalo compacto | de R™, entonces f es integrable segln
Riemann sobre I.

Observacion: La definicidn de integral doble esta inspirada en el calculo de volumenes, y
es asf que si f es una funcion acotada y no negativa en un intervalo | de R?, entonces

|| reyaxay

1

calcula el volumen bajo la grafica de f y sobre el intervalo bidimensional |, siempre que
dicha integral exista. Como las integrales iteradas también sirven para calcular este
volumen, los resultados deberian ser iguales, entonces se espera que el calculo de una
integral doble pueda realizarse mediante integrales iteradas, y que ocurra lo mismo en el
caso de varias variables. Sin embargo, esto no siempre es cierto, pero bajo condiciones
adecuadas la igualdad es valida. Con respecto a esto se tiene el siguiente teorema conocido
como teorema de Fubini.



Teorema (de Fubini): Si f:1 = [a, b] X [c,d] = R es continua en el intervalo compacto I,
entonces se tiene:

b a

[ reyaxay = | df(x,y)dy dx= | fb Fxy)dx | dy

I a c c

Ejemplo: En el primer ejemplo de este capitulo hallamos el volumen bajo la parte de la
graficade f:R? - R, f(x,y) = x? + y? que se proyecta verticalmente sobre el rectangulo
I =[0,1] x [0,2]. Como f es continua en I, entonces por el teorema de Fubini se tiene

1 2

f f(x,y)dxdy =f Of(x2 +y3)dy |dx =j Of(xz +yHdx |dy =¥

I 0 0

Extension de la definicion de integral multiple a regiones més generales

Para definir la integral multiple en regiones acotadas mas generales A € R™, se escoge un
intervalo n—dimensional | que contenga a la region A y se define una funcion que toma los
mismos valores que f en A, pero que es igual a cero en I — A. Entonces f sera integrable en
A si la nueva funcién definida como se ha indicado es integrable en I. De manera mas
precisa se tiene la siguiente definicion.

Definicion: Supongamos que f es una funcion acotada A € R™. Decimos que f es integrable
segun Riemann en A si existe un intervalo n—dimensional | tal que A Sy existe la
integral

H=[ f

si x€A

donde f*: 1 — R es la funcion que esta definida por f*(x) = { g(x) i xEJ—A

Si f es integrable en A, decimos que el nimero real H es la integral de f sobre la regién A,

es decir
fren-[r

I I

10



Ejemplo: Hallar H = [f, e¥”dxdy, donde R = {(x,y) ER*:0<x< 2,% <y< 1}.

Solucién: La region de integracion R que se muestra en ka figura adjunta puede ser
considerada como region de tipo | o de tipo Il. Si la miramos como region de tipo |
entonces tendriamos que la integral doble se calcularia de la siguiente manera:

y
..... 2 1
Jf e dxdy=J feyzdy dx
X 0 X
— 2
' g 2 1 2
Pero no sabemos calcular [z e dy, por lo tanto
2
seria conveniente intentar con la otra integral
©.0) 5 x iterada.

Si miramos a R como region de tipo |1, entonces para calcular la integral doble tenemos:

1 /2y
ffeyzdxdy=j Jeyzdx dy
R 0 0
Vemos que
fozy e¥’dx = 2ye?”.
Por lo tanto

1

ﬂ eyzdxdy=f2yey2dy=[ey2]z =e—1
R 0

Observacion: Este ejemplo muestra que en cuanto a dificultad no da lo mismo calcular una
u otra integral iterada, mas aun a veces, como ocurre en este caso, es posible realizar los
calculos con una integral iterada, mientras que con la otra es imposible.

11



Area y volumen de una region acotada

Si C es un paralelepipedo recto rectangular entonces su volumen se calcula multiplicando el
area de la base por la altura, lo mismo ocurre con un cilindro circular recto. Si el
paralelepipedo o el cilindro tienen altura unitaria, entonces el volumen y el area de la base
coinciden, este hecho motiva la siguiente definicion.

Definicion: Si C es una region acotada del espacio R™, el volumen n — dimensional de C se
define de la siguiente manera

v(C) =f 1dx

c

siempre que la integral exista.
Ejemplos:

1) El volumen 1-dimensional o longitud de un intervalo I = [a,b] € R es
b

v(l) = fldxzfldxzb—a

[a,b] a

2) El volumen 2—dimensional o area de un rectangulo R = [a, b] X [c,d] S R? es

v(R) = Hl dxdy = (b —a)(d — ¢)

3) El volumen 3-dimensional o tridimensional de un intervalo tridimensional I =
[a,b] X [c,d] X [p,q] € R3es

v(l) = ﬂj 1 dxdydz = (b — a)(d — c¢)(q — p)

4) EIl éarea de la region acotada R del plano, limitada por las pardbolas y = x? y

y =+xes

1/ Vx 1

2 1 1

v = [[1axay = [ | [ 10y Jar= [@r-xtar=2-3=3
R 0 x2 0

12



5) Hallar el volumen del solido S acotado del espacio tridimensional ubicado en el
primer octante, limitado por los planos coordenado y por el plano cuya ecuacion es
2x + 3y +4z =12.

Solucion: La ecuacion del plano puede ser escrita en la forma g + % +§ =1, por lo

tanto este plano intersecta a los ejes coordenados en los puntos (6,0,0),(0,4,0) y
(0,0,3). Por lo tanto el solido es un tetraedro como se muestra en la figura adjunta.

El volumen de este solido esta dado por la siguiente integral

v(S) = [ff; 1 dxdydz = f06 (f:_%x (fOB_%x_%y 1 dz) dy) dx

4-——x

:f06<f0__x(3——x——y)dy)dx—f [Sy——xy——y] * dx

{3(4 — Ex) - 1x(4 - Ex) —§(4 — Ex)z}dx
3 2 3 8 3

ORO\

1 1
{12—2x—2x+3x —6+2x—€x }dx

0\0\

6
f6 2x +— x}dx—[6x—x+—x] 42
0
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Integrales de linea
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