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1. Introduccion

Un modelo matematico, para mostrar cuanta matematica deben saber para

modelar una situacién bioldgica.

Ecuacion logistica, que indica cémo crece una poblacion sujeta a restricciones externas de
espacio o alimento. Inicialmente crece exponencialmente y luego se va frenando hasta llegar
a un limite. Pero la ecuaciéon que establece el modelo indica que la rapidez de crecimiento
en cada instante ¢ es proporcional al tamano actual de la poblaciéon P y proporcional a la
diferencia entre el tamano maximo M y la poblacién actual, es decir:

dP
— =kP(M - P
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donde k es la velocidad de crecimiento de la poblacién (sin contar la limitacién externa M).

La funcién solucién es
MP,

- P0+(M—P0)6_kMt

con Py la poblacién inicial. Obtener esta solucién requiere técnicas de Matematicas 1V,

P(t)

que a su vez requiere técnicas de Matematicas I1I, Matematicas II y Matematicas I.

Ademas, si Py < M, se prueba que P(t) < M,y que tliglo P(t) = M, es decir la poblacién
no sobrepasa el tamano M sino que se acerca gradualmente y cada vez mas lento hacia M.
También se puede probar que

d* P
dt?

= (kM — 2kP)kP(M — P)

y asi la grifica de P(t) tiene un punto de inflexién en P = % Su gréafico aproximado se

muestra en la Figura [l
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20/(19*%e"(4.0*%)+1)

Figura 1: Una solucién de la ecuaciéon logistica
2. Nociones basicas de Conjuntos, lenguaje matemati-
co y Légica

2.1. Conjuntos

El concepto de conjunto es primitivo, es decir, no se define. De igual forma son también

conceptos primitivos: elemento y pertenencia.

Ejemplos de conjuntos: N, Z, Q, R.
x € R quiere decir que x es un elemento del conjunto R (es un nimero real).

Conjunto especial: el vacio: () (no posee elementos)

Definicién 2.1. Dos conjuntos A y B son iguales si y solamente si tienen exactamente los

mismos elementos. Lo simbolizamos A = B si son iguales, y A # B si son distintos.

Utilizamos llaves “{” y “}” para listar o indicar cuales son los elementos de un conjunto.



Ej, A = {1,2, 3} significa que A es el conjunto con los tres elementos: “17, “2” y “3”.
Dada la igualdad de conjuntos, ése es el tnico conjunto con tales elementos. También se
puede indicar la condicién que determina el conjunto, como en {x € R : z? — 1 = 0}, que
es {—1,1}.

Ej. Si A={a,b,a} y B = {a,b} entonces A =B

SiA={teR :neN}yB={0,%3 -} entonces A # B.
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Definicién 2.2. Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si y solamente si todo

elemento de A pertenece a B. Lo simbolizamos por A C B si A es subconjunto de B, y por

A ¢ B si A no es subconjunto de B.

Por ejemplo, N C R, {1,2} C N, {2,4,6} ¢ {1,2,3,4}

Ej. Describa lo que debe ocurrir para que un conjunto no sea subconjunto de otro.

Ej. Si A es un conjunto cualquiera, jcuando ocurre que ) C A?

Definicién 2.3. 1. La union de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos

los elementos que pertenecen a alguno o a ambos conjuntos. Se anota AU B.

2. La interseccion de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos los elementos

que pertenecen a la vez a A y a B. Se anota AN B.

3. La diferencia de dos conjuntos A y B corresponde al conjunto de todos los elementos

que pertenecen a A y no pertenecen a B. Se anota A — B.

4. Sea U un conjunto referencial (para nosotros se tratard normalmente de R.) el cual
contiene a todos los elementos de los conjuntos considerados. Si A C U, entonces el

complemento de A en U es el conjunto de todos los elementos de U que no estan en

A. Se anota A°.
Ej. Si A={1,2}y B=1{2,3,4}, tenemos que AUB = {1,2,3,4}, AnNB={2}, A—B =
{1}, B — A = {3,4}. Si el conjunto referencial es {1,2,3,4,5,6}, entonces A° = {3,4,5,6},
B¢ ={1,5,6}.



Las operaciones de conjuntos tienen las propiedades siguientes: Sean A, B, C' conjuntos

entonces
1. AUA=A AnA=A
2. AUB=BUA, ANB=BnNA
3. (AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC=An(BNQC)
4. (AUB)NC=(AnCHu(BNOC), (ANB)UC =(AUuC)Nn(BUC(C)
5. Si U es conjunto referencial y A C U, entonces A° = U — A.
6. Leyes de De Morgan (AU B) = A°N B¢, (AN B)¢= A°U B°

Nos interesan los siguientes subconjuntos de numeros reales, llamados intervalos. Sean

a,beR

1. Cerrado [a,b] ={z € R : a <z <b}
2. Abierto (a,b) = {x € R : a < z < b}. También se usa la notacién |a, b[ para (a,b).
3. Semiabiertos (a,b] ={z €R : a < 2<b}ofa,b)={zeR : a<z < b}
Se usa también |a, b] para (a,b], y [a, b para [a,b)
Preguntas: ; Cudntos elementos tiene el intervalo [1,4]7, iy (1,4)?

Ej. Encuentre [2,5]¢, [0,+/3]N[1,2], [-3,7] U (3,8)

Usaremos los simbolos oo, —0o ¢ R que no pretenden ser nimeros, sino simbolos que
indican que el intervalo no es acotado a derecha (00) o a izquierda (—o0).

{reR : z>b}=[boo)

{reR : z > b} =(b,)

{reR : z<a} = (—00,q]

{reR : z < a} =(—00,a)

Note que (—o0,00) = R.



Ejercicio 2.1. Los conjuntos también son objetos matemdticos y pueden ser elementos de

otros conjuntos, por ejemplo, {1,2} € {{0}, —2,{1,2},3,{4}}

2.2. Nociones basicas de lenguaje matematico y Légica

El lenguaje matematico esta formado por una parte del lenguaje natural, al cual se

agregan variables y simbolos 16gicos que permiten una interpretacion precisa de cada frase.

Definicién 2.4. Una proposicion es una afirmacion del lenguaje natural o de un lenguaje
simbalico, sobre la cual podemos establecer que es verdadera o falsa.
El valor de verdad de una proposicion es Verdadero (V) o es Falso (F), y no ambas a la

VEZ.

Ejemplos: 1.- Hay nimeros negativos.

2.- El cuadrado de una suma es la suma de los cuadrados de sus sumandos.
3.- Todos los ntimeros son positivos.

Mas complicadas:

Si llueve entonces voy al cine.

No son proposiciones Suma cinco. jLlovera manana.?

Conectivos: Operaciones entre proposiciones que dan por resultado otra proposicion.

Sean p, g proposiciones. Los conectivos usuales y sus simbolos son:
1.- (Conjuncion) (p A q) se lee “py ¢” y afirma que ambas p y ¢ son verdaderas

2.- (Disyuncion) (pV q) se lee “p 0 ¢” y afirma que al menos una de las afirmaciones p o
q es verdadera.

3.- (Implicacién o condicional) (p = ¢) se lee “p implica ¢” y afirma que ¢ es cierta
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cuando lo sea p. También se lee como: “si (sucede) p entonces (sucede) ¢” o también “p es
condicién suficiente para que suceda ¢”, o “q es necesaria para que ocurra p”’ o también “q

cuando p”.



4.- (Bicondicional) (p <= q) se lee “p si y solo si ¢” y afirma que ambas proposiciones
tienen igual valor de verdad. También se lee como: “sucede p si y solamente si sucede ¢”.
5.- (Negacién) ~ p se lee “no p” y afirma que p es falso. ~ p se menciona también como

la negacion de p.

Observacién 2.1. Se tiene que ~ p es verdadera cuando p es falsa, y que ~ p es falsa

cuando p es verdadera.

Dadas dos proposiciones p, ¢ que pueden ser verdaderas o falsas, la siguiente tabla muestra

la verdad o falsedad de cada una de las proposiciones compuestas por conectivos

Plqg|~P|pNq|PVq|p=q|p=(q
ViV | F Vv V V V
V|IF| F | F % F F
v,y v F 1% 1% F
F|F|V | F F 1% 1%

Con esto se tiene que

p A q es verdadera si y solo si ambas proposiciones p, ¢ son verdaderas.

pV q es falsa si y solo si ambas proposiciones p, ¢ son falsas.

p = q es falsa si y solo si si p es verdadera y ¢ falsa.

p <= q es verdadera si y solo si ambas proposiciones p, ¢ son verdaderas o ambas son

falsas.

Observacién 2.2. Dadas proposiciones, se puede con ellas formar otras proposiciones me-
diante conectivos, las que a su vez se pueden usar para formar otras proposiciones mediante
conectivos, y asi en adelante.

Por ejemplo, sip y q son proposiciones, también serdn proposiciones (pVq), (p = (pVq)),

~(~@),y~pPA~q).

Definicién 2.5. Se dice que dos proposiciones son equivalentes y se anota = si y solo si

ambas proposiciones tiene la misma tabla de verdad.



Ejercicio 2.2. Sean p, q y r proposiciones. Demuestre las siguientes equivalencias, que serdn

utiles al simplificar proposiciones:

k) (p=q) = (~q=~p) (contrapo-

sitivo de implicacion)

) ~(pANq)=(~pV ~q) (Ley de
De Morgan)

m) ~ (pVq) = (~pA~yq) (Ley de
De Morgan)

n) (pA(pVa)=p

i) (pV(pAg)=p

o) (pe g =((p=a9AN(qg=Dp)
p) (e =((pAgV(~pA~q))
q) ~(p=4q) = PA~q)

r) (p=~p)=~p

s) (~p=p)=p

t) (pAg)=r)=p=(¢g=7))

Observacién 2.3. Algunas proposiciones se refieren a un objeto genérico, variable, y pueden

cambiar su valor de verdad al cambiar el objeto a que se refieren. Si el objeto es represen-

tado por el simbolo de variable x, entonces podemos expresar con p(x), q(x), etcétera, a

proposiciones que se refieren al objeto genérico x.

Por ejemplo, sea p(x) la proposicion “z es un nimero entero par”. Entonces p(2) es

verdadero, p(3) es falso y p(v/2) es falso.

Ejercicio 2.3. 1.-Pruebe que si a es un nimero entero tal que a® es par entonces a es par.

2.- Pruebe que 2> —4=0& (x =2V x = —2), para x nimero real.

Ejercicio 2.4. Sea U un conjunto referencial. Si A ={x € U : a(x)} yB={zxeU

B(x)}, con a(zx) y B(x) funciones proposicionales, demuestre:



1. AUB={z e U : az)ANB(x)}
2. ANB={z €U : a(z)Vp(x)}
3. A—B={zeU : a(zx)\ ~p(x)}

4. A={z €U :~axr)}

2.3. Cuantificadores

Definicién 2.6. Sea A conjunto no vacio, x una variable, y p(x) una proposicion que se

refiere a x. Entonces definimos nuevas proposiciones cuantificadas por:

V x € A p(x) se lee “para todo x en A p(x)”, y afirma que todos y cada uno de los
elementos de A hace verdadera a la proposicion p(x) al reemplazar la variable x por el

elemento.

Jx € Ap(x) selee “existe un x en A tal que p(x)”, y afirma que al menos un elemento

de A hace verdadera a la proposicion p(z) al reemplazar la variable x por el elemento.

Jlx € Ap(x) selee “existe un unico x en A tal que p(x)” y afirma que existe uno y no
mas que un elemento de A que hace verdadera a la proposicion p(x) al reemplazar la variable

x por el elemento.
Se cumplen ademés: ~Vz € Ap(x) = Jz € A(~ p(x))
~3JrzeAp(x) = Ve Al~p(x))
i, A qué equivale la negacién de !z € A p(x) ?
Ejercicio 2.5. FEscriba en lenguaje matematico:
1. La suma de dos nimeros naturales es mayor que cada uno de ellos
2. Si un numero real es positivo entonces su inverso multiplicativo es también positivo

3. No existe un numero natural que sea mayor o igual que todo nimero natural
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Ejercicio 2.6. Sea A = {1,2,3,4}. Determine el valor de verdad de las siguientes proposi-

ciones. Justifique:
1.Vze AVye A (2> +vy es par)
2. 3x € A(22? + x = 15)
3. dze AVye A (2> +y es par)

Ejercicio 2.7. Negar y simplificar las siguientes proposiciones de modo que ni cuantificado-

res mi conectivos queden dentro de una proposicion negada.
I.VezeR(x >7) NJzeR(z=1)
2. Ve eNVyeN (x+y espar = (x es par ANy es par))
Ejercicio 2.8. Demuestre que {t € R : z > 9 A = < 8} = ¢.

Ejercicio 2.9. Usando las definiciones dadas para conjuntos y las de logica, justifique las

siguientes afirmaciones, donde los cuantificadores varian sobre todo objeto posible:
1. A=B<=Vr (r€ A<=z € B)

2. ACB<~—=Vr(r€ A= x € B)
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3. Numeros reales

3.1. Estructura algebraica

Los numeros reales forman una estructura algebraica con la suma y el producto, cu-
yas propiedades bésicas (axiomas) son listadas a continuacién. Casi todas las propiedades

algebraicas de los niimeros reales pueden ser justificadas a partir de estas propiedades.

1. Va,b € R (a+b) € R. (Clausura de la suma)
2. Va,beRa+b=>b+ a. (Conmutatividad de la suma)
3. Va,b,ce Ra+ (b+c¢) = (a+0b) + c. (Asociatividad de la suma)

4. Existe en R un elemento denotado 0 tal que Va € R0+ a=a+ 0= a. (es nico y se

llama neutro)

5. Va eR, 3(—a) € R, tal que a+ (—a) = (—a) +a = 0. ((—a) es el opuesto de a, y es

unico para cada a)
6. Va,beR (a-b) € R. (Clausura del producto)
7.Va,beRa-b=>b-a. (Conmutatividad de la multiplicacién)
8. Va,b,ceRa-(b-c)=(a-b)-c. (Asociatividad de la multiplicacion)

9. Existe en R un elemento denotado 1 tal que Va € R1-a =a-1 = a. (es tnico y se

llama neutro para la multiplicacién)

10. Vae R—{0},Jat eR, talquea-a ' =at-a=1. (a! es el inverso multiplicativo

de a, y es tnico para cada a.)

11. Va,b,ceRa-(b+c¢)=(b+c¢)-a=a-b+ a-c. (Distributividad y factorizacion)

12



Definicién 3.1. Sean a,b € R, se llama diferencia entre a y b y se anota a — b al numero
real a—b = a+(—b), y se llama cuociente entre a y b y se anota § al mimero real § = a-bt,

st b # 0.

PROPIEDADES Para todos a,b,c,d € R

0-a=0 (—a)-b=a(-b)=—a-b (—a)(=b) =a-b
alb—c)=a-b—a-c, a-b=0<=a=0V b=

a ¢ ad+bc a c

yta T g o enbdr 0 g g =g conbd A0

Note que en general,

1 75&_’_1 g—i-g
a+b’" a b b d

a+c ab+c n ab + cd

b d #a+c

3.2. Orden en los reales

El orden entre ntmeros reales es una relacién entre nimeros que, aunque intuitiva en
casos concretos, necesitamos formalizar mediante algunos axiomas basicos, a los que hay que
agregar luego la propiedad de continuidad de la recta real obtenida a partir del Axioma del
Supremo. A partir de esos axiomas podremos justificar (demostrar) casi todas las propiedades
de orden que necesitemos usar.

Denotamos la relacién “a es menor que b”, entre los niimeros reales a y b, por a < b. De
modo equivalente escribimos b > a. También usamos la notacion a < b o b > a para denotar
que “a es menor o igual a b”, lo que se traduce a a < bV a = b. La negacién de a < b la

denotamos por a £ b, y de modo analogo en las otras variantes mencionadas.

Proposicién 3.1. El orden entre nimeros reales satisface las siguientes propiedades (azxio-

mas):

1. (Tricotomia) Para todos a y b en R se cumple una y sélo una de las siguientes afirma-
ciones:

a=1>b,0biena<bobienb<a.
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2. (Asimetria) Para todos a y b en R se cumple

(a<b—=b+£a).

3. (Transitividad) Para todos a, b y ¢ en R se cumple

(a<bANb<c)—a<ec

4. (Compatibilidad con la suma) Para todos a, b, ¢ y d en R se cumple

(a<bhec<d)—a+c<b+d.

5. (Compatibilidad con el producto) Para todos a, b, ¢ y d en R se cumple

0<a<bAN0<c<d)—0<ac<bd.

Como es habitual, que un niimero real a sea positivo lo denotamos por a > 0 y que sea no
negativo lo denotamos por a > 0. Al conjunto de los niimeros reales positivos los denotamos
R, al de los reales negativos por R™, y usamos Rj := RT U {0} y Ry := R~ U {0}.

Note que en general

NVxGR(x221 — le) y que NV:CER(:C2§1<:>36§1)
Elevar al cuadrado mantiene el orden entre positivos y lo invierte entre negativos:
1. si 0 < a < b entonces a? < b?
2. si a < b <0 entonces a® > b?

Demuestre ambas propiedades.
Las propiedades algebraicas y de orden mencionadas se cumplen por igual para los niime-
ros racionales y para los nimeros reales. Pero los niimeros racionales son incompletos en com-

paracién con los ntimeros reales, no solo porque los niimeros racionales carecen de muchos
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niimeros que sf pertenecen a los niimeros reales (como y/2) sino también por una caracteristi-
ca que, entre otras cosas justifica globalmente que tales niimeros pertenezcan a los niimeros
reales: el Axioma del Supremo, que vale para R pero no para Q.

Axioma del Supremo (adaptado)
Para todo subconjunto no vacio A de los niumeros reales para el cual exista un numero real
¢ tal que A C | —o00,¢| (A es acotado superiormente) existe un dnico nimero real o que

cumple:
1. AC]—o00,a] (a es cota superior de A)

2. Todo x € R que cumpla v < a cumple también A ¢ | — oo, z] (a es la menor cota

superior de A)

Tal a se denomina “supremo del conjunto A” y actia como si fuera el mayor elemento de
A, aunque no pertenezca a él; de hecho, si el supremo de un conjunto pertenece al conjunto,
es el mayor elemento del conjunto. El supremo de un conjunto es la menor cota superior
del conjunto. Por ejemplo, 3 es el supremo de los intervalos ]0, 3] (es méximo en ese caso) y
10, 3[ (es supremo, pero no maximo). Pero no todo subconjunto de R es un intervalo: 1 es el
supremo del conjunto {”T_l : n € N} y ese conjunto no es un intervalo.

De forma andloga se tiene infimo de un conjunto y su existencia en los reales es conse-
cuencia del Axioma del Supremo.

El conjunto de los niimeros racionales no cumple con el andlogo del Axioma del Supremo:
por ejemplo, el supremo del conjunto de racionales {x € Q : 0 < z A 2* < 2} debiera ser
V2, el cual no es un nimero racional. El mismo conjunto de racionales, como subconjunto
de R, tiene a v/2 por supremo, y de hecho ello garantiza la existencia de raiz de dos en los
nimeros reales. Y de m, de /7 y un infinito etcétera. Ello no se obtiene a partir de las demés

propiedades algebraicas ni de orden mencionadas antes.
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3.3. Raices cuadradas.

Del mismo modo que para v/2, para todo nimero real no negativo b se puede asegurar
la existencia de un nimero real no negativo cuyo cuadrado sea b (es decir, tal que a se araiz
cuadrada de b): basta asegurar que el conjunto {x € R : 0 < z A z?> < b} no es vacio
y es acotado superiormente, y el Axioma del Supremo nos garantiza la existencia de a que
cumpla a? = b.

De ese modo, la siguente definicion es valida:
Definicién 3.2. Dados a,b € R diremos que a = Vb si y s6lo sib>0Aa>0Aa =b.

Note que tanto b como a deben ser no negativos para tener a = /b, aunque también se
cumple que (—a)? = b. No es lo mismo “raiz cuadrada de b” que “solucién de la ecuacién
22 = b”: tanto v/b como —/b son las soluciones de esa ecuacion.

Note que V0 =0.
Proposicién 3.2. Para todos x ey en R se cumplen:

1. Sixz >0, entonces (\/x)? = x
2. Six>0ey>0, entonces \/Ty = \/T./y

3. Six>0ey>0, entonces\/gzﬁ
VY

Y
4. 8i0 < x <y entonces \Jr < \/y.

5. Six >0 ey >0, entonces \Jr+y < /x + /Y y la igualdad sélo ocurre six =0 o
y=0.

3.4. Valor Absoluto.

Definicién 3.3. Se llama valor absoluto del nimero real x al niumero real que denotamos

|x| y tal que
T st x >0
|z| = .
—r stx <0
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Se tiene de la definicién que |%| zg, |_73|:—(—%):%, V2| =2
Propiedades

. VzeR |z|>0A(Jz| =0« x=0).

2. VzeR |z| =V

3. V z,yeR |zy| = |zflyl.

4. VzeR —z| <z < |z

5. V z,y € R |z +y| < |z| + |y|. (Desigualdad triangular).

Dem: 1.- Se obtiene directamente de la definicion de valor absoluto.
2.- Usemos la demostracién por casos.

r>0= |z| =2 = |2]* = 2%

T < 0= |z| = -1 = |z|* = 2%

Luego se tiene que V z € R, |z| = Va2

3- V o,y eR, |ay|l = /(2y)? = V2%y? = Va2 /y? = |z]y].

4.- Ejercicio.

5.- Por las Propiedades 4 y 3 se tiene que V z,y € R, zy < |ry| = |z||y| Luego: Si
x =0V y =0 se cumple claramente la propiedad 5. Sean = # 0,y # 0, entonces

[z +y|* = (z+y)? =2+ 22y +y* = 2 + 22y + [y* < [2* +2[zlly| + [y* = (J=] + |y])*.
Como |x +y|, |z| + |y| > 0, se tiene que |z +y| < |x| + |y|.

Mas propiedades. Sea a € R™, entonces para todo x € R :

6.- || <a <= —a<z<a.

T-lz|>a <= z>a V < —a.

Dem: Ejercicio.

17



4. Funciones

4.1. Nociones basicas de funciones

Definicién 4.1. Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion f de A en B es un objeto
matemdtico que asigna a cada objeto x de A un unico objeto f(x) de B.

En una funcion f : A — B el simbolo “f” es un nombre para la funcion, al conjunto A
se le denomina dominio de la funcién (denotado dom(f)) y al conjunto B se le denomina

codominio de la funcion (denotado cod(f)).

Usaremos f : A — B para afirmar que f es una funcién de A en B y, por abuso de
notacion, f : A — B también nos servira para referirnos a la funciéon f, haciendo explicitos
su dominio y codominio.

Debe tomarse en cuenta que una funcién que cumpla f : A — B es un objeto con tres
componentes: dominio (A), codominio (B) y la regla de asignacién x — f(z); en cambio,
existe la errada consideracién (incluso en algunos textos) de que una funcién es sélo una
“ecuacion” del tipo y = f(z), lo que lleva a perder de vista no sélo el objeto “funcién” como
tal, sino a complicar su aplicacion a situaciones diversas.

Tomando en consideracién lo anterior, en este curso lo habitual sera que, para una
funcion f: A — B, Ay B sean subconjuntos de R, y que la funcién se determine mediante

una regla de asignacion f(x), para x € A, dada por alguna expresién algebraica.

Ejercicio 4.1. Definimos una funcion f : R — R indicando su regla de asignacion mediante
la igualdad f(x) = 3x +48. Ello significa que la imagen de cada valor se calcula usando esa

regla de asignacion, de modo que f(1) =31+ 48 =51 y f(22,5) = 115, 5.

Note que siempre se cumple que f : dom(f) — cod(f). En particular, al afirmar que
f A — B siempre se cumplen A = dom(f)y B = cod(f).
Como el conjunto referencial serd, en general, R, en muchos casos dominio y/o codominio

no se daran explicitamente. Si no se indica explicitamente, el codominio serd R. En cambio,
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si no se da explicitamente el dominio, se asume que buscamos para el dominio al mayor

subconjunto posible de R, dadas la regla de asignacién y el codominio.

Proposicién 4.1. 1. El dominio mds amplio para una funcion f : dom(f) — R, con

dom(f) C R y con regla de asignacion dada, es

dom(f)={z R : f(z) e R}

2. Si B es un subconjunto fijo de R, el dominio mds amplio para una funcion f : dom(f) — B,

con dom(f) C R y con regla de asignacion dada, es
dom(f)={z R : f(x) € B}

Ejercicio 4.2. Para determinar el dominio mdzximo de una funcion f : dom(f) — R con

regla de asignacion f(z) = #2 para x € A, calculamos dom(f) segin la propiedad anterior:

dom(f):{:ceR ; %HGR}:{xER 42 #0}

={reR : z# -2} =R—-{2} =] —00,2[U]2,00]

Por otra parte, en diversas aplicaciones se esperan un dominio o un codominio restringido
por la misma aplicacion. Es el caso de funciones cuyo resultado es temperatura, en que carece
de sentido que el resultado de la medicién sea inferior a -273,15 C°, sin importar si la regla

de asignacién de la funcién puede entregar valores inferiores.

Ejercicio 4.3. Para determinar el dominio mdximo de una funcion f : dom(f) —]—273, 00|,
con dom(f) C R y con regla de asignacion f(x) =3z + 5, z € dom(f), usamos nuevamente

la propiedad anterior:

dom(f)={zeR : f(z) €] -273,0[} ={zr € R : =273 < 3z + 5}

Jier . —273—5<x B —278OO
N ‘ 3 Sl 37

El codominio de una funcién es el conjunto al que pertenecen los resultados de una

funcién, pero no siempre es igual al conjunto de resultados de la funcion.
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Definicién 4.2. Sea f : dom(f) — B una funcion. El recorrido de f (también llamado

imagen de f), denotado rec(f), es el conjunto

rec(f):={f(x) € B : x €dom(f)}

El recorrido de una funcién es el subconjunto del codominio formado por las imégenes

de los elementos del domino al aplicarles la funcién.

Proposicién 4.2. Dada una funcion f: A — B se cumple:
rec(f)={yeB : x€c Ay= f(x)}

Ejercicio 4.4. Para determinar el recorrido de f : [1,6] — R dada por f(z) = 2z — 9,

x € [1,6], utilizamos la propiedad anterior:

rec(f)={yeR : Elxe[l,6]y:2:c—9}:{y€]R : Elxe[l,6]x:yT+9}

:{yER : 1§—§6}:{yER :2<y+9<12}
={yeR : -7T<y<3}=[-7,3

Ejercicio 4.5. Sea f : dom(f) — R funcion dada por f(x) = 4 — 22, con dom(f) C R.

Encuentre dominio y recorrido mas amplios para f.

Solucién: dom(f) = {z € R : Vi—a22eR}={zreR : 4—22>0}={x R :
2—2)2+2x) >0} ={r e R : =2 <z <2} Para llegar a esta ultima conclusién analizar
que para que el producto de dos factores sea positivos, los dos son positivos o los dos son

negativos.

Ademss, rec(f) ={ye€R : 3z cRy=vV4—22}={ycR : y>0AIx c Ra2?+y*> =4}
={yeR :y>0A3r eR?=4—y*}={yeR : y>0A4—3y* >0}
={yeR :y>0Adr e R —2<y<2}=][0,2]

Ejercicio 4.6. Sea f : dom(f) — R funcién definida por f(z) = x* + 1. Pruebe que

dom(F) =R, y que rec(F)={y € R : y > 1}, ambos los mds amplios.
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Ejercicio 4.7. Sea f : dom(f) — R funcion definida por f(x) = z—fg Encuentre dominio y

recorrido mas amplios para f.

Solucién: dom(F)={z €R : 3 cR} ={z e R : z #2}.

Ademésrec(F):{yeR = eRy:aH_g}

T —2
={yeR : Jdr eR-{2}z(y—1) =3+2y}
={yeR : y#1} =R - {1}
Para comprender las igualdades de conjuntos indicadas, considere:
Como = € dom(f), tenemos = # 2y entonces y = i—f;’ Syr—2y=x+3<x(y—1) =3+2y
y si y = 1 se tendria 0 = 5 lo que es falso.
Ejercicio 4.8. Considere la funcion f : R — R definida por

22+1 sz >0

2r—3 stz <0

fz) =

Calcule f(a®> +5), f(=v/5) y calcule recorrido.

Solucién: La funcion f es un ejemplo de funcion definida por casos (también llamada
por tramos), en que para distintos subconjuntos del dominio la regla de asignacion cambia
de forma. En este caso, los subconjuntos son intervalos contiguos.

Resolviendo la primera parte: a®>+5 > 0, luego f(a*+5) = (a*>+5)*+1 = a*+10a*+26.
F(-VE) = ~2V5 -3

Para calcular el recorrido, observe que el recorrido serd la union de los recorridos “par-
ciales” que entrega cada subintervalo con su propia regla de asignacion:

reci(f)={yeR : Jx>0y=2+1}={yeR : Iz >0y—1=2">0}
={yeR :y—1>0}=]1,00]
y+3
reco(f)={yeR : I <0y=2r—-3}=<ycR : EIxSOT:xSO
={yeR : y+3<0} =] —o00,—3]

Luego, rec(f) =reci(f) Ureca(f) =] — oo, =3|U]1, 00|
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4.2. Algebra de funciones

Sean A, B,C, D C R. Dadas dos funciones F' : A — B, G : C — D, se definen las

siguientes funciones:

i) Suma FF+G : ANC — BU D, definida por (F' + G)(z) = F(z) + G(z) para todo
re AnC.

ii) Producto: FG : ANC — BUD, definida por (FG)(z) = F(z)G(z) paratodox € ANC.

iii) Multiplicacién por escalar: si A € R, AF' : A — R, definida por (AF')(z) = AF'(z) para
todox € ANC.

i) Cociente: £ : {z € ANC | G(z) # 0} — BU D, definida por (£)(z) = gg; para todo
re{re ANC | G(z) # 0}.

Ejercicio 4.9. Considere las funciones f: R — R definida por f(x) = 3x — 20, y

2 st 0<zx < 1

g(z) = si 1<z < 4

W 80

st x > 4

Calcule, f +g,fg,%,4.

4.3. Composicion de funciones

Sean FF : A - B, G : B — (|, funciones. La funciéon G o F : A — C, definida por
(Go F)(z) = G(F(z)) para todo « € A, se llama la funcién compuesta de F' y G.

Nota: Sean F': A — B, G :C — D, funciones. Entonces si rec(F)N dom(G) # 0, la
composicién existe y dom(Go F) = {x € dom(F) | F(z) € dom(G) }

La Figura [ ilustra el mecanismo; en ese caso A = {a,b,c}, B = C = {p,q,r,s} y
D = A{t,u,v,w}, fr = {(a,q),(b,r),(c;s)}, f2 = {(p,1), (¢, u), (r,w)}, de donde fr0 fi =
{(a,u), (b,w)} o mejor f(a) =uy f(b) = w.
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f1l 2

f2o0fl

Figura 2: Idea de la composicién de funciones.

Ejercicio 4.10. Sean F : R~ — R, G : R — R*, funciones definidas por F(x) =
—x, G(x) = 2% Calcular (GoF)(—5) y determine para que valores de x existe (GoF)(z+3).

Ejercicio 4.11. Suponga que el costo total en pesos de fabricar q unidades de determinado
producto estd dado por la funcion C(q) = ¢ — 30¢* + 500q + 200.
a) Calcular el costo de producir 10 unidades del producto.

b) Calcular el costo de producir la décima unidad del producto.

Solucién: a) El costo de producir 10 unidades del producto = C'(10) = 103 — 30(10)? +
500(10) + 200 = 3200 pesos.
b) El costo de producir la décima unidad del producto es la diferencia entre el costo de

fabricaciéon de 10 unidades y el costo de fabricacion de 9 unidades. Es decir, costo de la

décima unidad = C(10) — C(9) = 3200 — 2999 = 201 pesos.

23



Ejercicio 4.12. Suponga que la funciony = F(x) = 50+2x representa el salario semanal que
percibe un vendedor, el que se encuentra determinado por el numero de unidades x vendidas
en la semana. Si a esto agregamos que la cantidad v vendida semanalmente depende del
precio del producto y que tal cantidad estd dada por v = G(p) = 150 4+ 2,5p entonces el
sueldo semanal se puede expresar directamente en funcion del precio por unidad. ;Cudl es

esta funcion ¢

Solucién: y = F(G(p)) = F(150 + 2,5p) = 2(150 + 2, 5p) + 50 = 350 + 5p.

Para un caso concreto, si el producto se vende a 100 pesos en una semana, entonces la
cantidad que puede vender es x = 150 4+ 2,5 - 100 = 400 unidades. Esto le reporta un sueldo
en esa semana de y = F'(400) = 2 - 400 + 50 = 850 pesos.

4.4. Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad

Definicién 4.3. Sea f : dom(f) — cod(f) funcién. Diremos que:
1. f es sobreyectiva ssi rec(f) = cod(f)
2. [ es inyectiva ssiVa,y € dom(f) (f(z) = f(y) =z =y)

3. f es biyectiva ssi f es inyectiva y sobreyectiva.
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4.5. Grafica de algunas funciones basicas.
4.5.1. Producto cartesiano, plano cartesiano y grafica.

Definicién 4.4. Dados dos objetos x ey, su par ordenado (x,y) es un objeto matemdatico
compuesto por x e y que distingue el orden entre ellos. La propiedad fundamental de par

ordenado es:

Va,b,c,d ((a,b) = (¢,d) & (a=cNb=d))

Definicién 4.5. Sean A y B dos conjuntos. Su producto cartesiano es el conjunto A x B

definido por A x B := {(z,y) | v € ANy € B}

En general el producto cartesiano no es conmutativo.

El producto cartesiano A x A se abrevia por A%. No se entusiasme con propiedades de
potencias.

El plano cartesiano se puede describir mediante un sistema coordenado usando R? como
conjunto de coordenadas. Se fijan dos copias de igual escala entre si de R como dos rectas,
llamados ejes coordenados, que son ortogonales (perpendiculares) de modo que uno de ellos,
el eje X, es horizontal y sus valores crecen a la derecha, mientras que el otro, eje Y, es
vertical y sus valores crecen hacia arriba; ambos ejes se intersectan en el punto que en cada
recta corresponde al 0. A ese punto de interseccién se le llama el origen del sistema y se
le asignan las coordenadas (0,0). Para asignar la posicién de cualquier otro punto P del
plano se construye un rectangulo que tenga lados adyacentes a los ejes coordenados y que
en vértices opuestos tenga a (0,0) y a P; entonces uno de los otros vértices marca en el eje
X un numero, x, y el vértice que queda marca en el eje Y un namero, y, y le asignamos a
P las coordenadas (z,y).

Graficar un conjunto de puntos es resaltarlos en el plano, y si contamos con la descripcién
de esos puntos como pares ordenados (fijados los ejes coordenados) su grafica serd resaltar

los puntos que tengan esas coordenadas.

Definicién 4.6. Dada una funcion f : dom(f) — R, y = f(x), se llama grdfica de f al

conjunto de puntos del plano (z, f(x)), donde x € dom(f).

25



4.5.2. Funcion lineal

La grafica de una funcién lineal f : R — R, y = f(z) = mx +n, m # 0 se llama una

linea recta y m se llama la pendiente de la recta.

Intersecciones con los ejes: Eje Y : (0,n), Eje X : (—=X,0).

Ejercicio 4.13. Grafique la recta de ecuacion 3x — Ty + 5 = 0.

Solucion: Despejando y en la ecuacién dada queda y = %x + %, luego la pendiente es

m =2 > 0 intersecta al eje Y en (0,2) y al eje X en (—2,0).

4.5.3. Funcién cuadratica

La funcién cuadratica bésica es f : R — R dada por f(x) = z?

4.5.4. Funcion valor absoluto

La funcién valor absoluto es f : R — R dada por f(x) = |z|

4.5.5. Funcién raiz cuadrada

Funcién raiz cuadrada es la funcién f: RT - R, y = f(x) = /z, donde RT = {z € R :

x>0} Ademds y=Vr <= (2 >0Ay>0 A y?>=1).

4.5.6. Funcién recipoca

Funcién recipoca es la funcién f: R — {0} - R, y = f(z) = 2.
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(3+5)17

Figura 3: Funciones lineal, valor absoluto y cuadratica bésica

1x
)

Figura 4: Funciones raiz y reciproca

27



4.6.

Modificaciones a la grafica de funciones basicas

Veamos una aplicacién de la composicion de funciones.

Sea F': dom(F) — R, y = F(x) funcién. Sea k € R, k > 0. Entonces

1.

G : dom(F) — R, G(z) = F(z) + k es la funcién F' trasladada hacia arriba k
unidades, donde G(x) = H o F, con H(z) = x + k, para cada x y dom(G) =dom(F).

G : dom(F) — R, G(z) = F(x) — k es la funcién F trasladada hacia abajo k
unidades, donde G(x) = H o F, con H(z) = x — k, para cada x y dom(G) =dom(F').

G :dom(G) — R, G(z) = F(z + k) es la funcién F trasladada hacia la izquierda
k unidades, donde G(z) = F o H, con H(x) = x + k, para cada z y dom(G) = {z €
R : z+ke€dom(F)}.

G :dom(G) — R, G(z) = F(x — k) es la funcién F' trasladada hacia la derecha k
unidades, donde G(z) = F o H, con H(x) = x — k, para cada x y dom(G) = {z €
R : z—k edom(F)}.

G : dom(G) — R, G(x) = —F(x) es la funcién F reflejada en el eje X, donde
G(z) = Ho F, con H(z) = —x para cada z y dom(G) =dom(F).

G : dom(G) — R, G(x) = F(—x) es la funcién F reflejada en el eje Y, donde
G(x)=FoH,con H(x) = —x paracada z y dom(G) = {zr € R : —x € dom(F)}.

G :dom(F) — R, G(z) = kF(x) es la funciéon F' amplificada verticalmente por k
si k > 1 o comprimida verticalmente por £k si 0 < k < 1, donde G(z) = H o F, con
H(z) = kx, para cada z y dom(G) =dom(F).

G :dom(F) — R, G(z) = F(kx) es la funcién F' amplificada horizontalmente por
ksi0 < k < 1o comprimida horizontalmente por k si k > 1, donde G(x) = Fo H,
con H(z) = kx, para cada ¢ y dom(G) = {z € R : kax € dom(F)}.
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La grafica de una funcién cuadratica f : R — R, y = az? +bx+c, a # 0 es una pardbola,
va que completando cuadrados se llega a una ecuacién de la forma y = a(z — h)? + k que
corresponde a una pardbola trasladada, su vértice es (h, k) donde h = =& y k = f(h).

Sea f(z) = az® + bz + ¢ la ecuacién de una pardbola de vértice V = (52, f(52)) entonces

1. Si a > 0, la grafica se abre hacia arriba.
2. Sia <0, la grafica se abre hacia abajo.
Ejercicio 4.14. Grafique la funcion f : R — R, y = 222 — 42 — 1.
Solucién: Si completamos el cuadrado en z, la ecuacién y = 222 — 42 — 1 queda y =

2(x* =2z +1)—3 =2(x —1)* — 3, o bien y + 3 = 2(x — 1)?, que corresponde a una parabola

que se abre hacia arriba y su vértice estd en el punto (1, —3).
Ejercicio 4.15. Grafique F : [3,00) —» R,y = F(z) = vz + 3 — 6.

Solucién: La gréfica de y = F(x) es la grafica de y = /x trasladada 3 unidades a la

izquierda y 6 unidades hacia abajo.

]

Figura 5: Funcion cuadratica del ejemplo .14 y funcién raiz del ejemplo [4.15]

Ejercicio 4.16. Grafigue F: R — {7} - R,y = F(2) = X +5.

Solucién: La grafica de y = F(x) es la grafica de y = % trasladada 7 unidades a la

izquierda y 5 unidades hacia arriba. Las rectas y = 5 y x = —7 cumplen la misma funcién
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que para la funcién reciproca original cumplen los ejes coordenados, y son las asintotas de

la grafica.

Figura 6: Funcion del ejemplo [4.16] con asintotas de apoyo.
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5. Desigualdades e inecuaciones

Ya conocemos propiedades basicas de orden. Ello origina propiedades mas complejas que

afirman que ciertas desigualdades son vélidas para todos los valores factibles.

Ejercicio 5.1. Si x e y son niumeros reales distintos de cero y tienen igual signo, entonces

> 9 (basta reescribir (x —y)* > 0).

se cumple la desigualdad r +
Yy

Ejercicio 5.2. Para todos los mimeros reales x e y se cumple > + zy + y*> > 0 (basta

considerar que (23 — y?) = (x — y)(2* + 2y + y*) y tomar en cuenta los signos posibes)

Pero las propiedades de orden pueden usarse para determinar los valores en R (o en otros
conjuntos numéricos) que hagan verdadera a una desigualdad; a ello se le llama resolver una
inecuacton. En tal caso, la solucién de la inecuacién es el conjunto de todos los niimeros
que hacen verdadera a al desigualdad. La diferencia entre inecuaciones y propiedades de
desigualdades es que en una inecuacion se buscan los valores que validan la desigualdad,
mientras que una propiedad afirma que tales valores son todos los factibles (dejando fuera

solo aquellos que estén fuera del dominio maximo de las funciones involucradas, como en el

ejemplo B.T)

Ejercicio 5.3. Para resolver la inecuacion x*> — 3z > 0, buscamos su conjunto solucion,
es decir, el conjunto S = {x € R | 2? — 3z > 0}. Para ello, consideremos las siquientes

equivalencias, donde x € R es genérico:

2 3r>06(r—3)>0 o ((:)5>O/\(93—3)>0)\/(x<0/\(x—3)<0)>

(regla de signos)

<:><(:c>0/\:c>3)\/(:c<0/\:c<3)>
(pero (x >0Nz>3)< >3 y (r<0Az<3)&x<0)
& (2>3Va<0) e €] —o00,0[U3, o0

Luego, el conjunto solucion es S =] — oo, 0[U]3, 00|
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La herramienta fundamental en inecuaciones simples es la regla de signos: el producto
o cociente de dos factores reales es positivo ssi ambos factores tienen igual signo. Ello se

extiende a méds factores multiplicados o divididos, como muestra el siguiente ejemplo:

(x —1)(z —2)
(z —3)

Ejercicio 5.4. Resolver > 0.

Solucién: Basta ver los signos de (z — 1), (x — 2) y (z — 3) Como cada uno de esos
factores cambia de signo en un sélo punto, analizo sus signos en los intervalos que todos ellos
determinan, tomando en cuenta que los factores del numerador no pueden ser cero porque
la desigualdad es estricta, y el factor del denominador no puede ser cero para no dividir por

cero:

1. Para € (—o0,1) se tiene (zx —1) < 0, (z —2) < 0y (x —3) < 0. Luego, en este

intervalo % < 0, asi que no es parte de la solucion.

2. Para x € (1,2)se tiene (z —1) > 0, (x —2) < 0y (z —3) < 0. Luego, en este intervalo

7(:”_(?_(;?)_ 2 > 0, asi que si es parte de la solucién.

3. Para z € (2,3) se tiene (x —1) > 0, (x —2) > 0y (x —3) < 0. Luego, en este intervalo

% < 0, asi que no es parte de la solucién.

4. Para x € (3,00) se tiene (z—1) >0, (z—2) > 0y (z—3) > 0. Luego, en este intervalo

(z—1)(z—2)

ey i 0, asi que si es parte de la solucion.

(recuerde que (a,b) y |a,b] son dos formas de representar un intervalo abierto)

Luego, la solucién es la unidn de los casos que hacen verdadera la desigualdad: (1,2)U (3, c0)
El andlisis anterior se puede resumir en una Tabla de Signos, en la cual dividimos R

en intervalos, en cada uno de los cuales cada factor tiene un signo definido: para ello, se

consideran todos los puntos en que algiin factor cambia de signo, y con ellos formamos los

intervalos. Esos puntos “borde” se incluyen o no segun si la desigualdad es estricta o no, y

si pertenecen al dominio maximo de las funciones involucradas o no.:
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@=1) -1+ I+ |+ |
@=2 |- 1- I+ |+ |
@=3 - 1-1- 1+ |
e N

La Tabla de Signos responde también que el conjunto solucién es (1,2)U)

-5
Ejercicio 5.5. Resolver m > 0.

Solucién: Notemos que el factor del denominador no puede ser cero pues 222 > 0

(222 4+ 7)
x—5 > 0, cuya solucién es {x € R | z > 5} = [5,00). Luego la solucién final es

[5,00) NR = [5,00).

y 7 > 0. Luego resolver la inecuacién > (0 equivale a resolver la inecuacion

En el caso de haber raices en una inecuacion, deben considerarse las restricciones de signo

involucradas en raices cuadradas:

Ejercicio 5.6. Resuelva la siguiente inecuacion /xr —2 < 4 —z.

Solucién: Vr —2<4—12 <= (—-2>0A4d—2>0A(x—-2) < (4—1)?)
2<x<4N0<2?—92+18) es decir, 2<z <4y0<(x—3)(x—6). Luego, se tiene que

2<z <4y (xr<3V6<z). Entonces, la solucién es [2,3).

Ejercicio 5.7. Resuelva la siguiente inecuacion 2x —1 > +/x? — 3x.

Solucién: 22 =3z > 0 <= z(r—3) > 0 < >3 V <0
Luego cualquier soluciéon debe cumplir z >3 V 2 <0

Ademsés como 22 — 3z > 0 se tiene que Va2 —3z > 0 luego 2z —1 > 0 es decir

1 1
2 z
20 —1 > Va2 —3r < (2v—1)? > 2?2 -3z <= 4?4z +1 > 2 -3z <

302 —2+1 >0, ycomo A=1—-4-3-1=—11 < 0, la ecuacién 32> —x+1 > 0, vale

xz > =. Analicemos ahora la inecuacién si z >

para todo x € R.
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Luego la solucién parcial es S; = {z € R |2 > 1} y la solucién general de la inecuacién
esS=5N{zeR|z>3 V 2<0}={zeR|z > {}n{zeR|z>3 VvV z<0}=
{reR|z>3}=][300)

Ejercicio 5.8. Resuelva las siquientes desigualdades o inecuaciones

a) 2¢—1 > Va2 -3z +2.
b) Vr—1++vVr—4 < 3.

Ejercicio 5.9. Resuelva la siguiente inecuacion |x + 3| < bz + 2.

Solucidén: |z +3| < fx+2 < —(br+2) < z+3 < Sxr+2,
es decir, —(bx +2) < x+3 A z+3 < bz +2.
Luego, —6x < 7 N —4x < —1

7 1

Finalmente, z > —¢ Az > 7.

La solucién es: S ={z e Rz > 1} = (3,00)
Ejercicio 5.10. Resuelva la siguiente inecuacion |z + 3| > 6x + 1.
Ejercicio 5.11. Resuelva la siguiente inecuacion |x — 2| + |x + 2| < 4.

Ejercicio 5.12. Resuelva la siguiente inecuacion |(z + 3)(z — 2)| > 6.

.. o : a2l H|r+2
Ejercicio 5.13. Resuelva la siguiente inecuacion %_‘;H < 4.
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6. Induccién, sumatorias y Teorema del Binomio

6.1. Induccion Matematica

Definicién 6.1. Un subconjunto S de R se dice inductivo si y sélo si
1.1€S
2.2e€S=(z+1)eS

Teorema 6.1. La interseccion de todos los subconjuntos inductivos de R es el conjunto de

numeros naturales N.
Con esto N es el menor conjunto inductivo de R.

Teorema 6.2. Si a cada nimero natural n se le asocia una proposicion p(n), la que verifica
1. p(1) es verdadera.
2. p(k) verdadera implica que p(k + 1) es verdadera

entonces Vn € N (p(n)).

En efecto, sea S = {n € N | p(n) es verdadera } entonces S es subconjunto de N. Ademas
S es un conjunto inductivo. Como N es el menor de los conjuntos inductivos se tiene que

N C S. Luego S = N. Por lo tanto la proposicién es verdadera para todo nimero natural n.

El resultado anterior se conoce como Principio de Induccion Matematica
Ejercicio 6.1. Probemos que ¥V n € N, 4" — 1 es divisible por 3.

Solucion: El concepto de divisibilidad en Z indica que un ntimero a es divisible por b si
existe un nimero entero t tal que a = bt. Por ejemplo 6 es divisible por 2 y por 3. Usaremos
el P.I (principio de induccién Matematica). Sea p(n) : 4™ — 1 es divisible por 3.

n = 1, veamos que p(1) es verdadera. Pero 4" — 1 = 3 que es divisible por 3. Luego p(1)

es verdadera.
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Hipétesis de induccién: Supongamos que p(k) es verdadera, es decir, 4—1 es divisible por 3,
es decir, existe ¢ € Z con 4 — 1 = 3¢

Tesis: Por demostrar que p(k + 1) es verdadera, es decir, 4¥7! — 1 es divisible por 3.

Demostracion: 451 — 1 = 4k .4 —1 = (4* - 1)4+4 -1 = 3¢g4 +3 = 3(4¢ + 1).
Luego, como 4q + 1 € 7 entonces 4**! — 1 es divisible por 3. Por principio de Induccién,

Vn € N4" —1 =3 que es divisible por 3.

Ejercicio 6.2. Pruebe por induccion las siguientes afirmaciones:

1
1.Vn€N(1+2+--.+n:@).

1)(2n + 1
Q.VneN(1+22+...+n2:”(”+ )6(”+ ))
2.7 neN (143454 +(@n—1)=n?)

1— n+1
4.V neNVreR-—{1} (1+r+r2+-~-+r":17_rr>

&

.‘v’nEN(Q" > n)

Un forma del Principio de Induccion establece que si se cumple una propiedad para los
primeros nimeros naturales, y cada vez que se cumple para todos los naturales menores a

alguno, se cumple para éste también, entonces es valido para todos los naturales.
Ejercicio 6.3. Considere la siguiente coleccion de nimeros reales:

Al = 5a A2 = 1]-7 At+1 = 7At — 12At_1 para t € N Yy t>2

Demuestre que para todo n € N, A, = 3*Tt — 4",

Solucion: Usaremos el principio de induccion Matematica.
Sea p(n) : A, = 3"t — 4",
n =1, veamos que p(1) es verdadera. Tenemos que 3! — 41 =9 -4 =5= A,.

Luego p(1) es verdadera.
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Como se requieren los valores de A; y de A, | para calcular el valor de A1, verificamos
también p(2) (de lo contrario, no podremos asegurar que se cumpla desde n = 3 en adelante)

Para ver que p(2) es verdadera, calculamos: 327! — 42 = 27 — 16 = 11 y como Ay = 11,
se cumple p(2)

Hipétesis de induccién: Supongamos que p(k — 1) y p(k) son verdaderas , es decir,

Apy = 3% —4b=1 A, — 3h+1 _ gk

Tesis: Por demostrar que p(k + 1) es verdadera, es decir, Ay, = 3¥+2 — 4k+1,

Demostracién: Ay = TA; — 1241 = 7(3FF1 — 4F) — 12(3% —4+-1) = 7.3k+1 7. 4F
4.3+ 4 34k = 3KF1(7 — 4) — 4. 4 = 3542 — 4k Luego, Aoy = 352 — 451y p(k + 1) es
verdadera. Por principio de Induccién, Vn € N (An =3t — 4”).

Ejercicio 6.4. Considere la siguiente coleccion de nimeros reales

A1:2

A+ 4
Para cada t € N se define Ay = (t27+)

Demuestre que para todon € N, A, < 2y que para todon € N, A, < A,1.

6.2. Sumatorias

La suma de los cuadrados de los n primeros niimeros naturales se escribe
1+22 4 +n’

Observe que el término general de esta suma es de la forma i? y se obtiene cada sumando
dando a 7 los valores 1,2, 3,---,n. Existe un simbolo que permite escribir sumas en forma
abreviada, llamado simbolo de sumatoria que consiste en la letra griega >  Usando este

simbolo la suma anterior se escribe
n
> i
i=1

'En rigor, suponemos que se cumplen p(1),p(2),...,p(k — 1), p(k), pero en este caso basta con p(k — 1)
y p(k)
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se lee suma de i* desde 1 hasta n
Es claro que en lugar de la letra i se puede usar otra letra cualesquiera. » ,_, k?

Z?:l i? = 2?21 j2. Las letras 1, j, k que se usan para tal efecto se llaman indices.

Mas en general, cuando se desea formar la suma de los ntimeros reales aq,as,- - ,a, :

ay + as + - -+ + a, usando el simbolo de sumatoria se escribe
>
i=1
A veces es conveniente empezar la suma por el 0, por ejemplo
1424274420 =) "2
i=0

Otras formas de usar la sumatoria:

6
oo =124+ 2

i=1
Nota Usando el simbolo de sumatoria las partes i) y ii) del Ejercicio 5.2 quedan

ii_ n(n+1)
i=1 2

ii2 _ n(n + 1)6(2n +1)

=1

PROPIEDADES: Sean a;, b; niimeros reales entonces:
LY a=a

C i l=n, Yi,l=n+1

S e = a4 Y0 = Y 4t an

e ) =30+ 3 b

- i (cas) = e} a;

[\)

w

W

ot

(=)

W (a; —ai—1) = a, — ap (propiedad telescépica)

1=
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1—r"
1—7r

7. Sir#1entonces y . r'=r (suma geométrica)

8. Paratodop € Z+ " a; =Y "7 . p @i—p (desplazamiento de fndices)

Ejercicio 6.5. Use propiedades para demostrar

n

2(21' — 1) = n?. Sugerencia 2i —1=1i*— (i — 1)

i=1

¢ Hay alguna otra forma de demostrar la formula anterior ¢

Ejercicio 6.6. Pruebe que para todo n € N,

n

1 n
Zl 2j—1(2j+1) 2n+1

=

6.3. Factoriales y Binomio de Newton

Para cada n € N, se define n! =n-(n—1)---2-1. (Se lee n factorial.) Prolongemos la

definicién poniendo 0! = 1. Se tiene de inmediato que n! = (n — 1)ln Vn € N.

Ejercicio 6.7. Demuestre por induccion:

a) (273)!:2n[1'3-5---(2n—1)] Vn € N.
- -2 . n 2J 2n+1
b) ;(9 +1)-jl=nn+1). ¢ ; (j+2)!:1_m

Sean a,b € R. Entonces

(a+b)? = a®+ 2ab + V.

(a+b)* = a® + 3a?b + 3ab® + b°.

(a+0)*= (a+b)3(a+0b) =a"+ 4a3b + 6a*b* + 4ab® + b*

Queremos encontrar un expresion para (a + b)" para cualquier n € N. De lo anterior

podemos inferir que
(a+b)"=a"+Cla" b+ Cla" 20> + -+ C"_ab" ™ + ",
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con los coeficientes C}' a determinar. C} representa también el nimero total de k combina-
ciones, de n objetos sin repeticién y en que el orden no es importante. Por ejemplo, sea n = 5,
representan las letras de la palabra SALEN, entonces si elegimos k& = 2 de ellas entonces las
combinaciones son: SA, SL, SE, SN AL, AE, AN,LE, LN, EN. Hay 10 combinaciones.

., De cuantas maneras se pueden asignar 7 computadores individuales iguales entre 20

profesores ? Respuesta: C2° Definamos para 0 < k < n,

w (MY n!
Cic = (k;) T El(n—k)!

Ejercicio 6.8. a) Sabiendo que <1T;) = (7;), calcule n.
_ 14 14
b) Sabiendo que (k) = (k - 4), calcule k.

Ejercicio 6.9. Demuestre que n > 11 — (g) > (Z)

Propiedades (demuéstrelas como ejercicios):

o) =1 ()

n n(n—1)--(n— .
d) = nn=l-=k ) - Opserve que tanto en el numerador como en el denominador

k k!
hay k factores.

A partir de las propiedades b) y ¢) podemos construir la tabla de todos los valores de

(Z) para 0 < k < n conocida como Tridngulo de Pascal.
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n

0 1

1 11

2 1 2 1

3 13 3 1
4 14 6 4 1
3 1 510 10 5 1

Por ejemplo:

@) B @*@ =3+3=6

Usando las propiedades anteriores, se tiene el Binomio de Newton:

Va,beR, VneN, (a+b)"= Z <Z>a”_kbl‘C (%)

k=0
Demostremos esta férmula por induccién sobre n.

1 1 1
Paran =1, >, (k:) a7k = (0) ab® + (1) a’b=a+b,

luego la férmula (*) vale para n = 1.

Hipétesis de induccién: Supongamos que (*) vale para n = t, es decir,

(a+0b)f = zt: <li) a' =k (%)

k=0

Tesis: Por demostrar que (*) vale para n =t + 1. Por demostrar que

t+1
(a + b)t+1 _ Z (t _']; 1) at+1—kbk <*)

k=0

Demostracion:

t
(a+b)"" = (a+b)(a+b) = (Z (2) at_kbk> (a + b) usando la hipdtesis

k=0

t t
- Z (2) a1 Rk Z (Z) at~FpFt al distribuir
k=0 k=0
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t t—1
t t
t+1 Z t+1-kpk Z t—kphtl | pt+l
¢ p <k)a —~ <k)a

al separar el ler término de la primera sumatoria y el dltimo de la segunda

t t
t t
_ t+1-kpk t=(k=1)pk y pt+1
. +z(k) +;(k_1)a .

al hacer cambio de indices en la segunda sumatoria
I/t t
t+1 tHl—kpk | i+l o1 ¢ .
=a + a b +b""" al juntar ambas sumatorias
[ (5) |

t

t+1

— gttt Z ( —i]; )at“‘kbk + b al usar propiedad c)
k=1

t+1
t+1
= Z < Z )at+1_kbk incluyendo los dos términos de los extemos
k=0

Luego (*) vale para n =t + 1. Por Principio de induccién (*) vale para todo n € N.

Corolario: Sean a,b € R, entonces

@ty (Z)<—1)ka”—kbk

k=0
. o . n n n n k n
Ejercicio 6.10. Pruebe que a) 2" =3, _, L) b) > ro(—1) v )= 0.

Nota. En el desarrollo del Binomio de Newton (a +b)" =" (Z) a™*b* vemos que

hay n + 1 términos. De esa forma la forma del t-ésimo término 7} se obtiene para k =1t — 1,
n
es decir T, = a1 pt—1
t—1
Ejercicio 6.11. Encuentre el sexto término en el desarrollo de (3z — 4y?)®.

Ejercicio 6.12. Encuentre el término de grado 14 en x en el desarrollo de (3 — 3z)'.

Ejercicio 6.13. Encuentre el término central en el desarrollo de (x — By%)s.
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7. Funciones Trigonometricas

Consideraremos las funciones trigonométricas con dominios los niimeros reales. Para ello
usaremos que cada nimero real ¢ esta en correspondencia uno a uno con un angulo que mide
t radianes. Para visualizar esta correspondencia usaremos una circunferencia centrada en

(0,0) y de radio 1. Se la llama circunferencia unitaria y su ecuacién es z% + y* = 1.

Sea 6 angulo que mide ¢ radianes, es decir 6 subtiende un arco de longitud ¢ unidades en
la circunferencia unitaria. Si ¢t < 0, se mide en el sentido de las manecillas del reloj y si ¢t > 0

en sentido contrario.

Sea P, el punto de interseccion del lado terminal del dngulo que mide ¢ radianes con la

circunferencia unitaria. Se define P; = (cos(t), sen(t)) y tenemos asi dos funciones
cos: R — Rt — cos(t) = primera componente de P,

sen : R — R, t — sen(t) = segunda componente de P,

s -3m/2 } /2 i 5m/2

-5m/2 -21 -Tt -T/2 } s 32 /2m 3n

Figura 7: Sen(x)

Observacién 7.1. La longitud de una circunferencia de radio 1 es 2w radianes.

Observaciéon 7.2. De la definicion se obtiene de inmediato que
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-51/2

-3m/2 —n// /2 3m/2 5m/2

—21

- 1 21

Figura 8: cos(x)

1. 0<t<§ = sen(t) >0, cos(t) > 0.

o
MIE]

VB

<t<m = sen(t) >0, cos(t) <O0.

<t<3 = sen(t) <0, cos(t) <O0.

4. 2 <t<m = sen(t) <0, cos(t)>0.

Propiedades de las funciones seno y coseno

1. sen?(t) + cos®(t) = 1, Vt € R, donde cos*(t) abrevia a (cos(t))*, y lo mismo para

Seno.

2. |sen(t)| <1, |cos(t)| <1 VteR

3. sen(0) =0, cos(0) = 1.

4. sen(3) =1, cos(3) = 0.

5. sen(m) =0, cos(m) = —1.

6. sen(3r) = —1, cos(3) = 0.

2

7. sen(2mw) =0, cos(m) = 1.
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Demostracion: Las propiedades 1 y 2 se obtienen del hecho de que Vt e R, P, =
(cos(t), sen(t)) esta en la circunferencia unitaria.

3.- Sabemos que Py = (cos(0),sen(0)) y por otro lado Py = (1,0). Luego se tiene que
sen(0) =0, cos(0) = 1.

4.- Sabemos que Pr = (cos(3),sen(3)) y por otro lado Pr = (0,1). Luego se tiene que

sen(y) =1, cos(3) = 0.

3
5.- Sabemos que P, = (cos(w), sen(m)) y por otro lado P, = (—1,0). Luego se tiene que
sen(m) =0, cos(m) = —1.

3T

6.- Sabemos que Psx = (cos(28), sen(3F)) y por otro lado Py = (0, —1). Luego se tiene

que sen(3) = —1, cos(Z) = 0.
7.- Sabemos que Ps, = (cos(2m), sen(2m))y por otro lado P, = (1,0). Luego se tiene que

sen(0) =0, cos(0) = 1.

Mas propiedades de las funciones seno y coseno

8.- sen(—x) = —sen(x), cos(—x) = cos(x) Vx € R.

9.- cos(x — y) = cos(x)cos(y) + sen(z)sen(y) ¥V z,y € R.
10.- cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y) ¥V x,y € R.
5—y) =cos(y), Vy R
Vax,yeR.

Va,yelR.

y) + cos(x)sen(y),
= sen(x)cos(y) + cos(x)sen(y),
De 10.- y 12.- se obtiene el siguiente resultado:

Corolario.

1. sen(2z) = 2sen(x)cos(x), V z € R.

2. cos(2z) = cos?*(x) — sen?(z), Vo € R.

Ejercicio 7.1. Pruebe que sen(%§) = cos(}) = %

Solucién: Dibuje B = Pz en la circunferencia unitaria. Por B trace una paralela al eje

Y que corta en C al eje X. El tridngulo OCB es is6sceles, donde O = (0,0) el centro de la

45



circunferencia. Luego OC' = CB, es decir, sen(§) = cos(7). Usando la identidad Pitagérica

us

4

s

) = 1, luego, sen(j

sen®(%) + cos*(§) = 1, se tiene que 2sen’(

1 ) = %, pues el dngulo que

. T . ’ . T\ Ty 1
mide 7 radianes estd en el primer cuadrante. Por lo tanto, sen(§) = cos(}) = 7

Ejercicio 7.2. Pruebe que sen(%) = cos(3) =

Ejercicio 7.3. Pruebe que

T _ T _

1. cos(5 —y) = sen(y), sen(5 —y) = cos(y), Vy € R.

2. cos(m —y) = —cos(y), sen(m—y)=sen(y), Vy eR.

3. cos(m +y) = —cos(y), sen(m+y)=—sen(y), VyeR.
Ejercicio 7.4. Pruebe que

1. cos(x +2tm) = cos(x) Vo e R, Vit e Z

2. sen(x + 2tm) = sen(x) Vrx € R, YVt € Z.

Demostracién: 1.- Usemos induccién para probar que cos(z + 2nw) = cos(x) V x €
R, Vn eN.

n =1.—cos(x +27) = cos(x)cos(2m) — sen(x)sen(2w) = cos(x), V x € R. Luego 1.- vale
paran = 1.

Hip. Supongamos que cos(x + 2km) = cos(z) ¥V x € R.

Tesis: Por demostrar que cos(z + 2(k + 1)7) = cos(x) V x € R.

Demostracion: cos(x + 2(k + 1)m = cos(x + 2km + 27) = cos(x + 2kw) = cos(z) V x € R.
Luego 1.- vale par n = k+ 1. Luego por principio de induccién, cos(x + 2nm) = cos(x) V x €
R, Vn eN.

Necesitamos probar ahora que cos(z + 2tr) = cos(z) V. € R, Vt € Z. Sit = 0,
es inmediato, si t > 0 estda probado por induccién, luego solamente falta probar que
cos(x + 2tw) = cos(x) ¥V x € R, ¥Vt < 0.Seat = —k, con k > 0. Luego cos(x +
2tm) = cos(x — 2km) = cos(—(x — 2km)) = cos(—x + 2kn) = cos(—=z) por la induccién. Pero

cos(—x) = cos(x), luego cos(x + 2tm) = cos(x) Vx € R, Vt < 0.
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De manera similar se prueba 2.-

Se definen las siguientes funciones trigonométricas: tangente, secante, cosecante y cotan-

gente.

Definicién 7.1. tan : {z € R | cos(z) £ 0} — R, z — tan(z) = 22).

cos(x)

-3m/2 -T/2 /2 3m/2
Figura 9: tan(x)
sec: {x € R|cos(z) #0} = R, = — sec(x) = cosl(xy
cosec: {x € R | sen(x) #0} — R, x — cosec(x) = —ser}(x).
cotan : {x € R | sen(z) # 0} — R, = — cotan(z) = EZZ((Z

tan(z)+tan(y)

Ejercicio 7.5. Pruebe que tan(z +y) = 1550ty

Definicién 7.2. Se llama identidad trigonométrica a una expresion que involucra fun-
ciones trigonométricas que es vdlida para todos los elementos del dominio de las funciones

volucradas.

Ejemplo 7.1. 1 + tan?(z) = sec*(z) V z € R, cos(x) # 0.
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En efecto de la dentidad Pitagérica se tiene sen®(z) + cos?(z) = 1, luego dividiendo por

cos?(x) se tiene la identidad pedida.
Ejemplo 7.2. Demuestre que 1 — cos*(z) = (2 — sen?(z))sen?(z) V x € R.

En efecto, 1 — cos*(z) = (1 — cos®(2))(1 + cos*(x)) = sen?(z)(1 + (1 — sen?(z)) =

sen?(z)(2 — sen?(x))

cos®(x)+sen3(x)
cos(x)+sen(x)

Ejemplo 7.3. Demuestre que = l—sen(z)cos(x) ¥V x € R, cos(x)+sen(z) # 0.

Solucién: Recordemos 2% + 3 = (x + y)(SL’2 —zy+ yz).

Luego, CZZZEQIZZZZ?) = (C"s(w)“e”(w))[Cczsj(sgl—sce‘:(%)“"(m)+Se"2(””” = cos®(x)+sen®(x)—cos(z)sen(r) =

1 — cos(z)sen(x)
Ejercicio 7.6. Demuestre las siguientes identidades trigonométricas:
1. sec®(x) + cosec®(z) = sec®(x)cosec®(x), YV x € R, cos(x) # 0, sen(x) # 0.

g, 2nlHen) _ yan(y), V€ R, cos(z) # 0, cos(x) # —1.

3. sen(z) + sen(y) = 2sen(¥)cos(5Y), Vr,y € R
4. sen(z) — sen(y) = 2cos(“5¥)sen(5Y), Vaz,y €R

5. cos(x) + cos(y) = 2cos(ZY)cos(FE), Vr,y €R

6. cos(x) — cos(y) = —2sen(5¥)sen(54), Va,y €R

Definicién 7.3. Se llama ecuacion trigonométrica a una expresion que involucra fun-
ciones trigonométricas que es vdlida para algunos elementos del dominio de las funciones

mvolucradas.

Ejemplo 7.4. Encuentre todas las soluciones de la ecuacion trigonométrica cos(r) = —

oS
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Solucién: Sabemos que el coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante. Ademas

— 3T v 4T — 5T gon soluciones de la ecuacién cos(z) = — Y2,
1 1 1 2

us

4

us

_ V2 —
) =% luegox =7 —7

cos(

Ademas el periodo de coseno es 27 luego la solucién general es

i)377T+2k:7r conk € Z
S =
Eﬂf+2/’<:7r conk € Z

Ejemplo 7.5. Encuentre todas las soluciones de la ecuacion trigonométrica

4sen?(x) — 8sen(z) +3 = 0.

Solucién: Es una ecuacién de segundo grado que se factoriza como (2sen(z)—3)(2sen(z)—

1) = 0. Luego sen(z) = 2 V sen(z) = 1. La primera ecuacién no tiene solucién pues

|sen(z)| < 1. Sabemos que el seno es positivo en el primer y segundo cuadrante. Ademads

sen(%) = 3, luego © = 7 — £ = 2 es también solucién de la ecuacion sen(z) = 3. Como el

perfodo de seno es 27 luego la solucién general de la ecuacion 4sen?(x) —8sen(z) +3 = 0. es
¢ t+2km  conk € Z
M 4+2kr conk € Z

Ejercicio 7.7. Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones trigonométricas:
1. sen(x) = cos(x)
2. 2sen(x)cos?(x) = —Lcos(x)

3. 3cos*(x) — cos(2z) = 1

Sea A, B, C triangulo rectangulo en B, de lados a, b, ¢ y angulos «, (3, . Traslade y rote si
es necesario hasta tener el tridngulo dado con el vértice A coincidente con el origen O = (0, 0)
y lado ¢ coincidente con eje X. En A trace una circunferencia unitaria que corta al lado b en
el punto T, que serd igual a P, donde el angulo o mide x radianes. POr P, trace una paralela
al eje Y que crta al eje X en el punto M. El triangulo A, M, P, es semejante al triangulo

P.M _ BC o PuM _ BC 1 _ BC
A, B,C. Luego Z55- = 5, es decir, =5= = 7%, o bien P,M = Z&. Por lo tanto,

~_ BC  cateto opuesto al angulo «
- AC  hipotenusa del trigngulo A, B, C

sen(x) = sen(«)
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De igual manera se prueba que

_AB  cateto adyacente al angulo «
~ AC  hipotenusa del tridngulo A, B, C

cos(x) = cos(a)

Teorema 7.1. Teorema del seno: Sea A, B, C tridangulo cualesquiera, de lados a,b, c y dngu-

los a, 3,7, entonces
sen(a)  sen(B)  sen(y)

a b c

Demostracion: Trace la altura h. desde el vértice C' hasta el lado ¢ del tridngulo, que
corta al lado ¢ en M. Se forman dos tridngulos rectangulos AMC y BMC. Se tiene que
sen(a) = e luego h. = bsen(a). Por otro lado sen(3) = %=, luego h. = asen(f). Por lo
tanto bsen(a) = asen(f). Asi %(O‘) = ﬂb(ﬁ) (1)

En forma similar usando la altura h, se demuestra que %fﬁ) = ) - (9)

C

Usando (1)y (2) se tiene el Teorema del seno.

Teorema 7.2. Teorema del coseno o teorema de Pitagoras generalizado: Sea A, B, C' tridangu-

lo cualesquiera, de lados a, b, c y dngulos «, 3,7, entonces
a®> = b* + ¢ — 2be cos(a)

b’ = a® + & — 2ac cos(B)

¢ = a* + b* — 2ab cos(y)

Demostracion: Sea A, B,C' triangulo cualesquiera de lados a,b,c y angulos «, 3, 7.
Traslade y rote si es necesario hasta tener el triangulo dado con el vértice A coincidente con
el origen O = (0,0) y lado ¢ coincidente con eje X. Luego B = (¢, 0). Trace la altura h, desde
el vértice C hasta el lado ¢ del tridngulo, que corta al lado ¢ en M. Luego cos(a) = ATM
y sen(a) = . Entonces C' = (bcos(a), bsen(w)). Por lo tanto a = distancia entre C'y
B = \/(c — bcos())? + (bsen())2. Luego a® = (c—bcos(a))?+ (bsen(a))? = 2 —2bccos(a)+

b?cos?(a) + b?sen?(a) = ¢ + b* — 2bccos(ar). Luego

a? = b* 4 ¢ — 2bc cos(a)
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Ahora si se traslada y rota si es necesario hasta tener el tridngulo dado con el vértice B

coincidente con el origen O = (0,0) y lado a coincidente con eje X. Luego C' = (a,0). Se usa

que b = distancia entre A y C' y se demuestra que

b = a® + ¢ — 2ac cos(B)

Finalmente si se traslada y rota si es necesario hasta tener el triangulo dado con el vértice

C' coincidente con el origen O = (0,0) y lado b coincidente con eje X. Luego A = (b,0). Se

usa que ¢ = distancia entre B y A y se demuestra que

c? = a* + b* — 2ab cos(y)

Observacién 7.3. Hay dos formas de medir un dngulo: radianes y grados y su relacion es:

™ .
1° = — radianes

180
180\°

1 radidn = <—)
T

radianes mide también 45° o si un angulo mide

™ s
6

Asf por ejemplo si un dngulo mide 7§
radianes mide también 30° o si un dngulo mide 15° mide también {5 radianes.

Ejemplo 7.6. Dados f = 30°,b = 6,y = 15° construya el tridngulo, si es posible, es decir
determine los datos faltantes del tridangulo.

Solucion: Se tiene de inmediato que o = 180° — 30° — 15° = 135°.
se”(6300) = 2215°) De donde ¢ = 6222%33

C

Usando el teorema del seno tenemos:
Pero sen(30°) = 1 y sen(15°) = sen(45° — 30°) = sen(45°)cos(30°) — cos(45°)sen(30°)

V6 _ V2
=P =% Luego, ¢ = 61 = 65(v6 — v2) = 3(v6 - v2).
Finalmente, Se"(ﬁ?’oo) — 205 [uego a = 68:$€330500)). Pero sen(135°) = sen(90° + 45%) =

= 6v/2.

Ejemplo 7.7. Dados v = 60°,0 = 0,c = 5 construya el triangulo, si es posible, es decir

2

V2V3 V21
2 2 2

M‘H|N‘§I o

cos(45°) = ¥2. Luego a = 6

determine los datos faltantes del triangulo.
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Solucién: Usando el teorema del seno tenemos: ser;(ﬁ ) sen(60°)

= ~—=—. Luego, sen(B) =

9% = %@ = 1% 3=0,9v/3~0,9-1,71 = 1,539. Pero sabemos que |sen(3)] <1 Vf.

Luego sen(f) = 1,539 es imposible y por lo tanto este tridngulo no se puede construir.
Ejercicio 7.8. Construya, si es posible, el triangulo dado.

1. a=60° B =15% c=30.

2. a=T5% ~v=45° b=28.

3. vy =40° b=9, c= 4.
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8. Polinomios

Definicién 8.1. Una expresion de la forma Y a;x" = ag + ez + - - - + a,2", donde n es
un entero no negativo y ag, ay, ..., a, son elementos en R, la llamaremos un polinomio con

coeficientes en R, en la indeterminada x.

Denotaremos por R|z] al conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes en
R, y utilizaremos los simbolos f(x),g(z),p(x), q(z), P(x),Q(X), ...,etc., para denotar los

elementos de R|x].

Definicién 8.2. Sean p(x) =Y " a;z’ y q(x) = > " bz’ elementos en Rlx]. Diremos que
p(z) = q(x), si y sdlo sin=m ya; =b; para todo i > 0.

En el conjunto Rlx] se definen las siquientes operaciones que originan dos nuevos poli-
NnomLoS: .

(p+q)(z) = Z(ai +b;)2’ + by 4 by si < m.
i=0

k
(pq)(x) = co+ 17 + o2 + -+ Crpma™ ™™, donde ¢, = Z a;bp_;.
=0

Comentario. Notar que algebraicamente se tiene que (p + q)(z) = p(z) + ¢(z) y que

(pg)(z) = p(x)q(z).

El polinomios cero o polinomio nulo es aquel cuyos coeficientes son, todos ellos, cero.

Definicién 8.3. Si p(z) = >, a;x" es un polinomio en Rlz] y a, # 0. Entonces a, se
llama coeficiente supremo o principal de p(z) y se llama el grado de p(x) al nimero
n. En otras palabras, grado de p(x) = n < n es el mayor entero no negativo tal que
a, # 0. Denotaremos n = gr(p) o n = gr(p(x)). Si el coeficiente supremo es 1 se dice que el

polinomio es monico. No definiremos el grado del polinomio cero.

Podemos observar que para un polinomio f(z) en R[z], se tiene la equivalencia: f(z) #

0« gr(f(z)) = 0.

Lema 8.1. Si f(z), g(z) son elementos distintos de cero en R[z], entonces
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i) gr(f +g) < maz{gr(f),gr(g)}
i) gr(f(x)g(w)) = gr(f(z)) + gr(g(x)).

Demostracién Parte i) de ejercicio. Probemos parte ii) Sean f(x) = ag+a1z+- - -+ a,x"
y g(x) = by + bix + -+ - + bpx™ en R[z| con a, # 0y b,, # 0. De la definicién de producto
obtenemos que f(z)g(z) = co+ 1z + -+ + Cpimx™™ donde ¢,y = ab,, # 0. Por lo tanto

gr(f(x)g(x)) = n+m = gr(f(z)) + gr(g(z)).

Teorema 8.1. (Algoritmo de Euclides o Algoritmo de la Divisién) Dados dos poli-
nomios h(x) y p(x) en Rlz] con p(x) # 0, entonces existen unicos polinomios q(x) y r(x) en
R[x] tales que h(z) = p(x)q(x) + r(z) donde r(x) =0 o gr(r) < gr(h). El polinomio r(x) se

llama resto y q(x) cuociente de la division de h(x) por p(x).

Ejercicio 8.1. Encuentre el cuociente y el resto de dividir: a) f(z) = 3x3 — 2% —2x+6 por

g(x)=2>+2.0) f(z)=2a3—1ix*+ 6i por x* + 2.

Nota: Si el divisor g(x) es de la forma x — ¢ (de grado uno) la divisién se hace con un
método conocido como Método de Ruffini: Se escriben los coeficientes de f(z) en orden

decreciente llenando con 0 si no aparece z¢. Por ejemplo divida z* + 323 — 222 + 3 por o + 2.

Sol:
1 3 -2 0 3

-2 -2 -2 8 —16
1 1 —4 8 —13= resto

Luego r(z) = —13 y q(z) = 8 — 4z + 2% + 3.
Definicién 8.4. Sea f(z) un polinomio de grado > 1 con coeficientes en R y a un nimero

tal que f(a) =0, entonces se dice que a es una raiz de f(x).

Definicién 8.5. Sean f(z), g(x) en R[z| con f(z)g(x) # 0. Diremos que g(z) divide a o

es un divisor de f(x) (se denota g(x) | f(x)), si existe un polinomio h(x) € R[z] tal que

f(x) = g(x)h(z).
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Proposicién 8.1. Sea f(x) un polinomio de grado > 1 con coeficientes en R y o € R.
Entonces « es una raiz de f(x) siy sdlo si existe un polinomio q(x) en R[z| tal que f(x) =

(x — a)q(z), es decir, f(x) |(x —a)

Demostracién: Por el algoritmo de Euclides, sabemos que existen polinomios ¢(x) y r(x)
tales que f(z) = (x — a)q(x) + r(x) donde r(z) =00 gr(r) < gr(r —a) = 1. Asi r(z) =0
o gr(r) =0, lo cual implica que r(x) = ag € R. Dado que « es una raiz de f(x), obtenemos
que 0 = f(a) = (@ — a)q(a) + r(a) = r(a). Por lo tanto ag = 0y f(z) = (x — a)q(x).
Reciprocamente, tenemos que f(a) = (o — a)g(a) = 0 - g(a) = 0. Por lo tanto « es raiz de

f(z).

Ejercicio 8.2. Sabiendo que —1 y & son raices de f(x) = 32* —102* — 32?48z — 2 encuentre

las otras dos raices.

Definicién: Diremos que una raiz a € R de un polinomio no constante f(z) € Rlz],
tiene mutiplicidad m > 1, si existe un polinomio ¢(z) € R[z] tal que f(z) = (z — a)™q(x)

con q(a) # 0.

Ejemplo 8.1. Determine el valor de k para que el polinomio p(z) = 2° — ka? + 48z — 36 €

R[z], tenga una raiz real de multiplicidad 2.

Solucién: Si a es rafz de multiplicidad 2, entonces p(z) = (x — a)?q(z) con g(a) # 0. Al
dividir p(z) por (z — a)? = 2* + 2az + a* da un cuociente ¢(z) = = — (k + 2a) y un resto
r(z) = (2ak + 3a® + 48)x + (ka® + 2a® — 36). Luego r(z) = 0 si y solo si 2ak + 3a® + 48 = 0
y ka? + 2a® — 36 = 0. Resolviendo el sistema queda k = W' Notemos que a # 0,
pues si fuera cero, entonces 0 = p(0) = —36. Lo que es una contradiccién. Ademés ¢(a) =

a—(2420)=—a—2=_-242 £ dado que a® + 12 > 0.

a
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9. Limites y Continuidad

9.1. Definicion y propiedades basicas

Nocién intuitiva de limite

» Sean: f(r): A—R,a€Ry L eR. Laidea es que

lim f(z) = L < f(x) se aproxima a L

rT—a

cuando x se aproxima a a

= Si X C Rya € R, diremos que a es punto de acumulacion de X si a cualquier

distancia de a hay al menos un punto p € X, p # a, mas cercano.

Ejemplo: 1 es punto de acumulacién de [1, 4]
1 es punto de acumulacién de |1,4]
1 NO es punto de acumulacién de |3, 4|

1 NO es punto de acumulacion de Z

Definicién 9.1. Sea f : A — B wuna funcion real de variable real, sea L € R un
numero, y sea a un punto de acumulacion de A. Se dice que “L es el limite de f

cuando x tiende a a”, denotado lim f(z) = L, exactamente cuando se cumple:
r—a

Ve > 036 > 0Vz € dom(f) [0<|z—al<d=|f(z)—L|<¢

En palabras, lim f(x) = L exactamente cuando para todo € positivo ezistird un o6
T—a

positivo tal que cada x que cumpla 0 < |x — a| < § cumplird |f(x) — L| <.

La idea es que el LIMITE es, si existe, el namero al que los resultados de la funcion
se aproximan cuando la funcién se evalua en valores de x que aproximan, pero son

distintos, de a.
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Ejemplo 9.1. Verifiguemos que glclgi Vo =2.

Sea € > 0 arbitrario (es cualquiera, mientras sea positivo); busco un § (que dependerd de
€) que cumpla Vo € dom(f) [0<|z—a|<d=|f(z)—L| <€ con f=+z,a=4y
L =2. Pero |f(x) — L| < € quedaria en este caso: |\/x —2| < e. Multiplicando a ambos
lados por |\/x + 2|, se obtiene |z — 4| < |/x +2|e, ya que (x —4) = (\/r —2)(Vx +2).
Buscamos § que dependa de €, de la funcion y de 4, que cuando 0 < |z — 4| < 0 haga
verdad que |\/x—2| < €, pero § NO debe depender de x, asi que artificialmente, pero con
sentido, requerimos |xt—4| < 1 de modo que —1 < x—4 < 1, y por tanto 3 < x < 5. Pero
entonces con esa restriccion tenemos /3 < \/x, de donde \/3+2 < /T +2 = |\/T+2|.
Luego, |v —2| < 1= (V3 +2)e < |v/x + e, asi que pedimos que & sea el menor valor

entre 1 y (v/3 + 2)e para lograr que todo se cumpla para los mismos valores de x:
Vo € dom(f) 0<|:£—4|<5:>(|:E—4|<(\/§—|—2)6/\|x—4|<1)]

Vo € dom(f) -0<|$—4|<5:> <|l’—4|<(\/§+2)€/\(\/§+2)6<|\/E+1|6):|

Vo € dom(f) _0< lr —4| <= (|:B—4| < |\/E+2|e)]

Vo € dom(f) [0<|z—4<d=|Vr—2]<¢

Hemos probado que dado € > 0 ezistird 6 > 0 tal que para todo x € dom(f) se cumple

[0<|z—4| <d=|Vx—2| <, es decir, probamos que
lim /2 = 2
r—4

Ejemplo 9.2. Lo que sigue NO ES UN METODO PARA CALCULAR LIMITES, es sélo

para ilustrar:

. , X — _
1. Para “aproximar” lqu Y calculamos f(x) = ;’2_11 para valores de x cercanos a 1.
z—1 14 —
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r<l1 f(x) x>1 f(x)
0,5 0,666667 01,5 | 0,400000
0,9 0,526316 1,1 0,476190
0,99 | 0,502513 1,01 | 0,497512

0,999 | 0,500250 1,001 | 0,499750

0,9999 | 0,500025 1,0001 | 0,499975

r—1 1

3. La idea serd que glﬂl_)II{ 215

4. Note que no importa si existe o no, ni cuanto vale, f(1).

2

—4
5. Sean f(x) = 3; —5 ¥ g(z) = x+2. Sabemos que dom(f) = R\ {2} y que dom(g) = R.
y=f(x) y=g(x)
2 2

6. Note que f(x) = g(x) para todo x # 2.

7. Nada impide a g(x) acercarse a g(2) cuando x se acerca a 2. Pero aunque f(2) no existe,
2 es punto de acumulacion de dom(f), es decir, f(x) existe para valores cercanos pero

distintos de 2.

8. Como f(x) = g(x) salvo en 2, cuando = se aproxima a 2 es claro que f(x) se

aproxima a §(2), es decir, a 4.

9. FEs decir,

=4 ydepaso limzr+2=4
z—2

Si las funciones se complican, es mejor utilizar limites ya calculados para calcular los

limites de funciones que se construyen respecto de ellas:
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Proposicion 9.1. Sean f y g dos funciones tales que a € R es punto de acumulacion de

la interseccion de sus dominios, y sea ¢ € R un nuimero fijo. Supongamos que li_r)n f(x) y
x a

lim g(x) existen. Entonces:
Tr—a

1.

lmz =a
r—a

Si ¢ € R es una constante, entonces lim ¢ = ¢
Tr—a

Iim (f(z) £ g(x)) = (Um f(z)) £ (lim g(z)) (limite de suma o resta es suma o resta
Tr—a T—a

T—a

de los limites)

. im (cf(z)) = ¢(lUm f(x)) (constantes salen fuera del limite)
T—a

r—a

lim (f(z)g(z)) = (lUm f(z))(lim g(z)) (limite de un producto es producto de los limi-
T—a T—a

r—a

tes)

rT—ra

lim == st lim g(x) # 0 (limite de un cociente es cociente de los limites,
T—a g(x) lim g(x) T—a
T—a

cuando no divido por cero)

Si f # 0 en un intervalo en torno a a y n € Z, entonces

lim (f(2))" = (lim (f(2))"

Tr—a r—ra

(limite de potencia es potencia del limite)

St f >0 en un intervalo en torno a a yn € N, entonces
iy V70 = /1 70

(limite de una raiz es raiz del limite)

Si existe M > 0 tal que |f(x)| < M para todo = en un intervalo en torno a a (es decir,

f es acotada en los alrededores de a), y lim g(x) = 0, entonces
r—a

lim f(z)g(z) =0

Tr—a

(Nula por Acotada)
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10. (Teorema del Sandwich) Si en un intervalo abierto I que contiene a x = a se cumple
f(z) < g(x) < h(x) para todo x € 1, salvo tal vez en el mismo a, y se tiene lim f(z) =
Tr—a

L = lim h(x), entonces lim g(z) = L
T—a Tr—a

11. Silim f(z)=0by lin})g(:v) = L y, o bien en un intervalo abierto I que contenga a a se
r—a Tr—r

cumple Vx € I(x # a — f(x) #b), o bien g(b) = L, entonces

lim(go f)(z) = L

r—a

(limite de una composicion de funciones)

sen(x) _q

12. Limite dtil: lim
z—0 x

Ejemplo 9.3. 1. lim 522 — 2z +4 = 5(1lim«)” — 2(lim z) + 1fim 4 = 5(3)2 —2(3) + 4 = 43
z—3 z—3 z—3

z—3

3 3 2
R e xlir%x +22°—1
2. lim = ” ( denominador no da cem)
e»-2 5 —3w hm2 5— 3z
T——

(Mmo)"+2Mm —lm 1 (s g gn g

T x——2 T——2 -2 _
lfm 5 —3 lim 5—3(—2) 11
T——2 T——2
3.
If vl ( cociente de timi li d jonal ) =
xl_)Il’% 2 T2 cociente de limites no aplica, queda 0/0 .. Racionalizamos | =
, (x+1)(x—1)
=1 no importa en
o (:L’+2)(x—1)( port en 1
I r+1 2
= 11m = —
z—=1qx + 2 3
4.
., r—4
9101511 9 ( cociente de limites no aplica, queda 0/0 .. Racionalizamos ) =
—4 2 —4 2
g S VER2 g e Ve r2)
z—4 x—2\/f—|—2 T—4 r—4
=limyz+2=4
z—4
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5. limzsen(z) =0 ya que —1 < sen(zx) < 1 para todo x, y entonces —x < rsen(z) <z y

z—0

como lim z = lim —x = 0, se obtiene, por Teorema del Sandwich, que lim x sen(z) = 0.
z—0 z—0 z—0

, 2?2 -1 x5 — 23 + 8y/x + 456 .

9131_>Ir{ {m cos (32$6 Rt 15 1)} =0, ya que aplicando Nula por Acota-
21 0

da queda lfim m =5 = 0 y |cos(a)| <1 para cualquier « € R

h’rr% V3r+5 = /1fI%(3$ +5) =+v3-245 = V11 por composicion de funciones. Ve-
z— z—

rifique los detalles.

2 _ 12
Ejercicio 9.1. 1. Calcule lim rortle
rz——3 x+3
2_r—12
2. Calcule lim rore e
rz——3 x4+ 3
2
— —2
3. Calcule lim M
x—0 x

9.2.

Calcule 1im ——

s
:(:—)93—\/5

Grafique la funcion

y luego calcule el limite h’rr% g(x)
Tr—r

Continuidad

Una funcién es continua en x = a si a € dom(f) y lim = f(a), o bien si a no es punto

rT—a

de acumulacién de dom(f) pero pertenece a él.

Una funcién es continua en un conjunto si es continua en cada uno de los elementos del

conjunto.

Lema 9.1. 1. Las siguientes funciones son continuas en todo su dominio: constantes,

afines, polinomios, raices, fracciones racionales (cociente de polinomios), seno, coseno,

tangente, cotangente, secante y cosecante.
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2. La suma, producto, cociente (sin dividir por cero) y potencia de funciones continuas

resulta en funcion continua.

3. La composicin de funciones continuas es continua.

sen(z? + 1)

Vo +4

de funciones continuas, que a su vez lo son por ser composicion de funciones continuas.

Ejercicio 9.2. La funcion f(x) = es continua en su dominio, ya que es cociente

Note que como es facil calcular limite de una funcion en los puntos en que es continua
(basta evaluar la funcién), el calculo de limites que interesa es cuando no puedo asegurar de
modo simple la continuidad de la funcién en el punto, por ejemplo, cuando no puedo aplicar
el lema anterior.

No pierda de vista que el limite puede existir aunque la funcién no sea continua en el

punto. Al revés es cierto: el limite debe existir donde sea continua la funcién.

9.3. Limites laterales

Un caso habitual donde la continuidad de la funcion no se obtiene mediante el lema previo
es para funciones definidas por casos, es decir, la regla de asignacion cambia de formato
en distintos subconjuntos del dominio. Si tales subconjuntos son intervalos contiguos, el

concepto de limites laterales es particularmente ttil.

Definicién 9.2 (Limites Laterales). Sean f: A — B una funcion, a punto de acumulacion

de A, y L € R. Definimos:

s L es el limite por derecha de f cuando x tiende a a y se denota L = lim+ f(x),
Tr—a

cuando se cumple
Ve > 036 > 0Vz € dom(f): (a <z <a+6=|f(z)—L|<e)

(es decir, x tiende a a pero con x > a)
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» L es el limite por izquierda de f cuando x tiende a a y se denota L = lim f(z),
r—a—

cuando se cumple
Ve > 036 > 0Vz € dom(f): (a—d <z <a=|f(z)—L| <e)

(es decir, x tiende a a pero con x < a)

Proposicion 9.2. Sean f : A — B una funcion, a punto de acumulacion de A, y L € R.

Entonces

lim f(x) existe y es L <= los limites laterales existen y ambos son L
r—a

La propiedad se abrevia por lim f(z) = L <= lim f(z) =L = lim f(x)

r—a T—a~ z—a™t

2c+1 stz <1
Ejemplo 9.4. Sea f: R — R dada por f(z) =

7T—x stx>1
Entonces

lim f(z) = lim 2z +1 =3
T—1— T—1—
(f es 2z + 1 a izquierda de 1)

lim f(z) = lim 7—z =6
z—1t xz—1+
(f es7—a a derecha de 1)

Como los limites laterales no coinciden, entonces h’ni f(z) no existe y por lo tanto f no
Tr—r
es continua en 1. Ver Figura 10

4—22 six<3
Ejercicio 9.3. Sea g : R — R dada por g(z) =

7T—x st >3

Determine si existe lirré g(z) y si g es 0 no continua en 3.
T—r
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2x+1

\/

Figura 10: Gréfica figura

9.4. Limites y el infinito

Definicién 9.3. Sea f funcién con [p,o0) C dom(f) para algmH p € R. Se define el limite

de f cuando z tiende a oo, denotado lim por:
T—00

L= lim f(z) << Ve >03K > 0Vz € dom(f) (K <z — |f(z) — L| <e)

T—00

La idea es que f se acerca a L cuando x crece ilimitadamente.

4 y=f(x)

el |

-
I
|

K

¢
x

Las reglas de limite de suma, producto y las demas siguen siendo validas:

1

Ejemplo 9.5. 1. lim — =0
T—0 U
1
2 lifﬂ_ ) =0
T—00 T
3. lim —=0,p>0
T—00 I

2Es decir, de un punto en adelante el dominio se extiende sin interrupciones y sin verse acotado
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A3 45+ 20+ 1 L 4+54+ 241y
4. lim = lim ==
z—oo  Tx3 — 422+ 5 r—oo T — 24 7

divido numerador y denominador por x3

Para limites cuando la variable tiende a —oo todo es analogo; determine de qué modo

cambia la respectiva definicién (es un tema de desigualdades).

Definicién 9.4. Sean f: A — R una funcion y a un punto de acumulacion de A. Se define

el limite de f cuando x tiende a a es 0o, denotado lim f(x) = oo por:
T—ra

lim f(z) =00 < VK > 03§ > 0Vz € dom(f) (0 < |z —a| <d= K < f(z))

r—a

a=y a aty

Gréfica de ejemplo.

La definicién puede modificarse para trabajar con limites laterales y con limites cuando

la variable tiende a co 0 —o0

1
Ejemplo 9.6. 1. lim —— = oo: Sea K > 0. Entonces analizando K <
r—2 (,j(: — 2)2

1
obtenemos 0 < (x —2)? < % (que sea mayor que cero es debido a que x # 2 ya que

1
no dividimnos por cero). Luego sea § = ——=: cuando 0 < |x — 2| < 0, tendremos

VK

1
0<|z—2|<— yporlotanto x #2 y K <

1
IR w-2p

lim — = ¢
o2 (1 — 2)2
1 1
2. lim — =00, lim —=-00
z—0T X z—0— X
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1 1
3. I = b
xi)rir’)l+ r—3 o xigl* x—3

= —00

Proposicién 9.3. Si f(z) < g(x) en algin intervalo abierto que contiene a a, y lim f(z) =
Tr—a

o0, entonces lim g(z) = oo
Tr—a

La propiedad puede adaptarse al caso en que f tiende a —oo, y al caso en que en vez de

hacia a, x tiende a +00, 0 a una combinaciéon de esos casos.

Proposicién 9.4. Si lim f(x) = oo y g es acotada y positiva en un entorno de a (en
r—a

particular si lim g(x) existe y es positivo), entonces lim f(x)g(x) = oo
Tr—a Tr—a

La propiedad puede adaptarse al caso en que f tiende a —o0, al caso en que g es negativo,

y al caso en que en vez de hacia a, x tiende a +00, 0 a una combinacién de esos casos.

Ejercicio 9.4. Justifique los siguientes limites:

o3+
1. lim = 0
x—>1+$2—1
24 4
2 hm4x+x 3x+ =8
r—2~ s —8

3. lim 2® =322 4+4x+5 =0

T—00

4. lim 2° —32° +42+5= -0

T——00

5. lm 2 =723+ 22+ 42 +5 =0

T—r00

6. lim z' =72 + 22 +40+5 =00

T——00

7. lim —223% — 322 + 42+ 5 = —00

T—00

8 lm —22°—322+42+5=00

T—r—00

9. lim =3z — 72 + 2> + 404+ 5 = —o0

T—00

10. lim —3z' =73+ 22+ 4r+5=—-

T——00
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9.5. Continuidad en intervalos cerrados

Teorema 9.1. Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces:

1. Ezisten p y q en |a,b] tales que Yz € [a,b] (f(q) < fx) < f(p)), es decir, f tiene

mazximo y minimo en [a,b]. En particular la funcion f es acotada en [a,b]

2. 51 f(a) y f(b) tienen signos distintos, entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que

f(c)=0.

3. Si f(z) > 0 para un z € [a,b], existe un intervalo abierto I C |a,b] con que contiene a

z tal que f es positiva en cada punto de I.

4. (Teorema del Valor Intermedio, TVI) Para todos x ey en [a,b], si f(z) < f(y) en-
tonces para todo k tal que f(x) < k < f(y) existe z € [a,b] tal que k = f(z) y 2
estd estrictamente entre x e y. Ello quiere decir que la grifica de f sobre [a,b] no tiene

cortes

3 — 22 +4 corta al eje X en al menos un punto entre —2

Ejercicio 9.5. La funcion f(x) =z
y 2, ya que es continua en su dominio, en particular es continua en [—2,2] y f(—2) = —8

y f(2) =8, asi que por los teoremas anteriores debe haber un punto ¢ entre —2 y 2 donde

f(e)=0.

67



	Introducción
	Nociones básicas de Conjuntos, lenguaje matemático y Lógica
	Conjuntos
	Nociones básicas de lenguaje matemático y Lógica
	Cuantificadores

	Números reales
	Estructura algebraica
	Orden en los reales
	Raíces cuadradas.
	Valor Absoluto.

	Funciones
	Nociones básicas de funciones
	Álgebra de funciones
	Composición de funciones
	Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad
	Gráfica de algunas funciones básicas.
	Producto cartesiano, plano cartesiano y gráfica.
	Función lineal
	Función cuadrática
	Función valor absoluto
	Función raíz cuadrada
	Función recípoca

	Modificaciones a la gráfica de funciones básicas

	Desigualdades e inecuaciones
	Inducción, sumatorias y Teorema del Binomio
	Inducción Matemática
	Sumatorias
	Factoriales y Binomio de Newton

	Funciones Trigonometricas
	Polinomios
	Límites y Continuidad
	Definición y propiedades básicas
	Continuidad
	Límites laterales
	Límites y el infinito
	Continuidad en intervalos cerrados


