Fracciones Racionales

1. Introduccion.

El conjunto R[X] de los polinomios con coeficientes reales, provisto de la adicién y
multiplicacion que ya conocemos, es un anillo conmutativo con elemento unidad. Es
decir, ambas operaciones son conmutativas, asociativas y poseen elemento neutro: el
cero y el uno, respectivamente. En la adicién , cada elemento tiene un opuesto aditivo,
lo que significa que para cada p € R[X], existe ¢ € R[X]| tal que p+q=0 (i.e.q =
—p). Por ltimo, la multiplicacién es distributiva respecto de la adicién.

Todas estas propiedades son las mismas que ocurren en el caso del conjunto de los
nameros enteros Z, con sus respectivas adiciéon y multiplicacion. En el caso de Z,
la ausencia de inversos multiplicativos se resuelve con la construccion de los niimeros
racionales @Q, que contiene los elementos de la forma ¢, con a,b € Z, b # 0 y
consideramos 7Z C Q. Esto hace de Q un cuerpo conmutativo, es decir, un anillo
conmutativo donde todo elemento distinto de cero es invertible para la multiplicacién.

Para el caso de R[X] se procede de un modo similar. Si p,q € R[X], ¢ # 0, se llama
una fraccién racional a un elemento de la forma g. Es importante considerar la

siguiente definicién de igualdad entre fracciones racionales, tal como en el caso en Q :

p 7
aZE@pq’qu’, p,p,q,¢ €RX], ¢#0, ¢ #0.

El conjunto de todas las fracciones racionales se designard en este caso por R(X) y
se considerard R[X]| C R(X).

En R(X) se define una adicién y una multiplicacién de la misma forma como se
han definido esas mismas operaciones en Q y las propiedades de estas operaciones
coinciden con lo ya dicho para Q. Es decir, R(X) resulta ser un cuerpo conmutativo.

Ejemplos de fracciones racionales son:

3r3 —2x+1 1 r—1
— 1 T 53 % 52° — 2z +3, 1003
e +1 r 2z -3
En lo que sigue, nos preocuparemos solo de un aspecto referente a fracciones raciona-
les: su descomposicion. Esto es, dada una fraccion racional, se quiere encontrar una



descomposicion de ella como suma de fracciones racionales mas simples, en algin senti-
do. Ello, porque estas descomposiciones facilitan algunos aspectos del Calculo Integral,
como cuando se requiere la integracion de funciones reales provenientes de funciones
racionales, por ejemplo.

. Descomposicion de Fracciones Racionales.

Consideremos § € R(X). Si grp > grq, sabemos que existen unicos d,r € R[X]
tales que
p=dq+r, con r=0 6 grr<grq

De donde

r
P_da+Z, grr<grq (1)
q q

Es decir, se puede descomponer una fraccién racional en la suma de un polinomio (su
"parte entera”) y una fraccién en que el grado de su numerador es inferior al grado del
denominador. En lo sucesivo nos preocuparemos de fracciones con esta ultima condi-
cién.

Sea L€ R(X), con grp<grg. Supongamos, ademds, que ¢ =gi g2, con qi y

@2 relativamente primos.

Por lo tanto existen hy, hy € R[X] tales que
I = qhi+ @h

p = pqihi + pgahs

P _— _»P
q

— pha  phe
q1-92 q2 + q1

Nos interesa encontrar una descomposicion tal que para cada sumando tenga un nu-
merador de grado inferior a su denominador.



Dividiendo ph; por q» y phs por ¢i se obtiene
phy = qdo+1y, con 19=0 0 grrs < grqs
pho = qdiy+7ry, con r1=0 o grry <grq
Entonces
p = qlqds+7r2)+ q(qdi +11)
P = qqdy + qre + @qidi + gary

p = q(dy+ds) + qira + gory

Como gr(qir2) < grq y gr(geri) < grq, tendrfa que ser grp = gr(q(di + d»)).
Pero grp < grq, porlo que la ultima igualdad no puede ocurrir, salvo que d;+ds = 0.

De lo anterior,

P = @172+ @7

P _ p _ T2 11 ) .
q q1q2 q2+q1 con. grry < grgi

Por otra parte, supongamos que hemos encontrado dos descomposiciones

§:%+2—2:2—3+2—§ con grr; < grgq;, grr.<grg.
De aqui,
rno_Ti . Ty o
q1 q1 q2 q2
(ri—1r))q = (rh—r9)q

y como ¢y es primo con ¢, luego qo/(rh—ry). Pero gr(ry—ry) < grgqe, porlo que
debe ser ry —ry = 0. Del mismo modo r; = rj. Todo esto nos asegura la unicidad
de la descomposicién en estas condiciones.



En definitiva, hemos demostrado la siguiente:

Proposicién:

Si LEeR(X), grp<grq, ¢=aqg2 con qi y ¢o relativamente primos, entonces se

puede escribir, de una inica manera

P22 con grr<gra; (2)
q di q2
Corolario:

Usando la proposicion anterior reiterativamente, se obtiene

— P BBy 4B i< (3)
d192 - - - gk a1 q2 dx

siendo ¢; relativamente primo con g¢;, todo i # j.

Recordemos que los polinomios irreducibles en R[X] son sélo polinomios de grado 1
6 grado 2. Consideremos ahora fracciones racionales cuyo denominador son potencias
de dicho tipo de polinomios.

Sea ¢=(r—a)", a € R, pe R[X] con grp<n.

Dividiendo p por (z —a) setiene p =d(x —a)+ a;, con a; € R. Entonces

P _ d a
(z—a)® — (z—a)™1 + (w—iz)"'
Del mismo modo

d dl a9
(‘T_CL)n_l - (I—a)”—Q T (x_a)n—l’ gle <Tl—2, a2 eR

Se reitera el procedimiento hasta obtener

a a a,
P ___ % 4+ , a4 eR (4)

x—ar (x-ap  (x—ap! (x-a)




Consideremos ahora el caso ¢ = (az® + bz + ¢)", donde az? + bx + ¢ € R(X) es
irreducible.

Dividiendo p por axz?+ bx + ¢, resulta
p=d(az* +bx +c) + (az 4+ by), con ay, b €R

p o d a1r + b1
(az? +bx+c)*  (ax? +bx+c)"t  (az?+ br + c)"

. . . d . .
Se reitera el procedimiento, con @ TheraT Y asi sucesivamente, hasta que resulta
finalmente

P a;x + by asx + bo apx + b,
(ax2+bx+c)® (ax2+bx+c)® (ax?+bx+c)n?! (ax? + bx +¢)
()
Obs: Todo el tratamiento anterior se efectua del mismo modo para las fracciones racio-
nales C(X) de C[X]. Bastallegar ala descomposicion (4), pues los tinicos polinomios
irreducibles en C[X] son de grado 1.

3. Ejemplos.

;2 : 2x—3
a) Descomponer la fraccién racional =" € R(X).

Aqui 2?2 =32 +2=(z —2)(x — 1) es reducible. Por lo tanto

a(z—1)+b(z—2)

2z—3 _ a b _
+ z—1 — (z—2)(z—1)

(z—2)(z—1) —  z—2

(a+b)z—(a+2b)
(z—2)(z—1)

Comparando coeficientes: a + 2b =3, a + b = 2. También, si se quiere:

En todo caso, xf_x?;?er = mlTQ + %1



b) Descomponer m € R(X) (22 +x+1) esirreducible en R[X].

La forma de la descomposicion debera ser:

1 _ g+ bx+c 4 dx+e
z(z?+z+1)2 ~ = (z24z+1)2 z2+z+1

a(x?+z+1)2+a(bz+c)+(dz+te) (2 4x+1)x
z(z2+z+1)2

Entonces:

r=0=a=1

El coeficiente de z* en el numerador de la derecha es a + d y como debe ser
a+d=0, entonces d= —1.

El coeficiente de 23 es 2a+d+e=0=e=—1
r=—-1=a+b—c+d—e=1=b=c

4

Si 2€C estal que 22+ 2+1=0, entonces 2?b+ zc =1, de donde
2b+z2b=0>*+2)=1 = b-1)=1 = b=-1=c

Un procedimiento més natural consiste en ordenar el polinomio del numerador de
la derecha respecto a las potencias de = y luego comparar sus coeficientes con el
polinomio del numerador de la izquierda. Esto lleva a un sistema de ecuaciones,
que en este caso es de cinco incognitas y cinco ecuaciones. En todo caso

1 1 r+1 r+1
r(z24+r+1) = (24z+1)2 (224+x+1)
iii) Descomponer la fraccién racional % € R(X).

La descomposicién serd de la forma

% = (x_a1)3 + (x_b]_)Q + (xil)’ con a, b,C eR

a+b(z—1)+c(z—1)2
@1)?

Si ponemos y =x — 1, es decir, x =y + 1, resulta

202+ +1=2+ 1)+ (y+ 1) +1 =22 +4y+24+y+2=27+5y+4



Igualando los numeradores de la fraccién, se tiene

20 +5+4=a+by+ cy’,
de donde

y por lo tanto

202 + x4 1 4 5 2
= + +
(-1  (z—17° (@-12 (¢-1)
Lo anterior es equivalente a desarrollar el numerador de la derecha como polinomio
en x a igualar coeficientes con el numerador de la izquierda.




