PRUEBA II

MATEMATICAS IV (PRIMAVERA 2010)

1.- Considere las siguientes matrices

8§ -1 0 1
LR Y
1.1) Determine si son matrices diagonalizables o no. Justifique su respuesta

(2pts.)
1.2) Diagonalice la(s) matriz(ces) diagonalizable (4pts.)

Solucién de 1.1): El polinomio caracteristico de la matriz A es:
M 120 +35=(A=5) (A —T7),

por lo tanto, los valores propios de A son \; =5y Ay = 7 (ambos de multiplicidad
uno).
Ahora, calculamos el subespacio vectores propios asociado a A\; = 5. Para eso,

resolvemos el sistema
8 —1 u U
S ) ()

Es facil observar que el sistema es equivalente a la ecuacién:
u—v=20

y por lo tanto todo vector propio es de la forma

u_(uw)_, 1
v ) \ 3u ) 3
Entonces, el subespacio V), tiene dimensién uno (la dimensién coincide con la

multiplicidad).
Ahora, calculamos el subespacio vectores propios asociado a Ay = 7. Para eso,

resolvemos el sistema
8 —1 u U
)= ()

Es facil observar que el sistema es equivalente a la ecuacién:
u—v=0

y por lo tanto todo vector propio es de la forma

()-(2)-+(2)

Entonces, el subespacio V), tiene dimensién uno (la dimensién coincide con la
multiplicidad).
Por lo tanto, la matriz A es diagonalizable pues en ambos casos, la multiplicidad
de los valores propios coincide con 1z dimensién de sus subespacios asociados.
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El polinomio caracteristico de la matriz B es:
A2 +1=(\-1)2

por lo tanto, la matriz A tiene un tnico valor propio A; = 1 (de multiplicidad dos).
Ahora, calculamos el subespacio vectores propios asociado a Ay = 1. Para eso,

resolvemos el sistema
0 1 u) [ u
-1 2 v ] v )

Es facil observar que el sistema es equivalente a la ecuacién:
U=
y por lo tanto todo vector propio es de la forma
(v)=(0)=+(1)
v U 1

Entonces, el subespacio V), tiene dimensién uno (la dimensién es menor quela
multiplicidad). Por lo tanto, la matriz B no es diagonalizable.
Solucidén de 1.2): Sea P una matriz cuyas columnas son vectores propios de A:

-[31]

La inversa de P viene dada por

Ahora, notemos que
1 1 -1 8 —1 1 1 1 1 -1 5 7 5 0
1 _ _ _ = —
PAP = 2{—3 1}{3 4][31} 2{—3 1}{15 7} [O 7}

2.- Considere los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

(v)=15 3 100)
(v )=[5:](0)

2.1) Encuentre un conjunto de soluciones particulares para el primer sis-
tema.

2.2) Encuentre la solucién del primer sistema tal que z(0) = y(0) = 2.
2.3) Encuentre la solucidin de segundo sistema tal que z(0) = y(0) = 2.

Solucién de 2.1): Las soluciones particulares son

m@z(é)éty1Mﬂ:<i>w

Solucién de 2.2): Toda solucién es de la forma

(ot J=al(s ) wal)

Dada la condicion inicial, la solcion se encuentra resolviendo el sistema de ecua-

aly)re(1)=(3)



MATEMATICAS IV 3

y sera facil verificar que ¢; =0y ¢y = 2.
Por lo tanto, la solucién (considerando esas condiciones iniciales) es

(i )=(3)

Solucion de 2.3): Las soluciones particulares son

)= (1 )¢ v wi=( 070

Ahora, buscaremos cuales son las constantes a, b, ¢, d. Notemos que:
ron [ o+ bt ¢ [ a+b+0t t
uz(t) = ( c+dt )e - < c+d+dt )<
Por otro lado, notemos que:

0 -1 a+ bt t c+dt ¢
3“2(”{—1 2 ](c—i—dt)e<—a+20+{—b+2d}t)e

Por lo tanto, u5(t) = Bua(t) si y solo si a,b, ¢, d son soluciones del sistema:

a+b=c
b=d
c+d=—a+2c
d=-b+2d
Reescribimos el sistema:
a+b—c=0
b—d=0
a—c+d=0
b—d=0
Notemos que b = d y el sistema tiene infinitias soluciones, la cuales deben satis-
facer la restriccion:
a—c=b=d
Seab=d=1, como a—c=1 elejimos a =1y ¢ =2. Luego se tiene que toda
solucién del sistema es del tipo:

(5 )= (1) (20)

Dada la condicién inicial, evaluamos en ¢ = 0 y la solucién se encuentra re-
solviendo el sistema de ecuaciones

o(1)re(5)=(3)

y serd facil verificar que ¢; =2y co = 0.
3.- Considere la ecuacién diferencial de segundo orden:
2" + 22 + 22 =0.

3.1) Escriba la ecuacién como un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
(1 punto).

3.2) Encuentre la solucién del sistema tal que z(0) = y(0) = 1.

3.3) Calcule el limite (cuando ¢ — +00) de cualquier solucién del sistema.
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Solucion de 3.1): Hacemos los cambios d evariable x = 21 y 2’ = xs.

Notemos que:
x) _ T _ | 0 1 1
xh —2x1 — 279 -2 =2 T

Entonces, se obtiene el sistema

zp\ | 0 1 z
.’1,‘12 o -2 =2 xI2

Solucion de 3.2: Es facil concluir que el polinomio caracteristico es:

M +2X42=0.
Los valores propios son A\ = =144y Ao = —1 — 1.
Ahora, calculamos el subespacio vectores propios asociado a \; = —1+i.

Para eso, resolvemos el sistema

5 (V)= ()

Es fécil observar que el sistema es equivalente al sistema de ecuaciones:

v=(—1+1i)u
{ —2u—2v=(-1+1iw
Reescribimos:
(I—-du+v=0
{ —2u—(14+iv=0
Dado que (1 —)(1 +4) = 2, podemos concluir que la seugnda fila es
igual a la primera fila multiplicada por —(1 4 ¢). Por lo tanto, todo vector

propio es de la forma

(z):<—%ﬁww>:“(ﬁ4)

Ahora, calculamos el subespacio vectores propios asociado a A\; = —1 —1.

Para eso, resolvemos el sistema

Lg é](ﬁ):—a+o(z>

Es facil observar que el sistema es equivalente al sistema de ecuaciones:
v=—(141u
—2u—2v=—(1+1iw
Reescribimos:
—2u—(1-9v=0

Dado que (1 —¢)(1 4+ 4) = 2, podemos concluir que la seugnda fila es
igual a la primera fila multiplicada por —(1 — %). Por lo tanto, todo vector
propio es de la forma

(0)=(atan )= (4

Las soluciones particulares son:

( _11+¢ >et6“ - < (—138)((?0;5)8? E’ts)in(t)) >6t - ( —(cos(t) +(;?1818)+f f€?§22t> —sin(t)) )e

{ 1+idut+v=0

up(t) =
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uz(t) = ( —ll—i >€”t = ( (~1 f(;?((tc)os_(Z)Sfl g'ts)in(t)) )et = < ~(cos(?) +Cs?§8)_—zzs(lg§zzt) — sin(t)) >e

Notemos que
o u(t) Fus(t) cos(t) ot e = wlt) —us(t) sin(t) ot
() = 2 - < —[cos(t) + sin(t)] ) y () ( cos(t) — sin(t) >

24
Toda solucién se escribe como la combinacion lineal:

(220 ) = ( oty Camion )40 )~

Considerando las condiciones iniciales x1(0) = x2(0) = 1 se tiene

(28)-(4)wo(2)-(})

y es facil darse cuenta que ¢c; =1y ¢y = 2.
Solucion de 3.3) Notemos que —1 < sin(t) <1y eso implica
—e !t <sin(t)e”! < sin(t)e™?

t

Como lim e~ ' =0 entonces

t——+oo

lim sin(t)e_t =0.
t—4oc0

Del mismo modo se deduce

lim cos(t)e™" = 0.
t—+4oo

y podemos concluir que
lim @;(t)=0 i=1,2.

t——+oo

Como toda solucién del sistema es del tipo ¢1t; (t) + coti2(t), concluimos
que toda solucién converge a 0 cuando t — +o00.



