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MATEMATICA 11
SEGUNDO SEMESTRE 2010

1. DERIVADAS

Dados f: (a,b) CR = Ry ¢ € (a,b) se quiere la mejor aproximacién al grafico

de f en ¢ por una recta.

Para conocer dicha recta basta conocer su pendiente m. ya que tal recta contiene

al punto de tangencia (c, f(c)).

Para 0 # h pequeno se considera la recta que pasa por los puntos (c, f(c)) vy por

(¢c+ h, f(c+ h)). La pendiente de tal recta es

fle+h) = fle)
h

Mep =

La pendiente que se quiere m, se aproxima por las pendientes m, j cuando h — 0.
h) —
Asi, m, = lim fleth) = flo)
h—0 h

Definicién 1.1. La derivada de una funcién f es una funcion f' definida por
fl@+h)— f(z)
h

f'(x) = }llir% para todo x donde exista este limite.

Observacién 1.1. Note que si f no estd definida a un lado del punto x, en la

definicion de derivada es valido considerar el limite lateral que esté bien definido.

Observacién 1.2. Forma alternativa de la derivada (cambio de varaible): Sea y =
fla+h) - f(x) Entonces, f'(x) = lim fly) = /(@) f(x)
h y—r Y —

i . V4
Se dice que f es derivable en ¢ o diferenciable en c si existe f'(c).

Proposicién 1.1. Sea f: (a,b) = R, ¢ € (a,b). Si f es diferenciable en ¢ entonces

f es continua en c.

Demostracién: Como f es diferenciable en ¢, existe f’(c) y se tiene f'(c) =
i L W) = f()

. Por otro lado f continua en ¢ <= lim f(z) = f(¢) <=
yYy—c y — C r—cC
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f(z) = f(c)

lin(/ () = f(¢)) = 0. Abora bien, lin(f(x) — £()) = tim BT ) -
i = i~ = /@it~ =0

Observacion 1.3. En particular si la funcion f es diferenciable en un intervalo (a,b)

entonces f es continua en (a,b).

Encuentre un contraejemplo para ver que hay funciones continuas en ¢ que no son

diferenciables en c.

Ejercicio 1.1. Sea c € R, f : R — R, x — ¢ funcion constante. Entonces ¥V x €

(a,b) f'(z) = 0.

Ejercicio 1.2. Sean € N, f: R — R,z — 2" funcion entoncesV x € R f'(x) =

nz™ L.

Ejemplo 1.1. V z € R sen/(z) = cos(z), A cos'(z) = —sen(x).

Solucién: sen/(z) = lim sen(z + h) — sen(z) _

h—0

. sen(x)cos(h) + cos(x)sen(h) — sen(x) |, cos(x)sen(h) — sen(x)[1 — cos(h)]

- hm = hm e
o sen(h) = cos(h sen() 1= st

, sen — cos B . sen(h) , —cos(h) _
illli%[cos(x) " —sen(:)s)T] = cos(x) flgrg) sen(x) }lgr(l) A
cos(x) -1 — sen(x) - 0 = cos(x).

En forma similar se prueba que ¥V x € R cos’(x) = —sen(z).

1.1. Operatoria de derivadas

Observacién 1.4. Sean f : (a,b) — R, g : (a,b) — R, funciones diferenciables en

¢ € (a,b). Entonces

1. (Af(e)) = A(f'(c).
2. (f£9)(c) = f'(e) £ g'(c).
3. (fg)(c) = f'(c)g(e) + f(e)g ().



PR CICE LI

g g(c)?

Ejemplo 1.2. Pruebe que tan'(z) = sec?(z).

Solucién: tan/(z) = (jf)gg;y = Se"’@)ws(cfgl;(s;;(x)cos’(x) _ cos@)cos(x)c;;e&()@(_sen(x» _
0082 xr sen2 xr
(co)s—;(x) = - cos%(x) - 8602(I)'

Proposicién 1.2 (Derivada de la funcién compuesta o regla de la cadena.). Sean
f:1I—R, g:J— R funciones tales que f(I) C J y sea c € I. Si f es diferenciable

en ¢ y g es diferenciable en f(c) entonces g o [ es diferenciable en ¢ y (go f)'(c) =

g'(f(e)f'(e)-

0 h
_ 1y WUt h) = (g(f(e) _ o lfleth) = (9(f() fleth)—fle) _
h—0 h h—0 flc+h)—f(e) h
i U ) = (0(@) et = F) o) = UE)
=0 f(c+h)— f(c) h—o h y—f)  y— f(c)
=9 (f(e)f'(e), y=flet+h)

Ejemplo 1.3. 1. Sean € Z, entonces (z™) = nx

1 1
2. Sean € Z, entonces (xn) = Txn!

3. Sean m,n € Z,m # 0 entonces (zn ) =

Solucidén: 1.- Ya sabemos que V. n € NU {0} ((z") = na"'). Sea n € N.

Probemos que (z7") = —na~""!. Tenemos que (z7") = () = _1(?5;71 = _22271 =

—nz" 172 = —px~"7L Luego, (x7") = —nz" L

2.- Probemos que V. n € N ((zn) = %x%_ln). Sea g(z) = zn y h(z) = 2™

1

Entonces, (hog)(x) = (x#)" = z, luego (hog)'(x) = 2’ = 1, es decir, h'(g(z))¢'(z) = 1.

Pero B/ (u) = nu""!, luego 1 (g(z))g'(z) = 1 implica que n(zw)"'¢'(z) = 1, o sea,
1 =na'"ng(z), de donde ¢'(z) = mllf% = %x%_l Luego, () = Lpw=t

3.- Sea f(z) = (z=)™. Luego, f'(z) = m(z=)™ Yzn) = m(x%)m_l(%x%_l) =
%x%_%x%_l = %x%_l. Luego, (z%)" = %x%_l
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Ejemplo 1.4. Encuentre a)[(5z+ (3z —1)3)9), b) [pz5 —23] ¢) [cos? (VT +5a)]'.

Solucién: a) Sea f(z) = (5z 4+ (3z — 1)3)'°, entonces f'(z) = 10[5z + (3z —
1)3)°(5z+ 3z —1)3) = 10[52 + 3z — 1)3)°[5+ %(3z — 1)5 -3 = 10[52 + (3 — 1)3]°[5 +
43z —1)3.

b) Sea f(x) = bas — x5, entonces f'(z) = %x% — gx% = g:c%l@ —1z) = 5(32:0_;).

c) Sea f(x) = cos®(v/xr+5z"), entonces f'(x) = 2cos(v/x+5x')(cos(/z+5x1)) =
2cos(y/x+5xt)(—sen(y/r+5x))(v/r+52) = 2005(\/§+5x4)(—sen(\/§+5x4))(ﬁ+
20x3).

2. Aplicaciones de la derivada

Teorema del Valor Medio. Sea f una funciéon continua en el intervalo cerrado

[a, b], diferenciable en el abierto (a,b). Entonces, existe un ntimero ¢ € (a,b) tal que

f(c) f(b) f(a).
f(b)—f(a)
b

—a

Note que es la pendiente de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(b, £(b)). El teorema establece que hay una recta tangente en el segmento de curva

que tiene la misma pendiente de la recta anterior.

Aplicaciones del Teorema del Valor Medio.

1.) SiVx € [a,b] (f'(x) = 0) entonces f es constante en [a, b].

En efecto, apliquemos Teorema del Valor Medio al intervalo [a, 2] para cualquier
xz en R tal que a < # < b. Como f es continua en [a,z]| y diferenciable en (a,z),
debe existir ¢ € [a,z] tal que f'(c) = f(x) f(“) . Pero f'(¢) = 0, por lo cual Vz €
(a,b] (f(x) = f(a)). Ademds f(a) = f(a). Luego, V = € [a,b] (f(y) = f(a)).

2.) Sean f, g funciones tales que V = € [a,b] f'(z) = ¢'(x). Entonces existe k € R
tal que V z € [a,b] (f(z) = g(x)+k). Para probar esto, aplique lo anterior a h := f—g.



2.1. Funciones crecientes y decrecientes

f se dice creciente en el intervalo [ si
Vo, €1 (11 < x9— f(z1) < f(22))

f se dice decreciente en el intervalo [ si
Vay,rg €l (v < x99 — f(o1) > f(2))

Proposicién 2.1. Criterio para funciones crecientes o decrecientes.
a) SiVz e (a,b) (f(xr) >0), entonces f es creciente en [a, b].
b) SiVx € (a,b) (f'(x) <0), entonces f es decreciente en |a,b].

Dem. Supongamos que V = € (a,b) (f'(z) > 0). Sean u,v € [a, b] tales que u < v.
Por TVM aplicado a [u,v], pues [u,v] C [a,b] se tiene que hay ¢ € (u,v) tal que
f'c) = W Como u < vy f'(c) > 0, se tiene que f(v) — f(u) > 0, o sea

f(u) < f(v) que es lo que se queria probar. En forma similar se procede para probar

que Vz € (a,b) (f'(x) < 0) implica que f es decreciente en [a, b].

2.2. Maximos y minimos de funciones

Definicién 2.1 (Extremos relativos o locales de una funcién). Sea f funcion y sea

¢ punto interior de dom(f) .

1. f(c) es un minimo local de f ssi existe intervalo abierto I con ¢ € 1 C

dom(f) tal que f(c) < f(x) para todo x € I.

2. f(c) es un maximo local de f ssi existe intervalo abierto I con ¢ € I C

dom(f) tal que f(c) > f(x) para todo x € I.

Proposicién 2.2. Si f(c) es un mdzimo local o un minimo local de f, entonces

f'(¢) =0 o f'(c) no eziste.



En efecto, la funcién valor absoluto tiene un minimo local en 0, pero no es dife-
renciable en 0, por lo que el caso en que f’(c) no existe es posible para lo afirmado.
Por otra parte, si f es diferenciable en ¢ pero suponemos que f'(c) # 0, entonces o
bien f'(c) > 0 o bien f'(¢) < 0

Si f'(¢) > 0, entonces f'(c) = lim

f(w) f(c > (0 para todo z # ¢ en (a,b). Luego numerador y

M > 0. Es decir, hay intervalo (a, b)
tal que ¢ € (a,b) tal que 5 tor
denominador deben tener igual signo, es decir,
x<cy f(r) < f(c). Luego f(c) no es un minimo en (a,b).
x>cy f(x) > f(c). Luego f(c) no es un méximo en (a,b).

Luego f(c) no es extremo si f'(c) > 0. En forma similar se prueba que f’(¢) < 0

entonces f(c) no es extremo. Luego la tnica posibilidad es que f'(c) = 0.

Observacién 2.1. Si I = [a,b] es un intervalo cerrado entonces los mdximos locales

o los minimos locales de f en I se encuentran entre los valores f(a), f(b) o f(c) con

f'(¢) =0 o f'(c) no eziste.

Punto critico de f en I (abierto) es un punto ¢ € dom(f) tal que i) f’'(¢) =0 o
ii) f'(¢) no existe

Si f tiene un extremo en ¢ entonces ¢ es un punto critico de f.

Extremos globales o absolutos de una funcién: Sea f : D — R funcién con
dominio D C R. Sea ¢ € D,
1.- f(¢) es un minimo global de f si f(¢) < f(z) paratodo z € D.
2.- f(c¢) es un maximo global de f si f(¢) > f(x) para todo x € D.

Criterio de la primera derivada: Sea ¢ un punto critico de una funcién f
continua en un intervalo abierto (a,b) que contiene a c. Si f es diferenciable en (a, b)
excepto quizds en ¢, entonces:

1-SiVz € (a,¢) (ff(r) <0)yVaze(cb) (ff(x) > 0) entonces f(c) es un

minimo relativo de f.



2-SiVaz e (ac) (fflxr) >0) yVaoe (b (ff(x) < 0) entonces f(c) es un
maximo relativo de f.

3.- Si f’ no cambia de signo en torno a ¢, f(c) no es méaximo ni minimo.

Ejercicio 2.1. Encuentre los intervalos de crecimiento y los extremos de la funcion

f(z) = (22 — 4)3. Dibuje.

Observaciéon 2.2. Una funcion es concava hacia arriba en un intervalo abierto I C
dom(f) cuando para cada par de puntos de la grdfica (a, f(a)) y (b, f(b)), cona y b
en I, el segmento que une ambos puntos estd sobre la grdfica.

Una funcion es concava hacia abajo en un intervalo abierto I C dom(f) cuando
para cada par de puntos de la grdfica (a, f(a)) y (b, f(b)), cona y b en I, el segmento

que une ambos puntos estd bajo la grdfica.

Observacién 2.3. Se dice que una funcion f tiene sequnda derivada si f es dife-

renciable.

Proposiciéon 2.3. Sea f una funcion con segundas derivadas en un intervalo I.

Entonces:
1. f es concava hacia arriba en I ssiVx € I (f"(x) > 0)
2. [ es concava hacia abajo en I ssiVx € I(f"(x) <0)

Gracias a esa caracterizacion, obtenemos:

Criterio de la segunda derivada: Sea f funcién dos veces derivable en un
intervalo abierto I, ¢ un punto en I tal que f’(c) = 0. Entonces:
1-SiVa el (f'(x)>0)entonces f(c) es un minimo relativo de f en 1.

2-SiVzel(f'(x) <0) entonces f(c) es un maximo relativo de fen I.

Punto de inflexién de f es un punto ¢ € dom(f) tal que f cambia de concavidad en
torno a ese punto. En un punto de inflexién ¢ de una funcién f con segundas derivadas
en torno a ¢, se tiene que f” cambia de signo en torno a ¢, tanto si f”(c¢) = 0 como

si f”(c) no existe



Ejercicio 2.2. i) Haga un estudio completo de la curva f(x) = 8x° — 5z* — 2023

it) Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los

cuadrados inscritos en el cuadrado dado, el de darea minima tiene lados de longitud

v

2.3. Trazado de curvas y asintotas verticales y horizontales

Ademas de los criterios ya vistos para ayudar a graficar funciones veremos las
asintotas verticales y horizontales. Que son rectas que se aproximan progresiva e
indefinidamente a la gréfica de la funcién f.

La recta de ecuacién x = ¢ es una asintota vertical de la curva y = f(x) si

lim f(z) =400 osi lim f(z) =40

z—cT T—c~

La recta de ecuacién y = L es una asintota horizontal de la curva y = f(z) si

lim f(z)=L osi lim f(x)=1L

T——+00 T——00

Ejemplo 2.1. Indique asintotas verticales y horizontales, si las hay de la curva y =

xT

r—8

La recta x = 8 es una asintota vertical pues h’r% f(x) =00
Tr—

La recta y = 1 es una asintota horizontal pues lirin flz)=1

Ejercicio 2.3. Haga un estudio completo incluidas asintotas verticales y horizontales,

24z—z2

st las hay, de la curva y = @-1)?

2.4. Regla de L’Hopital

Para el calculo de algunos limites por ejemplo

x — tan(x) b) 1im ?+z . 33+ 2%+ 3

a) lim —0 ¢) llm —m———
) 20 sen(x)’ z—oo x4 4+ 622 + 5

z—0  sen(x)

que involucran funciones diferenciables hay una forma importante que se llama Regla

de L’Hopital, aplicable en algunos casos como los anteriores.



Regla de L’Hopital: Sean f y g funciones reales diferenciables en un intervalo
abierto I, salvo, tal vez, en un punto ¢ € I, Suponga también que V = € I, g(x) #

0,¢9'(z) #0,y que lim f(z) =0 = lim g(z). Entonces
/
tim 1) i @)

zeg(z)  ame g'(2)

siempre que el limite de la derecha exista.

Otra variante de la Regla de L’Hopital: Sean f y g funciones reales tales
que f y g son direnciables en un intervalo abierto de la forma I = (¢, 00). Suponga
también que V. x € I, g(x) # 0, g'(z) # 0, y que xh_)rglof(:c) =0 = :}LII;Og(x)
Entonces

TG NP S C))

oo g(a)  wmeo g/(@)
siempre que el limite de la derecha exista.

Nota. La regla de L’Hopital también se puede utilizar cuando

(lim f(z) = £o0) y cuando (lim g(x) = +o0)

Ejemplo 2.2. Para a) como h’n})x —tan(z) = 0 y lirrésen(x) = 0 puedo usar
z—tan(z) | (z—tan(z))’ . 1—sec*(x)

L’Hopital y tenemos lim = 0.

e—0 sen(x)  =-0 (sen(x))’  2—0 cos(x)
Para b) como h’r%x2 +x=0y h’r% sen(x) = 0 puedo usar L’Hopital y tenemos

4z (P4x) . 2o+4+1

=0 sen(x)  =—0 (sen(x)) 20 cos(x)

¢) Como lim 32° +2* 43 = 0o y lim 2* +62° +5 = 0o podemos usar la regla de

e . 3P4+ 22+3 . (Bz3 4+ 2% +3)’ 922+ 22
L’Hopital y tenemos lim —————— = lim = lim ——— =
z—oo x4 + 622 + 5  a—oo (2t + 6224 5)!  w—oodad 4 122

Como lim 92%+2x = oo y lim 42+ 12z = 0o podemos usar nuevamente la regla

T— 00 T— 00

o (922 +22) ., 18w +2
de L’Hopital y tenemos L = xh_g)lo (45 + 122) T oz 12

Finalmente como lim 18z 412 = oo y lim 1222412 = oo podemos usar otra vez

r—00 Tr—00

18x +2)’ 18
la regla de L’Hopital y queda M = :Eh—>nolo ﬁ = anolo 1z

Asi después de usar 3 veces la regla de L’Hopital se tiene que
. 3t 42+ 3
lim ———— =
z—oo x4 + 622 4+ 5

=0.
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3. Conicas

Se llaman conicas a las curvas planas que se obtienen al interceptar un plano con
un cono. Ellas son la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la parabola En este curso

veremos las ecuaciones de ellas.

Circunferencia: Se llama circunferencia al lugar geométrico de los puntos

(x,y) del plano que estan a igual distancia de un punto fijo llamado centro.

La ecuacién de una circunferencia de centro (h, k) y radio r es

(= h)* + (y—k)* =17

Ejemplo 3.1. Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por (7,—5) y el

centro es el punto de interseccion de las rectas Tx —9y — 10 =0 y 2x — dy + 2 = 0.

Solucién: Sea (x — h)? + (y — k)? = r? la ecuacién de la circunferencia. Sabemos
que 7h — 9y — 10 = 0 y que 2h — b5k + 2 = 0. Resolviendo el sistema obtenemos
h =6,k = 2 Luego tenemos (z — 6)? + (y — 2)> = r%. Sabemos que (7, —5) estd en la
circunferencia, luego (7—6)?+ (—5—2)? = r% Por lo tanto 1+ 14 = r?, y la ecuaci’on

de la circunferencia es (z — 6)* + (y — 2)? = 15.

Ejercicio 3.1. Encuentre el centro y radio de la circunferencia de ecuacion x*+y? —

3z + by — 15 = 0. Resp. Centro =(3,—2) y radio r = \/94/4

11



Ejercicio 3.2. Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(—8,3),(4,—=5) y su centro estd sobre la recta de ecuacion 2x — 3y — 14 = 0. Resp.
(z +8)* + (y — 10)* = 169.

Elipse Se llama elipse al lugar geométrico de los puntos (z,y) del plano cuya
suma de distancias a dos puntos fijos llamados focos, es constante e igual a 2a. El
centro de la elipse se define como el punto medio del segmento de recta que une los
focos.

i) La ecuacién de una elipse de centro (h, k) y eje mayor paralelo al eje X, de

longitud 2a es

(=2 (=)
a? b2

Si ¢ es la distancia del centro al foco entonces ¢ = a? — b?. Los focos son F} =

(h+c¢, k), Fy = (h—c k) ylos vértices Vi = (h+a,k), Vo= (h—a,k).

=1,a>b

ii) La ecuacién de una elipse de centro (h, k) y eje mayor paralelo al eje Y, de

longitud 2a es
=P, =k

b? a?
c? = b* — a® Los focos son Fy = (h,k+¢), F» = (h,k — ¢) y los vértices V; =
(h,k+a), Vo= (h,k—a).

=1,a>b

Ejemplo 3.2. Encuentre centro, focos y vértices de la elipse de ecuacion 3z° + 5y? —

122 4 30y + 42 = 0.

12



Solucién: Tenemos 3(x? —4z)+5(y?+6y) = —42. Completando cuadrados queda
3[(z —2)? — 4] + 5[(y + 3)* — 9] = —42, luego queda 3(x — 2)* + 5(y + 3)? = 15, de
donde la ecuacién de la elipse es @ + @ = 1.

Es una elipse de eje mayor horizontal de centro (2, —3), a = v/5, b = v/3. Luego

¢ =2, focos (h+ ¢, k) = (242, -3)) y vértices (h+a, k) = (2 + /5, —3).

Ejercicio 3.3. Encuentre centro, focos y vértices de la elipse de ecuacion 92 + 41> +
36z — 24y + 36 = 0. Resp. Centro (—2,3), focos (—2,3 ++/5) y vértices (—2,6) y
(—2,0).

Ejercicio 3.4. Encuentre la ecuacidn de la elipse de centro (0,0) foco (2,0) y vértice

(3,0) Resp. %2 + y—; =1

Hipérbola Se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos (z, y) del plano
cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos llamados focos, es constante.
i) La ecuacién de una hipérbola de centro (h, k) y eje transversal horizontal pa-

ralelo al eje X es
(x—h)? (y—k)? _
2

Si ¢ es la distancia del centro al foco entonces b?> = ¢? — a?. Los focos son F} =

(h+c, k), Fs=(h—c, k) ylos vértices Vi = (h+a,k), Vo = (h—a,k).

1

La ecuaciones de las asintotas son y —k = &(x —h) ey — k= —%(z — h)

a a

13



ii) La ecuacién de una hipérbola de centro (h, k) y eje transversal vertical o pa-

ralelo al eje Y es
(y—k)? (z—h)p?
a2 P2
c? = b? — a® Los focos son Fy = (h,k+¢), F; = (h,k — c) y los vértices V; =

(h,k+a), Vo= (h,k—a).

=1,

La ecuaciones de las asintotas son y —k = ¢(v —h) ey — k= —%(z — h)

Ejemplo 3.3. Determine la grifica de ecuacion 92 — 4y* — 36z + Sy = 4.

Solucién: Completando cuadrados se llega a 9(z — 2)? — 4(y — 1)? = 36, luego se

tiene la ecuacion:

(x—2?2 (y—1?*
T R

Luego la grafica es una hipérbola de centro (2,1) y eje principal paralelo al eje X.

Como a = 2,b = 3 se tiene que ¢ = v/13. Luego los vértices son (0,1) y (4,1) y sus
focos (2 +v/13,1) y (2 —+/13,1). Sus asintotas son las rectas

3 3
y—1=§(x—2), y—1=—§(x—2)

Ejercicio 3.5. Encuentre la ecuacion de la hipérbola de vértices (0,2) y (6,2) y

asintotas de ecuaciones y = %:E ey=4-— %:E Resp. @ — % = 1.

Parabola Se llama pardbola al lugar geométrico de los puntos (x,y) del plano
que equidistan de un punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

El punto medio entre el foco y la directriz se llama vértice y la recta que pasa por

el foco y el vértice se llama eje de la parabola.

i) La ecuacién de una pardbola de vértice (h, k) y eje vertical es
(z = h)* = dp(y — k)

directriz, la recta de ecuacién: y = k — p y foco (h, k + p).
Si p > 0, la parabola se abre hacia arriba y si p < 0, la parabola se abre hacia

abajo.
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ii) La ecuacién de una parabola de vértice (h, k) y eje horizontal es
(y — k) = 4p(z — h)

directriz, la recta de ecuacién: x = h —p y foco (h + p, k).
Si p > o, la pardbola se abre hacia la derecha y si p < o, la parabola se abre hacia

la izquierda.

Ejercicio 3.6. Encuentre el vértice, el foco y la ecuacion de la directriz de la pardbola

de ecuacion 4x + 2y* +8 = 0. Resp. F = (—g, 0) Directriz x = —3.

. . .. 1.9 1
Ejemplo 3.4. Encuentre el foco de la pardbola de ecuacién y = 50° —x + 3.
Solucién: Se tiene que 2y = —x? — 2z + 1 o bien 2 + 2z = —2y + 1. Luego,
completando cuadrados se tiene
(r+1)2—1=—2y+1, es decir (z+1)> = —2(y —1). Por lo tanto se trata de una
pardbola de eje vertical con vértice (h, k) = (—1,1), p = —% < 0 luego la parabola

se abre hacia abajo. Foco = (h,k +p) = (=1, 3).

Ejercicio 3.7. Encuentre la ecuacion de la pardbola de eje vertical, que pasa por los

puntos (0,3),(3,4) y (3,—3). Resp. 5x* — 14z — 3y +9 = 0.
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4. Primitivas e integracion indefinida

Suponga que se pide encontrar una funcién f tal que f/(z) = 5z*. Entonces

f(z) = 25, es una tal funcién, pero también lo son f(x) = 2° + k, para cada k € R.

Definicién 4.1. Se dice que una funcion F es una primitiva (o una antideriva-

da) de una funcidn f, si para cada x en el dominio de f se tiene que F'(x) = f(x).

Teorema 4.1. Sea F' una primitiva de f en un intervalo I, entonces G es una
primitiva de f en I siy solo si G(x) = F(z)+k YV x € I, donde k € R, es una

constante.

Notacién para primitivas: Si y = F'(z) es una primitiva de f entonces se dice
que F'(z) es una solucién de la ecuacién le_g = f(x).

La operacién de encontrar todas las soluciones de esta ecuacién se denomina
integracién y se denota por el simbolo [

La notacién [ f(z)dz = F(z) + k donde k es una constante arbitraria, significa

que F' es una primitiva de f, esto es F'(x) = f(x) para todo x en el dominio de f.

Con esto tenemos

/F’(x)dx:{F(x)+k/keR}

Usaremos la notacién

/F’(x)dx — Fla)+k keR.

teniendo presente que se trata de un conjunto de soluciones. No hay que olvidar
la constante k.

Con esto y el conocimiento de derivadas se tiene que

1. [cos(z)dx = sen(z) + k, k € R.

DO

. [ sen(x)dx = —cos(z) + k, k € R.
3. [ sec*(x)dx = tan(x) + k, k € R.
4. [0dz=Fk, kR
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5. [ade =az+k, keR.

6. [atde = t+1 —1.
7. [kf(x)de =k [ f(z)dx
8. [1f(@) % g(@)dz = [ f()do + [ gla)da

Observacién 4.1. La expresion [x'dr =

o tk, k €R, eswdlida para todo

teR,t# —1. Enel casot = —1 se pone [ Ldx = In(|z|)+k,k € R = In|z|+k ke R
y se lee logarimo natural de valor absoluto de x. Mds adelante veremos la funcion

logaritmo natural y sus propiedades.

Ejercicio 4.1. Calcular las siguientes integmles indeﬁnidas:
a) f[% + sen(x)]dz, b) [[x5 + sec? ) [ sen®(z)dx, d) [ cos*(z)dx.
Sugerencia: 2sen?(x) = 1 — 005(293), 2c0s* (:17) =1+ cos(2xz)

4.1. Meétodos basicos de integracién.
1. Por Partes Se basa en la derivada de un producto de funciones.
[ f(@)g'(x) dz = f(x)g(x) — [ f'(x)g(z) dx
Ejemplo 4.1. Calcule [ zsen(z)dx
Solucion: Sea u = x,dv = sen(z)dx. Entonces du = dx y v = —cos(z). Luego
[ xsen(z)dx = —xcos(z) + [ cos(x)dx = —wcos(x) + sen(z) + k, k € R.
Ejercicio 4.2. Calcule [ x?sen(z)dx

Ejercicio 4.3. Calcule [ sen(z)sen(2z)dx

2. Sustituciones simples. Se basa en la derivada de una funcién compuesta o

regla de la cadena.

[ F'(g(x))g (x)da = [ F'(u)du = F(u) + k,k € R = F(g(z)) + k., k € R.
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Ejemplo 4.2. Calcule [ sen(3z)dx.

Solucién: Sea u = 3x, entonces du = 3dx, luego

[ sen(3z)dx = % [ sen(u)du = —gcos(u) + k, k € R = —3cos(3z) + k, k € R

Ejemplo 4.3. Calcule fﬁdm

Solucién: Sea u = x — 1, entonces du = dz, luego [ aogrde = [ du =

S +u” )du:_—;+_—3+k,k€R: r D7 L @07 Lk keR.

Ejercicio 4.4. Calcule [ +/3z + ldz.

Ejercicio 4.5. [ tan(x)dx

Ejercicio 4.6. Pruebe la siguiente formula de reduccion:

z"sen(x) dv = —xcos(x) +n [ 2" cos(x) dx

Ejercicio 4.7. Pruebe la siguiente formula de reduccion:
[ sen™(z) dz = —Lsen™ ! (z)cos(z) + =2 [ sen™2(z) du.

Sugerencm use integracion por partes con u = sen™ (x), dv = sen(x)dwz.

Ejemplo 4.4. Si la aceleracion de un cohete espacial que cae estd dada por y"(t) =
—32 m/s*, encuentre la posicién y(t) en un tiempo t. Suponga que la velocidad inicial

del cohete es y'(0) = —100m/s y su posicion inicial es y(0) = 1000 mts.

Solucién: Hay que calcular dos primitivas. y'(t) = [y"(t) dt y y(t) = [y/(t) dt
donde y'(t) = [y"(t) dt = [(—32) dt = =32t + k, k € R es la velocidad v(t) del
cohete. Luego —100 = v(0) = —32-0+k = k, Por lo tanto, v(t) = y/(t) = —32t —100.
Necesitamos y(t) = [v/(t) dt = [(—32t — 100) dt = —16t* — 100t + k, k € R. Como
la posicién inicial es y(0) = 1000, se tiene que 1000 = —16 - 0 — 100 - 0 + k, Luego
k = 1000 y asf se tiene que y(t) = —16t> — 100t + 1000.
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5. Sumas de Riemann e integral definida.

5.1. Sumas de Riemann

Sea f funcién definida y acotada sobre el intervalo cerrado [a,b] (no necesaria-

mente continua ni positiva). Queremos saber que significa el término fab f(z)dz

Definicién 5.1. Una Particion P de [a,b] es una coleccion de n subintervalos

[x07xl]a [xlaxQ]a ) [xi—laxi]a Tt [xn—laxn]a

de la,b] tales que

To=a<z1 <---<x,=0>0.

La longitud del i-ésimo intervalo [x;_1,z;] es Azx; = x; — x4

Si todos los intervalos de la particion tienen igual longitud Az = b_T“ se habla de

una particién regular.

Para cada i,1 < ¢ < n, sea =} € [r;_1,2;] un punto cualesquiera del intervalo

entonces S = {x}, x5+ ,x}} se llama una seleccién de la particién P.

Definicién 5.2. Sea f funcion definida y acotada sobre el intervalo cerrado [a, b, P
una particion de [a,b] y S una seleccion de P. Entonces una suma de Riemann

para la funcion f determinada por P y S es

R=3 fe)A
1

Observaciéon 5.1. El punto xf es un punto arbitrario de subintervalo [z;—q,x;]. Se
suele escoger de tres formas:

1) xf = x4 el extremo izquierdo de [x;_1, x;].

2) xf = x; el extremo derecho o de [x;_1,x].

8) xf = % el punto medio de [x;_q,x;].
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Ejemplo 5.1. Encuentre las sumas de Riemann asociadas a f donde f(x) =5+ 22,
en [1,3] usando una particion reqular y las tres formas anteriores.
a) para n = 6.

b) paran € N

x*:x2—1—0—2122
ri=13=1+3L=2
x5:x4:1+4l:§
x§:x5:1—0—5%:§

6 .
142 51 1 :

- =10+ — 2)* =10 94 16 + 25 + 36 + 49 + 64

;( )3 +27;(z+) +27[+ + 25+ 36 + 49 + 64].

b) Para el caso general Az = 3;711 = % ya; =z =1+ (- 1)% = %

Zf Ax—fou Zf<”+2“2)2 P

=1

10 = n+2-2,2 10 2
ZFJFZ(T) = n+n32 1(n 42 A Ani—An—4i) = 10+ 3Zn+

8 = . 8 <« 21
EZZ + — letﬁZm 3 2—12+$6n(n—|—1)(2n+1)
1=1 i=1 1=1
8 8nn+1) 8 8nn+1) 4 8 4(n+1)
S A > VR SNRVERS Y ARTR  OT
to T TS e S +32(n+ )(n+)+n2+ -
8 At
n n?

2.- a) Tenemos Ax = =
=m=1ltg=3

* _ 1 __ 5
1'2—1'2—1+2§—§
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ay=x3=1+33 =2
xZ:x4:1—0—4%:%
x§:x5:1—0—5%:§
xy =16 =1+063 =3.

y se procede al calculo de la sumatoria:

6

6 6 :
Rder - Zf(flf;k)AIL’ = Zf(xz)% — Zf ('l 43‘ 3) %
=1 i=1

1=1

3—1

b) Para el caso general Az = “— = % vl =x,=1+ z% = "+2Z

y se procede al

calculo de la sumatoria:

Rder Z.f AZE'—ZfZE’Z Z.f(n_g2z)%
=1

3.- a) Tenemos Az = 31 = 2.
Tp =m; = xiflzﬂi = %[%ﬂL%g] [22+5] y se procede al célculo de la sumatoria:
Rmed - Zf(x:)A[lf = Zf(mz)g = Zf (6[22 + 5]) g
=1 i=1 i=1
b) Para el caso general Az = 21 = 2 y g = p; = 2222 4 02 2ndlic? y o

procede al calculo de la sumatoria:

n

med_Zf Ax_mez Zf(Qn_‘_isZJ)z

Ejercicio 5.1. Encuentre las sumas de Riemann R;,,, Rae, de f(x) =sen(x) en [0, 7]

2
39

en los subintervalos [0, 31, [§ )y 2

3073 7]

5.2. Integral definida

Definicién 5.3. Sea P una particion del intervalo [a,b]. Se llama norma de la
particion P al mdzimo de las longitudes de los subintervalos Ax; = x; — x;_1 de P

y se anota |P|.
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Definicién 5.4. Sea f una funcion definida y acotada en [a,b]. Se llama integral

definida de la funcion f de a a b al numero real

siempre que este limite exista, en cuyo caso se dice que f es integrable en [a, b].

Notacién de Leibniz:
‘IP|—>0

b
[:/ f(z) de = lim f(z;")Ax;

a se llama limite inferior de la integral y
b se llama limite superior de la integral.

El siguiente Teorema lo usaremos pero no lo demostraremos aqui
Teorema 5.1. f continua en |a,b] = f integrable en [a,D].

Observacion 5.2. En el caso de una funcion continua en [a,b] y una coleccion de

particiones requlares del intervalo en n subintervalos, para cada n € N, entonces

Pl -0 <= n— o0

En el caso de una funcién continua en [a, b] y una particién regular se tiene que

b n
@ i=1

Observacién 5.3. Vimos que la definicion de integral se aplica solamente sia < b,

pero es conveniente incluir los casos a =b y a > b. Se define la integral, para estos

/aaf(:)s)d:)s:O, /baf(x)da::—/abf(a:)d:)s.

De las propiedades de los limites se tienen las siguientes propiedades de las inte-

grales: 1.- ff[f(a:) +g(x)] dz = ff f(x) dx + fabg(x) du,

casos, como

2-Va eR f;af(x) dr = ozfabf(m) dx
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3.- Si Vz € [a,b] f(z) > 0 entonces fabf(x) dz >0
4.- SiVz € [a,b] f(x) > g(x) entonces fabf(x) dx > ffg(:c) dx

5.- Sean a < ¢ < b. Entonces fab f(x)de = [ f(z) do+ fcb f(z) dx

Segun la observacion B3, cualquiera sea el orden entre a, by ¢ se cumplira fab f(x) dx =

[5 f(z) do + fcbf(x) dz

5.3. Evaluacién de integrales

Teorema 5.2. Teorema Fundamental del Célculo 1 parte (TFC 1 parte): Si
g es una primitiva de una funcidn f, en [a,b] es decir, si ¢'(x) = f(x), V x € [a, ],

y f es continua en el intervalo cerrado [a,b] entonces fabf(z) dxr = g(b) — g(a).

Idea intuitiva: (debida a Newton) Introduzcamos una funcién A como A(x) =
[ f(u) du. Si el incremento de x es Az entonces el de A es AA.

Se tiene que AA & f(z)Az, es decir, 22 ~ f(z), de donde & = lima,_o52 =
f(z). Es decir, A'(x) = f(x). Sea g(x) otra primitiva de f(z), es decir ¢'(x) = f(z)

entonces

A(x) =g(x) + C.

Como A(a) = [ f(u) du =0, A(b) = [P f(u) du = fabf(x) dx se tiene que

/ f(x) dr = A(b) = A(b) — A(a) = [g(b) + C] = [g(a) + CT = g(b) — g(a).

La diferencia g(b) — g(a) se abrevia por [g(z)]*=% o mds simple por [g(x)]? y asi

el Teorema queda

b
[ty do=lgta)lt, g(a) = @) V€ fal
Con esto tenemos por ejemplo que:

b n+1 bn—l—l_ n+1
1.—/x"da::[x = ¢ , n#—1

n+1
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b
2. — / cos(z) dx = [sen(z)]% = sen(b) — sen(a)

3. — / sen(x) dv = [—cos(z))% = cos(a) — cos(b)

b
4.—/ cdx =c(b—a)

5.—/abcf(:c) da::c/abf(x) dx

6. —Sim < f(x) < M entonces m(b—a) < /bf(m) dx < M(b—a)

1. Método de integracion por Partes para integrales definidas

Ji f@)g (@) du = [f(@)g@))), — [, f'(x)g(x) da
Ejemplo 5.2. Calcule fog rsen(z)dx

Solucién: Sea u = z,dv = sen(x)dz. Entonces du = dxr y v = —cos(x). Luego
fog xsen(z)dx = [—xcos(x)]og + fog cos(z)dx = [—xcos(x) + sen(x)]§ = —0cos(0) +
sen(0) — [Fcos(F) +sen(f)] = —-5-0—-1=—1

2. Método de sustitucion simple para integrales definidas.

Suponga que g es una funcién con derivada continua en [a,b] y que f funcién
continua en el conjunto g([a, b]). Sea u = g(z). Entonces

9(b)
/ f(g ) do = f(u) du
g(a)

En efecto si F' es una primitiva de f se tiene que

I Fg(@))g' (@) dz = [F(g(x)))s = F(g(b)) = Flg(a)) = [F(u).=50) = [55) f(u

g

Ejercicio 5.2. Evalue las siquientes integrales f15(x3 + 7) dz, f14 V3zr +1 dx,
ffl 2|z| dx

Ejercicio 5.3. Fvalue las siguientes integrales ; f03 22V’ + 9 du, 14 % dzx,
fog sen(2x)cos3(2x) dz,
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Observaciéon 5.4. En el caso de una funcion continua y positiva se trata del drea A
bajo la curva y = f(x). Notar que la suma de las dreas de los rectdngulos inferiores

< A < la suma de las dreas de los rectangulos superiores.

Area bajo una curva: Sea f funcién continua y positiva en [a, b]. Entonces el

area A debajo de la grafica de y = f(z) desde x = a hastay =bes A = fab f(z) dz.

Ejercicio 5.4. Calcule el drea bajo la curva y =1+ x en el intervalo [—2,5].

Area entre curvas o regiones planas con respecto al eje X: Sean f y g
funciones continuas tales f(z) > g(x) V = € [a,b]. Entonces el drea A de la region

acotada por las grafica de y = f(x) e y = g(x) y por las rectas verticales z = a e
r=bes A= [[f(z) — g(x)] da.
Area entre curvas o regiones planas con respecto al eje Y: Sean f y g

funciones continuas tales f(y) > g(y) V y € [c,d]. Entonces el drea A de la regién

acotada por las gréfica de z = f(y) e x = g(y) y por las rectas horizontales y = a e

y=bes A= [[f(y) - g(y)] dy.

Ejercicio 5.5. Encuentre el drea de la region limitada por las curvas y = 2> + 1 y

y = 2x — 2. Haga un esbozo de la region.

Ejercicio 5.6. Encuentre el drea de la region limitada por las curvas y = 2% — 2z y

y = —x? + 4. Haga un esbozo de la regidn.

Trabajo

El concepto de trabajo se introduce para medir el efecto acumulado de una fuerza
al mover un cuerpo de una posiciéon a otra. En el caso més sencillo, una particula se
mueve a lo largo de una linea recta por la accién de una fuerza constante. Si la fuerza
tiene magnitud F' y la particula se mueve a lo largo de una distancia d, entonces el
trabajo realizado por la fuerza estda dado por W = F' - d.

Usaremos la integral para generalizar la definicion de trabajo al caso en que una

particula se mueve a lo largo de una linea recta por la accion de una fuerza variable.
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Se define el trabajo W realizado por la fuerza F'(x) al mover la particula de z = a a

b
W:/F:cdx

Trabajo realizado contra la gravedad. De acuerdo con la ley de la gravitacién

= b como

de Newton, la fuerza F(r) que se debe ejercer sobre un cuerpo para mantenerlo a

una distancia r, (r > R, el radio de la tierra) del centro de la tierra es

donde k es una constante positiva.

Ejercicio 5.7. ;Cudnto trabajo debe realizarse para levantar un satélite de 1000 libras
de manera vertical con respecto de la superficie de la Tierra hasta una orbita 1000

millas sobre la superficie? Considere R = 4000 millas como el radio de la Tierra.

Solucién: Como F(R) = 1000 (libras) cuando R = 4000 millas, se tiene que
k= F(R)R2 = 1000 - (4000)% = 16 - 109(libras - millas?). Por lo tanto,
5000 1 5000
4000 ) dr = [i00 7= dr = [= 715000 = 16 - 10°[ 555 — 5500) =

libras).

8- 10° (millas -

5.4. Valor promedio de una funcion y Teorema Fundamental

del Calculo 2 parte

Valor promedio de una funcién: Sea f funcién integrable en |a,b]. Entonces

el valor promedio 7 de y = f(x) en [a,b] es § = f flx

Si f es continua en [a,b], entonces existe un valor ¢ € [a,b] tal que f(c) =
fab f(z)dx

b—a

Teorema 5.3 (Teorema Fundamental del Célculo 2 parte). Sea f funcio’n continua
en el intervalo cerrado |a,b]. Se define una funcion F en |a,b] por F(z f f(t)

Entonces F'(x) = f(x), Va € [a,b].
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Demostracion: Tenemos que

Po) =t ZEEN @, %( / roa- [ dt)

Pero
Asi

Usando el valor promedio de f en [z, + h| se tiene que

1 x+h _ _
5 / f(t) dt = f(t), para algin t € [x,x + h]

Notemos que ¢t — x cuando h — 0 y como f es continua, se tiene que

F/(z) = lim ~ / £(t) dt =1im () = f(z).

t—x
Ejemplo 5.3. Derive la funcién h(z) = f0x2 t3sen(t) dt,

Observamos que h(z) = F(g(z)), donde F(z) = [ t*sen(t) dt, g(u) = u®. Luego
F'(a) = a®sen(a) y por lo tanto

B (x) = (F(g(x))) = F'(g(x))g'(z) = (2?)3sen(2?)2x = 22%zsen(2?) = 227 sen(2?).

5.5. Funcion Logaritmo Natural

Sea x > 0, x € R. Se define la funcion

In:RT - R porln(:)s):/ %dt
1

Propiedades:
1.- In(1) = 0.
2.- (In(z))' = 2, luego es una funcién creciente y como (In(z))” = —=, es céncava

hacia abajo. Hacer el gréfico.

3.-In(xy) =In(x) +In(y) Y,y e R, x >0, y > 0.
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In(zy) = [ Ydt = [7 1 dt+ [ Ldt =In(z)+ [7¥ 1 dt. Seauw=1%, o bien

t
t = uzx, luego dt = xdu y tenemos
[ Ldt= [} 2 du=in(y). Reemplazando queda In(zy) = In(z) + In(y)
4-YkeN In(z*) = kin(z).
5-Va > 0 In(l) = —In(z) Note que 0 = In(1) = In(z- 1) = In(z) + In (1)

Entonces In (1) = —in(z)

6.- lim In(x) = +oo, h’rél+ In(z) = —o0.
7.- Rec(ln) =R

Nota. Sea z < 0. Luego —z > 0. Asf, In(—2) = [[* 7 dt

Con esto tenemos que si x # 0, In(|z]) = [ 1 dt Se anota In|z| = [ T dt

Con esto tenemos que [ % du = In|u| 4+ ¢. Sin embargo, las primitivas de una
funcién estan asociadas a intervalos de la funcién, asi que la igualdad anterior es

valida en los positivos, o en los negativos, pero no ambos a la vez.

Con esto [tan(z) dz = In|cos(x)| + c.

Ejercicio 5.8. Pruebe que o)V z,y > 0 In(3) = In(z) — In(y).
b)YV > 0, qeQ In(z?) = qIn(z).

Ejercicio 5.9. Pruebe que [ sec(x) dx = In|sec(z) + tan(x)| + c.

5.6. Funciones inversas, existencia, continuidad y derivada

Una funcion f : A — B es invertible ssi es biyectiva. En tal caso su inversa es la

funcién denotada f~! con f~!: B — A que cumple
y=fz)=r=f(yy At €BAyc A
Nota: mno confunda la funcién inversa f~! con el reciproco de f, que cumple

o b

Ejemplo 5.4. Si f : (—00,0] — [2,00) estd dada por f(x) = 2 + 2*, entonces es

biyectiva y por tanto invertible, y su inversa es
FL[2,00) — (—00,0] dada por f~(z) = —/z — 2
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Se tiene:

1. Si f es invertible y continua en su dominio, entonces f~! es continua en su

dominio

2. Si f es invertible y derivable en un punto = = ¢, y f'(¢) # 0, entonces su inversa

! es derivable en b, con b = f(c), y

Ejemplo 5.5. Si f : (—00,0] — [2,00) estd dada por f(x) = 2+z?, como f(—3) =11

1 1
y f'(=3) = —6 # 0, entonces se cumple (f~1)(11) = = —. Mads ain, si

f'(=3) -6
1
a <0, como f'(a) = 2a # 0, entonces (f~1) (2 + a?) = 5 boraue 2+a? = f(a)

5.7. Funcion Exponencial

La funcién logaritmo natural in : RT — R es biyectiva luego tiene inversa la
funcién exponencial = exp : R — R* tal que

1)Vz > 0 exp(in(x)) = x.

2)Vy €R In(exp(y)) =v.

O sea y = exp(x) si y solo si x = In(y)

Observacién: Otra notacién para exp(x) es e”

Propiedades:

1-Vao eR =1, (&%) =¢*

Se tiene que In(e”) = z, luego %(e”)’ = 1. De donde, (e”) = ¢*.

2.- €, es creciente en R

3-Vax,y € R et = %Y. En efecto se tiene In(e*e?) = In(e®) + In(e¥) =
x+y=In(e*1Y), pero In es inyectiva luego e®e¥ = et Vr,y € R.

4-Vo eR, VqgeQ (") =e™.

Vztl )

Ejercicio 5.10. Determine j—y para y = In ( T
* (z34+1)3
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Ejercicio 5.11. Evalue o calcule segin corresponda:

a) fo 5 de b) [ de o) [ e de d) [xe™ do

2 22-1 z(In(z 1+sen(z)

e) [xedx f) [cos(x)es™® dx g) [Te V" dx

Ejercicio 5.12. Derive las funciones: b) f(z) = e**" ¢) g(z) = In(x + )
d) k(z) = e *sen(3z) e) r(t) = (e* + 37

Ejemplo 5.6. Use la propiedades de la funcion logaritmo para probar que ¥ x €

R ¢ = lim (1+f)"
n

n—oo

In(t + h) — In(t) 1 (ﬂ)

= lim —In
t

Se tiene que si t > 0, 1 = (In(t)) = }llirré Y lim -
1
n

1
t+h\" h 1\"
;llli%ln<7) :}lg%ln(l—l—?) .Sean:%Luego %:nli_)rgloln<1+E) .
Si ponemos x = %, queda x = lim In | 1+ il B Pero In es continua, luego x =
n—o0 n

1\" n
In (h’m (1 + —) ) Asi se tiene que si z > 0,e” = lim (1 + z) . Veamos que si

n—o0 nt n—o0 n

—t1 n n
x < 0, entonces © = —k,k > 0 luego e* = e™* = 1lim (1 + —) = lim (1 + E) )
n

n—o00 n—0o00 n

Y también vale para x = 0.

Funcién Exponencial en base a, a > 0.

Definicién 5.5. Se define la funcion exponencial en base a como la funcion

Propiedades: Sea a € R, a > 0. Entonces:
1-Vz €R a®=1, (a®) =In(a)a”
2-Vuz,y €R oV =a"ad.

3-Vzr eR a* = aix

4-Vz,y €R (a®) = a"™.

Ejemplo 5.7. Calcule la derivada de las siguientes funciones:

o) f(z) = 20
b) g(z) = 273",
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Solucion:

n(zx)ln n(z)ln In(x))’ n(x
a) f'(r) = (el @k (2)), = el (2)(ln((2))) = 2! )xlri(2)’

b) ¢(z) = (e e:czln(?»))’ — (e:vln(2>+x2zn(3>)f — eeln(2)+a?In(3) [zIn(2) + 2% In(3)] =
e e @) [1n(2) + 2xIn(3)] = 2237 [In(2) + 22in(3)).

Ejemplo 5.8. Calcule la siguiente integral indefinida f6:v35x4+7 dx

Solucién: Sea u = x* + 7, luego du = 423dx. Por lo tanto
[ 6235547 do = 6 [235+ do = S [5% du = 2 [e“0) du = %e;ig) +k =
+k, keR.

3 e(@t+7)in(5)

_ 3
2 In(5) +k_§

5t+7)

In(5)

Funcion logaritmo en base a, a > 0.

Sean a € R, a > 0. Se define la funcién

loge : RT — R por log,(z) =

Proposicion 5.1. La funcion log, satisface las propiedades
a)Vr € RT exp,(log,(x)) = x.
b)Vy €R loga(expa(y)) = y.

Luego log, es la funcion inversa de exp, y satisface

y = log,(x) si y solo siz = a’

Demostracién: a) Sea x € R, entonces exp,(log,(x)) = exp,

In(z)
6ln(a) ln(a) — 6ln(w) = x.

b) En forma similar.

La funcién log, satisface también las siguientes propiedades:
1.- log,(1) = 0.

2-VzeR" (log,(z)) = :clr}(a)'

3-Va,y€RY log,(zy) = log(x) + log.(y).
4-Vx eRT yeR log,(z¥) = ylog,(z).
5-Yy € RY loga(y) = —loga(y).

6-V 5,y €RY logy(2) = loga(r) — logaly).
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Nota: Si a = e se tiene el logaritmo natural In y si a = 10, se tiene logyg, llamado

logaritmo comun.

Ejemplo 5.9. Calcule la derivada de las siguientes funciones:

Cl) V T € R+ f(,’L‘) = 2\/5’ b) v T € R g(x) = log3(4x2>’ C)V = R-i- h(x) — xcos(:c)'

Solucién: a) f'(x) = (eV®"@) = eVain@) (| /zIn(2)) = 2V*[In(2)
b) /(@) = (logs(4)) = () = (7i5) = 2055,
c) In(h(z)) = In(z®)) = cos(z)in(z), luego h(z) = e*@m=) por lo tanto,

W (z) = (ecos@in(@)y = eeos@)in(@)[cog(x)In(x))! = h(x)[—sen(x)in(z) + cos(z)L] =

T

L]
2zl

2@ [—sen(z)ln(z) + cos(z)L].

Aplicaciones de la funcién Exponencial.

1.- Crecimiento poblacional. Sea P(t) una poblacién con tasas de natalidad [ y
de mortandad §. (3,9 constantes), t se mide en anos. Se tiene que la razén de cambio

con respecto al tiempo es proporcional al tamano de la poblacion, es decir,

% = kP, o bien P'(t) = kP(t)

donde k= [ —0 eslatasa de crecimiento anual. ;Cudnto vale P(t)?

2.- Desintegracién radiactiva. Se considera una muestra que tiene N(t) dtomos
de isotopo radiactivo en el momento t. Se ha observado que una fraccion constante
de estos dtomos radioactivos decae expontaneamente durante cada unidad de tiempo.

Para consequir un modelo para N(t) se usa la ecuacion diferencial

% = —kN, o bien N'(t) = —kN(¢)

con k > 0. Su solucién es N(t) = N(0)e " donde N(0) es el mimero de dtomos
radioactivos presentes en la muestra en el tiempo t = 0. Se llama vida media 7

de un isétopo al tiempo que se requiere para que la mitad de la cantidad inicial

se desintegre en otros elementos, es decir T =t cuando N(t) = LN(0). Pruebe que

-2
_ n(2
T=="
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3.- Ley de enfriamiento de Newton. La razon de cambio con respecto al tiempo
t de la temperatura T'(t) de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre T y la

temperatura T, del medio, es decir

dT

o = k(T —T,), o bienT'(t) = k(T(t) — T,)

donde k < 0. Susolucién es T'(t) = [T'(0) — T,]e** + T,.

Ejemplo 5.10. Un cultivo de bacterias Streptococcus A recién inoculadas (un grupo
comin de microorganismos que causa inflamacion séptica en la garganta) contiene
100 células. Al revisar el cultivo 60 minutos después, se determina que hay 450 célu-
las.
a) Determine el nimero de células presentes en cualquier tiempo t (medido en mi-
nutos), suponiendo que el crecimiento es exponencial.

b) ¢Cual es el tiempo de duplicacion de esta bacteria? (el tiempo de duplicacion

es el tiempo que se requiere para que el nimero de células se duplique).

Solucién: Crecimiento exponencial signiﬁca que P'(t) = kP(t), donde P(t) es el
nimero de células en el tiempo t. Luego =k.

Integrando se tiene que In(|P(t)|) = k:t+C’, como P(t) > 0, |P(t)| = P(t), luego
In(P(t)) = kt+ C.

Por lo tanto, P(t) = e = ekeC. Para t = 0, se tiene el nimero inicial de

células, se tiene que P(0) = ¢, de donde finalmente

donde P(0) es el niimero inicial de células (la poblacién inicial).

En nuestro problema P(0) = 110. Luego P(t) = P(0)e* = 100e*. Sabemos
ademds que P(60) = 450, luego 450 = 100e*%°, es decir, 4, 5 = ¢5%. Usando logaritmos
se tiene que [n(4,5) = 60k, de donde k = l"%":’).

n(4,5)

a) Por lo tanto P(t) = 100e™ e

b) Queremos calcular ¢ tal que 200 = 100e62¢. Se tiene que 2 = elngf)s)t luego,

In(2) = "5ty ast £ = 03 ~ 27,65,
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Luego el tiempo de duplicacién para este cultivo de Streptococcus A es cerca de

28 minutos.

Ejemplo 5.11. Una taza de café instantineo recién servida tiene una temperatura
de 180°F. Después de dos minutos de permanecer en una sala a 70°F, el café se enfria
hasta 165°F. a) Calcule la temperatura en cualquier tiempo t.

b) ¢ En qué tiempo t el café llega a una temperatura tolerable de 120°F.7

Solucién: Es un problema de la ley de enfriamiento de Newton. Su modelo es
T'(t) = k(T(t) — T,) y su solucién es T'(t) = [T(0) — T,]e** + T,, donde T(0) = 180
es la temperatura inicial y T, = 70 la temperatura ambiente. Por lo tanto, se tiene
que T(t) = 110e** 4 70,

Pero T'(2) = 165, de donde 165 = 110e?* 4- 70, de donde e = 2y 2k = In(33)

110
y asi k = 3in(3%) ~ —0,0733017 y

T(t) — 1106_070733017t ‘l’ 70

b) ;Para que t se tiene que T'(t) = 1207

120 = 11090733017 170 usando logaritmo natural se llega a t ~ 10, 76 minutos.

Ejercicio 5.13. La vida media de la morfina en el torrente sanguineo humano es de
tres horas. Si inicialmente hay 0,4 mg de morfina en el torrente sanguineo, halle la
ecuacion para la cantidad de morfina presente en el torrente sanguineo después de t

horas.

Resp. y(t) = 0,4(§)t.

2
¢ Cudndo llegard la cantidad por debajo de 0.01 mg?

Ejercicio 5.14. Un espécimen de carbon de lena encontrado en Stonehenge contiene
el 63 % de carbono 14 con respecto de una muestra de carbon actual. ;Cudl es la edad

de la muestra 7 Resp: Aproximadamente 3800 anos.

Ejercicio 5.15. Un espécimen de carbon de lena encontrado en Stonehenge contiene
el 63 % de carbono 14 con respecto de una muestra de carbon actual. ;Cudl es la edad

de la muestra 7 Resp: Aproximadamente 3800 anos.
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5.8. Integrales Impropias

Sean a,b € R. Sabemos que ff f(z) dx existe si f es continua en [a, b].

Las Integrales Impropias son de dos tipos:

a) El intervalo de integracién de la forma [a, +00], [—00,a], (—o0,+0o0]

b) El integrando tiene una discontinuidad infinita en algin punto ¢, es decir,

lim f(x) = 00, 0 bien hay una asintota vertical en ese punto.

r—c

Caso a) 1. f continua en [a, +00) entonces fa+°°f dr = lim / f(z) dz, si

t——+00

este limite existe.

Caso a) 2. f continua en (—oo, b] entonces f f(z = lim / f(z) dx, si

t——o00

este limite existe.

Caso a) 3. f continua en (—oc, +oo) entonces [ f(x) do = [°_ f(x) dv +
f:roo f(x) dx donde c es cualquier niimero real.
Si el limite existe, se dice que la integral impropia converge. En caso contrario se

dice que la integral impropia diverge.

Ejemplo 5.12. Investigue las integrales impropias. a) f1+oox_13 dr, b) [7°(1 -

1
x)e * dz,

C)IOOO\/T )fool—i-:dez

Sol. a) f;roo =% dz = limy_ flt 5 dz = limy_ ff 7 = limyioo(—55 +3) = 3

Luego la integral converge.

c)) fooo = da = limy. o fto \/ﬁ dr = limy__oo(—2y/1—1x) =
limy—,—oo(—2y/1 —t — 2) = +00. Luego la integral diverge.

Caso b) 1. f continua en [a, b) y tiene una discontinuidad infinita en b, entonces
t

fab flz) de = tl_l)rgl/ f(x) dx si este limite existe.

Caso b) 2. f contmua en (a,b] y tiene una discontinuidad infinita en a, entonces

f f(x) dox = hm / f(x) dx si este limite existe.
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Caso b) 3. f continua en [a,b] salvo en un punto ¢ € (a,b) donde f tiene una

discontinuidad infinita, entonces fab f(x)de = [ f(z) do + fcb f(x) dx.

Ejemplo 5.13. Investigue las integrales impropias. a) ffl 3L dz, b) f02 ﬁ dz,

=

Sol.b) [P —1 dr=[f—L  do+ [f—t dp=- =

0 (2x—1)% (2m—1)% 2 (2x—1)%

3

N

_|_

N

6. Swucesiones y Series infinitas de niimeros reales

6.1. Swucesiones

Definicién 6.1. Una sucesion infinita de nimeros reales, en adelante una sucesion,
es una funcion S : N — R, n — S(n). Denotaremos S(n) = S, y S por (Sp)nen 0
por {Sn}nEN

(Sn)nGN = 517527' t 7Sn' t

S1 se llama el primer término de la sucesion, S, el segundo término, y asi sucesi-

vamente S, el n—ésimo término de la sucesién (S, )nen-

1

')

N[

Ejemplo 6.1. (1),cn =1,

yrte

AL

Ejemplo 6.2. (),en =12, ,
Ejemplo 6.3. (1+ (=1)"),en = 0,1,0,1,--+ 1+ (=1)",---
Ejemplo 6.4. Sucesion de Fibonacci (F,)nen dada por recurrencia:
o= =1,
Fop=F, 1+ F, ¥ n>2

Luego F3 =2, F, = 3, etc.

Definicién 6.2. Limite de una sucesion (Sy)nen : lim S, = L € R si y solo si para
n—oo

todo e € RT, AN € N tal que |S, — L| <e, V n> N.
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Definicién 6.3. Diremos que una sucesion (Sy,)nen €s convergente si y solo si lim S,

n—oo

existe. En caso contrario diremos que (Sy,)nen €s divergente.

1
Ejercicio 6.1. Probar que lim — =0
n—oo N,

Como las sucesiones son funciones entonces se definen en forma natural nuevas
sucesiones: Sean (S, )nen, (Th)nen dos sucesiones entonces son también sucesiones

1) (Sn)nEN + (Tn)nEN = (Sn + Tn)nEN

111) (Sn)nEN(Tn)nEN = (SnTn)nEN

: Sn n n

iv) (72 = (F)nen, T # 0, Y € N,

Usando propiedades de los limites de funciones se tienen los siguientes resultados:
Teorema 6.1. Sean (S,)nen, (Tn)nen dos sucesiones convergentes y sea lim S, =

LeR, lim T, =M € R. Entonces:

n—oo

1. lm (S, +T,) = L + M.

n—~0o0

2. lm (A\S,) = AL, V A€R.

n—~0o0

3. lm (S,T,) = LM.

L
4. lim%zﬂ, si T, #0, Vne N y M # 0.

Teorema 6.2. (Ley se sustitucion) Sea (S,)nen Sucesion convergente y sea lim S,, =

n—oo

L € R. Si f esuna funcidn continua en L entonces lim f(S,) = f(lim (S,)) = f(L).

3n—1
Ejemplo 6.5. Calcule lim |/ ———.
n—oo n+7

1
3n—1 33— =

S, — 3n=l es convergente pues lim = lim n
( n)neN n+7 neN & P n—oo 1+ 7 n—oo 1 4 L
n

Como 2= > 0 la raiz cuadrada de 2"=! es continua, luego
n+7 n+47 )

—1 —1
lfm \/ sn—1_ \/ m =3
n—oo \ n+7T n—oo N+ 7

= 3.
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Teorema 6.3. (Teorema del sandwich para sucesiones) Sean (Sp)nen, (Tn)nens (Un)nen

sucesiones tales que S, < T, < U, y sea lim S, = lim U, = L € R. Entonces

lim 7,, = L.
Nota 1. lim |S,| = 0 = lim S,, = 0. Es decir si la sucesién de los valores

n—oo n—oo

absolutos converge a cero, entonces la sucesion también converge a cero. En efecto,
se tiene que —|S,| < S, < |S,| y sabemos que ,}LHQO|S"| =0y que JLH;O—\STJ =0
luego por Teorema del sandwich 7111_)11010 Sp =0

El Reciproco no es cierto. Por ejemplo sea (S,,)nen = ((—1)")nen s una sucesién

que diverge pues tiene dos limites 1 y -1. Sin embargo la sucesion de sus valores

absolutos converge a 1.

Ejemplo 6.6. Pruebe que la sucesion (%)%N converge a 0.

(—1)"sen(n)| ~ lim sen(n)

= 0.
n2 oo 12

Solucién: Veamos que lim |
n—oo

Sabemos que —1 < sen(n) < 1, luego

-1 < sen(n) < 1
wESTe Sw
, 1 .o —1 . . sen(n)
Pero lim — =0y lim — = 0. Luego por Teorema del sandwich, lim >— =0.
n—oo M n—oo N n—oo n

Nota 2. Sea f funcién definida para todo real > 1 y sea (.S,)nen Sucesién tal

que f(n) =95, Vn € N. Entonces

lim f(x)=L= lim S, =L

n—oo n—oo

Debido a la nota anterior puede usarse la regla de L’Hopital para sucesiones. Sean

f, g funciones definidas para todo real = > 1y sean (S, )nen, (Tn)nen Sucesiones tales

f(z)

que f(n) =95, gn)=T, Yne Ny lim 7(2) tiene la forma 22, entonces
n—oo (T

lim & = lim @ — lim f/(:l:')

si los dos ultimos limites existen

Sucesiones crecientes, decrecientes y acotadas

38



Definicién 6.4. Se dice que una sucesion (Sy)nen €S
i) creciente si S, < S,y1, V n€N.
ii) decreciente si S, > S,11, ¥V ne€N.
iii) mondtona si es creciente o decreciente.

iV) acotada si existe M € R, M > 0 tal que |S,| < M, VneN
Teorema 6.4. Toda sucesion convergente es acotada
El reciproco no es cierto, pero tenemos el resultado

Teorema 6.5. Toda sucesion mondotona y acotada es convergente.
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