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Bitacora 2010

’ Hasta aquf la clase del: 4 agosto Presentacién del curso. Repaso de continuidad y derivadas.

1. Derivadas (pendientes desde Célculo I)

1.1. Concavidad y su caracterizacién por segunda derivada.
Definicién 1. Sea f una funcion definida en un intervalo I contenido en Dom(f).

1. f es convexa en I ssi

vx,%za(“y@: f) = @) _ f() = f@) _ f(z)—f(y))

Yy—x - Z—T - Z—y

2. f es concava en I ssi

any7261<x<y<z:> f) = 1@, 16 = 1) f(Z)—f(y)>

y—x z—x z—y

Teorema 1. Sea f una funcién con sequnda derivada en un intervalo I contenido en Dom(f). Entonces:
1. f es convexa en I ssi f” >0enl.

2. f es concava en I ssi f“ <0enl.

Hasta aqui la clase del: 5 agosto Concavidad y su caracterizacién por segunda derivada. ‘

1.2. Inversas de funciones: continuidad y derivadas

Observaciones: Si f: A— B es una funcién real, es decir, donde {A, B} C P(R), recordemos que:
1. Una restriccién de f a un subconjunto C de A es la funcién f | C': C' — B que coincide con f en C.

2. La funcién f [ C admite inversa g : D — C' ssi f [ C es inyectiva, donde D es la imagen de C por f [ C
(o por f, es el mismo conjunto imagen).

3. En tal caso, para simplifcar notacién, basta indicar a g como f~1 : f[C] — C, lo que viene a mencionarse
b b )
como la “inversa de fen C”.

4. Necesitamos recordar el TVI (Teorema del Valor Intermedio):

Si f continua en [a, b], donde a < b en R, y A es un real situado estrictamente entre f(a) y f(b),
entonces existe ¢ €]a, b[ tal que f(c) = A

Haremos unas caracterizaciones preliminares:

Lema 2 (Propiedad fundamental de intervalos). Sea A C R. Entonces A es un intervalo ssiVa,b€ AVe € R (a <
c<b—ce A)

Lema 3 (Corolario a TVI). Sean f una funcidn real e I un intervalo contenido en Dom(f). Si f continua
en I, entonces f[I] es un intervalo.



Hasta aquf la clase del: 10 agosto 08:30 Ejemplo de anilisis de concavidad de una funcién.
Inversas de continuas

Lema 4 (Una condicién suficiente para continuidad). Sean g una funcién real y J un intervalo contenido
en Dom(g). Si g es mondtona estricta en J y g[J] es un intervalo, entonces g es continua en J.

’Hasta aqui la clase del: 10 agosto 18:00 Control 0. Una condicién suficiente para continuidad ‘

Teorema 5 (Continuidad de la inversa). Sean f una funcion real e I un intervalo contenido en Dom(f). Si
f es continua e inyectiva en I, entonces f es monétona estricta en I, y tiene inversa f=' : f[I] — I que es
también mondtona y continua en f[I].

1.3. Derivadas e inversas de funciones

Propiedad 6 (Condicién necesaria para derivabilidad e la inversa). Sea f una funcidn inyectiva y derivable
en un intervalo I contenido en Dom(f). Si ¢ € I cumple que la inversa f=' de f en I es derivable en

b:= f(c), entonces f (¢) #0 y

Hasta aquf la clase del: 13 agosto Continuidad de la funcién inversa. Condicién necesaria para
derivabilidad e la inversa

Teorema 7 (Condicién suficiente para derivabilidad e la inversa). Sean f es una funcidn inyectiva y derivable
en un intervalo I contenido en Dom(f), y sea J := f[I]. St f (c) # 0, entonces la inversa f de f en I es
derivable en b:= f(c) y

Hasta aquf la clase del: 17 agosto 08:30 Condicién suficiente para derivabilidad e la inversa.




1.4. Guial
Célculo II Cs. Exactas 2010

1. Suponga que f y g son diferenciables en todo R, f/'(z) > ¢'(z) para todo x € R, y f(a) = g(a).
Demuestre que f(x) > g(z) para x > a 'y f(r) < g(x) para z < a.

2. Si para una funci 6n f definida en un intervalo [a, b] existe a > 1 tal que Vz,y € [a,b] |f(x) — f(y)] <
|z — y|* entonces f es continua en [a,b]. Trabaje un poco més y demuestre que f es derivable en ]a, b,
que su derivada es nula en ]a, b[, y entonces f es constante en [a, b].

3. Si f:[0,400[— R es continua en su dominio y derivable en el interior de su dominio, y 11’15_1 f =L c
xTr — (oo}

R, entonces

a) VC>O£EI}:OO(J[($+C)*JC($)):CL b) lim @:L
T — 400 €T

4. Si f y g son continuas en [a, b] y derivables en ]a, b], entonces existe ¢ €]a, b tal que (f(b) — f(a))g'(c) =

(9(b) = g(a)) ' (¢)

5. La figura muestra la gréfica de la derivada de f. Marque todos los puntos en que se asumen los maximos
y minimos locales de f, indicando si es maximo o si es minimo local.

N

N3 4

6. Analice completamente (incluyendo concavidad) cada una de las siguientes funciones. Ademés, encuen-
tre el supremo y el infimo en los intervalos indicados (o demuestre que no existe).

a) f(x)=2® 2% -8z +1en[-2,2]. g) f(z) =32* — 8% + 622 en R.
b) flx) =2 —2> -8z +1enR. B 1
¢) fx) =2 —2*> —8x +1en [0,00). h) f@) = o +r+1 en [=1/2,1]
d) f(x)=2°+z+1en[-1,1]. . :x+1 L1 1/9l.
e) f(x) =3z —8x3 + 622 en [—1,1/2]. i) 1) z?+1 en [71.1/2

T z+1
1) f(@) = 5 en [0,3] j) f@) = S e R

7. Determine un intervalo en torno a x = 4 donde la funcién g : (0,00) — R dada por

Va(z —5)?

g(z) = 1

tenga una funcién inversa (local) f = g~! y calcule la derivada f’(%)

8. Demuestre que:



a) (Arcsen(z)) = ﬁ o] < 1.
b) (Arccos(z))’ = \/%7 | < 1.
¢) (Arctan(z)) = HL:EQ z R

d) (Arcsec(z)) = W%, |z > 1.

9. Demuestre que si f derivable en un intervalo I y para todo x € I se cumple f/(z) < —4, entonces f
tiene inversa derivable en I.

10. Calcule los siguientes limites, usando la regla de 'Hopital si se puede.

a) lim T sen(x) sen(2) e) lfm rramie) tan(z)
x—0 x — sen(z?) 1—0 sen(x?)
; 3
B Tm sen(z + x*) i sen(z)
x—0 x + sen(z?) z—nt T — T
¢) lim x? g) lim sen(z?)
2—0 sen (22 + sen(z)) 2—0 sen?(z)
S
d) 1 T 2 B ol Y
z—2 13 — 322 4+ 3x — 2 z—0+ sen(z + /)



1.5. Regla de L’Hopital

Teorema 8 (Teorema del Valor Medio generalizado). Sean f y g funciones continuas en un intervalo [a, b]
(donde a < b en R) y derivables en |a,b|. Entonces existe ¢ €]a,b| tal que

F'(©)(g(b) — g(a)) = g'(c)(9(b) — g(a))

Teorema 9 (Regla de L'Hoépital). Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo abierto I. Sea el simbolo
a € (RU{oo, —oc0}) (simboliza un nimero o a uno de los simbolos de infinito) un punto de acumulacion de I
(si a simboliza un infinito, significa que I no es acotado en el sentido respectivo). Sea s uno de los simbolos
a, at o a~ (los dos iltimos en caso de que a € R) Si se cumplen las condiciones siguientes:

1. f y g son derivables en I —{a} yVax €I —{a} ¢'(x) #0

2. Alguna de las tres condiciones siguientes se cumple:

a) lim f(z) =0 = lim g(z), b) lim g(z) =00, o bien ¢) lim g(z) = —o0
o bien
!
3. lim f,(x) existe 0 es 00 0 es —00
z—s g'(z)
!
Entonces lim @ = lim @)

e gla) s gf(2)

2. Integral de Riemann

Introduccién a Integral de Riemann
’Hasta aquf la clase del: 17 Agosto 18:00

2.1. Definiciones e integrabilidad

Definicién 2 (Particién de un intervalo cerrado). Sean a y b reales con a < b. Una particion del intervalo
[a,b] es una sucesidn finita {z;}7_, tal quen € N y

a=zxp<xr1 <9< ...<xp=">
Cada particion {x;}?_, determina n subintervalos de [a,b] dados por
[a7 371], [$1, $2]’ e [an—h b]

Definicién 3 (Sumas superior e inferior). Sea f una funcion acotada y sea [a,b] C Dom(f) intervalo no
vacio. Para cada particion P = {x;}!_, de [a,b] se definen:

1. Suma superior de f para P, denotada S(f, P), como S(f,P) := ZM,- -A; donde M; :==  sup (f)
i—1 r€[xi_1, x4]
YA =a; — i1,

2. Suma inferior de f para P, denotada s(f, P), como s(f,P) := Zmi - A; donde m; = inf  (f)

P x€[Ti1, T

Yy Az =T, —Ti—1.



Hasta aqui la clase del: 20 Agosto

Notamos que cada particién de un intervalo [a,b] queda univocamente determinada por su recorrido, es
decir, por un subconjunto finito de [a,b], debido a que la sucesién finita debe ser creciente estricta. Ello

permite considerar cada particién de [a,b] como un subconjunto finito de [a, b] que incluye a los valores a y
b.

Definicién 4. Sean a y b en R con a < b. Se definen:
1. El conjunto de todas las particiones de [a,b] como Pla,b] = {P : P es particion de |a,b|}

2. El conjunto de todas las particiones de [a,b] en n subintervalos, donde n € N, como Py [a,b] = {{z;}1", :
{zitiso € Pla, b}

3. Un refinamiento de una particion P € Pla,b] es una particion Q € Pla,b] tal que P C Q. También se
dice que @ es mds fina que P y también que P es mds gruesa que Q.

Notar que si P y @ son particiones de [a, b], entonces P U Q es una particién y es més fina que P y que

Q.
Definicién 5. Sea f una funcion acotada en un intervalo [a,b] tal que a < b y [a,b] C Dom(f). Se definen:
1. La funcién suma superior, que a cada particion de [a,b] asigna la respectiva suma superior.

2. La funcidn suma inferior, que a cada particion de [a,b] asigna la respectiva suma inferior.

Hasta aquf la clase del: 24 agosto 08:30 ‘

Propiedad 10. Sea f una funcidn acotada en un intervalo [a,b] tal que a < b y [a,b] C Dom(f). Si P y Q
son particiones de [a,b] y Q es un refinamiento de P, entonces

s(f,P) < s(f,Q) < S(f,Q) < S(f,P)

Definicién 6. Seana yb en R con a < b. Una particidn regular de [a,b] es una en que todos los subintervalos
tienen igual ancho.

Propiedad 11. Sean a y b en R con a < b. Entonces
1. En una partcion regular de [a,b] en n subintervalos, cada subintervalo tiene ancho b_Ta
2. Una particion de [a,b] es reqular ssi sus puntos forman una Progresion Aritmética.

Propiedad 12. Sea f una funcidn acotada en un intervalo [a,b] tal que a < b y [a,b] C Dom(f). Entonces
toda suma superior de f en [a,b] es mayor o igual a toda suma inferior de f en [a,b].

Definicién 7 (Integral superior, integral inferior). Sea f una funcidn acotada en un intervalo [a,b] tal que
a <byla,b CDom(f). Se definen:

1. Integral superior de f en [a,b], denotada U(f,[a,b]), como U(f,[a,b]) :== f{S(f,P) : P € Pla,b]}
2. Integral inferior de f en [a,b], denotada L(f,[a,b]), como L(f,|a,b]) := sup{S(f,P) : P € Pla,b]}

Propiedad 13. Sea f una funcion acotada en un intervalo [a,b] tal que a < b y [a,b] C Dom(f). Entonces

L(f,]a,b]) <U(f, [a,b])



Definicién 8 (Funcién integrable segiin Darboux). Sea f una funcidn acotada en un intervalo [a,b] tal que
a <byla,b CDom(f). Se dice que f es integrable en [a,b] ssi L(f,|a,b]) = U(f,[a,b]).
En tal caso, al numero expresado por ambas integrales superior e inferior se le llama la integral de f en

[a,b] y se denota
b
/ f(z)dx

b
Observaciones: La variable que aparece en / f(z)dz carece por ahora de importancia, pudiendo denotarse
a

b
la integral como f, pero veremos mas adelante que conviene utilizar tal variable, con miras a ciertas

propiedades y oper(zziciones de integrales. —|
Hasta aquf la clase del: 24 agosto 18:00




2.2. Guia 2
Célculo II Cs. Exactas 2010
1. Considere
a) P, =1{0,1,1,5,2,3,3,3} b) P, ={-2,-0,5,1,3,4} ¢) Py ={—v2,7/4,1,/3}

Py, P, y P3 son particiones de ciertos intervalos. Para cada una de ellas:

a) Determine el intervalo del que es particién.
b) Decida si la particién es o no regular.

¢) Encuentre la norma || P|| de la particién (el mayor ancho de entre los subintervalos determinados
por P).

d) Exprese y calcule las sumas superiores e inferiores para la funcién f(z) = z2.

e) Encuentre refinamientos de estas particiones que tengan norma 0,5.

. Demuestre que si f es una funcién acotada en un intervalo [a, b], y para cada n € N se tiene la particién

regular P, de [a,b], entonces U(f,[a,b]) = mf{S(f,P,) : n € N} y L(f,[a,b]) = sup{s(f, Pn) : n €
N}

Calcule las sumas superiores e inferiores para la funcién f en el intervalo indicado usando una particiéon
regular en 4 subintervalos.

a) f(z) =2x+3, [1,5] b) f(z) =, [0,3] ¢) f(z) =2° -3z, [-2,2]

Determine si es o no integrable en el intervalo [1, 5], y cuanto vale la integral, para la funcién f: R—R
dada por Vz € R f(x) = 3.

Demuestre que toda funcién constante en un intervalo es integrable en él y exprese su integral en
términos del valor constante de la funcién y de los extremos del intervalo.

. Asuma que la funcién f : R—R dada por Vo € R f(x) = x + 3 es integrable en [1,4]. Calcule sus

sumas parciales y con ellas calcule la integral. Puede ser ttil considerar el ejercicio

Asumiendo que f y g son funciones integrables en un intervalo [a, b], demuestre que la funcién f + g
es integrable en [a,b]. Para ello, exprese las sumas superiores e inferiores en términos de las sumas
superiores e inferiores de f y de g, y analice el comportamiento de los supremos e infimnos involucrados.



1 size(0,1]NQ
—-1 size0,1]-Q’
entonces toda suma superior vale 1 y toda suma inferior vale -1, y por tanto la integral superior vale 1 y a
integral inferior vale -1; al ser distintas, la funcién no es integrable.

No toda funcién es integrable. Por ejemplo, si f : [0,1] € R esta dada por f(z) = {

Propiedad 14 (Condicién para integrabilidad). Sea f una funcion acotada en un intervalo [a,b]. Entonces
f es integrable en [a,b] ssi
Ve> 03P € Pla,b] (S(f,P) —s(f, P) <e)

Definicién 9. Sean [a,b] un intervalo en R y P = {x;}1, una particion de [a,b]. La norma de la particion
P es el valor mdzimo del conjunto finito {A; : 1 <i<n}

Propiedad 15 (Mondtonas son integrables). Sea f una funcidn acotada en un intervalo [a,b] tal que a < b
y [a,b] C Dom(f). Si f es mondtona en [a,b], entonces f es integrable en [a,b]

’Hasta aquf la clase del: 31 agosto 08:30 ‘

2.3. Integral de funciones continuas

Definicién 10 (Continuidad uniforme). Una funcidn f definida en un conjunto A es uniformemente con-
tinua en A ssi
Ve>036>0Vaz,yc A(lz—yl <d—|f(z) — f(y)| <e)

No toda funcién continua es uniformemente continua. Por ejemplo, si f : R — {0} = R estd dada por
flx) = %, erlltonces plara €= % y cualquier § > 0, sean n € N tal que n1> %l(existtle por Prop. Arquimediana)
y sean ¥ = - e y = 5 valores del dominio de f. Entonces |z —y| = |f — —| = 5. <0 pero |f(x) — f(y)| =

1 n 2n
In—2n|=n>3=ec
Propiedad 16. Toda funcion uniformemente continua en un conjunto es también continua en el conjunto
Propiedad 17. Toda funcion continua en un intervalo cerrado es uniformente continua en el intervalo.

Teorema 18 (Integrabilidad de las funciones continuas). Toda funcidn continua en un intervalo [a,b] es
integrable en [a, b].

’Hasta aquf la clase del: 31 agosto 18:00 ‘

3. TFC 12 parte y Métodos de integracion basicos

Teorema 19 (Teorema fundamental del Célculo, primera parte). Sea f una funcion integrable en el intervalo
[a,b] y sea g una funcién continua en [a,b], derivable en ]a,b| y tal que ¢’ = f en ]a,b[. Entonces

/ f(z) dz = g(b) - g(a)

El resultado anterior es més sugerente escrito como

b
/ ¢ () dx = g(b) — g(a)

Para calcular integrales de funciones integrables, puede entonces ayudar el conocer de qué funcion es
derivada.

Note que el resultado no depende de cual funcién g se considere.

Diremos que g es una primitiva de f en un intervalo si ¢’ = f en ese intervalo.

10



Lema 20. Si g1 y g2 son primitivas de f en algin intervalo, entonces existe una constante C' € R tal que
g1 = g2 + C en el intervalo.

Definimos la integral indefinida de una funcién f en un intervalo como el conjunto de las primitivas de f

en ese intervalo, y se denota / f(z)dzx

El lema indica que si g es una primitiva de f, entonces /f(x) dx ={g+ C : C € R}. Se abrevia

/f(x)dx:g(x)—l—C, CeR

La constante C' se llama constante de integracion.
Para encontrar primitivas de funciones estudiamos “Métodos de integracién” de los cuales el més sencillo

es el método directo o bésico: conocida la derivada f de una funcién F, tenemos / f(z)dx =F(z)+C

Por ejemplo, se tiene
/cos(x) dx =sen(x) +C /sen(x) dx = —cos(z) + C
2 3
/$d$:%+0 /xle’:%+C’

/dx:x+C /\/de:;x?’/z—i—C

zn+1

2 _
n—|—1+0 /sec (z) dz = tan(x) + C

VnGQf{fl}/x"dz:

Lema 21 (Linealidad de la integral indefinida). Si F' es primitiva de f en un intervalo, y G es primitiva
de g en el mismo intervalo, y « € R es un constante, entonces

/U@me@Mx:ﬂ@+amm+c

Note que basta con indicar una cosntante de intergacion, es decir, no es necesario combinar explicitamente
las constantes de integracion, ya que la combinacion de constantes es constante, y como el recorrido de una
funcién afin en R es R, toda constante se escribe como combinacién de constantes.

Utilizaremos la notacién diferencial para los siguientes métodos de integracién:

= Si z es una variable, su diferencial es dz y no es un nimero.

= Siy = f(z), las diferenciales se relacionan por dy = f'(z) dx

3.1. Método de Sustitucion

El Método de Sustitucion es el andlogo de la Regla de la Cadena para derivadas, y se expresa del siguiente
modo: Si F' es una primitiva de f en algun intervalo, y g es una funcién derivable, entonces

/ﬂmm»yquszu»+c

La forma de utilizar el método de sustitucién es el siguiente: dada /f(g(m)) g (x)dx y F' = f,seay

una variable auxiliar dada por y = g(z). Entonces dy = ¢'(x) dz y se cumple:

/f(g(:v)) g () dx:/f(y) dy=F(y) +C = F(g(z)) + C

11



Atn no trabajamos logaritmo ni exponencial.
Hasta aqui la clase del: 21 septiembre 08:30

3.2. Método de integracién por partes

/udvzuv—/vdu

El método de integracién por partes se utiliza, en general, para reducir el cdlculo de una primitiva al
calculo de una primitiva mas simple.

Si u y v son funciones de x, entonces

3.3. Algunas integrales trigonométricas

Se trata de algunos casos de integrales de las siguientes formas:

1. Para algunos n,m € Q, integrales de la forma /sen” () dx, /cos”(z) dz, /sen"(x) cos™ (z) dx

2. Para a,b € R, integrales de la forma /cos(ax) sen(bx) dz

Atn no trabajamos logaritmo ni exponencial.
Hasta aqui la clase del: 21 septiembre 18:00

12



3.4. Guia 3
Célculo II Cs. Exactas 2010

Integrales indefinidas: sustitucion

Calcule:

].. f(3$ + 1)4d$ 16 f COb
/9 — :sem2

17. [tan®(z) Secz(x)d:c

2. [z(22? — 3)3dx

sen(x)
.| ————d
3 cos?(z) +1 .

z?dx
18 [ ——
4. [V 1dt V(@ +1)7
5. [V9— z2xdx 19. [ sen(y/z)dx
NG
6. | ———
J Jz(1+ ) g0, [ Arcsen(z)d Arcsen(z)dx
R V1—2a2
) (22 — 4z + 3)3 de 21. [ xsen(x?) cos(x?)dx
2’ + Arcsec(x)dx
S G —aey 2T
9. [ ————ds xsen(va? +4)dx
-2 B rm
+4
5 3
10. [ VAT —#2(1063 — 5t)dt 2 cos( Va7 ¥ 3)da
2. [T
1. [——— e+
6 —
rVat —4 25. [ 2?(a3 + 5)% cos( (23 +5)? )dx
u+ 3)*
2. f (\f\/ﬂ)du 26. [25(72" + m)¥sen( (727 + 7)? )dx
13. [(14 1)=3Lqdu 27. [z cos(z? +4)/sen(z? + 4)dx
14 [ xdx 28. [x%sen(3z" +9){/cos(3z7 + 9)dx

Va2 +9

Vtan(z=3 + 1)dx
15. [ 582 T 5dz 29. J

z*cos?(z—3 4+ 1)

Integrales indefinidas: por partes

Calcule:

1. [(3z® + 1) cos(2z)dz 5. [x3/2z + Tdx 9. [23V4—22dx

2. [2*V/1 - 22dx 6. [25Va3 +ddx

3. [ Ascsen(ads PN o 10- [ sen(a) sen(d)ds
4. [zv/z + 1dx de 11. [ cos(5z) sen(7x)dx

8 I Ty

13



Integrales indefinidas: integrales trigonométricas

Calcule:

1. [sen'(z)dx 6. [ sen(2z)cos(3z)dx

2. [ cosS(z)dx (sugerencia: use prostaféresis)
3. [sen?(z) cos*(z)dx 7. [ cott(z)dx

4. [sen3(z)cos™%(z)dx 8. [tan=%/2(z)sec*(z)dx

5. [sen?(z) cos*(z)dx 9. [tan®(z)sec™/2(z)dx

Problemas varios

1. Verifique derivando las siguientes férmulas

X
——dr=+V22+1+C
“)/m‘” vl

1 T
b da = +C
) / /(a2 — 22)3 * a2va? — 2

c) /xcosxdx =zsinaz +cosz + C

2. Evalte las siguientes antiderivadas por los conocimientos que tiene de derivadas

0) /(43:2 82+ )z 0 /(333 1)2dg ) / (ﬁ

b) /<z47—:4+z>dz d) /—%Sinxdm )

3. Evalue las siguientes integrales o explique por qué no existen:

3 2 9 3
a)/ 2Pdx d)/ —dx g)/ |22 — 1|dz
-1 4T —2
4 V36 "
b d - /
) / Vadz 0 / L [

) /mdx f /13(x+ Ya)de ) [

4. Explique el error en el siguiente uso del teorema fundamental del cdlculo:

14



3.5. Propiedades de la integral definida

Teorema 22. Sean f y g funciones integrables en un intervalo [a,b] con a < b. Entonces

b

b b
1. La funcién f + g es integrable en [a, b] y/ (f(x)+ g(x))dx :/ f(z)dx Jr/ g(z) dx
b b
2. Para cada constante o € R la funcion af es integrable y / af(z)dx = a/ f(z)dzx
b b
3. Si f<genla,b, entonces/ fl@)de < / g(z) dx

b c b
4. Para cada ¢ €]a,b[ la funcion f es integrable en [a, c] y en [c, b] y/ flz)dz = / f(z)dx + / flx)dx

Hasta aquf la clase del: 28 septiembre 08:30 ‘

Teorema 23. Sean f y g funciones integrables en un intervalo [a,b] con a < b. Entonces
1. El producto fg es integrable en [a,b] (pero su integral no es el producto de las integrales, en general)
2. Si existe k € R tal que Vx € [a,b]0 < k < |g(z)|, entonces el cociente L es integrable en [a,b] (pero su

g
integral no es el cociente de las integrales, en general)

b b
3. |f| es integrable en [a,b] y ‘/ f(z)dx §/ |f(z)| dx

Teorema 24. Si f y g son idénticas en ]a,b] y ambas son acotadas en [a,b], entonces:

1. f es integrable en [a,b] ssi g es integrable en [a,b]

b b
2. En tal caso,/ f(z) dx:/ g(z)dx

’Hasta aqui la clase del: 28 septiembre 18:00 ‘

Célculo de édreas de regiones planas.

’Hasta aqui la clase del: 1° octubre ‘

Trabajo medido por integrales.

4. TFC 22 parte

Se define el valor promedio f de una funcién integrable f en un intervalo [a, b] como

_ f; f(x)dx

I b—a

Si f es continua en [a, b], entonces por TVI existe ¢ €]a, b[ tal que el valor promedio de f en [a,b] es f(c),
es decir,

_ f: f(z)dz

f continua en [a,b] =3Jc€la,b] f(c) —
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Teorema 25 (TFC 22 parte). Si f continua en [a,b], y F : [a,b] = R es la funcidn definida porV x € [a,b] F(z) :

/ f(t)dt. Entonces F es derivable en cada punto xg € [a,b] y se cumple:

F'(zo) = f(2)
Se escribe el teorema anterior de modo més sugerente como: Si f continua en [a, b], entonces para todo

x € [a, b] se cumple di(/: (@) dt) = f(x)

Note que TFC 2* parte implica que toda funcién continua en [a, b] tiene una primitiva dada por F(x) =
x . . o . . 2
J., f(t)dt, pero hay funciones cuya primitiva no es expresable algebraicamente, como [ cos(x?) dx

’Hasta aquf la clase del: 5 octubre 08:30 ‘

Si a < b, por acuerdo definimos fba fl@)dz = — ff f(z) dx. Compare con TFC 1* parte.
Definimos también por acuerdo [ f(z) dx := 0. Compare con TFC 1* parte.

Teorema 26 (Cambio de variable en integrales definidas (sustitucién)). Si f es continua en un intervalo
abierto I, g tiene derivada continua en [a,b], y g[[a, bH C I, entonces

b g(b)
) g (x) dz = t) dt
/a Flg(2))d (@) / 0

donde t = g(x)

’Hasta aquf la clase del: 5 octubre 18:00
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4.1. Guia 4
Célculo II Cs. Exactas 2010

1. Exprese las siguientes como una integral

o [ r@as [ i@ o [t [Cwar o [T e [ g
6 2

b) Al f(z)dz + /64 f(z)dz d) /_2 g(x)dx — /_Qg(sr:)dx

2. Sean f y g funciones integrables en [a,b]. Si ¢ y e son nimeros reales, demuestre que

b

/ab[cf(m) + eg(x)]dx = c/ab f(z)dx + e/a g(z)dz.

3. Si f es continua en [a, b], demuestre que

/ab f(z)dz

4. Decida cudles de las siguientes funciones son integrables sobre [0,2] y calcule la integral cuando sea
posible.

a)f(x){x7 0<x <1

< [

-2, 1<z<2

z, 0<z<1
r—2, 1l<zx<2

¢) f(z) =x+ |z] (|x] es la parte entera de x, el mayor entero menor o igual a x)

? f(:c){;”“‘”’ b

5. Demostrar que si f es integrable sobre [a,b] y f(x) > 0 para todo = € [a, ], entonces ff f=0

6. Demuestre que

b b+c
/ f(x)de = f(z = c)dx.

“+c

al bl abl
[ g [ gae= [ L
1 3 1 3 1 t

v f)dt =c ' flet)dt
[ se=e ]

9. Determine el 4drea de las regiones planas indicadas mediante integrales:

7. Demostrar que

8. Demostrar que

a) Region encerrada por y =22+ 1,y =0, 2= —1, 2 =2

b) Regién encerrada pory =23 —x+2, y=0,z=—1, 1 =2
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) Regién encerrada por y =22 +22 -3,y =0,z = -3, 2 =1

& o

) Regién encerrada por y =23, y =0, x = -3,z = 3

) Regién encerrada por y = Jz, y =0, x = =2, x =2

(8]

/) Regién encerrada por y = (z —3)(z — 1),y ==z
g) Region encerrada por y =z, y=z—4, =0
h) Regién encerrada por y = 2% — 21, y = —x
i) Regién encerrada por & = 8y — 3%, x =0
4) Region encerrada por = —6y? + 4y, 2 +3y —2 =10
k) Region encerrada por 4y? — 2z =0, 49> +4r — 12 =0
I) Regién encerrada por z = 4y*, x = 8 — 4y
m) Regién encerrada por y =z + 6, y = 23, 2y + & =0
n) Regién interior del tridngulo de vértices (—1,4), (2,—2) y (5,1)

10. Use el teorema fundamental del calculo para encontrar la derivada de las siguientes funciones:

a) g(z) = /Om V14 2tdt c) hiz)= /_3 cos(y?)dy e) g(z)
Y 1/x
b) fly) :/ t?sint dt d) f(x) :/ arctan u du f) 9(y)

11. Sea g(z) = f; f(t)dt, donde f es la funcién cuyo grifico se muestra

a) Evalte g(0),9(2),9(3),9(8),9(12)

b) Determine en qué intervalo es creciente la funcién g

¢)
)

d

;Dénde alcanza g su valor maximo?

Haga un esbozo del grafico de g.

—N W

2 4 N8 10 A2

= / cos(t*)dt
1

—3x

12. Encuentre el valor promedio de la funcién en el intervalo dado, determine un punto c en el intervalo

que cumpla que f(c) es el valor medio.

a) f(z) = a2, [—1,1] ¢) f(t) =te ", [0,5]
1/z, [1,4] d) fz)=a® -2 +1,
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