Capitulo 2: Dinamica

Partiremos con el comentario que si definimos el siguiente funcional, que de ahora en adelante
llamaremos Lagrangiano,

1 .
Lt r)=T-U = imr2 —Ulr)
asumiendo coordenadas cartesianas inerciales, y aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange obte-
nemos

d .
pr (mr) =—-VU(r)

las ecuaciones de Newton. Resolver las ecuaciones de Newton en la mayoria de los casos resulta
extremadamente tedioso, como lo son para situaciones en que el movimiento tiene varias restric-
ciones ya que esto implica resolver las fuerzas de restriccién. El mejor ejemplo es el movimiento de
un cuerpo bajo la fuerza de gravedad restringida en una superficie dada. Pero es relevante darse
cuenta que estas fuerzas de restriccion, aunque muy complicadas, no hacen trabajo. La solucién
a este problema es reformulando la mecanica clasica en termino de optimizacion del Lagrangiano.
Como vimos en el capitulo anterior, al pasar del set de coordenadas con restricciones a un set
de variables generalizadas, generamos el numero correcto de variables independientes que rigen la
dinamica donde las fuerzas de restriccién ya no aparecen.

Veremos a continuacion como dos lenguajes aparentemente muy diferentes, uno basado en fuerzas y
otro basado en la optimizacién del Lagrangiano, dan origen a las mismas ecuaciones de movimiento.
Aunque estos dos lenguajes se relacionan matematicamente, es una incégnita para el autor como
estas dos representaciones de la naturaleza, o lenguajes, permiten la misma fisica.
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1. Formalismo 1: Ecuaciones de Newton

El formalismo de Newton esta basado en el concepto de las fuerzas. Un cuerpo se mueve bajo la
fuerza F total en una trayectoria

dmr
dt

Para el caso no-relativista tenemos que p = mr. Es importante darse cuenta que esta relacion se
satisface en sistemas de coordenadas inerciales. Un sistema de coordenadas inercial es aquel
en el cual un cuerpo se mueve con la relacién p = 0 si no fuerzas se aplican sobre el. Es facil
probar que si un sistema de coordenadas se mueve con velocidad constante relativo a un sistema de
coordenadas inercial, entonces este sistema también es inercial. La primera ley de Newton define
el concepto de sistemas de coordenadas inerciales y la segunda ley de Newton relaciona las fuerzas
con la dinamica. La tercera ley de Newton especifica que las acciones entre dos cuerpos son siempre
iguales y opuestas en la misma linear recta.

= F(r,1,1t)

1.1. Fuerzas Conservativas

Por lo general una fuerza se puede derivar de un potencial si

ou

FZ' = — .
(9xi

Dado que

d ou
aUrrt Zd T+ 1 VU+E

denominaremos una fuerza como conservativa si
1. No puede tener dependencia explicita del tiempo
2. Depende solo de las posiciones de las particulas

3. Se puede escribir como la gradiente de un potencial

ou
FC = —
! 8302
y por lo tanto
d
d(t] =r-VU

Estas restricciones se pueden relajar un poco. La razén de ser de esta definicion, es que asi podemos
construir un principio de conservaciéon de la energia. Multiplicando la ley de Newton por v =1

dmr
— FC FNC
at +




y usando esta relacién para las fuerzas conservativas

dU (r)
dt

i 1mv2 = T dmi
dt \ 2 N dt

llegamos al siguiente teorema de conservacién de energia,

% (émzﬂ + U(r)) —#-FNC - A (lmv2 + U(r)) = /FNC - de

= - VU=-FC.i

2

El trabajo hecho por las fuerzas no conservativas cambia la energia del sistema. Notemos que es
fundamental que U solo dependa de las posiciones y no del tiempo ni de las velocidades. Mas
adelante relajaremos esto.

En cursos basicos se demuestra que nuestra definicion es equivalente a que

U(r) = Ul(r,) = —/F-dﬁ
c
sea independiente del tiempo y de todos los posibles caminos C' que se tomen entre los puntos r y

r,. Esto implica que
j{ F-d¢=0
c

para todos los posibles caminos cerrados. Asi, V x F = 0, lo que es una condicién suficiente
y necesaria si el dominio de la fuerza no tienen huecos (singly connected) y no depende del
tiempo. Y esto implica entonces que F' se puede escribir como la gradiente de un potencial

F=-VU

Notemos que si construimos un potencial U(r, T, t) de una fuerza

ou
B 0x;
que depende explicitamente del tiempo o las velocidades, nos queda que el principio de conservacién
de energia seria

F, =

oU(r,1,t) oU(r,1,t) ..
) Z Y

d (1, . . pNC
=~z H) =% -F ;
pn (va +U(r, T, )) I + Y i z

i

pero ya no tiene sentido hablar de integrales de camino.



1.2. Grupo de particulas

Consideremos un grupo ¢ = 1,...,n de particulas
J#i

donde la fuerzas F; ;(r;,r;) son ejercida por la particula j sobre las particula i, y F;(r;) es la fuerza
externa sobre la particula i. En general vamos a estar interesados en fuerzas centrales en que
Tij = |I'i — I'j|, donde

I‘j —I;
73
las cuales representan las principales fuerzas en las cuales estamos interesados, como la fuerza de

gravedad K (r) = Gm;m;/r? o la fuerza eléctrica K(r) = —koqiqz/r*. Estas fuerzas son conservati-
vas y el potencial se pude escribir como

Fji= K(rij)

Ulr)=—[K(r)t-de=— [_ K(r)dr

Fji=—U'(ri;)Veri; = K(rig) #i;

Fij=-U'(rij)Veri; = K(rij) £

ya que 7; ; = —%;,; En los proximos argumentos usaremos esta tercera ley de Newton, F; ; = -F;;
en que la accion es igual a la reaccion. Este claramente se satisface en las fuerzas centrales.

Si queremos escribir la evolucién de un sistema tenemos que describir la evolucion de cada una
de sus particulas. En muchas instancias estamos solo interesados en la evolucién macroscépica del
sistema. En muchas situaciones es posible describir la evolucion de las variables macroscépicas
tomando momentos (multiplicar por una combinacién de coordenadas del espacio de fase y luego
sumar sobre todas las particulas) de la ecuacién de movimiento. En el paso al continuo esto es

My = /v”xmf(r,v,t)dv

1.2.1. Centro de Masa: momento 0 en velocidad
Sumemos la ecuacién de movimiento sobre todas las particulas,
YR YR

% i#£] 7

lo que nos permite definir la variable macroscépica de centro de masa

Pou = E m;T; — MRey = E m;r;
p i



y su evolucién como

PCM =>F,+> F;;,=>F + (Z F;;, + ZFJZ> => F,+ (Z F;;, - ZF'L]>
i oy i i

i>j i<j i>j i<j
=> Fi+ <Z Fji—> sz> => Fi+ (Z (Fji— Fm‘)) =>.F
i i>j j<i i i>j i
por lo tanto no importa como las particulas estan moviéndose entre si, el centro de masa se mueve

solo con relacién a las fuerzas externas. Si no hay fuerzas externas, entonces el centro de masa se
mueve con momento o velocidad constante.

1.2.2. Energia: momento 1 en velocidad
Multipliquemos la ecuacién de Newton por la velocidad dx;/dt. Con lo cual tenemos que
T - S U i Fi+ 1 F;
dt dt ( 2 ) ; 5t

si ademas exigimos que las fuerzas entre las particulas son conservativas, tenemos que el potencial
entre particulas depende de dos variables, por lo tanto

dU(rj’ ri)

i’j

y si sumamos

o (ZT) :Zri'Fj,i‘i‘zi:I’i'Fi: (Zri'Fj,i+Zri'Fj,i> +;F¢'Fi

. . . d .
= Zri'Fj,i+er'Fi,j +Zrze:_ ZUi,j +Zrze
j>i i<j i dt \ ;=i 5

obtenemos

d .

%

con las definiciones

j>i

El cambio de energia E =T + U es realizado por el trabajo hecho por las fuerzas externas.

Definamos la transformacién al centro de masa 7#; = Rcoys — 1, 1o que nos permite separar



7’I’LZ|I‘1|2 1 2 mz|ﬂ|2
T=3 =5 =3MVeu+3 =5

con lo que la energia cinética se descompone en las energias del centro de masa y relativo al centro
de masa respectivamente. Esto sera muy util mas adelante.

1.2.3. Momento angular: momento 1 en velocidad y 1 en posicién

De la misma forma que antes tomemos el producto cruz con la ecuacién de movimiento para obtener

. d . d
r; Xpiza(ri X pi) — T Xpi:£<ri X Pi) :Zri X Fj;+1; X F;
JFi

Definimos el momento angular como el producto L; = r; X p;. Sumando tenemos que

1#£] % 1<J i>]

d
% (;rl sz) :Zri XFj,i"i_Zri XF,L': (Erl XFj,i+Zri XFj’i) +z@:rz XF,L'

1<j j>i 1<j

= <ZI‘1 X Fjﬂ'—f— er X Fi,j) —|—Zrl X Fz = <Z (I'i —I'j) X Fj,i) —l—ZrZ x F;
por lo tanto

%:ZriXFi

i
el termino entre paréntesis es cero para fuerzas centrales. El momento angular total se conserva si
no hay torques externos.
Ademas tenemos que el momento angular total se puede descomponer en
L= E ri X pi = Rem X PoMm + E ry X Pi
i i
el momento angular del centro de masa y relativo al centro de masa respectivamente.

1.3. Espacio de Fase

En general podemos definir un espacio de fase con las siguientes variables,

Q=m{zy,...,xn,v1,..., 0} P={p,...,pn, F1,.... F,}
dado que
dQ
I _p
dt



Este espacio e fase describe la evolucion de las trayectorias completamente. Para el caso de que
las fuerzas dependen del tiempo, tenemos que extender la dimensionalidad del espacio de fase a
d = 2n + 1. Cuando existe un principio de conservacién de energia, una constante del movimiento
existe, se puede usar esta constante de movimiento para integrar las ecuaciones de movimiento. El
gran problema es como definimos las variables apropiadas para describir el espacio de fase cuando
las coordenadas estandar tienen restricciones. La solucién yace en las variables generalizadas.

Como ejemplo trabajaremos con el problema de un péndulo. Aunque un péndulo es un problema al-

tamente restringido, es un problema suficientemente facil para el cual podemos encontrar variables
generalizadas que ya incluyen las restricciones.

1.4. Ejemplo: El péndulo

Figura 1: Diagrama de fuerzas para el péndulo

Para el péndulo definimos 6(t) como la variable que depende del tiempo. La posicién del péndulo
en el sistema inercial del soporte (con x aumentando hacia la izquierda e y hacia arriba) es

r(t) = Lsin0& — L cos 0y
y las fuerzas son
Fr = —Tsinfx + T cosfy

F, = —mgy

Podemos proyectar la ecuacion de Newton

dmr(t) _ Z F, .

dt
que esta definida en el sistema inercial del soporte, en la direccién radial # = — sin & + cos 0y
y tangencial ¢ = — cosfx — sin g con lo que se puede escribir las ecuaciones de movimiento en
termino de

2

mes [LO(t)] = —mgsin6(t)



?Que pasa con el otro componente de la fuerza?

En este caso tenemos una ecuacion de segundo orden para el componente tangencial de la ecuacién
de Newton

d
a(t) = 0(0) - =
_de dep g .
ell) =5 - T RO

La solucion de esta ecuacién es una funcién eliptica.

1.4.1. Solucion cercana a los puntos de equilibrio: método directo
Muchas veces se puede entender el comportamiento de un sistema de ecuaciones encontrar los
puntos de equilibrio, este eso donde ¢; = go = 0, lo que sucede cuando

=0 g1 =nm

Obviamente el punto (¢3 = 2nm,¢2 = 0) es un equilibrio estable, mientras que (¢ = (2n +
1)m, g2 = 0) es un punto de equilibrio inestable. Calculemos una perturbacién cercana a estos
puntos

G =nm+0oq q2 = 0q2

Expandiendo las ecuaciones de arriba tenemos

doqy

7 _ 0 1 d5q1

dogs —(=1)"w? 0 dogs
dt

con esta matriz constante A.

Una forma de resolver este problema es

dq(t) = e*'6q(0)

ya que A es una matriz constante. Si la matriz A se puede diagonalizar, (si existe una base para
hacerlo), entonces

A=n"tAn

donde las columnas de la matriz n = [, M2 . . ., M24) son los vectores propios de A y A es la matriz
diagonal con los valores propios (si existen). Podemos entonces escribir



dq(t) = ne™'n~'dq(0)
Para el caso del péndulo obtenemos

dt w (_1>n+1

o

51 (t) = 31(0) cosh (% (—1)"+1t>+ sinh <wo (—1)"+1t)

Para el caso de n = 0, que corresponde al caso de angulos pequenos

sinf ~ 0
.-z 2_
la solucién, usando wi=g/L, es

q2(0)

q1(t) = q1(0) cos(w,t) + -

sin(w,t)

q2(t) = q2(0) cos(w,t) — weqr (0) sin(w,t)

1.4.2. Solucion cercana a los puntos de equilibrio: modos normales primer orden

La solucion completa se puede representar como una transformada de Laplace,

TLIf ()] = / " Ftye™ dt
donde

TL [%6(;(75)} — pTL[5q] - (0)

y por lo tanto, tenemos

(p—A)TL[dq] = dq(0)

Cuando integremos en el plano complejo para encontrar la transformada inversa dq(t), vemos que
los polos van a estar dados por los ceros de

Detlp—A]=0

lo que determina los modos discretos del sistema. En muchas aplicaciones esta expresion se deno-
mina la relacién de dispersion.

Lo anterior es equivalente a buscar soluciones en modos normales

ni(t) = n:(0)e™

10



Dado que tenemos 2d ecuaciones lineales, estos modos no interactian entre ellos, y por lo tanto
son independientes. Los llamaremos modos normales. Es importante darse cuenta que hay un
nimero discreto de estos modos, que satisfacen

Det[A — N =0

Vemos que si tenemos soluciones complejas para A, estas vienen en complejos conjugados. Para
perturbaciones cercanas a los equilibrios del péndulo los modos son

1
s — n+1 o —_—
Ar = wo/(—1) - N+ + (_1)n+1wo’ 1]
o en otras palabras
0 = 2nm — A = tiw, Nt = [Fi, 1]
0=02n+ )7 — Ar = fw, ne = [£1,1]

En forma general cualquier soluciéon se puede escribir entonces como

si los m; forman un base. Los «; dependen de las condiciones iniciales, para lo cual se requiere
invertir la relacion matricial

4q(0) = na

ya que 1 = [01, M2, - . ., Mag). Por lo tanto e = 17'8¢q(0) y la soluciona es entonces

dq(t) = ne'n~'6q(0)

que es la soluciona que teniamos anteriormente.

1.4.3. Solucion cercana a los puntos de equilibrio: modos normales segundo orden

A medida que la dimension del sistema crece, es conveniente tratar con perturbaciones de ecuaciones
de segundo orden en forma directa. Esto implica construir los modos normales directamente como

n(t) = n.e™

Para el caso del péndulo

d*dq 2 n+l1
dt2 = wo(_1> * 5q

tenemos

[)\2 . w2<_1)n+1} 1o = 0

o

11



donde claramente tenemos dos modos normales

D VA Ao = wor/ (= 1)1

y la soluciéon completa deberia entonces ser

5q(t) = Cpett 4 C_e !

Dadas las condiciones iniciales, necesitamos invertir esta relacién

% :“ I—AOH%}

dt

podemos entonces encontrar la misma solucion que antes para el péndulo

ddg,(0) 1
dt (_1>n+1

o

dq1(t) = 6g1(0) cosh (wo (—1)n+t t) + sinh <wo (—=1)ntt t)
En el caso que tengamos mas ecuaciones, el analisis es el mismo, pero esta claro que hay que invertir
una matriz mas grande, ya que

d
dq(t) = Z (Cre™ ! + C_e™ ") m,

=1

Notemos algunas cosas:

1. los puntos 8 = (2n + 1)7 (arriba) son equilibrios inestables ya que por lo menos uno
de los valores propios satisface Re[Ay] > 0. Estos puntos ahora los llamaremos puntos hi-
perbdlicos. Estos puntos tienen variedades estables (correspondiente a la direccién de \_)
y variedades inestables (correspondiente a la direccién de A, ). Para que sea un puntos
hiperbdlicos ninguno de los valores propios puede ser cero. Mirar el diagrama de fase en la
Fig. 2

2. los puntos § = 2nm (abajo) aveces se denominan centros ya que Re[)\;] = 0. Estos puntos
ahora los llamaremos puntos elipticos. Mirar el diagrama de fase en la Fig. 2.

3. los valores propios vienen en pares +\;. Esto es un resultado general de sistemas que se
pueden derivar de un Hamiltoniano (ver mas abajo).

4. De hecho ), A\; = 0 en un sistema Hamiltoniano. Por lo tanto los puntos elipticos e hiperbdli-
cos son las dos tnicas posibilidades en sistemas Hamiltoniano. No pueden haber equilibrios
estables, a menos que introduzcamos una disipacion, pero esto implica que el sistema deja
de ser Hamiltoniano.

12



Di agr amade Fase

I
)

Figura 2: Diagrama de Fase para el péndulo.

1.4.4. Solucioén utilizando el principio de conservacion de la energia:

Ya que la fuerza es conservativa (notar que la tension no hace trabajo ya que es perpendicular al
desplazamiento) se puede definir la energia potencial

1 .
E = §mL292 + mgL(1 — cos @)

Haciendo el cambio de variables ¢ (t) = 0(t), q2(t) = 0(t)\/g/2L, €2 = 2E /gmL obtenemos

e2=¢ + (1 —cosq)

Para el caso de pequenos angulos tenemos para el principio de conservacién de energia

e’ = q;(1) +qi(t)

lo que define la ecuacién de un circulo, o una elipse en es espacio 6 — 6. En el espacio de fase las
soluciones estan especificadas por las condiciones iniciales de q;(0) y q2(0), lo que define la constante
¢ y por lo tanto la trayectoria para todos los tiempos. La evolucién temporal de la trayectoria se
puede resolver de la ecuacion de conservacién de energia.

o(t

)

. |2E g, L - [L . o

0= —— LQ (t) t—t, = g/m—\/;(&n 0(t) — Sin™'0,)
0o

Todo esto funciona para pequenos angulos. A medida que aumentamos la velocidad inicial vemos
que existe una condiciéon donde obtenemos soluciones que rotan, y ya no tenemos mas oscilaciones.
Esto sucede cuando ¢;(0) = 0y ¢2(0) = v/2, y por lo tanto €? = 2. Para este caso particular no es
dificil demostrar que el péndulo se demora un tiempo infinito en llegar a § = 7

/7r deo
wol = — 00
0 v/2—(1—cosf)

Esta trayectoria es la separatriz entre movimiento oscilatorio y movimiento de rotacion. El la Fig.
2 se muestra el espacio de fase. La separatriz generalmente conecta puntos hiperbélicos como se ve
en la Fig. 2. Notemos que si perturbamos un sistema Hamiltoniano, las cosas interesantes van a

13



suceder cerca de la separatriz del movimiento rotatorio y oscilatorio en el caso del péndulo simple.
Veremos esto en detalles mas adelante.

1.4.5. El péndulo con friccion:

Describa el espacio de fase para condiciones arbitrarias del péndulo

6+ 86 + w?sinh = 0

2. Soluciones numeéricas

Ya hemos visto que el encontrar una solucién a alguno de estos problemas significa integrar n
ecuaciones de segundo orden, o 2n ecuaciones de primer orden. Estas ecuaciones son en principio
no-lineales y en la mayoria de los casos es muy complicado escribir en forma cerrada una solucién.
Para estos casos utilizamos integraciones numéricas.

El método de Runge Kutta se usa generalmente para integrar un set acoplado de ecuaciones dife-
renciales en un espacio de fase (osea solo ecuaciones de primer orden existen)

() = Fi(x(t),1)

la integracién numérica de t a t + At se realiza de la siguiente manera

k1 AtF (X
= AtF (X 1 At)
2
At
AtF =
<X t + 5 )

1
x(t + At) = x(t) + 6 (k1 + 2ky + 2ks + k4)

Para encontrar una soluciéon numérica de 0 a ¢, se iteran estas ecuaciones desde una condicion inicial
ent=0.

2.0.6. Ejemplo: El péndulo forzado

Al péndulo simple le incluimos friccion y un forzamiento para obtener la siguiente ecuacion

0 + 30 + w?sinf = Acoswt

El pardmetro w? se puede escalar con el tiempo para obtener

14



0 + (0 + sin 6 = A cos(wt)

En general conocemos las soluciones asintéticas para pequenos angulos (A < 1) cerca de los puntos
de equilibrio (6 = 2nm), ya que

A 2
@y (o

0(t) = — w?) cos(wt) + Bw sin(wt)]

lo que representa elipses en el espacio 6 — . Obviamente a medida que A aumenta en alguna parte
se rompe la aproximaciéon. Podemos graficar diferentes trayectorias para diferentes condiciones
iniciales como se muestra en la Fig. 2.0.6.

q2 q2 q2
Cy D =
qz2 g2
: . :i at
32 2
-2

Figura 3: Diferentes atractores del péndulo forzado con =01, w =w, =1y A =12

Nos damos cuenta que hay varios atractores (sets a los cuales las trayectorias convergen con
t — o0) en este sistema. Estos atractores son en general ciclos limites. De hecho no es dificil de
demostrar que existen tres posible tipos de atractores

= puntos de equilibrio
= ciclos limites

» atractor cadtico

Notemos que para el péndulo forzado tenemos varios atractores conviviendo en el espacio de fase.
Por ejemplo en la Fig. 4 vemos los dos atractores para w = w,, 6 = 0,1 y A = 2,0. Otra forma
de visualizar esto es definir las secciones o cortes estroboscopicos evaluando cada w1 = 2wn
generando un mapa para 6,, y 6,.. Esto es un caso especial de seccién de Poincare que veremos
mas adelante. Con el corte estroboscépico podemos evaluar a cual atractor convergemos, ya que
cada atractor tiene velocidad angular diferente en ¢t = 2nr.

Cada atractor tiene una cuenca de atraccién de condiciones iniciales que convergen al atractor.
Por ejemplo, para este caso particular del péndulo forzado mostramos las cuencas de atraccion de
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Figura 4: Dos atractores del péndulo forzado para =01, v =w,=1y A =2

cada atractor en la Fig. 2.0.6. Vemos claramente que las cuencas son fractales y tremendamente
enredadas. Esto demuestra sensibilidad a las condiciones iniciales, ya que es dificil predecir a
cual atractor una condicion inicial va a converger.

q2

>

33 3

: wl'«: #
A

v

&% e g

.,

-

Figura 5: (a) Cuenca de atraccién para los diferentes atractores del péndulo forzado para A = 2.
(b) Diagrama de Bifurcacién. Usamos §=0,1 y w = w, = 1.

Es posible ver que pasa con los atractores a medida que cambiamos un parametro. Por ejemplo
Fig. 2.0.6 muestra el diagrama de bifurcacion con el parametro A del mapa estroboscopico para
una condicion inicial. Este diagrama se construye siguiendo el atractor a medida que variamos A.

2.1. Sistemas inerciales

Los sistemas de coordenadas inerciales son definidos por la primera ley de Newton. Estos se definen
como sistemas de coordenadas en los cuales los cuerpos se mueven con velocidad constante si no
les afecta ninguna fuerza, esto implica, p = 0.

Supongamos dos tipos de sistemas no inerciales. Uno en aceleracion lineal y otro en rotacién uni-
forme.

2.1.1. Aceleracion lineal

Supongamos que vamos en un bus que esta acelerando con a. Ademéas observamos que un péndulo
colgado del techo de la micro tiene una inclinacion 6.
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Figura 6: Sistema no inercial

En el sistema de referencia inercial en la calle (no en el bus) nos damos rapidamente cuenta que
el péndulo tiene esta inclinaciéon porque esta siendo acelerado. Ahora, un pasajero en el bus se da
cuenta inmediatamente que no esta en un sistema inercial y estima la aceleraciéon por el dngulo.

ma = T sin 6

0=—mg+Tcosf } — a=gtand

Es importante notar que estos calculos fueron hechos en el sistema de coordenadas inercial.

2.1.2. Rotacion

Otro ejemplo de un sistema de referencia no inercial es un sistema sobre la tierra, la cual rota con
velocidad angular w. Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia, uno inercial K y otro
no-inercial K (t) que rota con velocidad angular w,. Por lo tanto K () no es un sistema inercial,
pero podemos definir como se relacionan las fuerzas en los diferentes sistemas de coordenadas.

F
K'(t)

K
>

ot

Figura 7: Sistema rotando

Por simpleza asumiremos que w = w, 2. El caso general se puede probar de la misma manera.
Las coordenadas entre K y K(t) estdn relacionadas por

x(t) Cosw,t  —Sinw,t 0 z(t)
r(t)=1 y(t) | =A@)rt) = Sinw,t Cosw,t 0 y(t)
2(t) 0 0 1 Z(t)

Las velocidades en el sistema de coordenadas K y K(t) estdn relacionadas por
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de(t) dA(t)_ dr(t)
= t At
dt g T HAD=
d’r(t)  d*A(t) dA(t) dr(t) d*r(t)
= r(t) +2———=+ A(t)—=
at? gz T+ H AT
Es facil darse cuenta que esto implica
de(t) ;. dr(t) NN
— Al(t)dZ—(tﬂ +wXT
y también
d*r(t) d*r(t)  d*A(t) dA(t) dr(t)
ALt — r(t) —2——=
at? ] iz T2y
2 —
= Al(t)ddr—t(zw—wx(wxf)—wadtl—Y)

Este resultado en termino de vectores es completamente exacto y completamente independiente
de la direccion de w. Ahora, el sistema de referencia K es inercial, por lo tanto las ecuaciones de
Newton se pueden usar, osea

d*r(t)
dt?

—wx(wxf(t))—2w><df—<t>

(D) 1) Fl()
dt

dt? m

—F((t) —

r=A()F(t)

Es importante notar que #? = r2. Llegamos al resultado esperado que en sistemas de referencia que
estan acelerados vemos fuerzas ficticias (hay otro termino si w(t) depende del tiempo). El primer
termino es la fuerza centrifuga y el segundo termino es la fuerza de Coriolis. La fuerza de Coriolis
es fundamenta para entender el clima en la tierra. La tierra es un sistema de referencia acelera-
do en rotacién y por lo tanto estas fuerzas ficticias pueden ser observadas. La fuerza centrifuga
efectivamente solo cambia la constante de aceleracién

g = gof — Row?2 X (£ X #) = g, — R,w?> cos \p

en diferentes latitudes \. La variacién es R,w? = 0,034 m/s?.

Ejemplo: Que pasa si nos dejamos caer una pelota de una altura h. En este caso podemos relacionar
el sistema en el centro de la tierra y en la superficie como

r = (z(t),y(t), R+ (1))

En este sistema de referencia, tenemos

18



Figura 8: Superficie de la tierra

w = w,{0,—cos \,;sin \} = w,@

Podemos normalizar las distancias con la altura

r R, o o
Efzzjtszan(x,y,z)

y el tiempo con 7 = (h/g,)"/?t tal que la ecuacién de movimiento es

d’s . A ~ . ds
ﬁ:—z—[ofwx(wxz)]— ﬁwa(wxs)JrQﬁwxE

donde << 1y % = w?h/g, << o* = w?R/g, << 1. Las ecuaciones son en termino de los
componentes

r =0 +0 (zcos A+ 2ysin\)  +3?(z)
y = a’sinAcos\ +03 (—2Z sin \) +3? (Zsin Acos A + gsin® )
7 = —14+a®Rcos>\ +3(—2zcos)\) +3? (z cos? X + ysin A cos \)

Notemos que los términos no inerciales son mucho mas pequenos que el termino de caida libre. Por
lo tanto, podemos asumir que la pelota cae esencialmente como en caida libre
z[t] = h — 1gOt2 — zZ(t) =1— 17'2
2 2
a primer orden. Con esta primera aproximacion podemos encontrar la ecuaciéon de movimiento para
Z y y a primer orden en los parametro pequenos 3 << « definidos arriba. Por lo tanto

T = [BZcos\ = —f7cos\
y = a’sindcos\ = a’sinAcos\
con lo cual
3
.
r = —fF—cosA
56
_ , T2
Yy = a”—sinAcosA\
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Por lo tanto el primer termino en cada caso es

Az = hz(V?2) = —hﬁg COSA+ ...

Ay = hij(v/2) = ha®sin Acos A + . . .

Pregunta: Por un rato olvidémonos de la traslacion de la tierra alrededor del sol. Como se resolveria
este problema desde un sistema de referencia inercial fijo con el sol?

Pregunta: Por que A~'F[r] = g2 en el sistema K (t)?

Ejemplo: La ecuacion de un proyectil en la tierra es complicada pero muy demostrativa y se puede
hacer por computador. Para este caso es conveniente escribir transformar a 7, 0 q,’) en el sistema
sobre la superficie de la tierra.

Ejemplo: El péndulo de Foulcault también es muy demostrativo y se puede hacer analiticamente.
Para este caso es conveniente escribir transformar a x,y, R + z en el sistema local sobre la superficie
de la tierra. Estamos interesados en encontrar ¢.
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3. Formalismo 2: Principio de Hamilton

Si definimos el siguiente funcional, que de ahora en adelante llamaremos Lagrangiano,

1
.ﬁf(t,r,i‘):T—Uzﬁmi‘Q—U(r)

Aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para obtener

d

— (mr)=-VU(r
< (m) (1)
las ecuaciones de Newton. Por lo tanto vemos que el sistema de coordenadas r debe de ser
inercial. Notemos que ficilmente podemos permitir potenciales no conservativos de la forma
U(r,t), mientras

F=-VU(x,1t)

en el sistema inercial. Luego veremos como introducir potenciales dependientes de las velocidades.
El principio de Hamilton es muy general y reformula la mecanica clasica con el siguiente postulado:

De todas las posibles trayectorias que un sistema dindmico realiza de un punto a otro en el espacio
de coordenadas en un intervalo de tiempo, el sistema realiza la trayectoria que minimiza la integral
del Lagrangiano, L=T-U, del sistema en el tiempo. T y U estdn escritos en un sistema inercial.

S:/iﬂdt

Es inmediatamente obvio que este principio se generaliza tanto en varias dimensiones como para
varias particulas usando las respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange. Por lo tanto el Lagrangiano
es

1
Ltx%)=T-U=>_ 5mff — U(x, 1)

donde hemos definido la variable x = {ry1,712,73,721,722,723,---,7d1,7d2,Td3} ahora es una
lista de largo n = 3d, correspondiente a d particulas. Incluso la ecuacion de la evolucién de los
campos, no solo particulas puntuales, pueden ser expresadas en termino de funcionales a través de
las ecuaciones de Euler-Lagrange (ver mas abajo).

La razoén principal para considerar este nuevo formalismo es le hecho que la mayoria de los problemas
en los cuales estamos interesados incluyen restricciones, las cuales estdn establecidas por fuerzas
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de restriccién. El principio de Hamilton es muy general y da una flexibilidad enorme al resolver
problemas, ya que para problemas complejos el manejar fuerzas y vectores es bastante complicado,
mientras el Lagrangiano es simplemente un escalar. El Lagrangiano en una transformacién
de coordenadas se transforma como si fuera un escalar, como vimos en el capitulo anterior.
Esto garantiza que la dinamica de los dos sistemas de coordenadas son consistentes a través de las
ecuaciones de Euler-Lagrange.

3.1. Variables generalizadas y restricciones

Supongamos que tenemos en el caso general de un Lagrangiano
£=3 smit-U
2 l

en el sistema inercial en n coordenadas {x1,xs,...,z,} (en un sistema inercial) que tienen que
satisfacer ciertas restricciones

gi(t, 1, ..., xn) =0 j=1,...m

mantenidas por fuerzas de restricciéon. Este tipo de restricciones se denominan restricciones holono-
micas (Holonomic constraints) que son descritas por un conjunto de m ecuaciones independientes
que restringen las variables. No podemos escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange para estas va-
riables ya que las variaciones x;(t) + €h;(t) no son independientes.

Vimos en el capitulo anterior que es posible re-escribir el Lagrangiano en termino de nuevas variables
sin afectar la dinamica. Por lo tanto, si somos capaces de encontrar una transformacion

Ti = Ti(q1, @2 - - Gn-m; 1) - Ti = j a_quj‘i‘a
en termino de {q1, o, - - ., Gn_m} variables independientes, que llamaremos variables generaliza-

das, tenemos garantizados que el Lagrangiano

g(taxla "'7xn7j717 7$n) = L(t7QI7 "'7qn7m7q‘17 "'7q.nfm)

también es consistente con las ecuaciones de movimiento. Es importante acordarse que esto implica
que L se debe de transformar como un escalar. Ahora podemos aplicar las ecuaciones de Euler-
Lagrange sobre

g(ta q1s -y Qn—m; Q17 (RS anm)

ya que las variaciones correspondientes a {qi,¢o, - .., @n—m} son independientes. Tenemos garanti-
zados obtener las ecuaciones de movimiento del sistemas para estas variables generalizadas como
vimos en el capitulo anterior. Una vez que tenemos ¢;(t) se puede obtener z;(t) en forma directa.
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Ejemplo: en la superficie de una esfera tenemos 3 variables dependientes, {z,y, 2z} que tienen la
restriccion x? + y? + 2% = 72 por lo cual conviene utilizar dos variables independientes {6, ¢} como
variables generalizadas. Si ademés el cuerpo siente la fuerza de gravedad, podemos escribir

K = 3™ [562 + 97 + 22] —mgz = §mr2 [92 + sin? 0¢2} — mgr cos 6

de donde podemos encontrar las ecuaciones de movimiento directamente porque las variaciones son
independientes

d .
p [mrQQ] = mri¢®sinfcosd + mgrsin 6

%[mr%siﬁ 9] =0

Primero notemos que tenemos el principio de conservacién

Do = mr?dsin® 6 = const

Ahora nos concentraremos en los puntos de equilibrio 6=0= ¢ = gb = 0, que nos da

0 =nm

Notemos que en el punto de equilibrio p, = 0. Ahora asumamos una pequenia perturbacién § =
nm + 19 Primero estudiaremos que pasa con el principio de conservacion, al estimar cuando varia
Py €11

mr2q3 sin® #

Vemos que en ambos casos continua siendo pg = 0. La ecuacién de movimiento para 7y en forma
linearizada es

ng
.

flg = (—=1)" =19

la cual tiene la soluciéon que estudiamos anteriormente. Osea tenemos una oscilacién estable con
frecuencia w? = g/r en § = 7 como es de esperarse.

Notemos que también hay otra solucién de equilibrio dada por § =6 = 0 con ¢ = wgy = const # 0.
Notemos que es este caso el equilibrio es la solucion de
2
cosf, = —w—g = —%
wy a
Por ahora asumamos que @ > 1 (ws > w,) para que tengamos solucién a la ecuacién de equili-
brio. Esto implica que py = mriw, sin? 0, = const. Ahora miremos la estabilidad de esta solucién

imponiendo una pequena perturbacién 8 =6, +ny y b= wg + 1g, lo que nos da las ecuaciones
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e = [a(a® = 1)]mp + [2Va* — 1] 1y
(e}

C_ .

Ny —,—a4 = 1770

Luego de normalizar el tiempo con w,, podemos encontrar una solucién para n = [ng, 14, 1, 7] con

7 = w,An(0) — n(t) = e*'n(0)
donde
[0 0 1 0 T
0 00 1

ale*—=1) 0 0 2vat —1
0 0 —2a/vat—1 0

Como notamos anteriormente podemos también buscar soluciones del tipo ne’, que nos permiten
encontrar

3+ ot
-

Ao =0 A=

Vemos que tenemos 2 soluciones oscilatorias y dos soluciones que parecen ser marginales (entre
estabilidad e inestabilidad). Al calcular Exp[Aw,t] nos damos cuenta que la solucién es oscilatoria
para 1 y 7. Las dos soluciones marginales corresponden al componente secular de 7.

Notemos que los términos seculares tienen que ver con la conservacién de py, ya que

Dy = mfr2w¢ sin? 6, + mr? (77d> sin? 6, + wg2 sin 6, cos 907)9) = const

y por lo tanto 7, esta relacionado con 7g. Vemos claramente que deberfan haber 2 términos secula-
res. De hecho es posible resolver por 1), en termino de 7y y substituir en la ecuacién para 7y, para
obtener una ecuacion solo para 7.

De hecho, integrando la segunda ecuacion podemos escribir

; 3+at
Mo = — 2 | e
Q

Por lo tanto el método general para resolver un problema con restricciones es:
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1. Escribir el Lagrangiano en el sistema inercial correspondientes en variables cartesianas x;.
Solo las fuerzas reales que ejercen trabajo hay que incluirlas. Si las fuerzas de restriccion
ejercen trabajo, no podemos utilizar este formalismo.

2. Encontrar un set de variables generalizadas {qi,¢2, - .., ¢n_m} que incluyan las restricciones
automéaticamente z;(q1, q2, - - -, Gn_m, t)
3. Re-escribir el Lagrangiano en termino de las variables generalizadas {q1,q2, ..., ¢n_m}

4. Aplicar el formalismo de Euler-Lagrange en termino de variables generalizadas independientes,
{q17 q2, ... 7Qn—m}

5. Resolver las ecuaciones diferenciales

6. Re-escribir las soluciones en el sistema inercial x;(q1, g2, - - -, Gnom,t)

Por lo tanto en termino del principio de Hamilton es facil comprobar que todo lo que tenemos que
hacer es re-escribir el Lagrangiano en termino de variables generalizadas y aplicar el formalismo de
Euler-Lagrange.

Nos damos cuenta que en U incluiremos las fuerzas que ejercen trabajo. Ya que las restricciones son
mantenidas por fuerzas de restriccion, estamos interesados en el caso que las fuerzas de restriccién
que no hacen trabajo, y por lo tanto no deben de ser incluidas en U. Por ejemplo cuando una
particula se mueve en una superficie las fuerzas que mantienen esta restriccion es perpendicular
a los desplazamientos. Las fuerzas de fricciéon que permiten a un cuerpo rodar sin resbalarse en
una superficie tampoco hacen trabajo ya que el punto de contacto esta instantaneamente detenido,
y por lo tanto no ejerce trabajo. Ahora, una particula resbalando con friccién no satisface este
principio y por lo tanto necesita otro tipo de formalismo (esto en principio no es problema ya que
esta es una fuerza macroscépica y empirica, no una de las fuerzas basicas de la naturaleza). Para el
caso que tengamos restricciones que varien en el tiempo, como una superficie que se mueve, todo lo
que tenemos que garantizar para usar este principio es que las fuerzas no hagan trabajo a tiempo
constante (esto se llama trabajo virtual como veremos mas adelante).

En general este andlisis se puede formular en forma mas abstracta, pero menos intuitivo, desde el
punto de vista topolégico usando el concepto de calculo sobre manifolds. Aca usaremos un analisis
mas intuitivo para obtener las ecuaciones de movimiento en termino de variables generalizadas.

Ejemplo: Péndulo simple Para el péndulo simple, podemos re-escribir el Lagrangiano como

I S R
$—2m[3: +y] maqy

pero no podemos aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange porque tenemos (usando el sistema de
referencia en el eje) la restriccion
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24yt = R?
Pero podemos escribir en termino de variable generalizada 6(t)
r = Rsind
y = —Rcost

lo que nos da el Lagrangiano

. 12
Lt x, 1) = %m [:t2 + g)z} —mgy — L(t,0,0) = %m [RH] —mgR(1 — cos0)

con la variable generalizada es 6(t). Ahora podemos aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange para
encontrar las ecuaciones de movimiento

%.Zé =% — mR*0 = —mgRsinf

ya que # es una variable generalizada. Esta ecuacion es la misma ecuacién de movimiento que
encontramos anteriormente. Es importante darse cuenta que la tensién T mantiene la restriccién
que 22 +y? = R2, pero no ejerce ningtin trabajo ya que es siempre perpendicular al desplazamiento
Rdf. De hecho no necesitamos definir la fuerza T en este formalismo.

3.2. De Newton a Hamilton

Ahora que hemos visto que la mecanica se puede formular como un principio de optimizacién, en
que optimizamos . = T — U, derivaremos el principio de Hamilton desde las ecuaciones de Newton.
Especial atencion tendremos para el caso de restricciones. Utilizaremos la definicion

X = {7’1,1, ,2,7,3,72,1,722,723,--.,7d,1,7d,2, Td,3}

como una lista de largo n = 3d, correspondiente a d particulas.

Definamos un desplazamiento virtual a tiempo constante de

zi(t) — w(t) +ehi(t) i=1,..,n
() — q(t) +ehi(t) i=1,..,n—m
que debe de ser compatible con las restricciones y las fuerzas. Ya que las coordenadas {q1, ¢o, - - -, Gam }

son independientes resolvemos, al menos localmente,

xi:xi(uQI?"WQHfm) 1= 17"'7”

para lo cual podemos deducir que

n—m

Gi= S g 2
oq; " " "ot

J=1
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con lo que tenemos
aq]' (9qj

Esta ultima relacion la necesitaremos mas adelante. Ademas necesitamos que las variaciones h*

n—m
5’%
€hf - xz(t7 q1 + 6h'(117 <oy Qn—m + EhZ—m) - xl(t7 q1; -+ QHfm> - Z 5hj

satisfagan las restricciones porque las variaciones son a tiempo constante. En general tenemos

pi=F + [
con F; y f; como las fuerzas dindmicas y de restriccién respectivamente (mantienen las restricciones
de las variables z;.

Entonces calculemos el trabajo virtual en esta variacién virtual de z;(t) — x; + eh?, como

n n

Y i—F)-hi=) fi-hi=0

i=1 i=1

La idea es replantear estas ecuaciones en termino de las variaciones independientes h? y que por lo
tanto podemos variar independientemente.

Ahora nos dedicamos a las fuerzas de restriccion que no ejercen trabajo virtual, osea

zn:fi'h?:()
=1

Por ejemplo cuando una particula se mueve en una superficie las fuerzas que mantienen esta res-
triccién es perpendicular a los desplazamientos. Las fuerzas de friccién que permiten a un cuerpo
rodar en una superficie sin resbalarse tampoco hacen trabajo ya que el punto de contacto esta ins-
tantaneamente en reposo. Ahora, una particula resbalando con fricciéon no satisface este principio
y por lo tanto necesita otro tipo de formalismo (esto en principio no es problema ya que esta es
una fuerza macroscopica y empirica).

Asi podemos definir

iﬂ'hfznifb@j'h? — szzn:ﬂ-g—?
i=1 j=1 J

i=1
Con un poco mas de algebra escribiremos la otra parte del trabajo virtual en termino de variaciones
independientes,

S e O, N ~—d (L O . d (O
;pzhz_;[;mzxza_%]hg_z:[za(mzxz8_%)_mz$z£(aq]>]hg

j=1 Li=1
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Es facil darse cuenta que ademas

dt \dq;)  0q;
ya que las funciones so por lo menos C2. Con lo cual tenemos

i () i (S2me) o=

Siendo que las variaciones hg son independientes, tenemos que cada uno de los términos en paréntesis
es cero,

d (0T oT
=) -==0, j=1,..n—
dt (8%) 8q] QJ J ’ ak m

con la idea de que T y ); deben de ser escritos en términos de ¢; y ¢;.

Al parecer no hemos logrado mucho ya que aun tenemos que hacer el trabajo de encontrar y
transformar al set de variables independientes, pero veremos en los ejemplos que hemos ganado
mucho en simpleza.

3.2.1. Fuerzas conservativas o derivables de un potencial

Para fuerzas derivables de un potencial tenemos que

0
F;, = —ain(xl, ey T,y 1)
con lo cual
v U xza ooy Ty =—-—=-U i, "'7qn—m7t
Z - dq; 9q; ( )

osea la fuerzas generalizadas Qj también se escriben en termino de gradientes, pero de las coorde-
nadas generalizadas.

Ya que el potencial U no depende de las velocidades, tenemos que el Lagrangiano & =T — U
también satisface la ecuacion de Euler-Lagrange

d

%'ﬁ’ﬂ%‘ _DZH =0

para j =1,....n —m.

Ejemplo: Encuentre las ecuaciones del movimiento de un anillo rodando sin resbalar en un plano
inclinado.
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La ecuacién de restriccion es

r = RO

Aunque existe una fuerza no conservativa, que es la friccién, esta no ejerce ningin trabajo ya que
el punto de contacto tiene una velocidad cero y solo mantiene la restricciéon (mire los comentarios
arriba).

1 1 :
L=T-U= <§M;i:2 + 5MR?e2) — (~Mgzsina) = Mi? + Mgrsina

Por lo tanto tenemos que

Problema: Una barra de masa m y largo 2L se encuentra clavada a un pivote de tal manera que
su momento de inercia es I con respecto al centro de masa y oscila en el plano x — y. Encuentre
el Lagrangiano en variables generalizadas y escriba las ecuaciones de movimiento. Encuentre los
puntos de equilibrio § = = 0. Son estables o inestables?

El Lagrangiano con respecto al pivote es

1 1 : 1 :
Z = §m(x'2 +9°) + §m]92 —mgy = §(mL2 + 10* + mgL cos 6

y por lo tanto

Problema: Ahora considere el péndulo como una masa puntual unida con una cuerda al pivote (de
largo L). La cuerda no tiene masa. Suponga que el plano de oscilacién comienza a girar en torno
a y con una velocidad angular 2. Situdndonos en el sistema no inercial que rota con frecuencia
angular 2. Cuales son las ecuaciones de movimiento? Que pasa con los puntos de equilibrio?
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Barra oscilando

Recordemos que para sistemas no inerciales

r=A[r—Qx7]
tal que AAT = AT A = 1. Por lo tanto podemos relacionar entre el sistema inercial 7 y el no inercial
T, COMO
2= (F— QX F) = L2 [92+Q2s1n29]
y por lo tanto el Lagrangiano nuevo es

1 1 .
L = §m(:t2 + 7+ %) —mgy = §mL2 [02 + Q% sin? 0} +mgL cos 6

La ecuacién de movimiento es
mL*0 = —mL? [% — Q% cos (9] sin 6

Por lo tanto los puntos de equilibrio son

2
_P
02
donde wz = g/L, frecuencia que hemos usado para normalizar el tiempo 7 = w,t, lo que define
o? = Q?/w?. Haciendo una perturbacién 6 = ng del primer equilibrio, tenemos

0 =nm cosf, =

iy = — [(=1)" = o] )ny
y por lo tanto el punto de equilibrio § = 0 corresponde a un centro o punto eliptico mientras
a? < 1. Este equilibrio es estable en el sentido que si agregamos una pequena disipacién,

6=— [1 —Ozzcose} sinf — 36
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veremos que las trayectorias decaen a estos equilibrios. Primero notemos que los puntos de equi-
librio son los mismos en la presencia de la disipacion, aunque el valor propio cambia en forma
correspondiente. Por ejemplo para el equilibrio # = 0, tenemos

o = —(1 — a®)ng — Bije
y si asumimos 19 = n,e*, podemos encontrar que

M4+ (1-a®)+A8=0

lo cual tiene solucién

he = [ Va0 - o

Por lo tanto es un punto de equilibrio estable (atractor) con

A <0

mientras a < 1, para todo valor de § > 0. Ademés vemos que # = 0 es un punto de equilibrio
inestable (“repeller”) para o > 1, para todo valor de # > 0. El punto de equilibrio 7 un punto
hiperbdlico y ademds es un punto de equilibrio inestable (“repeller”) para todo ay 5 > 0.
Esto se muestra en la Fig. 9a para a? = 0,5 con un coeficiente de friccién 3 = 0,5.

La perturbacién 6 = 6, + 1y con respecto al equilibrio

1

cosf, = —
Q

da

o = —(a® — 1)ng

y por lo tanto es un centro o punto eliptico para a? > 1 y un punto hiperbdlico para o? < 1.
Si agregamos disipacion

1 = —(a® — 1)ng — B

y asumimos 19 = n,e, podemos encontrar que

M4 (@®=1)+A8=0

lo cual tiene solucién

Ao =3 [B Va2 - 1)

Por lo tanto es un punto de equilibrio estable (atractor) con

A <0
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Figura 9: Espacio de fase para (a) a*> = 0,56 < 1y (b)a? =1,5 > 1 con 3 = 0,5. (¢) Diagrama de
Bifurcacion, En azul los puntos de equilibrio estables y en rojo los puntos de equilibrio inestables.
Esto se llama una bifurcacién por doblamiento de periodo.

mientras a > 1, para todo valor de § > 0. Ademas vemos que 6 = 6, es un punto de equilibrio
inestable (“repeller”) para o < 1, para todo valor de § > 0. Esto se muestra en la Fig. 9b para
a? = 1,5 con un coeficiente de friccién 3 = 0,5.



Vemos que de alguna forma los puntos de equilibrio 8§ = 0 y € = 6, cambian su estabilidad en

a = 1. El diagrama de bifurcacién (Fig. 9c) muestra los atractores como funcién del pardmetro

a?.

3.2.2. Fuerzas dependientes de velocidades

Fuerzas dependientes de velocidades, como las fuerzas electromagnéticas

qu(E—i—%(VXB))

también se pueden incluir con un potencial U que depende de las velocidades. Este potencial es

{E_—wb—la—A

U—q@——Ax c Ot

B=VxA

Donde A es el vector potencial. Es facil darse cuenta que con este potencial las trayectorias también
satisfacen la ecuaciéon de Euler-Lagrange con . =T — U, ya que la fuerza satisface

Q, = _a_U + ia_U
I 8(]] dtaqj

las cuales se pueden incluir trivialmente en la ecuaciéon de Euler-Lagrange.

3.3. Fuerzas generalizadas en el principio de Hamilton

Usaremos el principio de Hamilton, pero asumiendo restricciones mas generales, para obtener las
ecuaciones de movimiento. Que dice el principio de Hamilton para las restricciones? De nuevo
tenemos n variables “normales” {xi,...,z,} que no son independientes. Tomamos restricciones del
tipo
n
Zaj,ida:i+aj7tdt20 ]: 1,...,m
i=1

en el caso que los coeficientes se derivan de una funcion

Zagﬂd ag]dt 0 j=1,..m

obtenemos el caso de las restricciones holonomicas. En este caso, un poco mas general, también esta-
mos interesados en situaciones donde la restriccién diferencial no se puede integrar a una restriccion
holonomica. El principio de Hamilton dice que

to
5/$dt:0
t1

Si usamos variaciones x; + €h; en tiempo constante, tenemos que
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t2
a d
4 =1

El tnico problema es que las variaciones h; no son independientes. En general solo n-m de ellas
son independientes. Usaremos las restricciones para encontrar las variaciones independientes. Las
restricciones satisfacen

)\jZaMhi:O jzl,...,m
i=1

ya que son efectuadas en tiempo constante. Podemos sumarle este set de n-m ecuaciones a la
ecuacion de arriba para obtener el principio variacional

to n

d m
/dtz gxl - EZI'Z + ; )\jam hl =0

f i=1

Acordémonos que solo n-m de estas variaciones son independientes, digamos las primeras n-m de
ellas, mientras que las m constantes A; son arbitrarias (pero dependen del tiempo y las variables
r). Podemos elegir los m coeficientes de Lagrange \; de forma que

d m
gxl—aggﬁz—FZ)\]Gjﬂ:O z:n—m—i—l,,n
j=1
con lo cual podemos usar el teorema del Capitulo 1 para los restantes h; i=1,... n-m variaciones

las cuales si son independientes. Con lo cual tenemos
d m
gxi - %gxl = ZAj&j’i 1= 1, ., N
j=1

y requerimos las relaciones de restriccion para completar el set de n+m ecuaciones necesarias para

las n+m variables.
n

Zaj,ix'i—i—aj,t =0 j = 1,...,m

i=1
De alguna forma hemos determinado mas informacion de con la que empezamos. Que significado
tienen los m coeficientes de Lagrange, \;? Para responder esta pregunta hacemos dos observaciones.
Primero, la ecuacién resultante de Fuler-Lagrange es muy parecida a la ecuacion de Euler Lagrange
que derivamos del principio de Newton, si hacemos la relacion

m
12 .
Qi: E )\jaj,i z:l,...,n
=1

De forma que estan relacionados con fuerzas. Segundo nos damos cuenta que
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Z Ajaj,ihi 7& O — Z [Z )\jaj,ihi] = Z )\j Z ajjihi = O
j=1 j=1 i=1

i=1 Lj=1
Por lo tanto estas fuerzas no hace trabajo virtual. Entonces asociamos estas n fuerzas generalizadas
con las fuerzas que mantienen las restricciones.

Ejemplo: Encuentre las ecuaciones del movimiento de un anillo rodando sin resbalar en un plano
inclinado y las fuerzas de restriccion. Nuevamente, la ecuacion de restriccion es

z = RO

Podriamos despejar una de estas variables en el Lagrangiano y encontrar las ecuaciones de mo-
vimiento. Pero usemos el método de coeficientes de Lagrange para resolver este problema. Por lo
tanto tenemos las ecuaciones

d
%(Mj:)—]\/[gsina:)\(l)
d .
= (M) =x(-R
i (M9) = A (=F)
i— RO=0
Con lo cual obtenemos que
)\:_Mgsina
2
. gsina
T
+ gsinao
9:
R2

y obtenemos el mismo resultado que en el Ejemplo (7), pero ademés podemos reconstruir las fuerzas
de restriccion

F,=\1) = _@
RM gsin o
Fy=M-R) = QT

El primero es una fuerza y el segundo es un torque, necesarios para mantener al anillo sin resbalarse.

Ejemplo: Encuentre las ecuaciones del movimiento para el péndulo de largo r y encuentre las
fuerzas de restriccion. El Lagrangiano es

1
£ = 3m (&7 +47) — mg(r — z2)
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mientras la restriccién es

a:f + x% =72 = zydry + zadrs =0

Podriamos despejar una de estas variables en el Lagrangiano y encontrar las ecuaciones de mo-
vimiento. Pero usemos el método de coeficientes de Lagrange para resolver este problema. Por lo
tanto tenemos las ecuaciones

. A
Ty = m (71)

Ty = gr9 + — (12)
m
ZL’1I'1 + l’gftg =0

Con lo cual obtenemos que

N _mgeost 02 mgeosd T,
2r 2 T T

donde hemos usado conservacién de la energia. Las fuerzas de restriccién son (aparte de una cons-
tante)

Az1) = —Tsinf
Mzg) = =T cosf

F,,
F,,
3.3.1. Fuerzas generalizadas

Para fuerzas conservativas y no conservativas (incluso para fuerzas de restricciéon que ejercen trabajo
sobre el sistema) tenemos para & =T — U

d
%ggﬁl—gxz:Qz izl,...,n—m

para lo cual tenemos que

Qj:ZFi'—aqj j=1...,n—m
i=1

incluyen las fuerzas no conservativas (y posiblemente las fuerzas de restriccién que ejercen trabajo
sobre el sistema). En general es dificil escribir la ecuacién de movimiento y el Lagrangiano para
sistemas con fuerzas no-conservativas y para fuerzas de restriccién que ejercen trabajo.

Con la definicién de momento generalizado tenemos que

0%
h = , i=1,..n—
Dj aqj+Qj j=1..,n—-m

la cual se parece mucho a la ecuaciéon de Newton para variables "normales”, pero en termino de
variables generalizadas.
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4. El Hamiltoniano y el Momento Candnico

Hasta ahora hemos visto que el Lagrangiano da origen a n ecuaciones de 2do orden. Ahora veremos
como construir 2n ecuaciones de ler orden usando la funcion Hamiltoniana en vez del Lagrangiano.
El momento canénico

p = 22 ta.d)
' dq;
evoluciona como
_0Z(t,q,9)
b=
q;

en forma muy similar a las ecuaciones de Newton. Supongamos que de esta ecuacion se puede
resolver

Hagamos una transformacion de coordenadas, llamada una transformacién de Legendre, en la cual
generamos una nueva funcién que depende de (t,q,p),

(t.p.q) sz% (t,q,p) — Z[t,q,4(t,q, p)]

Esta funcién varia como funcién de (t,q,p)

oA o
dA = Z aq, idpﬁrwdt

=1

y por su definicion

n 0¥ 0% 0¥
d = 7.dp; dg; — —dg;, — —dqg;, — ——dt
H ;:1: ¢idp; + pidg; 9 qi a0 G~
n 0¥
i§:1:q 7% piaq ot
por lo cual tenemos que
,'_&%ﬂ ,'__81%” &%”__8.2
“= o, Pi= " ot ot

La funcién J(t,q,p) es denominado el Hamiltoniano. Es importante notar que en esta repre-
sentacién tenemos 2n ecuaciones de primer orden, por supuesto aun necesitamos 2n condiciones
iniciales para integrar nuestro sistema. Ahora podemos definir canénicamente un espacio de fase
con coordenadas (q, p). Estas ecuaciones se denomina las ecuaciones candnicas de movimiento, y
las variables (q, p) las variables canénicas. También podemos ver que
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d%”_zn: 8%”.‘_’_&%”.’ _i_&%”_&%”

dt — dq; % Op; Pe ot ot

y por lo tanto .7 se conserva si 2 no depende explicitamente de t o si £ no depende explicitamente
de t.

Ejemplo: Encontrar las ecuaciones de movimiento de un anillo rodando sin resbalarse en un plano
inclinado. El Lagrangiano es

1 1 .
ZL=T-U= (§Mx2 + EMRQQZ) — (~Mgrsina) = Mi* + Mgrsina
El momento candnico es
07 Pa
b= "5z S} Vi
Podemos resolver zcomo funciéon de p y finalmente escribir el Hamiltoniano
2 2 2
H =p i — L = 2];\9”4 — 4pr4 — Mgrsina = Z;]\’} — Mgz sin «
y las ecuaciones de movimiento son
. 0H _ p,
xTr = =
Op, 2M
0H
Dy =——— = Mgsina
Ox

con lo que obtenemos la misma ecuacién de movimiento para la aceleracion en x.

. dr  p, gsina

Tw T oM T 2
No todos los sistemas dan resultados tan triviales, ya que cuando hay restricciones la dependencia
en las coordenadas y los momentos asociados es mas complicada.

Ejemplo: Para el caso electromagnético tenemos que

|
.Z:T—Uzéva—qcb—kgA-k
&

para lo cual podemos definir



En la fisica moderna las teorias generalmente parten de un Hamiltoniano, ya que es la formulacién
canédnica la que describe un espacio de fase donde es posible trabajar.

4.1. Conservacion de energia
4.1.1. Transformacion a variables generalizadas

Todos los principios de conservacion que estudiamos para calculo de variaciones se usan aca. Di-
ferentes Lagrangianos permiten ciertas constantes de movimientos. Por ejemplo, si el Lagrangiano
no depende de alguna variable en forma explicita, pero si de su velocidad asociada, tenemos que

Z;, = const

y por lo tanto el momento canoénico

pi = £, = const

para la variable ciclica ¢;. Es posible eliminar del Lagrangiano todas las variables ciclicas de un
problema dejando un problema solo en termino de las variables generalizadas restantes.

Ademas, es interesante ver que ¢ es muchas situaciones esta relacionado con la energia. Supon-
gamos que estamos en el espacio sin fuerzas, entonces
1 P

$:§mv2 — %”:%

con p = mv. En general tenemos tres preguntas que hacernos

1. Cuando el Hamiltoniano H es constante?: H es constante cuando H no depende explici-
tamente del tiempo o cuando £ no depende explicitamente del tiempo.

A oA 0L

dt ot ot

2. Cuando la energia E es constante?: La energia es constante cuando cuando las fuerzas
no-conservativas no hacen trabajo

d
— [T+ U] =FN¢ .3
dt[ + U] X

esto se puede relajar un poco para incluir algunas situaciones especiales

3. Cuando H=E=T+U?: Dado que la transformacién a variables generalizadas es
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=1

2
: : o1 " ox; | Oy
T(is -y Gn-1,Gis -+ Gn—1) = E oM ( ) a—q% + E) =
J

n—m
a—+ Z bj(% s Qn—1,Gis -+ q'nfl)Qj + Cjk‘(Qia ey Qn—1, iy -+ anl)(jj(jk
Jj=1 j

vemos que T es a lo mas cuadratica en las derivadas temporales de las variables generalizadas.

Vemos que 5 =T + U = E cuando

a) la transformacién a las variables generalizadas no dependen del tiempo x(q)

b) U no depende de las velocidades

La tdltima relacion es necesaria para que no aparezca un termino extra en

pi:"%i

Problema: Tomemos una masa que esta conectada a un soporte rigido a través de un resorte de

constante £ como se muestra en Fig. 4.1.1. Este soporte se mueve a velocidad constante.

Es mas o menos obvio que podriamos hacer una transformacién Galileana al sistema en reposo con

el soporte del reposo. En este sistema, tendriamos la conservacion de la energia mecanica

1 1
E,= §mv2 + §kx2

Veamos como se ve esto en el sistema del laboratorio. Aqui podemos describir la posicion de la

particula

x1(t) = vt + (1)

en termino de la variable generalizada x(t). En este sistema

1 1
L = gm i+ v,)° — §lm2

y la ecuaciéon de movimiento es

mi = —kx
Si multiplicamos por & podemos encontrar inmediatamente que

1 1
El = §mx2 + 5]6‘3:2

es una constante de movimiento. El momento candnico es
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y por lo tanto el Hamiltoniano

H = ip—%L

1 1 1

= §m§c2 + 51{::52 - Emvg
L P

= — + kT Vo
om 20 TP

es una constante de movimiento, y es equivalente a F. La energia
E = T+U

1

1
= Smi+ Vo)” + Sk’

es diferente a 7 ya que la transformacién a las variables generalizadas dependen del tiempo.
Podemos ver que

dE 1 .
o = 5"t # 0

por lo tanto la energia E no es una constante de movimiento.

Vo
—>
k
m

5. Pequenas oscilaciones

Supongamos que logramos encontrar la ecuaciéon de movimiento finalmente. Generalmente podemos

encontrar una situacion en la cual tenemos

Llamaremos a esto un estado de estacionario. La pregunta que resulta relevante entonces es pre-

guntar por la frecuencia de pequenas oscilaciones. Asumamos pequenas oscilaciones de la forma
Ty = Zip + AiGZWt |Az| <<1

y linearizamos las ecuaciones de movimiento cerca de x; . Esta expansiéon en modos de Fourier es
factible ya que el sistema es linear. En general vamos a tener ecuaciones de la forma
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i i + by + ¢ig(x; — 250) =0

lo que implica que
—w2ai7jAj + iwbi,jAj + Ci’jAj =0
tenemos en termino de matrices a, b, c y el vector A

(—w?a+iwb +c)A =0

si la matriz a tiene inverso podemos encontrar las frecuencias posibles a través del determinante de

Det [—wza + wwb + c} =0

Las frecuencias w que resuelven este determinante son las frecuencias posibles de oscilacion del
sistema. Si es necesario, podemos encontrar los modos de oscilacién A; para cada una de los fre-
cuencias posibles. Ya hicimos un ejemplo con el problema del péndulo simple en el cual expandimos
cerca del punto #,. En general el problema es un poco mas complicado ya que incluye mas de una
variable y determinantes complejos.

Ejemplo: Encuentre las frecuencia de pequenas oscilaciones de un anillo que se mueve en un
alambre con forma y = az?.

En este caso podemos utilizar la variable x como generalizada, para lo cual podemos escribir

y = 2axx
con lo cual el Lagrangiano es
m

_ Mg o7 _
X—Q[x—i-y] mgy =

[332 + 4a2x2i’2} — mgax®

con lo cual la ecuaciones de movimiento es

— [mx (1 + 4a2x2)} = mda’zi® — 2mgaz

dx

ma (1 + 4@23:2) = —dma’zi® — 2mgax

El punto de equilibrio se puede encontrar facilmente

z=20

Por lo tanto una pequena perturbacion

r=0+n
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da

1= —2gan

y la frecuencia de pequenas oscilaciones cercanas al punto de equilibrio es
w? = 2ga
Notemos que en este caso la energia es igual al Hamiltoniano y por lo tanto
pP=m (1 + 4a2x2)
y el Hamiltoniano es

p? + 2agm?2?(1 + 4a’z?))

W=
2m + a?ma?

y las ecuaciones de movimiento son

Y )
i AR
dp m + 4a?max?
) oA 20
D= or T (L ez 97 T2+ 8aigmiet 4 16algm? ]

la cual se ve puede resolver numéricamente si es necesario.
Ejemplo: Encuentre las frecuencias de pequenas oscilaciones de un sistema compuesto de un
péndulo colgado de un soporte que esta conectado a un resorte como se muestra en la Fig. 5

Tenemos que escribir las ecuaciones de movimiento en termino de variables generalizadas, las que
elegimos como

r1 =2+ Lsinf — x’lzi—kLQCOSG
y1 = —Lcos® — 1 = LOsin 6
Por lo tanto el Lagrangiano es
L = % [3512 + 912} —mgys — %]WQ

. . 1
= % [iQ + L?0? + 2L20 cos 9] +mgL cos 6 — §k‘w2

y las ecuaciones de movimiento son

mi + mLA cos[f] — B*mLsinf = —kx
mL%0 + mLi cos = —mLgsin 0

Las situaciones de equilibrio son
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0 =nr xr=0
Para el caso 6, = 0 podemos expandir para obtener
mny +mlng = —kn,
mL*7y +mLaj, = —mgLng

Asumamos una perturbacién 7, = ze™! y ng = 0!, lo que nos da

—mw? +k —mLw? Tl _,
—mLw?  —mL*w? 4+ mglL 0 |
Las soluciones son
2o 9k
gm + kL

Lo que demuestra que hay un solo modo, y no dos como uno esperaria. Esto es consistente con las
ecuaciones de arriba, ya que tenemos la restriccion

—kny +mgLng =0

El modo de oscilacién es

Ejemplo: Encuentre las frecuencias de pequenas oscilaciones de un sistema compuesto de un
péndulo colgado de una masa M que esta conectado a un resorte.

El movimiento de la masa M se puede describir
To =T — 1:2 =z

Y2 =0 - Y1 =10
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El Lagrangiano es ahora
mo. . M. , 1
Z = b} 442 + 41%] + 5 [ + 4] — mgyr — §k3$2
M., o iy Lo L
= 3 [x + L°0 +2L£L‘(9COS(9} +§Mx +mgL cost — §kx

y las ecuaciones de movimiento son
(m + M)i 4+ mLf cos[d] — 0*mLsin 0 = —ka

mL20 + mLi cos = —mLgsin 0

Las situaciones de equilibrio son nuevamente

0 =nm x=0
Para el equilibrio x, = 0 y 6, = 0 podemos expandir para obtener
(m + M)n, +mLny = —kn,
mL?1jy +mLij, = —mgLng

Asumamos una perturbacién n, = ze™! y ny = 6e™*, lo que nos da

0

—(m+ M)w? +k —mLw? Tl _,
—mLw? —mL*w? + mgL N

Renormalizando el tiempo como 7 = /k/mt, podemos re-escribir esta matriz como

{—(1+ﬁ)@2+1 —? H:f: }:0

—i? —o?+w? || LY

donde 3 =m/M, ©* = w?m/k y w? = gm/kL. Las soluciones son

@t = o (14 (14 A2 = /T T L+ AR — 4563

En forma vectorial definimos la perturbacion como

W4T

n+e

donde los dos modos de oscilacién son

o1 | g (- Qo= VOT T B - 40)
Ea {L@} = ¢
1

Para el caso 3 =2 y w? = 1, tenemos
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€l
H o
I

—_
H-

y los modos

w=[1en]

Graficamente estos modos se pueden describir en la Fig. 5.
- g
=
La solucion general se puede construir como
I(t) T —iW4T T —iw_T
Lo(t) | — (Coae™ T+ Che™™ M) my + (Co e+ Ch e 7)o

Para el caso 3 = 2 y w? = 1, asumiendo 2/(0) = 0, '(0) = 0, tenemos

dz(t) = ((2+4 v2)z, + V2LO,) cos ( 1— % 7—>

— (2= Vv2)z, + V2L0,) cos (1 1+ % T)

410(t) = (ﬂxo —(—2+ \/§)L90) cos < 1— % 7')

+ (V22 + (2+ V2)Lb,) cos (\/ﬁ T)

donde z(0) = z, y 0(0) = 0,.
6. Paso al continuo

y para la variable angular

Supongamos que tenemos un gran numero de resortes conectados como en la Fig. 6. El Lagrangiano
es
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g == %;mnni - %;kn(nn+1 - 77n)2

y la ecuacion de movimiento es por lo tanto

mnn —k [nnJrl - 27711 + nnfl] =0

Las condiciones de borde tiene que ser las apropiadas. Notemos que podriamos pasar al continuo
tomando la separacién entre los resortes como a (con a — 0y dx = adn)

Mn+1 — Tn on
—_— H —_—
a oz
nn—l—l - 27]7@ + 77n—1 827]
a? 0x?
. d°n
n — a0
77 8152
La ecuacién de movimiento nos da
0%n 0%n
ok =Y ol =0
ot? 0x?

con Y = ka como el modulo de Young y = m/a con la densidad de mas lineal. También podemos
estudiar este problema desde el Lagrangiano ya que lo podemos escribir como

o P @]

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos

0 0
afm + %fw
lo que da
0%n 0%n
Hor Y o

=0

=0

como antes. Si p y Y dependen explicitamente de la posiciones, entonces hay que tener cuidado
con las ecuaciones, y la formulacién continua es mas apropiada. Esta ecuacion de onda nos describe
el movimiento de perturbaciones en este sistema, que se puede utilizar por ejemplo para describir

materiales.

Notemos que tenemos que formular condiciones de borde. Si el ultimo resorte esta pagado a una

muralla, entonces
nn+1 =0
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Si uno de los bordes es libre, en el sentido que solo interactia con la masa hacia el interior del
sistema, tenemos

M, — k [_77n + 77n71] =0

lo que en el paso al continuo significa que

Pn 0
—+Y—=0
Mor T o
en el borde. Por el otro lado, la condiciéon de borde natural que nos describe el Lagrangiano es
on _,0n
%, + %, = ——Y—=
m Ly, =0 - Fot Ox 0

que equivale a un frente de onda que sale hacia la derecha. Esta los que llamaremos condiciones
de salida que son muy ttiles cuando no queremos reflexion del borde. Osea todo lo que llega al
borde desde el interior es forzado a salir sin reflectar algo hacia el interior. La forma de implementar
esto numéricamente es usando caracteristicas en el borde.

ll

6.1. Solucion numérica de la Ecuacion de Ondas

La solucién numérica de la ecuaciéon de ondas supone usar

flz+dx,t) — f(x —dx,t)

fo(x,t) = 5 + O(da®)
fonlit) = f(x+dz,t) — 2f(§z2,t) + f(z — dux,t) O
fla.t) = flz, t+ dt)2;tf(x,t — dt) L o(ar?)
fulent) = [, t+dt) — 2f(§;c2, t)+ f(x,t —dt) o)

En una dimensién, podemos estimar en un punto de red (i,n), con x = iAz como el elemento
espacial, y t = x = nAt como la variable tiempo, tenemos

1 0%
202 = V2¢f(l‘at)

lo que al discretizar da
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2 A 42
At
n+1l __ n n—1 n n n 2 n
YT =290 — T+ Az2 ( 1 — 2¢; +¢i+1) + cALf]
Se debe tener cuidado con la especificacién de las condiciones de borde. Para que la ecuacién sea
numéricamente estable, es importante considerar cierta relacion entre Ax y At, para la ecuacién
de ondas sin fuente.

Comenzamos con una perturbaciéon de la forma

n __ n ikjAzx
Ji=M"e

2 _ _ 2
ey — M? =2M — 14 r°2M (1 + cos kAx)

Az
Con r < 1, la ecuacién de arriba satisface |M| < 1 para todos loa valores de k, por lo tanto, la

solucion es estable. Esto tiene sentido, ya que esto significa que debe calcular con mas rapido que
la propagacion de la onda. No nos podemos mover delante de la onda.

r

6.2. Solucion numérica de la propagacién de Frentes

La ecuacién

0A 0A

es una de las ecuaciones mas complicadas en la fisica, pero al mismo tiempo es la mas comun.
Puede ser resuelta por el método de las caracteristicas definidas por la curva

dr(\)
ORIy
dr(X)
a !

de esto obtenemos que

A(N) = A(r(N), 7(N)
dA(\)  9Adr  0Adr

S =ty = g(r(A), 7(N))

Supongamos ahora que queremos integrar ambas ecuaciones hacia adelante en ¢, desde t hasta
t + At. Entonces integraremos hacia adelante en el tiempo cada punto z en la red a una posicion.
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Notemos que fuimos desde una uniformemente mostrada red en t, a saber la z;, a una red que
no es mas uniformemente mostrada, a saber la z;(t + At). Para volver a una red uniformemente
mostrada, debemos interpolar, para lo cual podemos usar los tres puntos mas cercanos, a saber los
que estan en

Tit+1 (t -+ At), $Z(t + At), [L’i_l(t + At)

Hacer la interpolacion es facil ahora. Hemos logrado que g ”conveccione” con una velocidad U, y
entonces hemos obtenido A en un tiempo posterior. Este método funciona bien si existe un g[x]
tipo difusivo.

En el caso que tenemos pura convecciéon nuestro método no funciona bien si en alguna parte U = 0,
y en este caso se sugiere utilizar un método de caracteristica hacia atras

lo que implica que necesitamos interpolar hacia atrds para encontrar Z;(t), que generalmente se
hace por iteracion

2@ =2 — U@, )AL

2

partiendo de

V() = 2 — Ui, ) At

)

Este es el método mas utilizado en grandes simulaciones, con 2 o 3 iteraciones, como el clima.
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