Capitulo 4: Cuerpos Rigidos

Un problema muy interesante es el problema de los cuerpos rigidos en los cuales tenemos un
numero muy grande de restricciones (infinito en general) que dan origen a solo 6 variables gene-
ralizadas.

1. Si tenemos N, = 1 particulas, requerimos de D = N, x 3 = 3 variables independientes

2. Si tenemos N, = 2 particulas, tenemos N, x 3 = 6 variables que describen los N,, cuerpos.
Pero tenemos R = 1 restricciones, por lo tanto el sistema requiere de NV, = N, x 3 — R =5
variables independientes

3. Si tenemos N, = 3 particulas, tenemos N, x 3 = 9 variables que describen los N, cuerpos.
Pero tenemos R = 3 restricciones, por lo tanto el sistema requiere de N, = N, x 3 — R =6
variables independientes

4. Si tenemos N, = 4 particulas, tenemos N, x 3 = 12 variables que describen los N, cuerpos.
Pero tenemos R = 3+ 3 restricciones, por lo tanto el sistema requiere de N, = N, x3—R =6
variables independientes

5. Sitenemos N, particulas, tenemos N, x 3 variables que describen los N,, cuerpos. Pero tenemos
R = 1+2+43—(N,—4) x 3 restricciones, por lo tanto el sistema requiere de N, = N,x3—R =6
variables independientes

Figura 1: Restricciones que definir un cuerpo rigido

Estas fuerzas de restriccion no hacen trabajo virtual ya que no pueden generar desplazamientos.
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1. Descripciéon de un cuerpo rigido

Definamos 2 sistemas de coordenadas: un sistema inercial K, donde las ecuaciones de Newton
son validas; y un sistema K (t), en general no-inercial, fijo en el cuerpo rigido. La posicién de los
elementos del cuerpo rigido entre los dos sistemas de coordenadas se relaciona con

dA ()T _

it °
Notemos que r, no depende del tiempo, ya que esta fijo en el sistema de coordenadas del cuerpo.
Toda la variacién en el tiempo esta incluida en la matriz A (¢) que representa la rotacién del sistema
del cuerpo con respecto a su origen.

ro(t) =R(t) + AT()Fa  —  va(t) = V() +

K

Figura 2: Transformaciéon de coordenadas

Por un tiempo mantendremos el problema bastante general. Hay dos origenes de coordenadas (que
describen R y V) en los cuales estamos interesados, ya que en estos dos sistemas de coordenadas
se puede separar el movimiento de traslacion y el movimiento de rotacién.

= Punto en el cuerpo que no se mueve, osea, V = (

= El centro de masa del cuerpo, osea, V = V.

Para estos dos sistemas de coordenadas se puede separar el movimiento de traslacion y el movimiento
de rotacién. La dinamica de este cuerpo requiere 6 variables, 3 que determinan el movimiento del
origen del sistema de coordenadas del cuerpo y 3 angulos independientes que orientan al cuerpo
con respecto al origen del sistema de coordenadas. Estos 3 angulos independientes se pueden tomar
como los angulos de Euler.

El caso de la energia cinética la veremos con detalle en las préximas secciones, ya que la rotacién
al sistema no-inercial requiere un poco de analisis. El caso de la energia potencial es simple en este
caso ya que las fuerzas entre particulas no ejercen ningin trabajo, mientras las fuerzas externas si



pueden ejercer trabajo. Por ejemplo, si un cuerpo esta en un campo externo gravitacional constante,
tenemos,

U= Zmagza = gzmaza = gMZCM

En este caso el potencial solo depende de las variables del centro de masa.

2. El grupo de rotaciones: eje fijo

La rotacién de un sistema de coordenadas con respecto a otro sistema de coordenadas K (t), pero con
el mismo origen, por un angulo # alrededor de la direccién 6 se puede escribir como la transformacion
lineal

r, = A(O)r,

que relaciona los componentes de los vectores en los dos sistemas de referencia. Esta transformacién
relaciona los componentes del mismo punto en los dos sistemas de referencia. En principio, esta
transformacion puede transformar cualquier vector entre los dos sistemas de referencia. Hay muchas
parametrizaciones de esta transformacién que depende en general de 3 parametros. Primero, vamos
a requerir que el nuevo sistema de coordenadas (pura rotacién) sea orto-normal, conservando el

tamano de los vectores ¥/t = r’r.

tr=rT (ATA) r
lo que nos da
ATA =1

lo que implica que la transformacién inversa es A~! = AT, Esto también implica que el determinante
de |A| =10 —1. El valor del determinante -1 no es fisico ya que representa una reflexién, lo cual no
se puede realizar a través de rotaciones de un cuerpo rigido (en lenguaje topoldgico una reflexion
no es continuamente deformable a la identidad). Con esto definimos el grupo

SOB)={A:R*— R® lineal | detA=+1, ATA =1}

Como ejemplo veamos la rotacién en el eje z. Definiendo la matriz

0 -1 0
J,=[1 0 o0
0 0 0
VEmMOos que
02 cos sinf 0
exp (—J30) = (1—9J3+—J§+...> = | —sinf cosf 0
2 0 0 1



Mas general aun, definimos el vector 0 como el eje de rotacién arbitrario. La accién de A(0) se
puede escribir en termino del vector 0 descomponiendo la rotacién en los tres vectores 0 0 x r,
6 x (6 x r) que son ortogonales entre ellos.
r=A0r= (é-r)é—éxrsin@—éx (éxr)cos@
=1 cosh — 0 x rsinf + (1 — cos0) (ér) 6

Es féacil probar que esta transformacion pertenece a SO(3), y ademds, se puede probar que todas
las transformaciones en SO(3) pueden ser escritas de esta forma. Basta con solo mostrarlo para las
bases respectivas.

En forma infinitesimal, § = ¢ <<1, podemos escribir esta transformaciéon como

f=r—60xre+0(c?)

Este resultado sera muy 1til en la proxima secciéon cuando dejemos que el eje de rotacion 6 cambie
con el tiempo. Por ahora podemos re-escribir esta relacién en forma matricial

/000 /0 01\ /0 -10
r=r—c|f| 00 -1 |+6h[0 00 |+6[10 0]]r
010 ~10 0 00 0

Definimos entonces los generadores de las rotaciones J = [J,,J,, J.] como las tres matrices descritas
arriba. Con estas definiciones tenemos

f:r—s<é>-Jr+O(62)

Si aplicamos esta rotacion infinitesimal n veces, asumiendo que tenemos la direccion del eje
de rotacién 0 fijo, con £ = 6/n logramos

n—oo

r = lim (1—§é-J) r = exp(—00 - J)r
n

Por lo tanto los generadores infinitesimales definen la transformacion entre los sistemas de coor-
denadas. Es interesante darse cuenta que los generadores J; obedecen una algebra de Lie donde el
conmutador

[3.,3,) = 3.3, — 3,3, = ci0d

La rotacién inversa es

AT = exp(+0 - J)
donde 6 = 68.

Notemos que si definimos



T
tenemos
dA do
=T = T -JAr = —w X (Ar)
dATf' L VX T (ATr)
at = dt n

Veremos que esta relacion son aun correctas cuando el eje de rotacién cambia.

3. Sistema de coordenadas del cuerpo rigido: eje mévil

El sistema no-inercial K (t) esta fijo en un punto del cuerpo pero su orientacién cambia, por lo

tanto la relacién de las coordenadas de los dos sistemas es

dAT(t)
dt

Iq

ro(t) =R(t) + AT()ra  —  va(t) = V() +

es importante darse cuenta que r,, no varia en el tiempo.

Asumamos por ahora que R = 0. Podemos adaptar el resultado infinitesimal derivado en la seccién
anterior, y ver que el cambio producido por un rotacién entre el tiempo t y ¢t + dt es

r(t + dt) = r(t) + dAO(t) x r + O(d6?)

para el caso en que 8 cambia en el tiempo. Con la definicién

donde 0 esta evaluado en el tiempo t + dt/2, podemos escribir

— =wXr
dt

Este es uno de los resultados mas importantes de este capitulo. Notemos que es precisamente esta
definicion, lo que hace no trivial el problema de rotaciones, ya que

d(66)
dt

La igualdad se da solo en el caso en que 0 esta fijo en el tiempo .

Esto implica que



dAT(t)

T =W X (ATT)

que es un resultado mas general que el de la seccién anterior, porque ahora 0 puede cambiar en el
tiempo. Notemos que este velocidad angular w no nos permite construir la matriz A(0) ya que w
cambia de direccion constantemente. Mas adelante, veremos como construir la matriz A al integrar
w con los angulos de Euler.

Para el caso general tenemos

vo(t) = V(t) + w x (AT(t)F,)

Es fdcil darse cuenta que w es universal, ya que no depende de la posicion del origen del sistema

de coordenadas K (t), aunque si depende de su orientacion. Tomemos otro origen del sistema de

coordenadas del cuerpo definido pero con la misma orientacién que K (t), por ejemplo
R'=R+a — '=r—Aa

El movimiento es entonces

dr _
o= V+wx (ATT)
— V4w x (ATF)
lo que implica que
V=V+4+wxa

w =w

Por lo tanto w es universal, no depende de la posicién del origen del sistema de coordenadas K (t),
aunque si depende de su orientacién (veremos esto mas adelante). Con esta definicién tenemos

Ab = —w x(Ab)
ATh = wx (ATb)
y podemos también derivar que
w=Aw=w
También se da ATw =w y
w-(Ab) = w-b

w-(ATb) = w-b

Esto describe que la rotacion no cambia el componente paralelo al eje de rotacion.



También es 1util probar que para una rotacién

A(a x b) = Det[A] (Aa) x (Ab) = (Aa) x (Ab)

para el grupo de rotaciones que definimos.

3.1. Enmergia Cinética

La energia cinética descrita en termino de las variables del sistema
1 9 1 Te )\ 2
T=5 meve = 52 ma(VHwx(ATE))

1 1
— §MV2+V-w x AT (Zmafa) + §Zma (w x AT1‘~Q)2

donde hemos asumido una sumatoria implicita para a. En los dos sistemas de coordenadas en los
cuales estamos interesados, V.= 0 o0 V = V¢, tenemos que el termino del medio es cero, y
claramente la energia cinética se puede separar en translacién (centro de masa) y rotacién

v (g

La energia cinética de rotacion es entonces

1
Trot = 3 > Mg (w X ATfo[)2

<w2 (AT5,)” — (w- ATf“a)2>

oM e
R
S

72— (w0 5))

Me (w [e%

g

i

<

. Wi |:Z mMe (6i,jf2 — ZL‘a’iiEa’j)] wj
a

NI~ NI~ N~ N
™

i wilijwj

donde hemos definido que el tensor

- T
L; = § Mg (65,577 — Ta,iTay)
[0

es el momento de inercia en el sistema de referencia K (t) fijo con el cuerpo.

Nota: Por ahora usaremos el mismo simbolo para el tensor y su representacion en coordenadas
cartesianas, pero mas adelantes veremos que estos son objetos diferentes.



En notacién tensorial

3.2. Momento angular

El momento angular se describe como

L = > mgr, X1,
(0%

= za;ma(R+ATfa) x (V4w x ATT,)
= Rx MV + (AT [Zo;mafa]) xV+R x (w X (AT {gmafa])) +§a:maAT1_"a x (wx ATT,)

Nuevamente para los dos sistemas de coordenadas en que estamos interesados tenemos que el
momento angular se puede separar en translacién (centro de masa) y rotacién. El caso V=R =0

es mas o menos claro, y el caso del centro de masa tenemos que Y m,A’T, = 0. Ahora
«

L., = za:ma (ATT, x (w x ATT,))
— ;ma [w (ATF,)” — ATE, (w- ATf'a)]
= Y m AT w72 — 1, (w-Ty)]

«

Por lo tanto

Lrot = AT i w

También se puede escribir como

f‘rot =1 w

Es interesante notar que en general el vector de momento angular no es paralelo a la velocidad
angular.

Ademas, tenemos que

_ 1
wTIwziw'L

(Aw)T'(AL) = % w-L

Trot =

N | —

1
2
ya que el producto punto es invariante ante rotaciones.
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Llegamos a la siguiente conclusién: el producto de un tensor por un vector da un vector, y el
producto de tensor con dos vectores da un escalar.

3.3. Propiedades del momento de inercia

El momento de inercia depende del origen de coordenadas del cuerpo y en la orientacion de los ejes.
Por lo tanto tenemos aun la libertad de rotar los ejes. Podemos pensar en varias transformaciones
(independientes del tiempo) del sistema K (t) a un sistema K (t) cosa que el momento de inercia
sea mas simple de calcular.

Es interesante distinguir las propiedades del momento de inercia:

1. Primero, es facil pasar de la sumatoria al continuo, simplemente hacemos

I ; = Z Ma (5m~ri — fﬂa,iffa,j) — / (5@]4“2 — rirj) p(r)d*r

o en representacion matricial como

(y* +2%) —ay —zz
I= /p(r)d?’r —yx (22 +2%) —yz
—zx —zy (2% +y?)

2. El momento de inercia es aditivo en la masa, o en la densidad, lo cual implica que el momento
de inercia al unir dos cuerpos es igual a la suma de sus componentes.

3. El momento de inercia es un tensor simétrico y real, por lo tanto se puede diagonalizar con
una transformacién ortogonal V e O(3). Veremos mas sobre esto cuando estudiemos los ejes
principales del momento de inercia.

3.3.1. Translacién de coordenadas, eje paralelo

Muchas veces queremos calcular el momento de inercia en un sistema de coordenadas, pero queremos
trabajar en otro sistema de referencia. Supongamos que deseemos hacer una translacién del origen
del sistema de coordenadas del cuerpo K (t) — K(t)

=Tr+a

L}

con lo que el momento de inercia nos da

Lj = Yma (0% = TaiTay) = 3 Ma (0 (Fa + 2)2 = (Fay + @) (Fay + a;))

= z mea <5i,jf§ — ja,ija,j) + 51’,]‘ Z ma(2fa -a-+ a2) — Z ma(jaﬂ-aj + fmjai + aiaj)

«

— ji,j + M(éi’jGZ — aiaj) + [2(52'7]‘ <Z mara) ca — (Z maja,i) aj + (Z mafa7j> CLi:|

«
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Esta transformacién del momento de inercia funciona para cualquier desplazamiento del origen.
Pero solo dos sistemas de coordenadas en el cuerpo permiten separar el movimiento de translacién
y rotacién (el centro de masa o punto fijo del cuerpo). En particular si la translacién es al centro
de masa, tenemos

Zmara =0 — ]:” = I, ; + M(5; ja* — a;a;)

Este teorema de Steiner, para ejes paralelos, es muy 1til al momento de calcular momentos de
inercia.

3.3.2. Rotacidén a los ejes principales de Inercia (EP)

Ya que el tensor I es simétrico y real, osea podemos hacer una transformacién extra (independiente
del tiempo) de los ejes cosa que en el nuevo sistema de coordenadas K (t) el tensor es diagonal.

Es importante darse cuenta que esta rotacion es independiente del tiempo y es diferente a la rotacién
A parametrizada_por 6. Ademds esta transformacion aplica también a todos los vectores w del
sistema K (t) — K(t).

Dado que I es simétrico, existe una base tal que

TVi = I:in'

donde I; son los valores propios. Vemos que si formamos la matriz de vectores propios V =
[V1, Vo, V3], podemos escribir este relacién en forma matricial como

IV = VI
donde I es la matriz diagonal con los elementos I;. Calculemos

O0=vi Iv;—vilvi=([; = L) vi-v;
porque I es simétrico. Por lo tanto si los valores propios son diferentes, entonces la matriz V es
ortogonal, y la podemos definir como ortonormal por normalizaciéon. Si dos valores propios son
iguales, de todas maneras podemos construir dos combinaciones lineales tal que la matriz V sea
ortonormal. El hecho de tener dos valores propios iguales, implica que hay cierta simetria en el
sistema. Por lo tanto vemos que es facil construir esta transformacién con VI'V = 1. Con esto
tenemos

VIIV =1

La energia cinética entonces se puede re-escribir como

M =w'Tw=w" (VVHI(VV)w= V) I(Viw)=a"Te=) &I

i

-
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lo que transforma la velocidad angular como

CD:VTC:J:Z (J}Vz)vl

lo que es equivalente a proyectar w a la nueva base.

Para una matriz simétrica y real siempre es posible hacer esta transformacién y encontrar los ejes
principales (EP) de inercia. Los valores propios son reales y los vectores son orto-normales. En este
sistema de referencia la energia cinética rotacional es

El momento angular es

O en componentes

En general el cambio de coordenadas del sistema K () — K(t) de un tensor se pueden definir en
general como

Ia,b,c,... - Va,ivb,jvc,k-- 'Ii,j,k,..

Es interesante notar que en general que los ejes principales (EP) no son en la misma direccién que
w. Una cosa es la direccién de w y otra cosa muy diferente la direccién de orientacion principal del
cuerpo.

Solucion utilizando el Lagrangiano

Consideremos una esfera de masa M como un péndulo conectado a un eje fijo a través de una vara
de largo R y de masa m.

=
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Asumamos un sistema de referencia en el punto de soporte fijo. La velocidad angular la podemos
escribir como

w =0z

mientras que el momento de inercia es la suma de los dos cuerpos

10 0
00 0 5 (r+R\’
R? 2Mr? 2
I:m:3 0010 b4+ 01+2( r 0
00 1 2
0 0 1+§<1i§)
2 r

Asi vemos que este sistema de coordenadas es el sistema de ejes principales. Las integrales para la
vara son relativamente faciles de hacer ya que requieren de integrales en una dimension, osea, X,
para la vara. En este caso I es diagonal con

R
jzz = /Pm(xf - $?5i,1)d$1
0

lo que nos da

{1,1 =0
]_2’2 == mR2/3
]3,3 = mR2/3

ya que p, =m/Ry ]_” = 0 para i # j. Para la pelota de masa M lo podemos hacer por el teorema
de ejes paralelos

_ 2
[i,j = [,f:;m + M((SZ’J‘CL2 — aiaj) = EMTzéi,j -+ M(T’ + R)Q(éiyj — 5171)

va que pyr = M/7wr?. Notemos que ya estamos en el sistema de ejes principales. Es importante
notar que el momento de inercia satisface los limites obvios m — 0 y » — 0 del péndulo normal.
La energia potencial con respecto al punto fijo es

R
U=—gm+M)Yey =—g (ma +M(R+7“)) cos 0

con lo cual podemos encontrar el Lagrangiano

o (G ()

dado que w = 02 y la ecuacion de movimiento es entonces

$:T—U:%MW

j2 M1+
0*+gR ( +2M+R>cose
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(1+ 57+ %)
9‘:_2 2M R sin 6

R{m +2 (r>2+ r+ R\’
3M 5 R R
que tiende al caso del péndulo puntual en los limites establecidos anteriormente. Notemos que en
este caso en que la direccion de w = 0z es constante, podemos reconstruir la posicion de cada

particula del cuerpo como r,(t) = exp(—J.0(t)) T, pero esto solo se puede hacer porque z es en
una direccién constante.

4. Dinamica: ecuaciones de Euler

El problema anterior fue facil de describir, ya que sabemos las ecuaciones de restricciéon y estableci-
mos las variables independientes en termino de 6 y de su derivada temporal en termino de variables
del punto fijo, que de hecho es el sistema inercial. Esto sucede muy a menudo, como en el ejercicio
del plano inclinado en el capitulo 2, pero el caso general no es tan facil ya que generalmente implica
transformar a un sistema de referencia no-inercial (parametrizado por 3 angulos). Por ejemplo en el
caso que la rotacién implica mas de un angulo como es el caso de la precesion, con lo cual tenemos
que describir la dindmica de

mw_%%mo

que corresponde a 3 angulos. En este sistema no-inercial es posible encontrar las ecuaciones de mo-
vimiento en termino de las velocidades angulares (u otra parametrizacién), pero al mismo requiere
encontrar la transformacion de las fuerzas o el potencial como veremos mas abajo.

A partir de las ecuaciones de Newton podemos encontrar las ecuaciones de movimiento del cuerpo
rigido, osea, la ecuacion de movimiento de w. En el sistema inercial tenemos

aunque en muchos casos, en los dos sistemas de referencia del cuerpo, podemos separar en termino
del movimiento del centro de masa y del cuerpo.

dL
diM R x S F;, = Ny
L = Loy + Lo - dL
d;()t Y xF;=N

En el sistema de referencia del cuerpo tenemos para la parte rotacional
LTOt = AT i w

14



Con lo cual la ecuacion de movimiento es

d —
_ dAT T T :
— wx (ATIw) L AT I
= AT (wx (Iw)+1Iw)

Por lo tanto

N:AT[wx(iw)—l—iw]

y en termino de variables del sistema de referencia del cuerpo tenemos

N=AN=wx (ITw)+Iw

la cual es conocida como la ecuacion de Euler para cuerpos rigidos y depende solo de variables en
el sistema de referencia del cuerpo. Si ademés nuestro sistema de referencia del cuerpo es el de ejes
principales, entonces I es diagonal, lo que simplifica el problema.

El problema del trompo sin fuerzas es un problema interesante de resolver con esta metodologia.
Asumamos que encontramos los ejes principales del sistema donde el momento de inercia es diagonal.
La ecuaciéon de Euler da

Il (,L)l = ([2 — Id) Wy W3
]2 d)g = (]3 — ]1) w3 W1

]3 (.Z)g = (Il — ]2) w1 W2

Nuevamente, dado que w esta cambiando de direccion, no es facil escribir la matriz de rotacién
explicitamente. Mas adelante veremos que esto se resuelve usando una parametrizacién particular
de la matriz con los angulos de Euler.

Ejemplo 1: con la Metodologia de las ecuaciones de Euler. El mismo problema del Ejemplo 1 se
puede resolver por la metodologia de las ecuaciones de Euler. El movimiento se puede encontrar de
la ecuacién para el momento angular

%:ZriXFi

i

En el sistema de coordenadas del cuerpo (con respecto al punto fijo del eje) tenemos

15



g = gcosfx — gsinfy
mgR

sin 6

Ny =Y dm,tox g = mRoy X g = —2

N, = > dMuTox § = MRey X g = —zMg(R+7)sinf

Usando

la ecuacién de movimiento nos da
m r
R(g+M(1+5))
g 5 + + i

mR?  Mr? R\?
244 =
3 + 4 < + (r) )

Inmediatamente verificamos los limites obvios, m — 0 y » — 0, lo que nos da que

i _

sin 6

0 = —%sin@

que es el resultado del péndulo simple.

4.1. Trompo simétrico:

Asumamos que el eje principal de inercia (EP) no es la misma direccién de w, sino, el problema es
trivial. En el sistema de EP tenemos

L =1, # I

Notemos que aqui tenemos 2 constantes de movimiento:

1. El momento angular L en el sistema inercial es constante ya que no hay torques

2. La energia cinética 1" es una constante de movimiento, ya que es independiente del tiempo

Con estas restricciones se puede construir una soluciona grafica, ya que vemos que el angulo entre
L y w es constante como se aprecia en la Fig. 3.

16



Figura 3: Cuerpo rotando.

En forma analitica, podemos encontrar las ecuaciones de movimiento

w3 = const
d)l = —WoWw2
W = Wewi
con
o —w I3 — 1
o — W3
L

Estas ecuaciones dan origen a un movimiento de precesion en el sistema principal de coordenadas

w1 = wy cos(wet + 9)
Wo = w sin(w,yt + 0)

Las variables de integracién se pueden encontrar en termino de las constantes de movimiento L
y T. El resultado es que L y w precesan alrededor de Z3 y forman un plano. Por lo tanto, L, w
y f = AZj3 forman un plano en el sistema inercial también. Es importante eso si notar que el
sistema de EP rota con frecuencia w con respecto al sistema inercial. Es facil probar que L, w y
&3 estan en el mismo plano que precesa alrededor de L (que es constante). Esto se debe a que
2T = L - w = Lwcos = const.

La tierra tiene una deformacion porque la fuerza centrifuga es mas fuerte en el Ecuador que en el
polo, generando un elipsoide de revolucién. Es facil notar que la frecuencia de precesién es

w, Al
w3 N I
lo que podemos estimar como
Al  2AR
1 R

osea cuanto aumenta el radio ecuatorial con respecto al valor promedio.
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Si el planeta no rota, tenemos que una particula de masa m en la superficie de la tierra, cerca del
Ecuador, esta a una distancia R del centro, dado por el equilibrio entre la normal y la fuerza de
gravedad en la superficie. Si el planeta rota, este se deforma un poco de tal forma que la perturbacién
de la fuerza de gravedad producida por la pequena deformacion

GMm N GMm _QARGMm
(R+AR)? "~

R? R R?
deberia compensar la fuerza centrifuga en el Ecuador

ARGMm _

2
lo que nos permite estimar
2AR  W’R
—r — << 1
R g

Y por lo tanto la frecuencia de precesion podriamos estimarla como

wp_u)QRN 1

ws g N%

lo que implica que la frecuencia de rotacién precesa alrededor del eje Z con periodo

T ~ 500 dias

De hecho las mediciones estiman que la tierra precesa con un periodo de 450 dias, lo que implica
que la deformaciéon es dindmica ya que el cuerpo no es completamente rigido.

Es interesante notar que podemos estimar la deformacion de la tierra, si asumimos que la pertur-
bacién de la fuerza de gravedad deberia cancelar la fuerza centrifuga para todos los angulos 6, en
la direccién radial. Esto implica que

2 (A];(G) n ng % (7 f(&))) )

N>

lo que nos da

y tiene mucho sentido.
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4.2. Trompo asimétrico:

El caso asimétrico

L << 13
se pude integrar con una cuadratura ya que tenemos 3 ecuaciones y dos constantes de movimiento.

Las constantes de movimiento en los ejes principales (EP) son

3

3
2Tr0t = Z Izwzg L%ot = Z(IZWZ)Q

i
asumiendo que el centro de masa no se mueve. Supongamos que queremos resolver por ws(t),
entonces podemos resolver estas constantes wy y wo

(L2, — 2T Dy [Is(I3— )]
w2 o= — rot rot<2 + 3 w2
!  L(L,-1) | |[L(-L)]?
(L2, — 2T D] [Is(Is —11)]
wQ o + rot rot o wQ
2 | L(lL—1) | | LI,-L)]?

Podemos ahora escribir

[3&}3 = ([1 — [2)\/<—061 + @2@%)(@3 — 064(.4.)?2))

La solucion se puede encontrar a partir de

du =1 ! F {sin_1 ( %x) a1a4}
V(—a1 + azz?)(as — auz?) V203 Var ) aas

Flem] /0 do

1 — msin?(0)

como la funcion eliptica de primer tipo. Esta relacion se puede invertir como

con

wslt) = \/Z::SN {m@(ua), 0‘10‘4}

Qo0i3

con a = (I} — I3)/I3, y SN|[x,m| como la funcién eliptica de Jacobi, tal que tenemos que despejar
0 de

w3(0) =, /Z—; SN [ia\/agag J, 041044}

Qi3

Puede ser importante notar que SN[0,m] = 0. Notemos que
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ﬂ _ Lgot — 2Trot[2
&%) [3(13 - [2)
(L = 2Tt i) (I3 — 1)
dvits \/ L 1,1,
10y _ (Lzot — 2T70t12)<]3 — ]1)
[0 D)0 %} (L%ot — 2Trot]1)(]3 — [2)

Problema: Tomemos martillo que lo consideraremos como un cuerpo rigido compuesto de tres
masas iguales, posicionadas en ¢ = 0 como

r = [O, 0, 0]
ry = éO{O, — cos(a),sin(a)] + BL,[0, sin(), cos()]

r3 = L,[0,—cos(a),sin(a)] — BL,[0, sin(a), cos(cv)]

El martillo inicialmente se mueve con w(0) = [0,0,w,]. Usando un origen en el centro de masa,
podemos escribir

10 0
0 332 cos(a)? + sin(a)? (1 — 33?) cos(a) sin(a)
I'= 1+ 302 1+ 332
0 (1 —383?) cos(a) sin(a) cos(a)? + 33%sin(a)?
1437 1+ 372

Los ejes principales estan definidos por la matriz

vy = [1,0,0] vy = [0, tan(«), 1] vy = [0, — cot(a), 1]
con momentos I =1, I, = 1/(1+36%) y I3 = 36%/(1 + 26?%).

El momento angular es

0

(1 —303?) cos(a) sin(«)
L(0) = A(0) I w(0) = w, 1+ 332

cos(a)? 4 3% sin(a)?

1+ 332
y las constantes de movimiento son

o1+ 98% + (1 —98%) cos(2a)

Lg(t) _ wT(t)ITIw(t) _ LQ(O) _ wT(O)ITIUJ(O) = w, 2<1 + 352)2
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2T(t) = w! (t)Iw(t) = 2T(0) = w? (0)Tw(0) = w? cos(a) 1++ 33% 2sin(a)

Haciendo la transformacién al sistema de los ejes principales, podemos resolver estas ecuaciones
por w; y we en funcién de ws(t).

Problema: En el problema anterior, resuelva en el sistema de los ejes principales. Existen algin
set de parametros «, 3y w, que hacen que el sistema precese?

Algo muy interesante es que un objeto con tres momentos de inercia en el sistema EP es inestable
a rotaciones en la direccién del momento de inercia intermedio. Asumamos

Il<[2<[3

y que tenemos una rotacion inicial en el eje 2 y una perturbacién pequena

w=w,y + (€1, €2, €3)

y apliquemos las ecuaciones de Euler a este sistema

. L— 13

€1 = €3 Wo

. Il

€ ~ 0

. ]1 - 12

€3 R € Wo
I3

lo que nos da que

Iy —L)([o— 1
= }3532 3)@3 e1=0

lo que implica que la perturbacion es inestable precisamente en la direccién 2.

€1+

Caso 3 soluciéon geométrica:

Sabemos que para este caso la energia cinética y el momento angular (en el sistema inercial) son
constantes. En termino de las variables del sistema de ejes principales,

L2
L 2T =w-L=> = = const
Ly =lw, — 1;
L? =" L? = const
tenemos que el movimiento del momento angular es periddico en el sistema principal de ejes y se
realiza en la interseccién de una esfera y un elipsoide.
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En el sistema de referencia inercial, usamos la construccién de Poinsot. El momento angular define
un plano invariante en el espacio, y el componente de w perpendicular a L se mueve en este plano.
Es facil darse cuenta que

L=V,T

por lo tanto L es perpendicular al plano tangente al elipsoide y el movimiento del elipsoide es tal
que rota en el plano invariante.

5. Meétodo del Lagrangiano

Ahora desarrollaremos la metodologia del Lagrangiano utilizando

1 _
Tor = - w Tw
2
pero recordando que

w(t) =0(t)8(t)

Vemos en general que la dindmica del cuerpo rigido se puede descomponer en termino de un
movimiento de traslacion y de movimiento rotatorio, los cuales se pueden resolver en forma inde-
pendiente. En general nos damos cuenta que la dindmica de este cuerpo requiere 6 variables, 3 que
determinan el movimiento del origen del sistema de coordenadas del cuerpo y 3 angulos indepen-
dientes que orientan al cuerpo con respecto al origen del sistema de coordenadas.

5.1. Otra parametrizacion de la rotacion: angulos de Euler

Notemos que aunque nos interesa poder describir 6(t) y é(t), esto es no trivial. Pero también no-
temos que finalmente nos interesa poder describir A en términos de tres dangulos, que llamaremos
angulos de Euler, y entonces el problema se centra en relacionar estos angulos con w(t). Veremos
que este analisis es también fundamental en la mecanica cuantica.

Concentrémonos en el puro movimiento de rotacién. Ya vimos que cuando w esta cambiando de
direccion, es dificil construir la matriz rotacién ya que

o d
w =007~ (99)

Ademas esta parametrizacién es muy util cuando no hay fuerzas o torques sobre el sistema, pero
es complicado utilizarla cuando estas fuerzas existen. La dificultad yace en el hecho que es dificil
escribir estas fuerzas, en termino de 6(t) y 6. Esta es una de las razones que buscamos una para-
metrizacion en termino de angulos especificos y no de w = 06. Una vez que esta parametrizacion
es definida, debemos encontrar la dependencia de w en termino de las derivadas temporales de los
angulos que parametrizan la transformacion.
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Podemos parametrizar la rotaciéon de varias maneras (de hecho hay 12 parametrizaciones), y ahora
nos concentramos en la parametrizacién con los angulos de Euler. Estos 3 dangulos independientes
se pueden tomar como los 3 dangulos de Euler que definen la transformacién

r=A,0,0)x = AyAsAyr

que definimos de la siguiente forma

cos¢ sing 0 10 0 cosy  siny 0
A, = —sing cos¢ 0 Ay=1| 0 cosf  sind Ay=| —siny cosy 0
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1

ademas es facil encontrar el inverso. Con esta parametrizacion podemos escribir w, en el sistema
de referencia del cuerpo, en termino de las derivadas de (6, ¢, ). Ahora comprobaremos que

w1 = 0 costp + ¢sin b sina
Wy = —0sint + ¢ sin b cos
W5 = Pcosh + 1

Estas relaciones se obtienen de

Ab = w x (Ab)
donde
Ab = A AgAsb + A ApAsb + A ApAsb
Ahora,
A¢b = ¢ Z X (A¢b)
y

AyAy [q'b 7 x (Ad,b)} - [AwAg q'az] x (Ab)

De la misma forma

Agb = (9 )A() X Agb

Ay [ (6 %) x AeAd,b} - [Aw 0 x] x (Ab)

Finalmente
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Ab = w x (Ab) = A¢A9¢Z+A¢9&+@/}i] x (Ab)

w=AyAgdz+AL 0%+ 17

Notemos que esto funciona para cualquier sistema de referencia, incluyendo los ejes principales.

5.2. La energia cinética

Con la resolucién de w en termino de las derivadas de (0, ¢,1%) podemos re-escribir la energia
cinética rotacional como

1
2
En particular en el sistema de ejes principales podemos encontrar en termino de las variables
generalizadas que

Tt = - w! Tw

_ . . 2 _ .. 2
+1s (—95in¢+¢sin9(:osw> + I3 (¢+¢cos€>
Con esta definicion podemos observar que estas ecuaciones satisfacen las ecuaciones de Euler

0%  OT 0w -
oY O0s 9y

0% 0T 0wy OT Ows - -
D0 0wy 00 | 0w 00 (h = Lo

Con esto es facil probar que las otras ecuaciones se satisfacen por permutacién ciclica.

Con esta definicion podemos definir el momento canénico finalmente

0L - -
pw:a—qb213@3:Lg:L181D981n¢—LQSiHQCOSCb‘FLgCOS@
0L - _
= ——=1LjcosY — Lysin
Do 5% 1€08?Y — Lasiny
0% = _ . . = =
P = % = L3 = [y sinfsiny + Iyws sin 0 cos ¥ + [3003 cos O

Con esta definicién podemos encontrar el Hamiltoniano
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%ﬂ:ép9+¢p¢+‘i’qu—$

puramente en termino de las variables (6, ¢, 1) y sus momentos asociados. Es facil establecer desde
el Hamiltoniano cuales son las variables ciclicas y las constantes de movimiento.

5.3. Caso trompo simétrico bajo la fuerza de gravedad y con punto fijo

En este caso tenemos que en el sistema del los EP la energia cinética es

1 .- _ 1r- - . _ . .
Tor = 5 [[1((Df + @2) + Ig,wg} =35 [[1(¢2 sin?@ + 0%) 4 I3(¢cos O + @D)Q

Ahora tenemos que escribir el potencial en termino de estas variables (0, ¢,v). En el sistema K
definimos la posicién del centro de masa como

Rcom = [07 07 h’] - Rcom = AT (t)Rcom

y por lo tanto en el sistema inercial con origen en el punto fijo es

U=Mgzeom = Mghcosf

Es conveniente orientar el sistema de referencia de esta forma ya que el angulo 6 representa la 2da
transformacién de Euler con respecto al eje 1.

En esta representacion las variables (¢, 1) son ciclicas

0L - _ - o .
Py = % = I3 = (]1 sin? 0 + I3 cos? 8) ¢ + I3 cos 0y = const
0L - /. .
=—=1 < + C080> = const
P 26 s (¥t
Ahora podemos resolver por qp y ¢
5 - Po—pucost
B 2j1 sin 92
U = 1 Pw + (—po +fp\p'COS 0) cos
211 I sin 63
Ahora podemos re-escribir el Hamiltoniano (que es constante) como
2 I — )2
py . (= Ls)py
H =tV
or, T org, VY

con

p?, + p% — 2pgpy cos b

V(6] = Mah cosf B}
0] = Mghcos 0+ 27, sin 62
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que se puede resolver en la misma forma que resolvimos el problema de la fuerza central. Hay
soluciones que dan origen a movimiento con # = const y otros en que varia. Por ejemplo, podemos
normalizar pg y py y escribir

7 (Pp — Py cos B)

+ cos
sin® 6

Una vez que tenemos 6(t) podemos encontrar ¢(t) y ().

R R TR

Figura 4: (a) Relacién entre los dos sistemas de coordenadas. Potencial V[f] para py = 0,5 y pg =
0,7,7/2,m. El angulo 6 = const en el minimo del potencia con funcién de ps para py = 0,1, 1, 10.

Problema: Resolver la dindmica del cuerpo que se muestra en la Fig. 5. Notemos que si asumimos
que las particulas estdn en 71(0) = L[0,cos o, —sina]/m y r2(0) = L[0, — cos a, sin ] /M. Por lo
tanto el momento de inercia en estas coordinadas

1 0 0
L? M
M 0 sin’a Sin o cos o

mM . 2
0 sinaocosa cos“«

I=

vy w(0) = [0,0,w,]. Dado que en este sistema la matriz de rotacién satisface

tenemos que

L= w,sinacosa«
W, cosZ «

Notemos que el momento angular L no es paralelo a w a menos que o = 0. Dado que L? y T son
constantes de movimiento, obtenemos la relacién
2 200N 2 : 2
w; cos”(a) = wy + (sin(a)ws + cos(a)ws)

En este caso las dos condiciones generan una sola relacion. Esto se debe a que uno de los momentos
principales es cero, y dos son iguales. Los ejes principales estan definidos por la matriz
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0 10
V =] sin(a) 0 —cos(a)
sin(a) 0 cos(«)

para 0 < a < 7/2. Los momentos son I; = 1, Iy = 1y I3 = 0, pero aun es posible definir la
transformacion ortogonal V -V =1, tal que

@o = Vw, = w,[cos(a), 0, sin(a)]

Las ecuaciones de movimiento en este nuevo sistema son

LU1 = Wy W3

Wy = W3 Wi

Figura 5: Condicién inicial.

6. Precesion de cargas en un campo magnético

Supongamos que tenemos un campo magnético constante. Podemos describir el Lagrangiano como

1 9 G )
L =T-U= Z {imwi + A rl} + ZU(yri )
( 7]
Para un campo magnético constante podemos escribir

1
A=-Bxr
2
Definamos la frecuencia angular de Larmor
;B
Wi, =
mce

y la magnetizacion

con lo que podemos escribir
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7

Podemos hacer una transformacion a un sistema de referencia que rota con frecuencia angular wy,
con lo que transformamos el Lagrangiano a

L = Z—mv - ngL—I—ZU(\fZ-—fj])
i#]
Osea, que un campo magnético constante y externo genera una precesion en un sistema de particu-
las. Esta expresion se puede simplificar aun mas si nos vamos al sistema de ejes principales.

7. Movimiento Planetario

Preguntemonos que pasa cuando tenemos un satélite de masa m asimétrico alrededor de un planeta
de masa M >> m. Es facil darse cuenta que el satélite se movera a primer orden en la orbita
eliptica que le corresponda para su excentricidad e, pero existira a primer orden un torque neto
sobre el cuerpo que lo hard girar en una forma no trivial.

La energia cinética es razonablemente facil de calcular, ya que si usamos el centro de masa del
satélite, con M >> m podemos asumir que g = m. Entonces tenemos

= %za:ma (R—i—w X (ATra))2

Dado que M >> m nos concentramos en el plano que forman el centro de masa del satélite y el
planeta

donde R es la posicion del centro de masa del satélite. Hemos hecho la transformacién al sistema
del cuerpo. Elijamos direcciéon de los ejes de rotaciéon como su EP

I 7 1 2
La energia cinética rotacional la podemos escribir en termino de (9 , (b, 1/1) Ahora necesitamos estimar
la energia potencial que tendrd términos que van mas alla de un potencial central.

U=-GM
Z \/R2 —i—r2 2R - r,

Podemos estimar
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1 Nl 1+ R -1, + _li+M +0<1>3
JRE+r2—2R 1, R R? 2 R2 2R* R

El segundo termino en el paréntesis da cero, ya que

Zmara =0

Veamos el tercer termino, usando r, = ATT,, como

1
=3 (B (7265 = 3400, 6.0) Ajon (6, 6, V)TanTain) By

lo que podemos escribir como

GM o
U=-RTWR

con el tensor constante
2 : _9 _ _
Wi,j = me (Ta5i7j — 3xa7nxa,m)
o

Para el caso particular que el satélite se mueve en el plano x — y vemos que a primera aproximacion
el satélite hace una orbita eliptica descrita por

1 { 5 Dh } N GMm
que tiene solucién

7”:—
1+ ecosb

Pero el satélite rota con un Lagrangiano

1 GMm o
Ly~ shwl+y == RTWR

Si usamos el EP, tenemos

oI — (I, + I5) 0 0
W: O 2]2-(]14—]:;) O
0 0 203 — (I + 1)

7.1. Precesion cadtica de satélites y planetas

7.2. Caso M ~m

Es mas complicado y muy interesante.

29



8. Apéndice A: Convencién de Einstein

De ahora en adelante usaremos la convencién de Einstein en los indices (esta convencién la gene-
ralizaremos mas adelante). Esto significa que indices repetidos implica sumatoria. Definamos

(A X B)k = 5i,j,kAiBj
P(i,j,k) i+j#k

£ - —
bk 0 otro

con P(i,j,k) = (—1)", con n como el numero de permutaciones de (i, j, k) de elementos adyacentes
requeridos para obtener (1,2,3). Por ejemplo

P(2,3,1)=—-P(2,1,3) = P(1,2,3) =1
mientras que
P(3,2,1)=—P(3,1,2) = P(1,3,2) = —P(1,2,3) = —1
Con estas definiciones podemos establecer
EijkElmk = 0i105m — 0 m0jy
con ¢0;; = 0 si i = j, y cero para otros casos. Esta relacién fundamental permite probar que
(AxB)? = (AxB),(AxB)

= é?i,j,kAiBj&?z,m,kAle

= (5i,l(5j,m - 5i,m5j,l)AiBjAle

= A’B? - (A- B)?
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