Chapter 3

Series de potenciay
Singularidades aisladas

3.1 Series de potencia

Recordemos la definicion de convergencia uniforme de suwesde funciones.

Definicion 14. SeaD C Cy (f,)5%, una sucedin de funciones d® enC. Sea
f : D — C. Decimos que la sucdsi converge uniformamentefa(f, = f) si
[|fr = flloo = sup{|fu(2) — f(2)| |z € D} converge & sin tiende acc.

Se sabe que i, es continua paratodey f, = f, entonceg es continua.

Proposicion 15. SeaD C C un dominof, f,, : D — C,n = 0,1,... tales que
fn = f. Seay un camino enD. Entonces

limn_,oo/fn(z)dz:/f(z)dz (3.1)

Demostracbn: Es inmediato pues dado> 0 existe N tal queN < n implica
|fr(2) — f(2)] < l(%) paratodo: € D, luego

/Ifn — f(o)lldz] < /|dz| -

Proposicibn 16. SeaD C C un domino(S — C), f,fn : D — C,n = 0,1,...
tales quef, = f. Si f,, es anaitica en D para todon entonces es anaiticaenD y
F®)(2) = lim,— oo £ (2) paratodoz € Dy todok =0, 1, ...

(fn( - dZ

O

Demostracbn: Seay unlazo enD entonces la proposmon 8implicaqyief, (z)dz =

0 para todon luego la proposicion 15 implica quﬁ f(z = 0y gracias a la
proposicion 14f es analitica e.
Ahora bien sea € D,k € {0} UNyseaD’ = D\ B(z,r) para algn- tal

QUEB(Z T) C D. Seang,g, : D' — C gn( ) = (éfnz)ék)+1ag( ) (5_6% Es
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inmediato quey, = g enD’. Seaé un lazo enD’ que de una vuelta alrededor den
sentido antihorario. Se tiene

tima—se f392) = lima e [ (@) = [ 0(@)d = £OC)

O

Definicion 15. Sea(a, )22, una sucedin de rumeros complejos ¥, € C. Definimos
la serie de potencia centrada eg dada por la suce$in como la serie

o
Z an(z — 20)".
n=0

Proposicion 17. Seaz, € C tal que la seriey .~ , a,(z — z9)" converge. Luego para
todow tal quejw — zg| < |z — 20| Se tiene qué_ " |an||(z — z0)|"™ converge.

Demostracbn: Lo haremos para el casg = 0 y dejamos al alumno demostrar
el caso general.

Supongamos$ . a,z" converge. Esto significa que exislé > 0 tal que
lan]|z|™ < M paratodon. Seaw tal que|w| < |z|, es decin = % < 1, por lo que
Yoo, Mr™ converge, y comow|™ = r"|z|" < Mr"™, por criterio de comparacion
>0 o lan||w|™ converge.

O

o0

Proposicion 18. Para toda suceéin (a, )2 Y 2o 0 bien la serie) - |an ||z — zo|"
converge en tod€ o existeR > 0 tal que la serie}_ ~ , |a,||z — zo|™ converge para
todoz € B(z0,R) Y > .oy an(z — 20)™ NO converge para tode € B(zo, R)C. R se
llama el radio de convergencia de la serie, si la serie cogeen toddC decimos que
R esinfinito.

Demostracbn: Nuevamente lo haremos para el cagso= 0. Supongamos que
existe un complejo para el cual la serie no converge absoérite.
SeaR = sup{r € R | la serie converge absolutamnte para todal que|z| < R}.
Es evidente que para tode € B(zp, R) la serie converge absolutamente. Setal
que|w| > R si la serie converge en entonces por la proposicion 17 la serie converge
absolutamente para todoe Bz, |w]|) lo que contradice la maximalidad d&
O

Proposicion 19. Sea(a,)22, sucesbn yz; € C tales que el radio de la serie que
definen esk. Entonces para tode < R, si definimoss,, : B(zp,r) — C, s,(2) =
Shoar(z — 20)"y s+ Blzo,r) — C,s(2) = Y07 an(z — 2)", tenemos que
Sp = 8.

Demostracbn: Seas > 0. Seaz; € C para el cualz; — 29| = r, comor < R
las seried " |an||z1 — 20|™ converge. Luego exist¥ tal que para todd > N la
seried >, |anl||z1 — 20" < €. Luego

o0

Z an(z — 20)"

n=k+1

SuszB(zo.,r)|S(Z) o Sk(z)| = SuszB(zo,r)

19



o0 o0
SUD, c Blaor) Z lan]|z — 20| < Z lan||z — 20|™ < e.
n=k+1 n=k+1
O

Ejercicio 14. Demuestre que una serie de potencia centradg grde radio de con-
vergenciaRr la funcionf : B(zo, R) — C, f(z) = Y.~ jan(z — 20)" es analitica
se puede integrar y diferenciar termino a término. Ademas= f((z)/n! =
— f7 %d:g dondey es un lazo em3(zp, R) que da una vuelta alrededor de

zp €en sentido antihorario.

Ejemplo 10. Seaa,, = 1 para todon y zp = 0. Tenemos la serig_ - ; z". Como
paraz = 1 no converge: < 1 pero si|z| < 1 entonces la serie es absolutamente
convergente entoncgs = 1. Entoncesf : B(0,1) — Ctal quef(z) = >~ ;2"

Es una funcion ariica su derivada eg’(z) = oo on -+ 1z™. Una primitiva es
F(z) = Y°°, 127 Esinmediato ver que estas funciones correspondgfrp =

n=1 n

1;, "(z) = ﬁ,F(z) = —log(l — z).
Es importante ver que dada una serie centrada @on radio de convergencia
no se sabe que ocurre en borde es decir en el confuntaC | |z — 29| = R}. Enlos

ejemplos siguientes vemos que tenemos tres distintasisities.

Ejemplo 11. 1. Consideremos la serie del ejemplo antepioi”_, =" Tiene radio
1y si|z| = 1 sila serie converge paraentonces grecias al ejercidicenemos
quelim, .z"™ = 0, pero|z|® = 1 para todon por lo que obtenemos una
contradiccion. Por ello la serie no converge en ninglrtgdel borde.

2. Consideremos ahopa - ; 1z". También tiene radio y la proposicion 20 mas
adelante dice que converge para tedal que|z| = 1 A z # 1.

o0 1

3. Por Gltimo consideremds " | - 2" tenemos que $k| = 1 entonce$ "> | L |z|" =
S>> . -L converge para todeen el borde.

n=1 n2
Proposicion 20. (Criterio de abel) Considere la serie de potengig ~ , a, 2", con

radio de convergencia, tal que para todon, a,, €s un real positivo y las sucési
(an)S2, es decreciente y convergente a cero. Entonces la serie ggnpara todo

z#1

Demostracbn: Dado N natural yz = e cond € (0,27), seaSy(z) =
S, anz". Tenemos que sillamames ae, se tiene:z — 2~2 = 2isen(Z) # 0.
Entonces para dos natural®¥s> M se tiene

2isen <§> (Sn(2z) — Sm(z)) = (z% —zié) ( i anz”> = i an(z”+%fz”7%

n=M+1 n=M+1

&

N
1 j : _1 1
=aynz"tE + < (an—1 —an)z" 2) —app12MT2

n=M+1

Por lo que

2isen (g)‘ 1S (2) — Sar(2)] < aw + < zNj (@n-1— an)> — an41

n=M+1
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=an +ap41 —an +ap41 = 2ap41

Luego

0< |Sn(2) = Su(2)] <

M—o00
M—oc M —o00

0

Se obtiene que la sucesiéiy; (z) es de Cauchy por lo que converge.

3.2 Series de Taylor y Series de Laurent

Definicion 16. SeaD un dominio, seag € Dy f : D — C analitica enD definimos
la serie de Taylor dg enz, como la serie

< pm) (4
Zf ( )(z—zo)”.

n!

n=0
Sizy = 0 la serie de Taylor se llama serie dé“Laurin.

Es claro que el téermina-ésimoa,, de la serie de Taylor cumple

F™ (z0) _ i/ f) .
¥ (

An = - ” ZO)nJrl

n! 271

dondey es una camino eP que da una vuelta alrededor geen sentido antihorario.
Es claro que esta serie tiene un radio de convergencia. Benaés se cumple.

Proposicibn 21. Seazy € Cy R > 0 seaf : B(zy, R) — C una funcbn anaitica.
Entonces el radio de convergencia de la serie de Taylof daz, es mayor quer y

o £(n)(,
f(z)= Z fTEO)(z —z0)", V z € B(zp, R).
n=0 ’

Demostracbn: Seaz € B(zp, R) y sear un real tal qudz — z| < r < R.
Tomemos el caming : [0,1] — C,~(¢) = zo + re?™™. Es claro que para todose
tiene|v(t) — zo| = r y v da un vuelta alrededor de Por ello

10=5 [ £ [ et [ () (72 «

dondew = =22, Tenemos que
S—Zz20
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pues|w| < 1. Como en la bola3(0, 1) gracias a la proposicion 19 la serie geométrica
converge uniformemente, la proposicion 15 nos permitarsaldimite de la integral.
Asi se tiene

f(2) ni%m/7 ((CfEC;0)> wndgi <2Lm/;(c_fi$dg) (z —20)".

es decir

() (5

=3 T g
n=0 '

O

Ejemplo 12. La funcion de los reales a los reales que vakn 0 y e7 eng #0
cumple quef(™(0) = 0 para todon luego su serie dé/¢Laurin es la trivial y tiene
radio de convergencia infinito, pero no converge a la fumeid ningln punto salvo
cero. Esto no puede ocurrir para funciones de variable cgjmpdue la proposicion 21
dice que si la serie de taylor converge entonces convergiaden.

Definicion 17. SeaD un dominio,zg € Dy f : D\ {20} — C analtica. Deci-
mos entonces qug es una singularidad aislada dg¢ Decimos que la singularidad
aisladcazg es

1. Una singularidad reparable si existe: D — C analitica tal quef(z) = g(z)
para todoz # zp.

2. Un polo si no existg : D — C analitica tal que f(z) = g(z) para todo
z # zp, y existen natural tal que para la fundn (z — z9)" f(z) tiene una
singularidad reparable enry. Al minimo de tales: le llamamos el orden del
polo zy. Un polo de orderi se llama un polo simple.

3. Unasingularidad escencial & —zy)" f (z) no tiene una singularidad reparable
enz, para todon natural o cero.

Ejemplo 13. Considere:

1. Seaf(z) = Z= con dominio erC \ {0}. Tiene un polo de ordeheno.

2. Seaf(z) = jz:jl con dominioC \ {i,—i}. Tiene un polo simple er-i y una

singularidad reparable en

3. Seaf(z) = e* con dominio erC \ {0}. Tiene una singularidad escencial@n

Definicion 18. SeaD un dominio, seap € Dy f : D — C analiticaenD \ {z}
con una singularidad aislada eny. Definimos la serie de Laurent geen z, como la
serie

Z an(z — 20)" + Z bn(z — 20)™"-
n=0 1=00
Donde
an = o / (Ldz Aby = % / F(2)(z = 20)" " 1d2
~ v

27 z — zg)" L

dondey es una camino e que da una vuelta alrededor dg en sentido antihorario.
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Definimos para: enteroc,, = a,, Sin > 0y ¢, = b_, Sin < 0. En este caso se
obtiene que la serie de Laurent fienz, es

oo

Z cn(z = 20)"
“on 1 f(2)
z
n=— | —2"C—dz, Z. 3.2
c QﬂiA(Z—ZO)"+1 z,Vne (3.2)

Proposicion 22. (Teorema de Laurent) Seg € Cy seaf : B(z, R) \ {z0} — C
una funcobn analtica con una sigularidad aislada ery. Entonces

o0

f(z)= Z en(z — 20)", V z € B(zo, R).

n=—oo

Demostracbn: Demostremoslo parg = 0. Sea¢ un lazo enB(0, R) que da
una vuelta alrededor deen sentido antihorario tal quec E(¢). Seanu y v dos lazos
en B(0, R) tales que cada uno da una vuelta alrededdd da sentido antihorario y
tales que ([0, 1]) U~([0,1]) C I(p) y £(]0,1]) U~([0,1]) C E(v). Es sencilo ver que

/ch(—cldg—/gcf(—cldg—/%M:O
=g (e [E5)
([ [H5)

Como para toda tenemos que sj € v([0,1]) entoncesH < lysi¢ e p(0,1))

5 ([HEE [R5

Debido a la proposicioh5 podemos cambiar la serie ycon la integral y tenemos

=5 (f £9) (2) Sk ([ 220 (£)

- i% (/ <g>(§+)1d<> - +,§ s (/f (an_lcx) (l)

por lo que

entonce#f
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Ejemplo14. 1. SeaD = C\ {0}yseaf: D — C, f(z) = e+. Tenemos qu¢
tiene una singulardad aislada@niTenemos qué; € D donde la exponencial es
analitica. Entonceg(z) = Y07, 77 (2)" = 20l caz™ €CONCy = =iy S

n<0yec,=08i0<n.

2. SeaD = C\ {0,—1}yseaf : D — C, f(z) = %*L tiene un polo de orden

2242
1 en0 tenemos que si # 0 entoncesf(z) = + + = por lo quef(z) =
145 (=1)"z" es la serie de Lorentz deen0 y su radio de convergencia
esl.

3. Esinmediato que ditiene una singularidad reparable grentonces la serie de
Laurenty la serie de Taylor déen zy coninciden .

3.3 Residuos e integradn

Definicion 19. SeaD un dominio,zo € Dy f : D\ {z0} analitica. Seaf(z) =
Yoo o cnl(z — 20)™ su serie de Laurent egy. Definimos el residuo d¢ en z, como

Res(f,z0) = c_1.

Ejemplo 15. 1. SeaDy f como en el ejemplo 14 partetenemos que,, = (_171)!
sin<0ye¢, =0si0 < nporloqueRes(f,0) = 1.

2. SeaDy f como en el ejemplo 14 parfe tenemos qué; + Y (1) es
la serie de Lorentz d¢ en0 por lo queRes(f,0) = 1.

3. Es obvio que sf tiene una singularidad reparablegnentoncesRes(f, zg) =
0.

Para calcular residuos en polos es posible usar el siguiegtiedo. Supongamos
que f tiene un polo simple eny. Esto significa que la funicon que llevazaen (z —
20)f(z) tiene una singularidad reparable gn Seag su reparada, como esliica en
un entorno dey escribimos su serie de Taylgtz) = >°°7  a,(z — 2z)". Tenemos

n=n
que paratode # z, se cumplef(z) = % = 2= >, an(z—20)", eslaserie de

Laurent def enz,. Por lo tantoRes(f, zo) = ao = g(z0) = lim,—..,(z — z0) f(2).

Ejemplo 16. SeaD = {z € C | im(z) > 0}. Seaf : D — C, f(z) = &L

2249
Existe un polo simple d¢ en 3:i. Luego Res(f,3i) = lim,_3i(z — 3@');%139 =
lim 2L = 354
z—3i z+31 6

El resultado anteior se puede extender a polos de arden
Ejercicio 15. Demuestre que f tiene un polo de orden enzg y g es la reparada de
(z — 20)" f(2) entonceRes(f, zp) = 79(;;)1(;0).

Dada la formula(3.2) se deduce que 4i tiene una singularidad aislada epny
~ es un lazo que da una vuelta alrededorglen sentido antihorario y no hay otra
singularidad def enI(+) entonces

/ f(2)dz =2miRef(f, z0) (3.3)
.

Por lo que tenemos el resultado
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Proposicion 23. (Teorema los residuos de Cauchy) $2an dominioyf : D\ K —

C una funcdn analtica con K un conjunto discreto de singularidades aisladas. $ea
un lazo enD que no pasa por los puntos dé€ y por cadaz en(z) v da una vuelta
alrededor dez en sentido antihorario. Seg, ... z,} = K N I(y). Entonces

/ f(z)dz = 27riz Res(f, zx) (3.4)
gl k=0

Demostracibn: La demostracon es inmediata 8le y del hecho que podemos
escribiry = v, e v5 @ --- @ 4, dondey; da una vuelta alrededor dg en sentido
antihorarioy{j € {1,...,n} | z; € I(v)} = {j}. Luego

/f(z)dz = Z f(z)dz = 277@'2 Res(f, zi).
¥ k=0

k=0" 7k
O
Veamos alguna aplicaciones del teorema. podemos caldglaras integrales im-
propias. Consideremos una funcionBeen R par, es decir que satisfagdz) =
f(—z) entonces tenemos que la integral improﬁ)leﬁf(x)dx existe siysolosi ex-
iste el valor principal de la integrejlfoOo f_(z)dz es decitlimp__. o ffRf(x)dx, en
cuyo caso el segundo es el doble del primero.

/Oo 222 — 1
ﬁdx'
o xt4+bx?+4
v 12_
Como la funcionf (z) = 2=
[, f(z)dz y dividir por 2.

Definamos la funcion

Ejemplo 17. 1. Calculemos

es par basta con calcular el valor principal

L C\ {i,—1,2i,—-2i} — C 2221
fC\{i,—1,2i,-2i} — 7f(z)_z4+5z2+4

SeaR un real positivo mayor que. Definamos los caminosg : [0,1] —
C,y(t) =2tR— Ry &R : [0,1] — C,£r(t) = Re™®. El primero va de-R

a R por el intervalo]— R, R] y el segundo va d&® a — R por el semicirculo de
radio R y parte imaginaria positiva. Luegg; e £z es un lazo que da una vuelta
alrededor de (también de2i.) Por ello

/ . f(z)dz = 2mwi(Res(f,1) + Res(f,21))

Como ambos son polos simples calculamos los residuos ushmjemplo 16.
Se tiene

. . (z—)222 -1 . 222 -1 -3 1
R = lim = T gy —— T2l
es(fyi) = m g — A, +i)(z2+4) 60 2
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y

, . (2—20)222 -1 ) 222 —1 9 -3
Res(f.2i) = lim =D& =0 gy =22 9
es(f20) = I e M ey T 1 4

Entonces
/ f(z)dz + f(z)dz = 2mi (1 + _—31) =2
TR &R 2 4 2

Luego se tiene

S R
/ f@)dz =limp— / Rf(x)dx = limRﬁ,oo/ f(z)dz = gflimR*,oo i f(z)dz
—o0 - TR R

probaremos quBmpg—. o ng f(z)dz = 0.

Si z pertenece a la imagen dg entoncegz| = R luego|2z — 1] < 2R+ 1
ademasz?+5z+4| = |22+4||22+1| > |R?>—1||R?>—4|. Ademad (yr) = 27 R.
Finalmente se tiene que

2221 27 R(R%41)
0< )y e < w-n@E-n
0

Concluimos que
/OO 222 — 1 T
Tz =
o x*4+dx%4+4 4

. Demostremos que

/2” 1 g 2T
o l+asen(d) V1—a2

si—1 < a < 1. Sia = 0, la formula es evidentemente véalida. Seg 0. Si
F es una de dos variable podemosg () = F(cos(d), sent(d)) tenemos que

. : -1 .
si lamamosz = ¢ entoncesos(f) = :— sen(d) = Z=%—. Luego si

2t
definimosf (z) = F(%, %) se tiene que

/27r g(0)do = Mdz
0 Ei1

12

por lo que la integral que queremos calcular es

27
/ 22/—'adz
0 224 (2/ia)z —1

Esta funcion tiene dos polos simples, = /=t W y 2 = =it 2‘1*“2
Ahora bien|z,| = 1= - 1 Juego como|z; 23| = 1 tenemos que so6lo

lal

z1 pertencece a la region interior al lazo. Por lo que la irstegue buscamos es
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2/a
(z—22)

2miRes(f, z1). Tenemos quéz — z1) f(z) =
2/a 1

z1—22 V1—a?"’

por lo que el residuo vale

Finalmente tenemos que

/2’r 1 g 2T
o l+asen(d) V1—a2

3.4 Cerosy polos

Ejercicio 16. Seaf analitica en un domin® y seaz, € D. Demuestre que las
siguientes afirmaciones son equvalentes

1. f(20) = f'(z0) = ... f" ™V (z0) = 0 perof(™)(z) # 0.
2. Laserie de Taylord¢ enzp esd >~ an(z — z9)".

3. f(2) = (z — 20)™ 'g(z) dondeg es una funcion analitica &b tal queg(zo) #
0.
4. La funcilén% tiene un polo de ordem en z.

Definicion 20. Seaf analitica en un dominadD y seazy, € D tales que se cumple
cualquiera de las cuatro afirmaciones del ejercicio 16. Ewets decimos qugtiene

un cero de ordemn en zy. Decimos que es cero es aislado si no hay otros ceros en un
entorno dezg.

Ejercicio 17. Dador > 0,2z, € C. Seanf,g : B(z0,7) — C analiticas tal qug
tiene un cero aislado de ordetry g tiene un cero aislado de ordenen z,. Demuestre

quef/g
1. Tiene un polo de ordemn — n Sin < m.
2. Tiene una singularidad reparablersi< n.
3. Lareparada d¢/g tiene un cero de orden— m sim < n.

Para demostrar la proposicion 24 que esta mas adeldreends estudiar la integral
sobrey de f’/ f dondey da una vuelta en sentido antihorario alrededor de,.uuando
estezg es cero y cuando es polo.

Seaz, un cero de ordem aislado y supongamasen la vecindad donde no hay

otro cero ni polo. Entoncef(z) = (z — 20)™g(z) cong analitica sin ceros ef(v).
Luegof/(z) = m(z — 20)™'g(z) + (2 — 20)™g' () Por lo que

ﬁ J;%()) de= / s *L gg<(>) 4

Comoyg’/g es analitica et () entonces la segunda integral del lado derecho es cero

luego
1 f'(z) , m B
9 L ) dz = A o Zo)dz =m (3.5)
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Seaz un polo de ordem aislado y supongamesen la vecindad donde no hay

otro cero ni polo. Entoncef(z) = (Zi(jo))n cong analitica sin ceros ef(y). Luego
F(z) = (z — 20)"9" (2) —n(z — 20)" " 1g(2) _ J'(2) B ng(z)
(z — 20)%" (z—20)" (2 — 2zo)"t1

Por lo que

U !
/f(z)dz:/g(z)dz—/in dz
5 f(2) ~ 9(2) (2= 20)
Como nuevamentg /g es analitica efi(~) entonces la segunda integral del lado dere-
cho es nuevamente cero, luego

/ g _
i,/f(z)dz:/ " d=-n (3.6)
2mi )., f(2) 5 (2= 20)
Definicion 21. SeaD un dominio y seg@ una funcdn que es andica enD \ X donde

X es un subconjunto discreto de Si en cada punto d& f tiene un polo. Entonces
decimos qug es meromorfa e.

Proposicion 24. (Principio del argumento) SeAmeromorfa en un dominid (S — C)

y seay un lazo enD tal quen(v,z) =1, V z € I(v). Sea{zi, ..., z; } €l conjunto de
polos def enI(y) tal que el orden de; esn;, V j € {1,...,k}. Sea{w,...,w}
el conjunto de ceros d¢ enI(v) tal que el orden dev; esm;, ¥V j € {1,...,1}.

Entonces se tiene que
1 k

1rE, -
27rz'[yf(z)d _Z / :

j=1

1

Demostracbn: Podemos definirun conjuntode curvgsj € {1,...,k}, u;,j €
{1,...,1} tales que la curva; da una vuelta alrededor del poipy p; da una vuelta
alrededor del cera;, y que ademas es el producto de lgs; y losv; en algin orden.
Luego

B O P (1O D A 1O DO
MLf@M_Z/f@W_;UJ@W_Z%_;W

j=1"7Hi j=1

O

Proposicion 25. (Teorema de Roué) Seaf y g dos funciones anglcas en un do-
minio D y seay un lazo enD tal quen(y, z) = 1, V z € I(y) y ni f ni g tiene ceros en
la imagen dey. Supongamos que se tiene que para to@n la imagen de se cumple
que|g(z)| < |f(z)|. Entonces el amero de ceros d¢ en () es igual al umero de
ceros def —genl(y).

Demostracbn: Seah = 1 — g/f tenemos que para todoen la imagen de,
|h(z) — 1] = |g(2)/f(2)| < 1 por queh(z) pertenece al dominio simplemente conexo
C\ R~. Luego aplicand@3.5) y (3.6) se tiene
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/V];L/((j))dz:/hw%dwzo

Luego la porposicion 4 dice que la suma de losordenes deetos deh enI(vy) es
igual a la suma de los ordenes de los polos da(~). Finalmente gracias al ejercicio
17 tenemos que el numero de cerosfde g enI(v) es igual al nUmero de ceros de
eni(v).
O
La proposicion 25 permite demostrar el siguiente impditéno teorema que se
deja como ejercicio.

Ejercicio 18. (Teorema fundamental del algebra) Sean polinomio enC|z]. En-
tonces la suma de las multiplicidades de los cerop @s igual al grado de. En
particular existen ceros dgesi deg(p) # 0.
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