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En este taller, integraremos funciones que involucran a las funciones logaritmo y exponencial. Para
ello, usaremos los métodos de integracién ya vistos y las propiedades de dichas funciones. Ademas, esbo-
zaremos los graficos de funciones que en su regla de correspondencia incluyen a las funciones logaritmo
y exponencial; esto lo haremos utilizando la informacion conocida de las funciones en cuestién como su
derivada, su dominio, etc. Finalmente, trabajaremos con un problema de contexto cuyo modelo sea del
tipo exponencial.

Objetivos:

= Aplicar los métodos de integracién para la resolucion de integrales definidas e indefinidas que
involucren funciones logaritmicas y exponenciales.

» Calcular primeras y segundas derivadas aplicando las reglas de derivacién para graficar funciones
logaritmicas y exponenciales.

» Realizar andlisis grafico de funciones que incluyen en su regla de correspondencia a las funciones
logaritmo y exponencial.

= Resolver problemas de modelamiento que involucren a la funcion exponencial.

Ejercicios Propuestos

1. Resuelva las siguientes integrales:
In’(z) — 2
a) / n(w) =2 dx.
x

Solucién: En primer lugar, aplicando propiedad de linealidad, se tiene
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s Para /;: hacemos el cambio de variable

u = In(z) = du = de
x
Asi,
In’ ! In*
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= Para I5: notemos que
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Por lo cual,

2
/—dx =2In(z)+c, c€R
x

Por lo tanto,

In?(z) — 2 In*
/%dxzy_gmm, FER.
o

b) /0 ¢® cos(z)dz.

1
Solucion: Consideremos
u = cos(x) —
dv = e*dx —
Luego, integrando por partes, se tiene

0
/ e cos(x) dx = € cos(x)

s
4

=0—cos(— %)67% +/ e”sen(z) dx

Ahora, considerando
f = sen(x) g = e"dx
f = cos(z)dx g=¢€"

e integrando por partes se tiene,

0
/ e”sen(z) dx = e sen(x)

us
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Ahora, volviendo a nuestra integral original, se tiene

es decir,
0 0
/ e’ cos(x) dx = 1—/ e® cos(z) dx
—4 —%
De donde,
0 0
2 / e’ cos(z)dr =1 = / e’ cos(z)dr = =
—q —q
T+ 3
/x2+4dx'

Solucién: En primer lugar resolvemos la integral indefinida, para ello, manipulando algebrai-

camente la expresion, se tiene
x+3 x 3
dr = dz
/3:2+4 /a:2+4+:c2—|—4

x 3
B \/x2+4dcf+/x2+4d‘r
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Donde,
= Para .J;, hacemos el cambio de variables
w=2x>+4 == dw = 2x dz,
entonces,

dw

rdr = —
2

Por lo cual, la integral en términos de la nueva variable estd dada por

/a:2+4 /—dw

1 /1 1

En efecto,

Ahora, volviendo a la variable original, se tiene

1
/x2i4d$: §1n(w2+4)+k, keR



= Para .Jy, notemos que

3 3 1

Luego, hacemos el cambio de variables

De manera que,

3 1 3 1
L P SRR
1) (2741 2. w1

3
= §arctan(u) +c, ceR.

Por lo tanto,

3 3
/ 2 dr = §arctan(g) + c, ceR

Finalmente, ahora conocidas J; y Jo, obtenemos
x

3 1 3
/5214d1: = §ln(x2—|—4)+k‘+§arctan(2)+c, ¢,k eR.

1 3
= —In(2? +4) + —arctan(f) +1, leR.
2 2 2
donde, [ = ¢ + k es una nueva constante. Por lo tanto, ahora evaluando la integral definida,
se tiene

2 3
= +In(V2).
o 8

2
3 1 3
/0 ;2—:_ 1 dr = {5 In(z? + 4) + §arctan(g)]
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2. Considere las funciones f : |0, +oo[— R definida por f(z) = n(z)

y g : R — R definida por

T

g(x) = xe ™.

a) Aplique el cdlculo diferencial para obtener el gréfico de f y de g haciendo un andlisis completo
de ambas funciones.

Solucién:

In(x)

e Para f:]0,+oo[— R dada por f(z) = , notemos que la funcién f es diferenciable
T

para x > 0 pues la funcion logaritmo natural lo es, ademas,

f'a) =~ () +
= %(1 — ln(:v))



Cuyo dominio coincide con el dominio de f, ]0,00[. Luego, estudiamos el signo de la
expresion, para esto consideramos la igualdad

1 —1In(z) =0 = In(z) =1

Ahora, como f’(z) es continua en el intervalo |0, 00 ya que la funcién logaritmo lo es,
ademds, f'(e) = 0 entonces, por teorema de Bolzano, f’ tiene un tinico signo en el intervalo
10, e[ y un unico signo en el intervalo e, co[. Notemos que

FO=1 v f)=—f <0

de manera que

Por lo tanto, f es decreciente para z € [e,00[ y f es creciente para x € |0,¢| .

Ademas, f tiene una asintota horizontal en y = 0, en efecto, calculamos

lim f(z) = lim 2

T—00 rz—o0 I

Donde, tanto o1(z) = In(x) como ¢y(x) =  son funciones diferenciables y

lim 1 (z) = lim p(z) = 0.
T—00 T—r00

Por lo cual,

¢ () .
lim “o = lim £ =0

Luego, por teorema de L’hopital se tiene que

/
1
i 21 _ g @)

Es decir, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Ahora, podemos notar que la funcién f’ es diferenciable en su dominio y

1 1 2In(z)-3

f0) = =1 = () + o=



Con lo cual, por una lado podemos deducir que los puntos de inflexién de f son lo z > 0
tales que

21 -3
f(x)=0 — —3%%——
= 2In(z) —3=0
= ln(x):g
— CL’:@%.

Por otro lado, analizando los signos de f”, se tiene

‘ x E]O,e%[ ‘ T =e2 ‘ x E]G%,OO[
z° + + +
2In(x) — 3 — 0 i
fll@) | - [ 0 [ +

. . 3 , . :

Por lo tanto, f es céncava hacia arriba en los x €]ez, 00| y céncava hacia abajo en lo
3 .

z €]0,e2 . Ademds, f”(e) < 0 por lo que en z = e hay un méximo de f cuyo valor es

fle)=e".

En virtud de lo anterior podemos concluir que la grafica de f esta dada por
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e Para g: R — R dada por g(x) = ze™, en primer lugar, notemos que g es diferenciable
en todo R y su derivada esta dada por

Jdx)=e*—ze®=e"(1—u),

Ademas,
g (x)=0 = e (1-2)=0
— l1—2=0
< r=1.

Ademas, dado que para todo z € R: e™ > 0, podemos concluir que g es creciente para
los x €] — 00, 1] y decreciente para los x €]1,00[. Ademés, [’ es diferenciable y

J'"(x)=—e"—e " +ae" = (x—2)e".



Por lo cual g tiene un punto de inflexion en z = 2 y es concava hacia arriba para los
r €] — 00, 2[ y céncava hacia abajo para los x €]2, 00 .
Por tltimo, ¢”(1) < 0 y por lo tanto en x = 1 hay un mdximo de g cuyo valor es

g(l)y=et.

En virtud de lo anterior, podemos concluir que la grafica de g esta dada por

Solucién: Dado que f tiene un méximo absoluto en z = e cuyo valor es f(e) = e ' < 1.

Entonces, para todo x €]0, oo[ se tiene,

In(x)

flz)<et <1 = <1,

por lo tanto
Vo €]0,00[: In(z) < z.

Por otro lado, empleando el mismo argumento, notamos que g tiene un méaximo absoluto en
x = 1 por lo cual para todo x € R se tiene

glr)<el<1 = re * < 1.

Por lo tanto, Vx € R: z < e”



c)

;Existe un nimero real z tal que In(z) = €7

Solucion: En virtud de lo anterior para x > 0 se tiene

T

In(z) <z 'y x<e

por lo tanto, para todo z > 0,
In(x) < e”.

Por lo tanto, no hay un nimero real que satisfaga la ecuacién e = In(z) .

3. Una poblacion de bacterias inicia con 100 de éstas, y la poblacion se triplica cada 2 horas. Llame

P(t)
a)

a la cantidad de bacterias en el instante ¢ medido en horas, con ¢ > 0.

Muestre que una férmula razonable para P(t), donde ¢ es una variable continua, es

P(t)=100-3Y2 t>0.

Solucién: Si z denota el periodo de triplicacion, la situacién anterior arrojaria, por ejemplo,

los valores
|0 1 2 3

P(f)| 100 300 900 2700

De manera que es razonable pensar que en términos de x el modelo que proporciona la
poblacién de bacterias estda dado por

P(z) =100 - 3*.
Sin embargo, nos interesa el modelo en términos del tiempo en horas, para esto notemos

que r = 3 representa el tiempo transcurridos en unidades de z (periodo de triplicacién), de

manera que componiendo ambas funciones obtenemos que un modelo razonable en términos
del tiempo en horas para la poblacién estd dado por P : [0,00[— [100, 00 cuya regla de
asignacion es

P(t) = 100 - 3"/2,

Observacion: Otra manera de deducir el modelo consiste en notar que el tamano de la
poblacion en periodos fijos de tiempo se multiplica por un factor fijo, este factor depende del
periodo de tiempo, que en este caso, cada 2 horas se triplica, es decir, el factor es 3, entonces
el modelo para la poblacién con el tiempo medido en horas es un modelo exponencial, vale
decir, un modelo de la forma

donde ¢ se mide en horas. Ahora, como P(0) = 100 se tiene
P(0) =100 = M = 100.
Ademads, como P(2) = 300 se tiene

P(2) = 300 — 100e%* = 300
— et =3
= 2k = In(3)
In(3
— k= _né )



De manera que la funcién que modela el crecimiento de la poblacién esta dada por

P : [0, 00] — [100, o[
In(3)t

2+ 100e 2z = 100 - 3*/?

b) ;Cuéntas horas deben transcurrir para que la poblacién de bacterias sea igual a 8007

Solucion: Para determinar lo solicitado, sea 7 el tiempo transcurrido hasta que la poblacion
sea 800 bacterias, es decir,

P(7) = 800 — 100 - 37/% = 800,
de donde, despejando 7 se tiene
100 - 37/2 = 800 — 37/2 =8,

entonces,
% —logs(8) <=  7=2logy(8) ~ 3,7855.

Por lo tanto, deben transcurrir aproximadamente 3, 7 horas para que la poblacion de bacterias
sea 800.

c) Encuentre una funcién que modele la velocidad de crecimiento de la poblacién de bacterias.
. Cual sera esta velocidad a las 12 horas?

Solucién: Dado que la funcién P(t) definida inicialmente representa la poblacién de bacterias,
entonces la derivada temporal de P representa la razén de cambio de esta poblacién, es decir,
P'(t) representa la velocidad de crecimiento de la poblacién. Particularmente en nuestro caso,
la funcién P(t) toma valores positivos de manera que

P(t) = en(P)
_ eln(100~3t/2)
_ 61n(100)+1n(3t/2)

/2
_ ¢In(100) | In(3%/2)

— 100 3 n®

Por lo cual, t
P(t) =100 - 3Y2 = 100 e2"®),

Ademas, observemos que la funcion P es diferenciable en todos los niimeros reales, en parti-
cular para t > 0 y la funcién derivada esta dada por

d ¢ . 1 ,
P/(t) (100 e§ln(3)) =100 65111(3) . <ﬁ) =50 111(3)651]0(3),
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Ademas,
P'(12) = 501n(3)e =z ™
— 50111( ) 61n(3
= 501n(3)e™G”)
=50-3%In(3).

Por consiguiente, la velocidad de crecimiento de la poblacién a las 12 horas estd dada

bacteri
por 36450 1n(3) ~ 17391, 0697 {@} .
P(t) — 100 P(t) — 100
Se define ¢(t) = L, determine 1im L
t—0+ t
Solucioén:
. P(t)—100 , 100-3% — 100
hm —_— = 1m ———
z—0+ t z—0t t
-1
100 Tim >
z—0+

Donde las funciones ¢, (£) = 32 — 1y pa(t) = ¢ son diferenciables y satisfacen

m () =0 = lim @(t).

t—0+ t—0+
Ademas,
A =3"y gm =1
Luego,
t + In(3)
D
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