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En este taller aplicaremos la regla de L’Hopital para calcular el valor de algunos limites, y calcularemos
las asintotas verticales y horizontales de funciones.

Objetivos:

= Aplicar la regla de L’Hopital para el calculo de limites.

» Calcular limites infinitos, y al infinito, de funciones.

= Analizar la existencia de asintotas horizontales y asintotas verticales de funciones.

Ejercicios Propuestos

x? (1—2)(z+2)

1. Para las funciones racionales f(z) = y h(z) = resuelva lo siguiente:

2 —4 23 4+ 322 — 4z

Encuentre su dominio.
Calcule los limites laterales en los puntos que no pertenecen al dominio.
Encuentre sus asintotas verticales.

Encuentre sus asintotas horizontales.

Encuentre su dominio.

Solucion: En primer lugar, manipulando algebraicamente la regla de asignacion de la funcién
f se tiene,

x? x?

S22 =4 (z-2)(z+2)

Por lo tanto, el dominio de la funcién esta dado por

Dom(f) =R\ {-2,2}.



= Calcule los limites laterales en los puntos que no pertenecen al dominio.

Solucién: En primer lugar notemos que lim z? = 4 > 0, ademéds, dado que los facto-

T—=—27
res (z —2) y (x + 2) son negativos para * < —2 y lim (z + 2)(z — 2) = 0, entonces
r——2"
1
lim = +o00. Por lo tanto, podemos concluir que el limite lateral izquierdo
e—s—2- (z+ 2)(x — 2)
estd dado por
1
1, - 1/ 2 . e
A )= I e ey =
Del mismo modo, dado que el factor (z — 2) es negativo y el factor (z + 2) es positivo
para r > —2y xilg_(x + 2)(z — 2) = 0 entonces, IL“& CEE) ) = —o00. Ademas,
Hm+ 2? = 4 > 0 de manera que el limite lateral derecho a x = —2 esta dado por
T——2
1
lim 22 - = —00.

w——2+ (x —2)(x+2)

Argumentando de manera andloga, notemos que en las proximidades de x = 2 se tiene

r<2|lx=2|x>2
x—2 — 0 +
T+ 2 + + +
Por lo tanto,
lim 22 L = —00 lim 22 L = 00
s (- 2)(z+2) Yo T T a—-2@+2)

s Encuentre sus asintotas verticales

Solucion: En virtud de lo anterior, podemos concluir que las asintotas verticales estan dadas
por las rectas de ecuacion

T =2

Tr =

s Encuentre sus asintotas horizontales.

Solucion: Calculamos los limites al infinito, en efecto

, .2 , 1 ,
A )= = T = = e

Por lo tanto, la gréafica de la funcién tiene una asintota cuya ecuacién esta dada por

y =1



b)

(1—2)(z+2)
3+ 322 — 4z

h(z) =

Encuentre su dominio.

Solucion: En primer lugar, manipulando algebraicamente la regla de asignacion de la funcién
h, se tiene

(2) = (1—z)(x+2) _ (1—2z)(z+2)
23+ 322 —4dx x(2?+3x —4)

_ (A-2)(@+2) —(z—-1)(z+2) r 21
rz+4)(x—-1) z@+4)(1-2)’
___r+2
r(r+4)

Donde podemos concluir que

Dom(h) =R\ {—4,0,1}.

Calcule los limites laterales en los puntos que no pertenecen al dominio.

Solucién: En primer lugar notemos que lim x4 2 = —2, ademas, dado que para r < —4
T——4-
1

se tiene —x >0y x+4<0y lim —z(x+4) =0, entonces lim ———~ = —oo. Por

T——4- T——4- —ZE((L’ + 4)
lo tanto, el limite lateral izquierdo al valor x = —4 esta dado por

lim (x+ 2) _ +

1 (T . = +00

T——4— (—z)(x +4)

Ademsds, para valores préximos y mayores que x = —4 se tiene —x < 0y x +4 > 0 y dado

que h’m+ —z(x+4) = 0 se tiene que lim = 00. De manera que el limite lateral
z——4

o—s—dt —x(r + 4)

derecho al valor x = —4 esta dados por:
lim (z +2) :
im (z e = —0
T —4+ (—z)(x +4)

y argumentando de manera analoga, podemos concluir que

i T+ 2 i T+ 2
m —————— =0 m ————— = —0OQ.
am0- (—7)(z + 4) Yo S (Co)(z +4)

Por 1ltimo, notemos que para x = 1 se tiene

T+ 2 3 x4+ 2
y oy 23 w2
Jm a(z) = Mmoo T s T ey T A @)



s Encuentre sus asintotas verticales

Solucién: En virtud de lo obtenido en el {tem anterior, la grafica de la funcién h tiene
asintotas verticales cuyas ecuaciones estan dada por las rectas:

r=—4

z = 0.

Cabe mencionar que en x = 1 no hay una asintota vertical ya que el limite existe, es decir:
, 3 ,
lim h(z) = —— = lim h(x).

r—1— 5 z—1+

» Encuentre sus asintotas horizontales.

Solucion: Calculamos los limites al infinito:

P
lfm A(z) = lim —
T——00 T——00 (—l‘) (QZ -+ 4)

1 2

— lim & xfl

r——00 _1__

xr

= 0=l )

Por lo cual hay una asintota horizontal cuya ecuacién esta dada por y = 0.

2. Calcule los siguientes limites, para luego responder las preguntas a continuacion.

, <3x3—2m2—|—x— 1)
a) lim :

T—00 Tad — a2 +5

Solucién: Nos gustaria aplicar regla de L.’Hopital, consideremos que las funciones que com-

ponen tanto el numerador f(x) = 3z° —22? +2 — 1, como el denominador g(z) = 72* — %45,

son funciones continuas y diferenciables en todo R y lim f(z) = lim g(z) = oo. Luego,
T—00 T—00

calculamos el limite

lim f'(@) _ ltm ((3:1;3 — 22 41— 1)’)

T—00 g’(aj) T—00 (7(133 — 1'2 =+ 5)’
, 9x? — 4z + 1
= hm P e—— .
T—00 21z2 — 22

Observemos que en la expresién anterior tanto el numerador h(z) = 92° — 4z + 1 como el
denominador m(x) = 212 — 22 son funciones continuas y derivables en R. Ademaés



lim h(z) = lim m(z) = oco. Para aplicar nuevamente la regla de L’Hopital debemos deter-

T—00 T—00
/ 2 /
lm h'(z) ~ lim (92 — 4z + 1)
T—00 m/(:L') T—00 (21332 — 255)/

minar el limite
, 18x — 4
= lim .
z—o0 \ 420 — 2

Nuevamente,apreciemos que se satisfacen las hipotesis necesarias para utilizar la regla de
L’Hopital, es decir las funciones ¢(z) = 18z —4 y () = 422 — 2 son funciones diferenciables
y lim ¢(x) = ooy lim ¢(x) = co. Luego calculamos,

T—00 T—00

i (i) = i (o)

Es decir, por regla de L’Hopital como este ultimo limite existe se tiene que

s () = 1 (o) = 22 () = i ()

Por lo tanto
3 , 18x — 4 , 922 — 4z + 1 , 3 — 222 + 71— 1
— = lim =lim ([ ——— | = lim .
7  zooo \42x — 2 z—oo \ 2122 — 21 T—00 Tad — a2 45

b) lim z(v1+ 2% — x).

T—00
Soluciéon: Notemos que al intentar resolver de manera directa nos encontramos con una

expresiéon de la forma (oco(co — 00)), entonces manipulando algebraicamente la expresién
tendriamos

) T2 2) = lim r(V1+2?—z)(V1+ 22 +2)
$h—>rgox( 1+2 ) $1—>oo (‘/1+ZL‘2+I‘>
_ i 2L =)
A iretn

Recordemos que 1 + 2 > 0 para todo z € R, asi

r(l14a°—a2*) T

lim = lim .
T—>00 (1/1+x2+x) I*}OO(\/1+‘/E2+I>




Ademas, tanto el numerador f(z) = x, como el denominador ¢g(z) = V1 + 224z son funciones
diferenciables y lim f(z) = lim g(x) = oo. Luego calculamos
Tr—00 T—r00

f'(x) (z)

lim = lim
T—00 g’<x> T 00 ( /1 + 1.2 + l’)’
i 1
= lim 5
2v/1 + 22
I 1’ 1
= Jim ———

_|_
V1+ 22
V1+ 22

BRI~

= fm =
=00 \/1 422+
1
) ﬁ-i-l
= lim —————
T—00 1
1—|—“—2+1
x
_1
2

Por lo tanto, como este 1ltimo limite existe, mediante la regla de L’Hopital se concluye

1 f'(x) x
— = lim = lim = lim z(V1+ 22 —x).
2 T—00 g/(aj) T—00 (\/1 + 22+ {L‘) T—00 ( )

/1 1
lim { — — .
20 (x Sen(a:))

Solucidén: Si quisiéramos calcular este limite de manera inmediata observariamos una ex-
presién del tipo (co — 00), entonces cambiaremos su forma algebraica para poder utilizar la
regla de L’Hopital. Es decir,

(1 1 , sen(x) x

lim | — — = lim —

a0 \z  sen(x) =0 \ xsen(z) xsen(z)

_ lim <sen(x) — x) '
z—0 \  xsen(x)

Ahora, Considerando f(z) = sen(xz) —z y g(x) = xsen(x), las que son funciones continuas y
derivables en R y HH(I] flz) = lirr(l) g(x) = 0. Procedemos a calcular el limite
z— z—>

i () (57

= ling <sen(cﬂ(v))s (f)a;_cols@)) |




Luego, notemos que tanto el numerador f¢(xr) = cos(z) — 1, como denominador
w(x) = sen(z) + x cos(x) son funciones continuas y derivables en R, calculamos

o2 <£,<<?>> = ((self(cs (i)x;01s)(lx))’)
= lim (cos(x) n @02?2590—) v sen(x)))
—sen(z) )

~ 200 (2 cos(z) — xsen(x)

—sen(0)

2 cos(0) —0 - sen(0)
=1

Il
o

Finalizando, como el tltimo limite existe, mediante la regla de L’Hopital se concluye que

fm t(z) = lim I'(z) = lim (1 — —1 )
s=0w'(x) 220 g(x) =0 \x  sen(x)

Solucién: Primero notemos que tanto el numerador f(z) = 1 — cos(z®) como el denomi-

nador g(z) = z* son funciones continuas y ademds diferenciables en R, en particular en

cualquier intervalo abierto que contenga al cero. Ademads, 11’11(1) f(z) = h’r% g(x) = 0 entonces
T— T—

para aplicar la regla de L’Hopital, calculamos
/ _ 2Y\)/
P (1 cos(a?)
x—0 g' (IE) x—0 (;Ij‘4>/

22 sen(x?)

= lim
z—0 43

sen(z?)

= lim
x—0 2:[‘2

Donde en la expresién anterior nuevamente, considerando h(z) = sen(2?) y t(x) = 2z* po-
demos notar que corresponden a funciones continuas y diferenciables en 0 y h’r% h(z) =
Tr—r



11’11(1) t(z)=0. Entonces para aplicar otra vez la regla de L’Hopital, calculamos
T—

. W(x) , sen(z?)
I — 1fm N
z—0 t’(:[;) z—0 (23;‘2)/

— lim 2z cos(z?)
z—0 4z

— lm cos(z?)
r—0 2

1

=3

Ahora, como este ultimo limite existe, en virtud de la regla de L’Hopital podemos concluir

. (z) (z) (z)
T W) . fix) L flx
2 ) T M ) T A g

Finalmente se concluye que

Observacién: Notemos que al aplicar el cambio de variable u = 2%, el proceso era mas
optimo.

» En los item a) y b) ;es cierto que la funcién respectiva posee una asintota horizontal hacia el
infinito positivo?

Solucion: En virtud que

35— 2% 4o —1\ 3 1
mn(x v ):— v lma(Vita?—e) =,

T—00 71‘3 — [L’2 —+ 5 7 T—00

323 — 222+ —1
Tx3 — a2 +5

y g(x) = z(v/1+ 2?2 — x) tienen respectivamente una asintota horizontal al infinito positivo

dada por las rectas cuyas ecuaciones son: y = 3/7 ey = 1/2.

podemos concluir que las funciones cuyas reglas de asignacién son f(z) =

» En los item ¢) y d) jes cierto que la funcién respectiva posee una asintota vertical en z = 07.

Solucién: En virtud que

1 1 1-— 2 1
ﬁm(__ ):0 y ol )L

x>0 \z  sen(z) =0 x4
. . . L 1 1
podemos concluir que ambas funciones cuyas reglas de asignacién son f(z) = — — y
r  sen(z)
1 — cos(x?) . , :
g(r) = ———— no tienen una asintota vertical en z = 0.
x



422 —

. Analice la existencia
222 +1

3. Considere la funcién f: R — R, cuya regla de asignacién es f(x) =

de asintotas horizontales para las funciones f y f’.

Solucion: En primer lugar notamos que

) 422 — 1
Jim fle) = Mmooy

1

= lfm — L

z—o0t 2 + >z

=2
y

422 — 1

1

A==

= lim ai

x——00 2 =

Por lo cual, podemos concluir que la funcién f tiene una asintota horizontal cuya ecuacién esta
dada por y = 2.
Ademas, la funciéon f es diferenciable para todo x € R debido a que es el cociente entre dos

polinomios (cada uno diferenciable en R) y para todo = € R el denominador 22 4 1 # 0. Luego,
aplicando reglas de derivacion se tiene

o) = (422 = 1) - (222 +1) — (422 — 1) - (222 + 1)

(222 4 1)?
_ 8x(22* 4 1) — 4w(4a® — 1)
(222 +1)2
o dx+1
(222 4+ 1)2°
Ahora, estudiando asintotas horizontales para la funcién f’, por un lado tenemos
1
dr + 1 o
m f'(z) = lfm et at
Jm f (z) = m Q212 |
4 N 1
— lfm £ 2
T——00 1
(2 + ?)
0



1
4r + 1 s
. / s DL
ot
4 n 1
T LI
z—oot 1 2
<2 + E)
0
= - = 0
2

Por lo tanto, la funcién f’ tiene una asintota horizontal cuya ecuacién estd dada por y = 0.
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