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En este taller aplicaremos las propiedades de la funciéon exponencial y logaritmica en base a con a positiva
y distinta de 1. Utilizaremos las reglas de derivacion, la regla de L’Hopital, e integracion, ademas, deter-
minaremos soluciones de ecuaciones exponenciales y resolveremos problemas contextualizados usando este
tipo de funciones.

Objetivos:
» Utilizar propiedades de las funciones logaritmicas y exponenciales.

= Calcular derivadas, primitivas y limites de funciones que involucren funciones logaritmicas y expo-
nenciales.

= Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

= Resolver problemas que involucren funcién exponencial.

Ejercicios Propuestos

1. Una poblacién de bacterias inicia con 100 de éstas, y la poblacién se triplica cada 2 horas. Llame P(t)
a la cantidad de bacterias en el instante ¢t medido en horas, con ¢t > 0.

a) Muestre que una férmula razonable para P(t), donde t es una variable continua, es

P(t) =100-3"2, t>0.

Solucién: Si z denota el periodo de triplicacién, la situaciéon anterior arrojaria, por ejemplo, los

valores
|0 1 2 3

P(t) | 100 300 900 2700 °

De manera que es razonable pensar que en términos de x el modelo que proporciona la poblacion
de bacterias esta dado por

P(z) =100 - 3",



Sin embargo, nos interesa el modelo en términos del tiempo en horas, para esto notemos que
T = 3 representa el tiempo transcurridos en unidades de x (periodo de triplicacién), de manera
que componiendo ambas funciones obtenemos que un modelo razonable en términos del tiempo
en horas para la poblacién estd dado por P : [0, oo[— [100, oo[ cuya regla de asignacién es

P(t) = 100 - 3"/,

Observacién: Otra manera de deducir el modelo consiste en notar que el tamano de la poblacién
en periodos fijos de tiempo se multiplica por un factor fijo, este factor depende del periodo de
tiempo, que en este caso, cada 2 horas se triplica, es decir, el factor es 3, entonces el modelo para
la poblacién con el tiempo medido en horas es un modelo exponencial, vale decir, un modelo de
la forma

P(t) = Me™,
donde ¢ se mide en horas. Ahora, como P(0) = 100 se tiene

P(0) = 100 — M = 100.

~—

Ademads, como P(2) = 300 se tiene

P(2) = 300 — 100e%* = 300
— et =3
= 2k = In(3)
In(3
= k= #

De manera que la funcién que modela el crecimiento de la poblacién esta dada por

P [0, 00[ — [100, oo

In(3)t

x+— 100e 2z = 100 - 3¥/2

. Cuantas horas deben transcurrir para que la poblacién de bacterias sea igual a 8007

Solucion: Para determinar lo solicitado, sea 7 el tiempo transcurrido hasta que la poblacion sea
800 bacterias, es decir,

P(1) =800 — 100 - 372 = 800,
de donde, despejando 7 se tiene
100 - 37/2 = 800 — 372 =38

Entonces,

g —logy(8) <= 7 =2log,(8)~ 3,7855.

Por lo tanto, deben transcurrir aproximadamente 3,7 horas para que la poblaciéon de bacterias
sea 800.



c)

Encuentre una funcién que modele la velocidad de crecimiento de la poblaciéon de bacterias.
., Cual sera esta velocidad a las 12 horas?

Solucién: Dado que la funcién P(t) definida inicialmente representa la poblacién de bacterias,
entonces la derivada temporal de P representa la razén de cambio de esta poblacion, es decir,
P'(t) representa la velocidad de crecimiento de la poblacién. Particularmente en nuestro caso, la
funcién P(t) toma valores positivos de manera que

P(t) = e(P(1))
_ eln(lOO-St/z)
_ 61n(1oo)+1n(3t/2)
— ¢In(100) | eln(3t/2)
=100 e2™®
Por lo cual,
P(t) = 100 - 3Y* = 100 2™,

Ademas, observemos que la funcién P es diferenciable en todos los niimeros reales, en particular
para t > 0 y la funcién derivada esta dada por

In(3)

d t t
P'(t) = — (100 e2"®)) =100 e2™®) . < 5

o ) = 501n(3)ez ).

Ademss,
P'(12) = 501n(3)e = ®)
= 501n(3)ef )
= 501n(3)e™G”
=50 - 3°In(3).
Por consiguiente, la velocidad de crecimiento de la poblacion a las 12 horas esta dada

bacteri
por 36450 In(3) ~ 17 391, 0697 {@} .

Encuentre la funcion inversa de P y explique su significado.

Solucion: Para determinar la funcion inversa debemos asegurarnos que la funcién admite inver-
sa, para ello notemos que la funcion P es biyectiva, en efecto,

» Inyectividad: Sean t,t5 € [0, oo tales que

In(3)tq In(3)ty
P(t) = P(ts) < 100”7 = 10032
In(3)tq In(3)ty
= e 2 =e 2



Por la inyectividad de la funcién exponencial se tiene

eln(g)tl _ eln<3)t2 — 1n(3)t1 _ 1H(3)t2
2 2
<~ ln(3)t1 = ln(3)t2
< t1 =19

Por lo tanto, Vty,ts € [0,00[: P(t1) = P(t2) = t1 = ta, es decir la funcién P es inyectiva.
= Sobreyectividad: Sea p € [100, co] tal que p = P(t), vale decir

p = P(t) = p= 1006t1r5(3),

de donde, utilizando la inyectividad de la funcién logaritmo, se tiene
tIn(3
=100 = P 2( )

b= 100
— In (%) =1In (e“n2<3>)
t1n(3
e  ln(p) — In(100) = n; ) In(e)
2
1 —In(1 =1
gy (o) = n(100)

es decir, para cada p € [100, co[ existe un unico t € [0, 00| tal que p = P(t), vale decir, la
funcion P es sobreyectiva

Luego, como la funcion es biyectiva estamos seguros que la funcién inversa existe y es tnica.
Ademas, su regla de asignacion estd dada por

P p) = ﬁ(ln(p) — In(100)).

Por lo tanto, podemos concluir que la funcién inversa de P esta dada por

P7H(t) : [100,00] — [0,00]

t > (In(t) — In(100)).

2
In(3)
En efecto,

(PoPT(t) = P(P(1)
= 100 e%@(ln(t)—ln(loo))
— 100 em(H)—In(100)
— 100€ln(t)6,1n(100)

100
= —t=1t.



(P~1o P)(t) = PH(P(1))

(1n(100 e ™®) — n(100))

In(3)
- ln?3) (In(100) + In (2 ™®) —In(100))
s (n )
N hj:s) ' hl;g)t -

Por lo tanto,
(PoP YH(t)= (P toP)(t) =t.

Ademés, la funcién P! relaciona el tiempo transcurrido conocida la poblacién de bacterias.

P(t) — 100 P(t) — 100
L, determine lim L

t t—0t t

e) Se define ¢(t) =
Solucién:
P(t)—100  100-32 — 100

lim lim
z—0t t z—0t t

32 —1

=100 lim

z—0t

Donde las funciones @1 (t) = 37 — 1y p,(t) son diferenciables y satisfacen

t—0t t—0t
Ademas,
g =30 =
Luego,
+In(3)
i B g S




2.

a) Sea f(x)=3-2"—10° x>0.

i)

ii)

Determine z tal que f'(x) = 0.

Solucién: Para x > 0, la funcién f es diferenciable y su derivada esta dada por
f'(z) =3-2"-1n(2) — 10" - In(10) .
Luego,
f'(x)=0 — 3-2%-1In(2) — 10” - In(10) =0
— 3:2%-In(2) = (2-5)*-In(10).

Ahora, dado que 2* > 0 para todo = € R y usando la propiedad del cambio de base podemos
reescribir la ecuacién anterior como

In(2)
" In(10)
= 5% = 3log(2)

T

3.2°.1n(2) = (2-5)° - In(10) —

Ahora, dado que ambos miembros de la ecuacién anterior son positivos aplicamos logaritmo
en base 5 y encontramos el valor de x buscado, vale decir

5" =3log(2) = x=log;(log(2"))
= x = log;(log(8)) .

1
Resuelva / f(z)dx.
0

Solucion: En primer lugar, notemos que para a > 0, se tiene

d a” a®
— =a" Tdr = R.
dz 1n(a) a == /a x In(a) +c ce

1 1
/ f(x)da::/ 3-2"—10"dx
0 0
1 1
:3/ 2“””(13:—/ 10* dx
0 0
3 1
Ln(2) In(10) 0 }

6 10 3 1
T In(2)  In(10) (m(z) B ln(l()))
3 9
“In(2)  In(10)
31n(10) — 91n(2)
In(2) In(10)

Por lo tanto,

1

0

6



1 1
b) Resuelva la siguiente ecuacion: —— =1 — ——.
— log(z) 1 + log(x)

Solucién: Para log(z) # 5 y log(x) # —1, manipulando algebraicamente

B R S — 1 L
5—log(r) 1 + log(x) log(x) 1 +log(x)
—log(z) +1+log(z)
- (5 log(2)) (1 + log(x))
6 _ (5 —log(x))(1 + log())
T 5 log(@)(1 +log(a)) (5 log())(1 + log(2))
= (5 —log(z))(1 +log(z)) = 6
= (log(z) —2)* -3 =
—  (log(z) — 2+ V3)(log(zx) —2 - V3) =0

Por lo tanto, buscamos los x > 0 tales que
log(zr) =2-+v3 o log(z) =2+ V3

Finalmente, se concluye que

r=102"Y3 o oz =10*"V3

3. Si comenzamos con gy miligramos de radio, la cantidad ¢(¢) de radio después de ¢ anos transcurridos

esta dada por:
q(t) = qo - 2—t/1600

Se requiere que:
a) Grafique ¢(?).

Solucién: En primer lugar, notemos que ¢ es diferenciable para todo ¢t > 0 y su derivada esta
dada por
—t/1600 | — In(2)

1600 ’
Ademés, dado que para todo z € R: 2° > 0, podemos concluir que ¢'(t) < 0 para todo ¢t > 0, es
decir, ¢ es decreciente para todo t > 0. Ademds, ¢’ es diferenciable y

q(x)=qo-2

—t/1600 _ In*(2)

1/
= qy -2
q'(z) = qo 16002

Notemos que ¢"(x) > 0 para todo t > 0, es decir, q es concava hacia arriba para todo t > 0.



b)

Por 1ltimo, ¢ tiene un maximo en el instante inicial (¢t = 0). Finalmente, en virtud de lo anterior,
podemos concluir que la grafica de ¢ esta dada por

qo

Determine la vida media. (la vida media es el tiempo que tarda una sustancia en disminuir a la
mitad su valor inicial)

Solucidén: Sea 7 el instante cuando queda la mitad de la sustancia inicial, vale decir,

=2 = gD
; 9=7/1600 _ 91
— —7/1600 = —1
<= 7 =1600.

Es decir, la vida media es de 1600 anos.

Muestre que la razon de cambio de la cantidad restante a los ¢ anos es directamente proporcional
a la cantidad restante a los t anos.

Solucion: En primer lugar, para un instante ¢ la razén de cambio de la cantidad de radio esta
dado por
B —In(2 qo In(2 _
¢(t) = qo-2 t/1600 _ (2) _ _ (2) . 9—t/1600

1600 1600
In(2
Podemos notar que para k = — 1%(03 # 0, se tiene
q'(t)

Es decir, para cualquier instante ¢ la razén de cambio de la cantidad de radio restante respecto
al tiempo es directamente proporcional a la cantidad restante a los ¢ anos.



