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En este taller, determinaremos los posibles puntos donde una funcién alcanza su valor méaximo y su valor
minimo. Ademads, aplicaremos el criterio de la primera derivada para determinar los intervalos donde la
funcion es creciente y decreciente. Utilizaremos este criterio para determinar los extremos locales de la
funcién. Por otro lado, analizaremos si una funcion satisface una ecuacién en la que estan incorporadas la
misma funcion y sus derivadas. Finalmente, aplicaremos el criterio de la segunda derivada para analizar
la concavidad y los puntos de inflexiéon de una funcién.

Objetivos:

= Analizar los puntos criticos para determinar el maximo valor y el minimo valor de una funcién en
un intervalo.

= Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los intervalos de monotonia de la funcién
y/o sus extremos locales.

= Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar intervalos de concavidad y puntos de
inflexién de una funcién.

Ejercicios Propuestos

1. Sea f: [—m, 27| — R definida por f(z) = %'

a) Encuentre los puntos sobre la gréfica de la funcién tal que la recta tangente sea horizontal.

Solucién: Recordemos inicialmente que las aproximaciones afines o rectas tangentes de una
funcién h diferenciable en un punto x = a son de la forma,

L(z) = h'(a)(x — a) + h(a).

Ahora, como la funcién f es diferenciable en todo su dominio, pues para todo x € [—, 27| se
tiene que 2 4 cos(z) # 0. Ademads, la recta serfa horizontal si su pendiente es nula, en efecto,
notemos que

cos(z) - (2 + cos(z)) —sen(x) - —sen(x)  2cos(z) + 1

f(@) = (2 4 cos(x))? B (2 + cos(x))?’ v € = 2n}.




Luego,

b 2cos(x) +1 1
fi(x)=0 = 2+ cos(@))? = cos(z) =
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por lo tanto, la grafica admite aproximaciones afines horizontales en los puntos

(55 s/ - (%‘?) (5 semm) - <2§?>

es decir, si
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A partir de los signos de la primera derivada y el item anterior, concluya los maximos y

minimos locales y globales de la funcién f.

Solucion: Considerando lo anterior y analizando los signos de la primera derivada, se tiene,
por ejemplo:

6
f'(m) <0 y f (5?7() > 0
Por lo cual,
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Por lo tanto,

. ) 2T 47
e f es creciente en los valores de x que pertenecen a los intervalos | —, —3 y | —,27].

. ) 2 21 Am
e f es decreciente en los valores x que pertenecen a los intervalos | —m, —— | y .
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Por 1ltimo, notemos que la funcién f alcanza sus valores minimos (locales) en = = _?ﬂ y
4 . s
T = 3y suméximo en z = —- y cuyos valores son
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Cabe mencionar que al estar la funcién definida en un cerrado, esta alcanza valores maximos
y minimos en los extremos pero en nuestro caso se tiene

f(=m) = f(2m) =0.
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2. En la carretera saliendo de una ciudad, la velocidad de los vehiculos, medida en kilémetros por
hora, que transitan entre las 2 pm y las 6 pm de un dia viernes, se modela mediante:

o(t) = —156* + T2t + 8, t € [2,6].

a) Determine en qué intervalos, entre las 2 pm y las 6 pm, la velocidad aumenta y en qué
intervalos disminuye.

Solucién: Considerando la derivada de la funcién v(t), la cual es diferenciable para todo
t € R, en particular lo es para t € [2,6], ademads, la derivada estd dada por

V'(t) = 3t? — 30t + 72 = 3(t* — 10t + 24) = 3(t — 4)(t — 6).

Luego, analizando el signo de v’ en los valores de nuestro interés, tenemos:

re2,4 |z=4|x€]4,6]| =06
t—4 — 0 + +
t—6 — — — 0
3(t—4)(t —6) + 0 — 0
v'(t) + 0 — 0
S N\

Por lo tanto,

e la velocidad es creciente (acelera) cuando en t €]2, 4];

e la velocidad disminuye (desacelera) cuando ¢ €]4, 6].

b) Determine las velocidades maxima y minima que alcanzan estos vehiculos y a qué hora se
dan.

Solucion: En virtud de lo anterior, se concluye que v alcanza su maximo en t = 4 y coincide
con el valor v(4) = 120 [km/h| y sus valores minimos (locales) en ¢t = 2 y t = 6 segundos
cuyos valores alcanzan v(2) = 100 y v(6) = 116 [km/h]. De manera que su velocidad minima
fue de 100 [km/h].

3. La posicion z(t), en un instante ¢, de una particula que describe un movimiento arménico simple,
esta dada por
z(t) = Asen(wt + ¢),

donde A, w y ¢ son nimeros reales constantes.
Demuestre que la funcion z satisface la siguiente ecuacién de movimiento arménico simple

2" (t) + w?z(t) = 0.

Solucién: En primer lugar, notemos que la funcién z(t) es diferencialble en todo su dominio y su
primera derivada, en virtud de la regla de la cadena, esta dada por

2'(t) = Acos(wt + ¢) - w.
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Reiteremos el argumento, notando que z’(t) de igual forma es diferenciable en su dominio, entonces
su derivada esta dada por
2"(t) = —Asen(wt + @) - w?.

Por 1ultimo, una vez conocidas las derivadas involucradas en la relacion, podemos verificar
2" (t) + w?z(t) = —Asen(wt + ¢) - w? + w?Asen(wt + @) = 0.
Vale decir, x satisface la ecuacién de movimiento arménico simple.
x2 2

. Considere la funcién f: R — {0} — R definida por f(z) = -+ =

Determine los intervalos de concavidad de la funcién f y concluya si esta tiene puntos de inflexién.

Solucién: Para comenzar, notemos que la funcién f es diferenciable para cada x € R\ {0} y su
derivada estda dada por

2

= r — —

.1'2

=2
.1-2

Luego, manipulando algebraicamente la expresion anterior, mediante la diferencia de cubos y la
completacién de cuadrados, podemos concluir que

(x = V2)(a® + V2 + V4)

T

fi(@) =
(o= V) ((H%ﬁfﬁﬁ)

12

/2 3v/2
Ahora, notamos que las expresiones 22 y ((m + \/7_)2 + T\/_ son expresiones positivas, de modo

que el signo de la derivada depende del factor (x — \3’/5), concluyendo que

» f es creciente para todos los z € R\ {0} tales que
x—V2>0 = x €]V/2, 00l
» f es decreciente para todos los z € R\ {0} tales que
r—V2<0 — x €] — 00, 0[U0, V/2].
Por tltimo, notemos que la segunda derivada de f existe para todo x € R\ {0} y estd dada por
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Luego, los puntos de inflexion son los valores del dominio que anulan a la segunda derivada, vale

decir,
?+4

f(x) =0 0.

En efecto,
f'(x) =0 = ?+4=0,

factorizando podemos concluir que
2?44 = (x4 V4)(2* — Vazr + V16) =0 — = -4

de forma tal, que el valor = —v/4 € R\ {0} es un punto de inflexién.



