Universidad de Chile
Programa de Bachillerato
Matematicas 2

2do. semestre de 2022

Taller de ayudantia 10

Funciones Logaritmo y Exponencial y Aplicaciones del Calculo Diferencial e

Integral
11/11/2022

En este taller, aplicaremos las propiedades de la funcién exponencial y logaritmica, las reglas de derivacion,
la regla de LL’Hopital, los criterios de la primera y segunda derivada, el teorema fundamental del célculo
y el teorema del valor medio para modelar, analizar funciones cuya regla de correspondencia incluye a las
funciones logaritmo y exponencial y resolver problemas de aplicacion de la integral definida.

Objetivos:

Modelar una funcién exponencial
Calcular primeras y segundas derivadas aplicando las reglas de derivacién

Realizar analisis grafico de funciones que incluyen en su regla de correspondencia a las funciones
logaritmo y exponencial.

Calcular primitivas
Aplicar el cdlculo diferencial y/o la integral definida para resolver problemas.
Aplicar el teorema fundamental para resolver integrales definidas.

Fundamentar usando el teorema del Valor Medio, la existencia del punto donde una funcién continua
en un intervalo cerrado alcanza su valor promedio y determinarlo.

Ejercicios Propuestos

Segun la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura de un objeto T' después de ¢ minutos de
haber sido dejado en un medio ambiente con temperatura constante T, estda dada por la funcién

T(t) =T, — M



a)

Demuestre que en cualquier instante t la razén de cambio de la temperatura del objeto con
respecto al tiempo es directamente proporcional a la diferencia entre la temperatura ambiente y
la temperatura del objeto.

Solucién: En primer lugar, para un instante t la razéon de cambio de la temperatura del objeto

esta dado por
T'(t) = —Me™ - (k) = kMe* .

Luego, dado que
T,—T(t)=T,— (T, — Me") = MM
Podemos notar que para k # 0, se tiene

()

=k
T, —T(t) ’

Es decir, para cualquier instante ¢ la razén de cambio de la temperatura del objeto con respec-
to al tiempo es directamente proporcional a la diferencia entre la temperatura ambiente y la
temperatura del objeto.

Una bebida, cuya temperatura es 3 grados Celsius, se saca de un refrigerador y se deja en una
sala en donde la temperatura ambiente es constante igual a 30 grados Celsius. Si la temperatura
de la bebida al cabo de 20 minutos es de 12 grados Celsius, determine el tiempo que se debe
esperar desde que fue sacada del refrigerador para que su temperatura suba a 15 grados Celsius.

Solucién: Atendiendo el problema con el modelo exponencial y en virtud de la informacién
presentada en el enunciado, se tiene que la temperatura de la bebida a los £ minutos de estar

fuera del refrigerador es
T(t) =30 — MM

donde M y k son constantes a determinar. Ademds, dado que T'(0) = 3°[C] se tiene

T(0) =30 — Me*0 =3 — M =27,
Ademas, como T'(20) = 12°[C] se tiene que

T(20) = 30 — 27¢%% = 12

I

Por lo tanto, para cada instante ¢ > 0,



Ahora, sea 7 el instante en el cual la bebida llega a los 15°[C], vale decir

T(r)=15 <=  30—27em™(3)" =15

—m(2)r _ 15
< 20 3 e —
‘ 27

e Lu(®)-n()
_20(In(5) — In(9))

— In(2) — In(3)

~ 28,99 [min]

Por lo tanto, aproximadamente en la primera media hora ya alcanzara los 15°[C] .

In(z)

2. Considere las funciones f : ]0,+oco[— R definida por f(z) = y g : R — R definida por

T

g(x) = ze ™.

a) Aplique el célculo diferencial para obtener el gréfico de f y de g.

Solucion:

1
e Para f :]0,4+00[— R dada por f(x) = n(:z:)’ notemos que la funcién f es diferenciable para
x

x > 0 pues la funcién logaritmo natural lo es, ademés,

fa) =~ () +
= %(1 — In(z)).

Cuyo dominio coincide con el dominio de f, |0, oo[. Luego, estudiamos el signo de la expresion,
para esto consideramos la igualdad

1 —1In(z) =0 = In(z) =1
<~ Tr=e€

Ahora, como f’(z) es continua en el intervalo |0, oo[ ya que la funcién logaritmo lo es, ademés,
f'(e) = 0 entonces, por teorema de Bolzano, f’ tiene un tinico signo en el intervalo ]0, e[ y
un tnico signo en el intervalo |e, oo[. Notemos que

f=1 y fl)=-= <0



de manera que

Por lo tanto, f es decreciente para z € [e,00[ y f es creciente para x € |0, €| .

Ademas, f tiene una asintota horizontal en y = 0, en efecto, calculamos

lm f(z) = lim )

T—00 r—o00 I

Donde, tanto ¢1(z) = In(x) como ¢y(x) =  son funciones diferenciables y

lim ¢;(z) = lim @y(x) = oo.

Por lo cual,

i) g
lim — = lim £ =0
Luego, por teorema de L’hopital se tiene que

/
1
T LR 1)
vo00 ph(x) oo

=0

Es decir, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Ahora, podemos notar que la funcién f’ es diferenciable en su dominio y

2 1 1 2In(x)—-3

f'(x) = —E(l—ln(z))ﬂLﬁ'—E o

Con lo cual, por una lado podemos deducir que los puntos de inflexién de f son lo x > 0
tales que

21 -3
f(x)=0 = —n(zg
= 2In(x) —3=0
= In(z) = 3
2
= T=e.



Por otro lado, analizando los signos de f”, se tiene

‘xE]O,e%[‘x:e% xz €le?, 00|
x’ + + +
2In(z) —3 — 0 +
ff@) | = [ 0 | +

Njw

Por lo tanto, f es céncava hacia arriba en los E]e%, oo[ y concava hacia abajo enlo z €]0, e
Ademsés, f"(e) < 0 por lo que en z = e hay un méximo de f cuyo valor es

fle)=¢et.

En virtud de lo anterior podemos concluir que la grafica de f esta dada por

]
4]
—f
o]

_10 -
Para g: R — R dada por g(z) = xe™®, en primer lugar, notemos que g es diferenciable en
todo R y su derivada estd dada por

gx)y=e"—xe " =e"(1—21),
Ademas,

g (x)=0 — e (1-2)=0
— 1—2=0
<~ r=1.

Ademads, dado que para todo x € R: e™* > 0, podemos concluir que g es creciente para los
r €] — 00, 1] y decreciente para los z €]1,00[. Ademds, [’ es diferenciable y

§'(x)=—e"—e " +ae" = (v —2)e .

Por lo cual g tiene un punto de inflexion en x = 2 y es céncava hacia arriba para los
r €] — 00, 2[ y céncava hacia abajo para los x €]2, 00 .
Por tltimo, ¢”(1) < 0 y por lo tanto en x = 1 hay un mdximo de g cuyo valor es

g(l)y=e¢".



En virtud de lo anterior, podemos concluir que la grafica de g estd dada por

b) A partir del item a) demuestre que In(z) < z para todo z > 0 y que z < e para todo nimero
real x.

-1

Solucién: Dado que f tiene un maximo absoluto en x = e cuyo valor es f(e) = e~ < 1.

Entonces, para todo x €]0, oo[ se tiene,

In(x)

flz)y<et<1 = <1,

por lo tanto
Vz €]0,00[: In(z) < .

Por otro lado, empleando el mismo argumento, notamos que ¢ tiene un maximo absoluto en
x =1 por lo cual para todo x € R se tiene

glr)<el<1 = re * <1.

Por lo tanto, Vx € R: z < e*



¢) (Existe un nimero real z tal que In(z) = €*7

Solucion: En virtud de lo anterior para x > 0 se tiene
In(z) <z y x<e

por lo tanto, para todo z > 0,
In(z) < e”.
Por lo tanto, no hay un ntimero real que satisfaga la ecuacién e® = In(z) .

3. La poblacién P(t) de un cierto cultivo de bacterias a las ¢ horas se ha modelado por

100 €%t
P(t) = 1+e0tt

Se requiere determinar el promedio de la poblacién durante las 10 primeras horas del cultivo y el
instante de tiempo en que la poblacion es igual al promedio.

Solucién: En primer lugar el promedio P de la poblacién durante las 10 primeras horas del cultivo
esta dado por

B 1 10 1 10 100 0,1 ¢
P—— | P@)di=— / e
10 0 10 0 1 + 60’1 t

10 0,1 ¢
0,1 &
= 100 — __dt
/0v 1+€0’1t

10
=100In(1 + €% )

— 100(In(1 + ¢) — 13(2))

= 1001n (zﬂ) ~ 62,011.

Por lo tanto, la poblacién promedio es aproximadamente de 62 bacterias. Ahora, dado que f es una
funcién continua en [0, 10], por teorema del valor medio para integrales, existe un valor ¢ € (0, 10) tal

que
- 100 €%t © l+e




es decir, usando propiedades de logaritmo, se tiene

—_
_|_
@

EQ )
ln(l_;e)
)

2e
In

1+e
ln(12e>

0,1 c=In |———%

2e
In
| (1—|—6>
c=10 ln(ln(1+e))—ln<ln( 2 ))} ~ 4,90.

| 2 1+e

Por lo tanto, aproximadamente a las 4,9 horas la poblacién sera igual al promedio.



