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Ejercicio resuelto 5 - Posible solucién Taller 2

1. Considere los subespacios de R*

Ulz{(x,y,z,w)eR4 | r—2y+2z=0, y—|—w:0}

1 0

o 4 B -1 2
Up=<qveR |v=a 0 + B 1
2 -1

(a) Encuentre los generadores de U; y escribalo como subespacio generado.
(b) Encuentre los generadores de Ui~ y escribalo como subespacio generado.

(c) Encuentre los generadores de Uy NUs y de Uy +Us y escribalos como subespacios generados.

Solucién. (a) Escribimos el conjunto U; de formas distintas hasta obtener una descripcién

como subespacio generado;

Uy = {(z,y,z,w) ER* | 2 =2y + 2 =0, y+w =0}
={(z,y,z,w) R |z =2y — 2, w:—y}
2 — 2,y, 2, —y) € R? | y,zE]R}

—2,0,2,0) + (24,4,0,—y) € R* | y,z € R}

~—~~ ~~ —~

= Gen( (~1,0,1,0) , (2,1,0,—1) )

Tenemos asi el conjunto de generadores C; = {(—1,0,1,0) , (2,1,0,—1)} .

Solucién. (b) Escribimos el conjunto Ui~ de formas distintas hasta obtener una descripcién
como subespacio generado;

Uf‘:{veR4\v~u:0, VueU}
:{UER4\U-(au1+BuQ):0, Vo, 8 €R}
={veR'|a -w)+Bv-u)=0,VYa/pBeR}
:{UGR4|U-U1:O, v-uzzO} *
:{(m,y,z,w)€R4 | (z,y,2z,w)-(-1,0,1,0) =0, (a;,y,z,w)-(Z,l,O,—l)zo}
:{($,y,z,w)€R4 | z =, w:2x—|—y}



*Acd vemos que la descripcién de U; como subespacio generado es 1til; la condicién de ser
1 )
perpendicular a todo U; se reduce a ser perpendicular a sus generadores).

Con esto ya podemos encontrar una descripciéon como subespacio generado ;
Uf‘ = {(a:,y,z,w) eRrR* | z=2, w= 2x+y}
= {(x,y,x,2:1:—|—y) ER | z=2, w= 2x—|—y}

={2(1,0,1,2) +y(0,1,0,1) e R* | y,z € R}
= Gen( (1,0,1,2), (0,1,0,1))

Tenemos asi el conjunto de generadores Co = {(1,0,1,2) , (0,1,0,1)}.

Solucién. (c) Primero notamos que Uy = Gen( (1,-1,0,2), (0,2,1,—1) ). Escribimos también
U, de otra forma para encontrar interseccion;

ng{(x,y,z,w)€R4\x:a, 286—a=y, z=0, 2a—5:w}
:{(x,y,z,w)€R4\2z—x:y, Zx—z:w}

Con esto vemos Uy N Us:

UinUs={veR |vel,, vel}
:{(:c,y,z,w)E]R4|x:2y—z, w=-y,2z—xr=1y, 2x—z:w}
={(z,y,z,w) R |z =y =2=—w)}
={(z,z,z,—x) | z € R}
= Gen( (1,1,1,-1) )

Lo que nos deja el conjunto generador C3 = {(1,1,1,—1)}

Finalmente, para U; 4+ Us tenemos que

U1+U2:{UG]R4 |v=a+b, conaclU, be U}
= {v € R* | v es combinacién lineal de los generadores de Uy y U }
= Gen( (-1,0,1,0) (2,1,0,-1) (1,-1,0,2) (0,2,1,—1) )

Lo que nos deja el conjunto de generadores Cy = {(—1,0,1,0), (2,1,0,-1), (1,-1,0,2), (0,2,1,—1)}.



2. Considere los subespacios de Mz (R)
Wi ={Ac Mp(R)|A=AT}
WQ = {A (S MQQ(R) | ail + ag = 0}

(a) Encuentre los generadores de W7 y Ws y escribalos como subespacio generado.

(b) Encuentre los generadores de WiNWas y de W+ W, y escribalos como subespacio generado.

Solucién. (a) Escribimos los conjuntos de formas distintas para obtener los generadores;

Wi = {( @i di ) € Mxp(R) | a2 Zazl}

a21 a2

a a
={< M 12> | a1, az, a12€R}
a2 a2
- 10 n 01 n 00 | cR
=4 ail 0 0 @12 10 a22 0 1 aiy, a2, @12
10 0 1 00
(5 0)-(10) (1))
. 10 0 1 00
Tenemos el conjunto de generadores Cs = {< 0 0> , (1 O> , <O 1 )}

Wy = {( @i d > € My (R) | az = —an}

a1 Q22

a a
= {( e ) | ai1, aia, ag GR}
az2 —ai
- 1 0 n 0 1 n 00 | cR
=4an 0 —1 a2 0 0 a1 { 4 0 aii, a2, a1
1 0 0 1 00
soe((5 5) - (0) - (V0))
. 1 0 0 1 00
Tenemos el conjunto de generadores Cg = {< 0 —1 ) , < 0 0 ) , ( 10 )} .

Solucién. (b) Procedemos como antes

al @
WinWws = R = M2 (R) | a2 =ag1 , ap = —ai;
a1 G2

= {( ZE _a;jl > ’ a1, a1z € R}
1 0 0 1
Z{a11<0 _1>+a12(1 0) | ai, alQGR}



“ani(o 5) - (Vo))

Tenemos el conjunto de generadores Cy = {< (1) —01 ) ) < (1) (1) )}

Vemos finalmente W7 + W:

mewe=ce (3 5) - (50) - (00)- (5 4)-(04)-(74))

Tenemos el conjunto generador

a-{(00) (1) ()G ) ) ()

. Para los generadores encontrados en los ejercicios anteriores, determine si forman un conjunto
Li. o L.d. En el caso que sea l.d. determine cudl o cudles de ellos son combinaciones lineales de
los otros y reduzca el nimero de generadores.

Solucién. Para decidir la independencia lineal de los conjuntos utilizaremos tanto la definicién
de conjunto l.i. y conjunto 1.d. como el criterio para conjuntos l.i.

(a) Ci: Sea a € R tal que a(—1,0,1,0) = (2,1,0,—1), entonces « = 0 y « = —2. Por lo
tanto no existe tal . Luego, como los vectores de C'; no son paralelos, por definicién de
conjunto Li., C] es l.i.

1

(b) Cs : Sea a € R tal que «(1,0,1,2) = (0,1,0,1), entonces a =0y a = 3 Por lo tanto Cs

es Li.

(¢c) C5: Como es un conjunto que contiene sélo un elemento, por definicién es conjunto Li. Si
hay dudas aplicar criterio; sea v % 0 un vector y a € R tal que av =0 = «a =0, por lo
tanto Li.

(d) Cy: Sean ay, a9, a3, a4 € R tales que

(0,0,0,0) = a1(—1,0,1,0) + a2(2,1,0,—1) + a3(1,—1,0,2) + a4(0,2,1,—1)
& —ap+ 200 +a3=0
a9 —ag+ 204 =0
o1 +ag =0

—ao +2a3 —ay4 =0

Lo que deja las soluciones a; = a9 = a3 = aq = 0. El criterio nos dice que el conjunto es
Li.



(e) Cs: Sean a, 3,7 € R tales que
0 0 10 01 0 0
(o o)=elon)r(ia) (oY)
=>a=0=v=0.

Por lo que el conjunto es 1.i.

(f) Cs : Sean a, 3,7 € R tales que
0 0 — 1 0 43 0 1 " 0 0
00/ *\o -1 0o0/)"7 10
=a=0=7=0.

Por lo tanto el conjunto es 1.i.

(g) C7 : notamos que no existe a € R tal que

1 0 (01
“Lo-1)7\1o
Esto pues el sistema es inconsistente (« -0 = 1). Concluimos que el conjunto es Li.

(h) Cs : Notamos que el conjunto es 1.d. pues hay un par de vectores que son combinacién
lineal de algunos de los otros:

° 01 =1- 01 +1- 00

10)" 00 10

1 0 10 0 0

o<0 _1>—1-<00>+(_1)'<0 1>
. s (10 00 0 1 0
Afirmacién: EIcomuntng—{(O 0) ; (0 1> ) <0 0) ’ (1

Dem: Sean ai, a9, a3, aq € R tales que

00\ 10, 00, 01, 0
00) Vo o “2\ 0 1 “\ o o @l

entonces a; = ag = ag = ay = 0. Por criterio concluimos que Cy es Li.
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