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Producto cruz como area

1.- Demuestre que el drea de un paralelégramo de lados u y v en R*\{0} estd
dada por ||u x v||.

Solucion. Para demostrar este resultado primero veremos algunas proposiciones;

e Definicion: El angulo entre u y v esta dado por la condicién

cosf = (= u-v = |ull||v] cosf ).
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e Proposicién 1: Para todo u,v € R3\{0} se cumple que

(- 0)* + [lux of* = [Jul*lv]* -

Dem: Calcularemos cada uno de los elementos por separado por sus defini-
ciones (recordar que |[ul|* = u - u) :
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De estos calculos podemos ver que si efectuamos la suma efectivamente se
cumple que (u - v)? + [Ju x v||? = [Jul|?||v]]?.



e Proposicién 2: Para todo u,v € R¥\{0} se tiene que

lu > vlf = [lull[[v]| sin 6 .

Dem:

lu x vl|* = Jlul*[lv]]* = (- v)®
= [[ull*[lvl]* = (fulll]v]| cos )*
= [[ul*[[v]* (1 — cos™0)
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= HuHZHv sin 6 |

desde donde podemos concluir, aplicando raiz a ambos lados, que
[ x of| = [[ull[[o]|| sin 0] = [Jull[|v] sin 6 .

La tltima igualdad es cierta pues 6 € [0, 7] => sin > 0.

Podemos ahora con estos resultados plantear una muestra de que el area de un
paralelégramo de lados u y v en R3\{0} estd dada por |lu x v||.

Dem. Sea 6 el angulo entre u y v y A el area del paralelogramo determinado
por estos vectores. Si § = 0 o § = 7, entonces u = Av para algin A € R, por lo
tanto ||u x v|]| = |A||[v X v|]| = 0. Ademds A = 0, por lo que en este caso se cumple la
afirmacion.

Supongamos ahora que 6 # 0,7, y que el paralelogramo formado por ambos
vectores es como en el diagrama ':
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Fig. 1: Paralelogramo descrito por uv y v.

El drea de un paralelogramo corresponde a una base por su correspondiente altura.
Consideraremos la base de largo ||v]| y la altura h. Como podemos ver, aplicando
trigonometria al triangulo rectangulo que se forma se tiene que

sinf = ,es decir, h = ||ul/sinf .
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Vemos entonces que

A= [lol[h = [Jo]l[[u] sin € = [ju x o] .

'El diagrama corresponde al caso en que # es agudo. Si @ es obtuso, el otro dngulo del par-
aleléogramo sera agudo, por lo que usamos ese angulo, lo que equivale a utilizar el vector u como
base para el célculo, con lo que la demostracion se realiza de forma totalmente andloga.



