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En este taller seguiremos trabajando algunos conceptos vistos de funciones y agregaremos otros nuevos,
como la construccién de nuevas funciones a partir de otras, estableciendo su dominio, codominio y regla de
asignacion, y la construccion de la funcién inversa de una funcién biyectiva. Ademas, expresaremos ciertas
funciones en su forma candnica para establecer propiedades de ella y asi relacionarlas con su representacion
grafica. También resolveremos problemas en situaciones contextualizadas

Objetivos:

» Determinar el conjunto imagen de una funcién e indicar si una funcién es acotada.

Esbozar el grafico de una funcion cuadratica y racional, utilizando su forma candnica.

A partir de ciertas funciones, definir otras funciones mediante operaciones entre ellas.

Deducir e interpretar informacién de un problema contextualizado aplicando el modelo racional.

Decidir si una funcién es invertible y encontrar su funcién inversa.

Comparar el grafico de una funciéon con el de su inversa.

Ejercicios Propuestos

1. Considere las funciones f: R — R con f(z) =22+ 1,y g: R = R con g(z) = 2* — 1.
a) Determine las funciones f+g, f-g v i
g

Solucion:

= Para encontrar f + g, en primera lugar notemos que su dominio y codominio, estan dados
por

dom(f+g¢g)=R y Cod(f+g9) =R

Ademas,

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
=2z +1)+ (22 -1)
=242

Por lo tanto, f + ¢ : R — R y su regla de asignacién esta dada por (f + g)(z) = 2 + 2z.



= Para encontrar f - g, notemos que su dominio y codominio estan dados por
Dom(fg)=R y  Cod(f-g)=R
Ademas,

(f-9)(z) = f(z) - g(z)
=02z+1)- (2 - 1)
=22° — 204+ 2% -1

Por lo tanto, fg: [—1,2] — R y su regla de asignacién estd dada por

(f-9)(x) =22° — 20 +2* — 1.

= Para encontrar =, pasamos a describir su dominio y codominio, los cuales estdan dados
g

Dom <§> =R\ {z € Dom(g)|g(z) = 0}
SR\ {-L1)

Ademas,

<£) (2) flz) (2z+1) 20+ 1
glz)  (@*=1)  (z-1)(x+1)

Por lo tanto, (i) R\ {-1,1} = R y su regla de asignacién esta dada por
g

(5) ==

b) Determine el dominio de la funcién f o g y calcule (f o g)(z). {Existe f(g(3))?

Solucién: Notemos que Cod(fog) =Ry

Dom(f o g) = {x € Dom(g)|g(x) € Dom(f)}
—{zeR|z*—1€R}
—R.



Ademas,

(feog)(z) = flg(x))

:(x

1)

=20z -1)+1
=227 —2+1
=22 —1

Notemos que ¢(3) = 8 y f(8) = 17, por lo cual (f o g)(3) = 17. Otra forma de llegar al mismo
valor es reemplazar en la regla de asignacién calculada, en efecto, (f o g)(3) =2-3* — 1 =17,

Determine el dominio de la funcién g o f y calcule (g o f)(z). jExiste g(f(2))?

Solucién: Notemos que

Dom(go f) = {z € Dom(f)|f(z) € Dom(g)}
={reR|2zx+1€R}
= R.

Ademas,

(g0 f)(x) =g(f(x))
=g(2x+1)
=(2z+1)* -1
= 42° + 4z

Notemos que f(2) =5y g(5) = 24, es decir, (go [)(2) = 24.

Discuta si las funciones f o gy go f son iguales.

Solucién: Note que fog # go f, A pesar de tener dominio y codomio iguales, esencialmente la
diferencia radica en que sus reglas de asignacién no son equivalentes. Es decir,

flg(z)) # g(f(2))
227 — 1 # 42* + 4x,



2. Un determinado farmaco que regula la temperatura corporal se inyecta por via muscular. Su efecto,

74
en horas, depende de la dosis x, en miligramos, segin el modelo F(z) = 3 f3, con x > 0.
x
a) Exprese el modelo en su forma canénica y represéntelo graficamente.
.. 3 :
Solucién: Notemos que para x # —3’ se tiene
3 3
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Ahora, si la forma candnica de la funcién la denotamos por

a
= k
111 3 37
En particular, para nuestro modelo a = TR h= —3 y k= R



Ademas, la grafica estda dada por

10

=
(=]
[+2]

b) ;Qué rango de dosis se requiere para que el farmaco tenga efecto entre 4 y 8 horas?

Solucion: Como el valor a < 0 en la forma candnica de la funcién racional, se tiene que ésta
serd creciente en su dominio. Ademaés,

111
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Por lo tanto, se concluye que
2 <z < E
T T 9
De manera tal que, para que el farmaco actie entre 4 y 8 horas se requieren entre 0,286 y 2.4

= 0,286 <z <24

miligramos.



c¢) {Dirfa usted que a medida y que aumenta la dosis, aumenta el tiempo de efectividad del farmaco?

37
Solucién: Notemos que para x > 0 la funcién E(x) esta acotada por la recta horizontal z = T
por ende el efecto del medicamento solo tendria como limite de duracion 9,25 = — horas.
3. Considere la funcién cuadratica f: ] — oo, 1] — [4,4+00] dada por la férmula
22 13
=—-3 —.

a) Encuentre la forma candnica de f y tsela para graficar esta funcién.

Solucién: En primer lugar completamos cuadrados para llevar la expresién a su forma candnica,

en efecto
2 13
fa) =T ~s+ 3

1

- 5(952 — 6z +13)
1 2

= §(x — 62z +9—9+13)
1
1

= §(93—3)2+2.

1
Notemos que f corresponde a una funcién cuadratica con a = 5 h =3y k=2, por lo cual, su

grafica corresponde a una pardbola céncava hacia arriba (convexa) cuyo vértice se ubica en el
punto (h, k) = (3,2). Su gréfica estd dada por

T T T T T T T
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b) Encuentre el conjunto imagen Im(f) de f.

Solucion: Debemos determinar el conjunto

Im(f) ={y € [4,00) | 3z € (=00, 1]: y = f(z)}
={y€4,00)| Iz € (~00,1]: y==(z —3)*+2}.

Ahora, notemos que para todo x €] — o0, 3], se tiene

y:%(:v—3)2—|—2 — 2(y — 2) = (z — 3)?

— Iz — 3| = 2(y —2)

- r=3—+/2(y—2).

Observe que podemos asegurar la existencia de tal x para todos los y > 2. Sin embargo, notemos
que en particular, para todo x < 1, entonces

3—V2(y—-2)<1 — 2(y—2)>2
— 2(y—2) =22
— 2(y—2) =4
<= y—22>2
= y>4

Ademas, para todo x < 1, se tiene

fle) = 5((3— V3l —2) 3 +2=y.
Por lo tanto, el conjunto imagen de la funcién corresponde a
Im(f) ={y € [4,00) | Ix € (—00,1]: y = %(w —3)2 + 2} = [4,00].
c¢) {Tiene f maximo y/o minimo?

Solucién: Dado que la grafica de la funcién corresponde a una parabola céncava hacia arriba
(convexa) cuyo vértice se ubica en el punto (h,k) = (3,2). Aparentemente, en x = 3 hay un
minimo local de la funcién el cual vale f(3) = 2. Sin embargo, el valor x = 3 no pertenece al



dominio de la funcién. Por lo tanto, la funciéon f no alcanza su minimo en el vértice.

Ademas, notemos que para todo x < 1 se tiene

r<1 <— r—3< -2
= (x—3)* >4
1
— 5(3:—3)222
1
— §(x—3)2+2>4
= f(z) >4

Es decir, en z = 1 hay un minimo de la funcién y éste esta dado por f(1) = 4. Por lo tanto, la
funcién tiene un minimo en (1,4). Otra forma de concluir lo mismo es notar que el minimo del
conjunto Im(f) = [4,00) es y = 4 cuya preimagen es x = 1.

d) Verifique que la funcién f es biyectiva.

Solucién: Notemos que f es inyectiva para todo x €] — 0o, 1]. En efecto, sean x1,zs €] — 00, 1]
tales que f(z1) = f(x2), es decir,

f(z1) = f(xs) %(ml —-3)?+2= %(mg -3 +2 /-2
1 o 1 2
a1 =3)" = 5(22 = 3) /-2

(z1 —3)% = (22 — 3)? /\/
|zy — 3| = |22 — 3.

rre

Como 1, x9 €] — 00, 1] se tiene que ambos valores absolutos son negativos, por lo tanto

f(z1) = f(z2) — —(z1 —3) = —(22 — 3) /-1
— T1—3=x2—3 /+3
— XT1 = To.

Por lo tanto para todo z1,xs €] — 00, 1] se tiene que
flx1) = f(xe) = a1 =

Ademds, la funcién f es sobreyectiva, pues f(] — 0o,1]) = [4,00[ y Im(f) = cod(f). Es decir,
para todo y € [4, 0], existe x €] — 00, 1] tal que y = f(x). Finalmente, dado que f es inyectiva
y sobreyectiva, es biyectiva.

e) Encuentre la funcién inversa f~! de f, y grafiquela.



Solucién: En virtud de lo anterior la funcién f: ] —oo, 1] — [4, oo es invertible pues es biyectiva.
Ademés, la funcién inversa estd dada por f': [4,00[—] — 00, 1] ¥ para determinar su regla de
asignacion, considere y € [4, 0o, luego

y:%(x—3)2+2
2(y —2) = (z - 3)°
—2(y—2)=x-3

—V2(y—2)+3=ux.

pues x < 1. Por lo tanto, se concluye que la regla de asignacién para la funcién inversa de f es

y = f(z)

[

fz)=3—2(x—2).

Y su gréfica esta representada por

“sPor qué son hermosos los numeros? Es como
prequntar por qué es hermosa la Novena Sinfonia
de Beethoven. St usted no ve por qué, nadie podrad
decirselo. S€ que los numeros son hermosos. Si no
son hermosos, nada lo es.” — Paul Erdos
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