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Resueltos complejos, sistemas de ecuaciones.

1. * Sea w € C tal que w # 1. Muestre que
W'=1) = W +"?+ - +w+1=0)Vn>2.

Solucién. Agrego este mini ejercicio para poder hacer comodamente lo que
sigue.

Por definicién, si w € C es tal que w™ — 1 = 0, a este complejo lo llamamos
raiz n-ésima de la unidad (es decir, llamamos a un complejo raiz n-ésima de la
unidad si es solucién al polinomio p(z) = 2™ — 1). Dicho esto, consideremos la

siguiente igualdad:
n—1 n
E = L7 )
1—7r
k=0

Resulta que exactamente la misma demostracion presentada para r € R muestra
la igualdad para r € C. Entonces, como w # 1, tenemos que

n—1
wnfl_i_wan_i_”._i_w_i_l:Zwk
k=0

1_ n
= d =0, pues w'=1.
1 —w

(Siz€Cyz#1,; BEscierto que p(z) = 2" — 1= (2 — 1) 020 2% 7
i, Se puede generalizar mas este resultado 7 )
2. Si w es una raiz cubica compleja de la unidad, muestre que:
(a) (1+wHt=w.
Solucién. Tenemos que w® = 1 (rafz cibica) y ademds w # 1 (rafz
compleja), por lo que w? +w + 1 = 0 de donde tenemos que w? +1 = —w.
Dicho esto se tiene que

_o) = A
w

(
ww =

(1+w)?



b) 1-—w+wH)(1l+w—w?) =4

Solucién. Vemos que w + 1 = —w?, y junto con lo dicho antes tenemos
que

(1-w+w)(1l+w—w?)=(~w—w)(—w? —w?)

= 4w -w? =4 =4.

(c) (2 + 2w + bw?)® = 729.

Solucién. Vemos que se cumple que 2w? 4+ 2w + 2 = 0, por lo que

(2 + 2w + 5w’ = (2 4 2w + 2w* + 3w?)°
=3t =311 =729

3. Calcular (3Cis%) (26187—;)2 y

Solucidén. Sean
z = |z|(cosa +isen ) = |z|cis(a) = |z|e™
w = |w|(cos B +isen B) = |w|cis(B) = |w|e” .
Asumiremos las siguientes igualdades (cuando tienen sentido):
2w = |z|Jw|(cos(a + B) + isen(a + B)) = |z||wlcis(a + B) = |z|Jw|e"*TF)
- M(cosoz — [ +isena—f) = ﬂcis(oz — B) = |z||w]ei@?) |
w o fwl |w]
2" = |2|"(cos(na) + isin(na)) = |z|"cis(na) = |z]"¢" ", ¥n €N .

Dicho esto vemos que

2 ;T us
(3eis%) (2cis3) = 3¢'F (2¢7)’

o
= 3e's 4e'”




4. Sea z = <_1+T‘/§Z) + (‘1_7\/32) . Muestre que z = 2 si n es miultiplo de 3 y

z = —1 en otro caso.

Solucién. Para ver las potencias es més sencillo trabajar con la forma polar

de los elementos que aparecen en la igualdad para usar el teorema de Moviere;

Siw = B — e y wy = T30 = |wp|ef®, entonces

2
~-1\? 3 1 3
el = (7) +<§) “VitiT!
2
~1\? V3 1 3
ol = (7) +<_T> “VitiT!

tan(a) = —V/3
tan(8) = V3

Como w; pertenece al segundo cuadrante y wy al tercer cuadrante, obtenemos
que a = 2{ y B = 4?“, o también podemos encontrarlos teniendo en cuenta

que cos(a) = —%, sin(a) = \/75, cos(f) = —3 y sin(f) = —*/7? Esto nos dice
finalmente que
o+ ( ) ()
nﬂ' - 4nm
= +ets

Ahora, si n es multiplo de 3, entonces n = 3k para algun k € Z, lo que deja
nuestra suma como sigue:

-2(3k)m -4(3k)m
3k 4 wgk — et T3 + el

6i2k7r+ei4k7r
=14+1=2.

Si n no es multiplo de 3, entonces tenemos dos casos, n =3k +1 o n = 3k + 2.
Vemos el primer caso:

-2(3k+1)7 4(3k+1)7m
A e A e

. .o . -4
ekTelT 4 Ml (= Wiy + wiwy)

— '3 +€Z3

= W1 +w2



Y el segundo caso tenemos que

W2 4 32 = Bk 4 R

2 2
:wl+W2
s ;87
— '3 —|—ez3
i( 274 27 ;27
:w2+€l(7r+3):w2+613

=wy+w =—1.

(Fijarse que wy y ws son las raices cubicas complejas de la unidad, por eso pasan
las cosas raras que pasan).

. Determine si el siguiente sistema de ecuaciones posee solucion unica, infinitas
soluciones o ninguna.

r+y—z=1
r+2y+z2z=1
or + 3y + 4z =2
—2r—y+52=6

Solucién. Trabajaremos con la matriz ampliada del sistema de forma de de-
jarla en su forma escalonada:

R A B B o R B N A B R
32 1|1 |nsp [0 —1 4]=2 | b [ OO0 7|6
5 3 4(2 |swen | 0 =2 9]=3 | p2n| 00 15] 13
—2 -1 5|6 0 1 3| 8 01 3| 8

Vemos que este sistema es inconsistente (sin soluciones), pues z = g yz=1-

. Sea A\ constante en el siguiente sistema de ecuaciones:

2r+ Ay =1
Ar+2y=1

Encuentre valores de A para los cuales el sistema tiene infinitas soluciones,
solucion tnica y para cudles no tiene solucion.



Solucion. Trabajaremos con la matriz ampliada para resolver el sistema en
los casos que se pueda escalonando lo mas posible;
1
2
2—A

2 A1 A 2 A 1 i 1 %
A 2|1 )y N0 22112 04—\
1 A 1
LA 1 0 L
’ i(2+)\)>—>(0 13)7
24+ 24+

2
@(13 %)ﬁ—_ﬁ)fg(l()
0 1|55 0 1

ﬁfQ
desde donde vemos que si A # 0 y A\ # +2 entonces tenemos una solucion tnica

_ 1 1 : .
P = (2 3 o /\). Vemos entonces que pasa en los casos excluidos:

Si A = 0 entonces hay también solucién tinica (%, %)

Si A = 2 entonces ambas ecuaciones son iguales, por lo que hay infinitas solu-

ciones dadas por el conjunto S = {(z,y) | y = & — 2} ( representan una recta
en R?).

Finalmente, si A = —2 entonces el sistema no tiene solucién pues

2 —2[1\ e (0 02
2 2|1 2 2|1

nos dice que 0 = 2.

7. Sea a constante en el siguiente sistema de ecuaciones:

T1+ a9 +a3=1
rT1+2s+ax3=1
axr+azxr+xr3=0

T, —ars +axs =0

(a) ;Para qué valores de a el sistema es inconsistente?.

(b) Determine valores de a para que el sistema sea consistente y encuentre
la(s) solucién(es).

Solucion. En primer lugar, si a = 0 tenemos la matriz

11 1|1
1 1 0|1
0 0 1]0
1 0 00

lo que nos da una solucién unica P = (0,1,0).



Supongamos a # 0. Vemos ahora la matriz ampliada del sistema y tratamos
de escalonarla ;

1 1 1/1 a£0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 al|ll | gs—aps | O 0 a—1] 0 forfs | O 0 0 0
a a 1|a fﬁfl 0 0 1-a|l0 |sih| 0 0 1-alo
1 —a a|0 famh 0 —a—1 a—1|-1 0 —a—1 0 —1
donde vemos de inmediato que si a = —1 entonces el sistema es inconsistente
pues la ultima fila diria que 0 = —1. Dicho esto, si a = 1 la matriz queda
11 1|1
00 0]0 e . o o
00 0l0 lo que nos deja infinitas soluciones pues y = 5y 2 = 5 — 1,
0 2 01
por lo que el conjunto solucién en este caso seria

1 1
S:{(ZE,y,Z)|y:§, Z:——(L’}

:{<m,%,%—x) |xeR}
:{(0,%,%)+x(1,0,—1)|x€R} :

Concluimos con el ltimo caso, cuando a # —1, a # 1; desde la matriz escalon-

ada despejamos los sistemas de ecuaciones lo que da las soluciones z = 0,
Yy = # yr= 1—#1 =568 decir la solucion es el punto P = (#, ﬁ,O).

8. Sea la matriz

3 5 —4
A= -3 -2 4
6 1 -8

(a) Determine el conjunto solucién de su sistema homogéneo.

(b) Describir las soluciones de Ax = b, con b = <—71)

—4

Solucién. Para ver las soluciones del sistema homogéneo simplemente escalon-
amos la matriz dada;

3 5 —4 3 3 0
A= -3 —2 4|28 (0o 3 o]l—=(01 o0
6 1 —8 ) B2\ 0 0



de donde obtenemos que 3z = 4z y 0 = vy, es decir, tenemos el conjunto solucién

dado por
3 3
S {(33,0,41:)]336 } {x(,0,4)\x€ }

Para la segunda parte trabajamos con la matriz ampliada y escalonamos;

3 5 —4| 7 3 5 —4| 7 30 —4|-3
A= =3 =2 4|1 |28 (0o 3 o 6]—(01 o] 2
6 1 —8|—4 /) B2\ 0o —9 0|-18 00 0| 0

lo que nos da 3x =4z — 3y y = 2, lo que nos deja el conjunto solucién

3 3 3 3
S—{(:U,Z,Z—l:c—l—Z—J ]:UER}—{<0,2,1>+$(1,0,1—1> ]xER} .

(Notar como la segunda solucién consiste en una solucién particular més la
solucién al sistema homogéneo.)



