Ejercicios Matriz representante
Algebra y Geometria, Bachillerato.

. . . . . . / .
1. Determine si las siguientes f son funciones lineales, y de serlo encuentre [f]5 (su matriz

asociada) para las bases By B'.

o [:R*—R?, f(z,y) = (r+y,z—y). B={(1,0),(0,1)}, B = B.

Solucion: La funcién es lineal. Ahora, para encontrar la matriz pedida tenemos
que ver la imagen de los vectores de la base de partida bajo la funcién y escribirlos
en sus coordenadas correspondientes a la base de llegada. En este caso es sencillo
pues estamos considerando bases candnicas tanto en partida como en llegada;

f(1>0) = (17 1)7 [f(LO)]B’ = (1 1)
f(0> 1) = (17 _1)7 [f(()? 1)]3’ = (1 - 1)

g =1 1)

La matriz se encuentra ”colgando” las coordenadas obtenidas anteriormente.

e f: R —R*, f(zy) = (z+y,x—y). B={(1,0),(0,1)}, B'={(1,1),(1,-1)}

Solucién:
f(1>0) = (17 1)7 [f(LO)]B’ = (1 0)
f(Ov 1) = (1’ 1)’ [f(()? 1)]B’ = (O 1)
5= (g 1
. JSC : R? — R? ) f(xvy> = ([L’ Ty, T — y) = {(37 1)7 (270)}’ B’ = {(17 1)’ (17 _1)}
olucién:

f(37 1) = (47 2)7 [f(37 1)]3’ = (3 1)
f(2>0) = (272)7 [f(270)]B’ = (2 0)

g = (3 0)

Observacién: Para efectos de funcién lineal, podemos usar indistintamente la
funcién dada o su matriz asociada, por ejemplo, calculemos la imagen del vector
(5,1) de varias formas distintas:

f(57 1) = (674)

7 . . /
Ahora, cuando B = B’ y es la base canénica, podemos usar la matriz [f]5 que
encontramos antes;

(5, D] = (5 1)



nge= (3 4) (5) =6 9=loal

Ahora, si consideramos B = {(1,0),(0,1)}, B' = {(1,1),(1,—1)} tenemos que

(5, )]s =(5 1)
16,00 = (5 1) (3) =6 =100
) =5

Esta tultima igualdad sucede pues (6, 4 1,1)+1(1,-1)
Vemos el ultimo ejemplo. Cuando B = {(3,1),(2,0)}, B’ = {(1,1),(1,—1)} vemos

que
(5, Dls = (1 1)
160 = (7 ) (1) =6 D=6

Donde vemos que la tltima igualdad es cierta pues (6,4) =5(1,1) +1(1,—1).

Todas las matrices asociadas se encuentran exactamente de la misma forma.

[ R —TR, f(z,y) =2 —y. B={(1,0),(0,1)}, B'={1}.

[ R — R f(z,y)=x—y. B={(0,1),(1,0)}, B'={1}.

[ R — R, f(z,y,2) = (z+y,z+2z,2+y+2). B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
B' = B.

Haga el ejercicio anterior cambiando las bases y compruebe que hizo todo bien.

f: P, — Py, donde P; es el espacio de polinomios de grado 2 o menos, tal que
flax®> +bx +c¢) = (a—b)x? + (c—b)x +b. B={1,z,2%}, B ={1,1+x,1+ 2%}

Solucion: La funcion es lineal. Para calcular la matriz asociada vemos la imagen
de los elementos de la base de partida y escribimos sus coordenadas en la base de
llegada:

f(l):ZL’, f(x)zl—:z:—a:z, f(l’2):l’2
W] =(=110), [f@lp=06 -1 =1, [f@)]z=(-101)
-1 3 -1
g =1 -1 o
0 -1 1

Para ocupar la matriz como funcién basta con escribir las coordenadas del vector que
queremos evaluar y multiplicarlo en forma de columna a la matriz que encontramos.
Por ejemplo f(1 + 2x + 32?) = 2? — z + 2. Para verlo matricialmente tomamos las
coordenadas correspondientes [1 4+ 2z + 3z%]p = (1 2 3), luego

-1 3 -1 1

fE+22+32],=11 -1 0 21=12 -1 1)
0 -1 1 3



Esto nos dice que el resultado es el polinomio que tiene coordenadas (2 —1 1) en
la base B’ = {1,1 + x,1 + 2%}, es decir, 2 — (1 + z) + (1 + 2?) = 2* — x + 2, como
ya sabiamos.

2. Considere la transformacién lineal f : R® — R* cuya matriz asociada A respecto a las
bases candnicas estd dada por

1 3 =2
0 -1 2
A= 3 5 1
0 3 =2

Encuentre f(z,y, 2).

Solucion: Para encontrar la funcién explicita basta con tomar un vector arbitrario
(x,y, z), expresarlo en sus coordenadas en la base B de partida, que es la canénica en
este caso (por lo que [(z,y,2)]p = (z y 2)), y multiplicar

3 =2
-1 2
o 1
3 =2

=(r+3y—2z —y+2z 3rx+5y+z 3y—2z)

BN
SRS
SIS

1
0
3
0

Luego la imagen de el vector (x,y,z) tiene esas coordenadas en la base de llegada, y como
la base de llegada es la base candnica, este vector es (x+3y—2z, —y+2z, t+5y+z, 3y—22).
De esto concluimos que f(z,y,2) = (x + 3y — 2z, —y + 2z,x + by + 2,3y — 2z).

3. Una funcién lineal f : V — V de un espacio de dimensién 4 en si mismo tiene matriz
A = [f]5 dada por

O O O W
o O W o
o Ww o o
w o o o

Aqui B es una base de V, pero no sabemos nada mas de dicha base. Demuestre que
f(v) = 3v para todo v € V.

Solucién: Como dim V' = 4, consideramos B = {vy, v9, v3,v4} la base desconocida en la
que estd escrita la matriz. Para conocer f(v) de un vector arbitrario, basta conocer f(vy),
f(va), f(vs), f(vy) (al final se entenderd a que me refiero con esto, pero lo hemos hecho
frecuentemente en ayudantia). Dicho esto, para usar la matriz escribimos las coordenadas
del vector en la base B, [v1]p = (1 0 0 0), [ro]Jp=(0 1 0 0), [vs]p=(0 0 1 0),
[v4]p = (0 0 0 1). Vemos entonces que

0 0

Alv]p = =(3 000

O O O W
w o O O
S O O =

3 0
0 3
0 0



y el vector que tiene dichas coordenadas en la base B es 3v; + Ovy 4+ Ovg + Ovy = 3vp. Se
desprende que f(v1) = 3vy.

Ahora, si hacemos exactamente lo mismo con los vectores vq, v3, v4 vamos a obtener que
f(v2) = 3va, f(vs) = vz, f(va) = 3va.

Para concluir, sea v € V. Como B es base de V, existen ay, as, a3, a4 escalares tales
que
U = Q101 + QU2 + Qi3U3 + Qg4

luego

f(w) = flonvy + agvs + azvs + auuy)
= ayf(v1) + aaf(va) + asf(vs) + aaf(va)
= 13V + @23vs + a33v3 + 4304
= 3(a1v1 + V2 + Q3v3 + Qyvy)

= 3v.



