Lo Esencial Sobre Conjuntos
Cuando unir, cudndo intersectar y todo eso que podrias querer saber

Benja Vera

Abril 2019

Primera Parte: Los Conceptos
Unién

La unién entre dos conjuntos A y B la denotamos como AUB y representa todos los elementos
que ambos conjuntos cubren. O maés precisamente todos aquellos elementos que pertenecen a
A o B. Los matematicos formalizamos esto con la siguiente definicién:

r€AUB < (z€ A)V(z € B)

Se lee “x pertenece a la unién entre A y B si y solo si x pertenece a A o x pertenece a B”

Interseccion

La interseccién entre dos conjuntos A y B la denotamos como AN B y representa todos los ele-
mentos que ambos conjuntos tienen en comin. O mas precisamente todos aquellos elementos
que pertenecen a A y B. Los matematicos formalizamos esto con la siguiente definicion:

r€ANB < (zx€ A)A(z € B)

Se lee “x pertenece a la interseccién entre A y B si y solo si x pertenece a A y x pertenece a B”
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Segunda Parte: Restricciones

Por contexto del problema

Tipicamente a lo largo de este curso vamos a resolver distintos tipos de ecuaciones en R. Y
por lo tanto los métodos que utilicemos para resolver estas ecuaciones nos van a arrojar conjuntos
de nimeros reales (Como por ejemplo intervalos) Pero no siempre los problemas que nos hagan
plantear esas ecuaciones en un principio van a admitir soluciones en forma de cualquier nimero
real. Por ejemplo, nuestro problema podria ser uno donde nuestra incégnita fuera una cantidad
discreta o contable. Como articulos vendidos, pasajes comprados o un precio que debe ser expresado
en pesos. En este caso, tiene sentido decir que vamos a intersectar la solucién que sea que nos arroje
este problema con los niimeros naturales (quizd incluyendo el cero, depende del contexto) o bien
los enteros. Esto ya que queremos que nuestras soluciones no solo resuelvan la ecuacién que nos
hemos planteado sino que también deben vivir en el conjunto que estamos considerando.

Algebraicas

Sobre estas no hay mucho que decir, son la clase de restricciones que imponemos para que nuestra
ecuacion viva en el conjunto donde queremos que viva y no tenga ninguna forma indeterminada.
Sin embargo, la razén por la que intersectamos con el conjunto que estas restricciones nos marcan
va mas alld de tener una solucién final que tenga sentido en el problema que se nos plantea. Estas
restricciones cumplen también con el rol de eliminar soluciones falsas. Consideremos por ejemplo
la siguiente inecuacion:

% — 22

—>1
T —2

Una factorizacién réapida nos lleva a esta expresion:

x(x — 2) o1
x—2

Una vez aqui, si cancelamos (z — 2) obtenemos la ecuacién = > 1 con conjunto solucién |1, —oo]
Sin embargo, si reemplazamos el nimero 2 (jque pertenece a este intervalo!) en la ecuacién original,
obtenemos que no la resuelve ya que nos entrega una forma indeterminada. Esto es ya que para hacer
la cancelacién del término (x — 2) debemos suponer que esta expresién tiene inverso multiplicativo.
Es decir, no es nula. Por lo tanto & — 2 no puede ser cero. Luego z # 2. Otra forma de verlo
serfa senalar que como (z — 2) estd en el denominador y las fracciones se definen como el producto
entre lo que esté en el numerador y el inverso multiplicativo de lo que esté en el denominador, al
plantear esta ecuacién estaremos asumiendo implicitamente la existencia del inverso multiplicativo
de (z — 2), con lo cual no puede ser cero.
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Voluntarias (Como parte de la resolucién de un problema)

Supongamos la siguiente inecuacion fraccionaria:

>z (1)

SH

Donde ya sabemos por la seccién anterior que trabajamos bajo el supuesto de que x no es cero.

Vamos a suponer primero que x fuese positivo. En cuyo caso vamos a multiplicar a ambos lados
por €l sin cambiar el signo de desigualdad y obtenemos lo siguiente:

1> 22 (2)
Una vez aqui, podemos extraer raiz a ambos lados:
12 [z (3)

Y ya que suponemos que x es positivo, el médulo se puede ignorar y tenemos la solucién = < 1.
Pero como todo este tiempo estuvimos trabajando con el supuesto de que z era positivo, debemos
recortar este intervalo a |0, 1]. Ya que algunas de las otras soluciones podrian ser falsas. Y en efecto,
con r = ’71, si lo reemplazamos en la ecuacién (1), obtenemos —2 > ’71, que es falso. En otras
palabras, lo que estamos haciendo es intersectar nuestra solucion con los reales positivos ya
que las ecuaciones (2) y (3) solo son equivalentes a la (1) suponiendo que = fuera positivo.

Ya que resolvimos esta ecuacién para los reales positivos, ahora nos quedaria ver si hay soluciones
en los reales negativos que nos falte encontrar. Eso queda propuesto como ejercicio. Pero la solucién
que obtenemos en los reales negativos serd | — oo, —1]. Luego, como la condicién para que algin
nimero sea solucién de la ecuacién (1) es pertenecer a alguno de los dos intervalos solucién que
hemos obtenido, tiene sentido decir que nuestro conjunto solucién serd la unién entre ambos. Es
decir | — 0o, —1]U]0, 1].

Lo que acabamos de hacer es particionar los reales entre los positivos y negativos ya que notamos
al principio que esta ecuacién se puede simplificar de distintas maneras si trabajamos en cada uno
de estos dominios por separado. Sin embargo, como bien sabemos, hay métodos que nos permiten
resolver estas ecuaciones sin tener que separar por casos (como el andlisis por tabla de signos) pero
hay otras ecuaciones donde esto es inevitable, como las ecuaciones que incluyen funciones
definidas por partes. El caso mas obvio de esto es el valor absoluto:

e+ 1]+ |z -1 <2

Aqui la expresién |z + 1| se comporta como (z + 1) si z es mayor que —1 y como —(z + 1) si
x es menor que —1. Por lo tanto tendremos que dividir la recta real en ambas partes si queremos
simplificar esta ecuacién. Haciendo el mismo anglisis para el otro médulo (quizd con ayuda de una
tabla) nos queda que esta ecuacién se comporta de tres maneras distintas.
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—(z+)+—-(x—-1)<2 (4)
(x4+1)+—(r—-1) <2 (5)
(x+1)+(x—-1)<2 (6)

Pero cada una de estas ecuaciones solo es equivalente a la ecuacién original si  cumple con ciertas
restricciones. Por lo tanto, intersectamos con estas para obtener nuestras soluciones parciales y
luego, como cada uno de estos casos tiene soluciones que nos sirven, las unimos.

En un dnimo més abstracto (y solo para intenciones de generalizar), sea Sy el conjunto solucién
demarcado por una cierta ecuacién que nos interesa resolver. Y sean Ui, Us, ..., U, subconjuntos
de R tales que ninguno es vacio, son disjuntos entre s{ (es decir, la interseccién entre cada par de
ellos es vacia) y la unién entre todos ellos da R (En términos més simples, podemos visualizar estos
conjuntos simplemente como una divisién de la recta entre n partes). Y sean Si,S5s,...,5, las
soluciones que obtenemos de cada una de estas regiones. Entonces se tiene que:

S = (S1NT1) U (S2NU2) U+ U (S, NT,)

La demostracion de esta igualdad se puede hacer con algo de dlgebra de conjuntos y propiedades
en las que no nos interesa mucho profundizar para intenciones de este curso. Esta expresién es solo
una formalizacién para decir que si x es solucién, lo podremos encontrar en alguna de estas
partes y si x se encuentra en alguna de estas partes, entonces es solucién.

Ejercicio propuesto:

Sea f una funcién definida por partes como sigue:

r+2 six<0
flz)=¢2—-22 si0<z<?2
e —4] si2<z

Encuentre todos los valores de x tales que f(z) < 1.



