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Elija s6lo uno de los problemas que se presentan a continuacion.
Duracién: 20 minutos.
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1. Sea f: [§,+oo{—> 7,—1—00 , tal que f(z) = va?—z+ 1.

Demuestre que f es biyectiva y calcule f~!.
Hint: Utilice la forma candnica de una funcién cuadratica.

Solucion: Primero demostraremos que f es inyectiva, para ello notemos que

2 2
f(x):\/(x—%) —i—l—l:\/(x—%) —I—Z.

1
Sean a,b € {5, —l—oo} , tales que f(a) = f(b), vamos a demostrar que a = b.

fla) = f(b)




1 1 1
Comoa,bzE,setienequea—§20yb—§20.

1
por lo tanto, a — = = b — 5 <, a = b. Con esto hemos demostrado que la funcion f es inyectiva.

0,5 puntos.
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Ahora mostraremos que f es epiyectiva, para ello debemos demostrar que Im(f) = 5

1
Dado y € 5 400 |, necesitamos encontrar x € {5, +00 [, tal que f(z) =y.

0,5 puntos.

/ 3 1 3 3
Sea x = \/y? — 1 + R Como y > \/7_ se sigue que y? — 1 > 0. Aplicando raiz cuadrada a la

desigualdad anterior, y luego sumando 37 obtenemos

1
Por lo tanto, x € {5, 400 [

2
jo=s(fe-Feg) = (r-Geg-3) 43w

Asi, f es epiyectiva, y por lo anterior, se sigue que f es biyectiva.

Finalmente,

Como f es biyectiva tiene inversa, a saber,
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- {é’wo[’ tal que f'(x) = 422 = + 5.

2



V3

1
2. oo, = | = | —
Sea f ] 0, 2} 5 , 00

, tal que f(z) = Va2 —z+ 1.
a) Demuestre que f es estrictamente decreciente. (3,5 puntos.)

Solucién: Primero escribiremos la cuadréatica dentro de la raiz en su forma candnica,

f(fc)Z\/<fc—%)2—i+1:\/<x_%)2+§.

Ahora demostraremos que f es estrictamente decreciente, para ello debemos considerar

a,b e } —00, 5] , tales que a < b y tenemos que probar que f(a) > f(b).

1
Seana<b<§

1,5 puntos.

Aplicamos raiz cuadrada a la desigualdad anterior, como la funcién raiz cuadrada es estric-
tamente creciente entonces la desigualdad se conserva, es decir,

(EHE SR

Por lo tanto, f(a) > f(b) y la funcién f es estrictamente decreciente.




b) Asuma que f es biyectiva para calcular f~'. (2,5 puntos.)

Hint: Utilice la forma candnica de una funcién cuadratica.

Solucién: Para encontrar la férmula o regla de asignaciéon de f~! debemos despejar z en
funcién de y

o 3 _ |, 1
TR e
1 1
En nuestro caso, r < - & x — = < 0, por lo tanto, |z — 3| = —(x — 5)
0,5 puntos
Despejando z, obtenemos
T = — 2 _ § + —
Luego,
3 1 3 1
ft g,—%— —>]—oo,§}, tal que f~'(z) = — x2—1+§.




