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Métodos de Integracion

Fracciones Parciales

Caso I. Factores lineales no repetidos

/ du 1 ju+4
e S PO e
(u+4)(u+9) 5 |u+9

Demostraciéon: Descomponemos en fracciones parciales el integrando en la forma
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1 A B
(u+4)(u+9) u+4+u+9
A(u+9) + B(u+4)
(u+4)(u+9)
(A+ B)u+ (9A + 4B)
(u+4)(u+9)

Entonces, por igualdad de polinomios, se tiene el sistema de ecuaciones:

A+B =0
9A+4B =1

Por lo tanto

1 1 1 1 1 :>/ 1 J 1/ 1 1/ 1 d
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Note que haciendo s =u+4yt=u+9, ds = dt = du, se tiene

1 d 1 dt
/u+4du:/;:ln]s:ln|u+4|+k y /Mdu:/t:ln|t|:1n|u+9|+k;

Luego
1
/du - 1/ ! du—l/ L
(u+4)(u+9) 5) u+4 5/) u+9

1 1
= 5ln|u—|—4]—gln\u—|—9\+k‘
1
5)

u—+4
u—+9

In

+h D




Caso II. Factores lineales repetidos

2
/Wda:zln]:c—l—l] - g(x+1)*2+k
Demostraciéon: Descomponemos en fracciones parciales el integrando en la forma
x> +2x+4 A B C
@+1? 741 @17 (@tip
Ax+1)2+B(z+1)+C
B (x+1)3
Az? + (2A+ B)x+(A+B+0C)
B (z + 1)3 '

Entonces por igualdad de polinomios se tiene el sistema de ecuaciones:

A =1
2A+ B
A+B+C = 4

Luego
A=1, B=0y C=3.

Por lo tanto
?+20+4 1 3
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/932+2:L’+4 _ / dzx +3/ dx
(x+1)3 z+1 (x+1)3

Note que haciendo u = x + 1, du = dzx, se tiene

1 d
/ dx:/uzln]uzln\x+1\+k,
u

Asi, tenemos

z+1
Y 1 1 1
id — 73d = o 72:—7 k
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Finalmente
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Ejemplo Grado numerador mayor al grado de denominador

2

z® — 2z T

Demostraciéon: Note que como el grado del numerador es mayor al grado de denominador resolvemos

la divisién de polinomios y se tiene

z3 — 2z (z—3)+ 5z + 6 (x—3)+ 5z + 6
S B S S
2?2+ 3x+2) 2% + 3z + 2 (x+2)(x+1)

descomponiendo en fracciones parciales el tltimo miembro se tiene

x3 — 2 1 4

=z & _(r—3
22+ 3z +2) (@ )+x+1+x+2

Asi,

3 — 2z 1 4
= _dr = -3 d
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Ejemplo Caso I y II

6z —1
—————~dz =38In
/ z3(2z — 1)
Demostraciéon: La descomposicién en fracciones parciales es de la forma

6x — 1 7é E g D

32z — 1) 7 B

/ 6x — 1 d / 8 4 n 1 n 16 d
— - ~ar = e = e T T
x3(2x — 1) w @ @ A=l

Donde se tiene




Caso III. Factores cuadraticos no repetidos

2 +1 1 r+1
—_—————— tan —V2tan™! k
x2+2x+3‘+an @)=/ <ﬂ>+

/ 4x d _}
@+ D@2 +2c+3) " 2

Demostracion: Descomponemos en fracciones parciales el integrando en la forma

4z Ax+ B Cx+ D
(22 + 1)(22 + 22 + 3) 2+1  x22+2x+3
(Az + B)(z? + 2z + 3) + (Cx + D)(z% + 1)
(2 +1)(2? + 22+ 3)
(A+C)x®+ (2A+ B+ D)2? + (3A+ 2B + C)x + (3B + D)
(22 +1)(2? + 22+ 3) '

Entonces por igualdad de polinomios se tiene el sistema de ecuaciones:

A+C =
2A+B+D =
3A+2B+C =

3B+ D =

O =~ O O

Luego
A=1, B=1, C=-1y D=-3.

Por lo tanto
4x z+1 r+3

(2+1)(22+22+3) 2241 22+22+3

/ da dr = /m+1dac—/mdx
(2 + 1) (22 +22+3) ~ ) 22+1 2 +2c+3

Por un lado, note que haciendo

Asi, tenemos

u = 2241
du
= — 9
dx o

se tiene
r+1 x 1
——dr = —d —d
/x2+1x /x2+1 x+/$2+1x
1 du 1
= - | — d
2/u+/x2—|—1x
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Por otro lado

z+3 oz +1+4+2
2+22+3  (z+1)2+2
__mHl
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_ z+1 o\ 1
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Luego, haciendo
1
t = (z+1)2+2 ro= 24
dt y V2
- — r
dx
se tiene
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Finalmente
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Caso IV. Factores cuadraticos repetidos

x2 1 x T
R ] A
/(m2+4)2 e =gt (3) 22 +4) T

Demostraciéon: Descomponemos en fracciones parciales el integrando en la forma

? _ Az+B  Cz+D
(x2 +4)2 ~  x2+4 (22 +4)2
_ (Az+B)(2?*+4)+ (Cz + D)
o (22 4 4)2
_ A234+ Bz?+ (4A+ C)z+ (4B + D)
- (IQ +4)2 ’

Entonces por igualdad de polinomios se tiene el sistema de ecuaciones:

A = 0
B =1
4A+C = 0
4B+D = 0

Luego

Por lo tanto
22 1 4

Z+4)2 22+4 (22 +4)8

x2 1 4
" dr = ——dr — | ———dz.
/<w2+4)2 ! /x2+4 ! /<x2+4)4 )

Asi, tenemos

Por un lado, note que

/x21_4dm = /4(9621—’— 1>d$




Por otro lado

/Mdﬂ‘f - i/md”

Para evaluar esta integral recurriremos a la sustitucion trigonométrica

i
2
dz
2
Asi,
1
/ 5 dr =
[(3) +1]
Ahora, en virtud de nuestra sustitu-
cién se tiene
() = 2
cos(s) = ———
vz +4
in(s) = —=
sin(s) = ——
Va2 +4
s =tan"! (E)
2
Finalmente

tan(s)

= sec’(s)ds
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Ejercicios Propuestos

(a)/3x+10dx_ (d)/(%—ldm_ (g)/x4+2x2_g;+9dx:

2+ 2x x + 3)2) 5+ 274
r+5 dx 43
O [araemnt= O [ apeapioe 0 [ gt =
dx dx
(c) /m3+2x+xdx: ®) /($2—$—6)(x2—2x—8)dx:

Un Caso Extremo

La descomposicién en fracciones parciales para la expresion seria

1 A B C Dzx+ FE

8z +5)(x — 2)2(22 + 6)(z2 +x +1)2 3x+5+x—2+(1‘—2)2+ z2 4+ 6
Fx+ G Hr+ K
224+x+1  (224+2x+1)%

Spoiler

En lo sucesivo se definird una integral cuyos limites de integracién tienen relacién con indeterminacio-
nes, uno de estos casos es el siguiente

[ sy = i, Llif?o < /: f <x>dﬂ”>] =l [blggo (F(b) - F(a))]

/°° du B
1 wHdu+9)

Demostracion: Note que

/OO du ~ lim t du
1 (w4 (u+9) s )y (u+4)(u+t9)
3 1 u+ 4]t
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1 4 In(2
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