








a iii) 0.5 por escalonar
0.5 por las condiciones
1.0 por el conjunto solución. No es necesario escribirlo como se hizo en la pauta, mientras esté correcto.

b) 0.2 por la matriz aumentada con la indentidad
1.8 por el resto

OBSERVACION: En ai) aii) y aiii) es necesario realizar previamente el escalonamiento de la matriz aumentada.
Los 0.5 ptos. de cada parte suman 1.5 ptos que se asignan globalmente a la parte del escalonamiento. Luego
en cada una de estas partes se asigna 0.5 por reconocer y encontrar correctamente las condiciones sobre α, β.

En las partes que requieran escalonamiento se debiera dar más importancia a el saber cómo funciona el método,
que a la correctitud de las operaciones algebraicas en cada paso.

P2.- a) (2 ptos.) Determine si existe una matriz M ∈ M2,2(R) de modo tal que para toda matriz
[
a b
c d

]
∈

M2,2(R) se cumpla

M

[
a b
c d

]
=

[
a b

a + c d

]
.

Justifique ya sea encontrando M o por el contrario probando que no existe.

b) (1 pto.) Pruebe que si A ∈Mn,n(R) verifica A2 + A + I = 0 entonces es invertible.

c) Suponga que A y B ∈Mn,n(R) conmutan, es decir

AB = BA.

Pruebe que

i) (1 pto.) AnB = BAn ∀n ∈ N,
ii) (1 pto.) AtBt = BtAt, y
iii) (1 pto.) si además A y B son invertibles, entonces A−1B−1 = B−1A−1.

Pauta. a) Escribamos M de la forma

M =
[

x y
z w

]
y tratemos de encontrar sus coeficientes x, y, z, w. Tenemos

M ·
[

a b
c d

]
=

[
x y
z w

]
·
[

a b
c d

]
=

[
ax + yc xb + yd
za + wc zb + wd

]
por lo que

M

[
a b
c d

]
=

[
a b

a + c d

]
∀

[
a b
c d

]
∈M2,2(R)

es equivalente a que ∀a, b, c, d ∈ R se cumplan las siguientes ecuaciones
(1) ax + yc = a

(2) xk + yd = b

(3) za + wc = a + c

(4) zb + wd = d

Entonces:

◦ eligiendo a = 0, c = 1 en (1) deducimos que y = 0,
◦ eligiendo a = 1, c = 0 en (1) deducimos que x = 1
◦ eligiendo a = 0, c = 1 en (3) deducimos que w = 1
◦ eligiendo a = 1, c = 0 en (3) deducimos z = 1.
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Pero entonces (4) queda b + d = d ∀b, d lo que es imposible.
LA matriz NO existe
VARIANTE DE LO ANTERIOR: El argumento anterior es equivalente a plantear lo siguiente. Si existiese

la matriz M , utilizando
[
a b
c d

]
=

[
1 0
0 1

]
se deduce que M debe cumplir

MI = I

y por lo tanto M = I. Pero entonces tendŕıamos

M

[
a b
c d

]
= I

[
a b
c d

]
=

[
a b
c d

]
=

[
a b

a + c d

]
para todo a, b, c, d ∈ R, lo que no es posible (basta considerar a = 1, c = 1 por ejemplo).

b) PRIMERA FORMA: Partimos de la información

A2 + A + I = 0.

Luego, restando I en ambos lados
A2 + A = −I.

Esto se puede escribir
A(A + I) = −I ⇐⇒ A(−A− I) = I

y también
(A + I)A = −I ⇐⇒ (−A− I)A = I.

Esto muestra que A es invertible.
SEGUNDA FORMA: Podemos utilizar el resultado que afirma que si una matriz cuadrada A tiene la
propiedad

∀x ∈ Rn (Ax = 0 =⇒ x = 0)

entonces A es invertible. Veamos que la matriz A del enunciado cumple lo anterior. Multiplicando la
ecuación matricial por x ∈ Rn tenemos

A2x + Ax + x = 0 ⇐⇒ AAx + Ax + x = 0.

Como Ax = 0 deducimos que x = 0. Luego A es invertible.

c) i)

An ·B = A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
n veces

·B = A · . . . ·A ·B ·A

= A · . . . ·A ·B ·A ·A
...
= B ·A · . . . ·A
= B ·An

ii) AtBt = (BA)t = (AB)t = BtAt

iii) A−1B−1 = (BA)−1 = (AB)−1 = B−1A−1

Puntaje. a) Se sugiere que el puntaje sea asignado de la siguiente forma:
0.5 puntos por la idea de plantear el problema como el buscar M o sus coeficiente x, y, z, w de la matriz
M

0.5 por identificar condiciones necesarias sobre estos coeficientes, o M (como se planteó en la variante)
1.0 por llegar correctamente a la conclusión.

b) 1.0 pto.
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