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3.4. Induccién

Axioma de Induccion. Seanm € Ng, Ng =NU {0} y 4 el conjunto de
los naturales que son 1guales o mayores que 7, es decir:

A= {n/n>mmec Ngj.

S1 5 es un subconjunto de A con las siguientes dos propiedades:

1. Contiene a m,

2.¥kec A si ke S,

entonces (£+ 1) € &, luego el conjunto & es igual a 4. En muchas aplicaciones
de este axioma se tiene que m = 1, por tanto N = A.

Cuando se use este axioma para demostrar propiedades del tipo que estamos
considerando, el conjunto A y la forma proposicional p(n), n € N, nos lo
dan en la proposicion de la propiedad. Se toma & como el subconjunto de A
que contiene aquellos naturales para los cuales p(n) es verdad. Asi podemos
volver a formular el axioma como un proceso operacional que se acostumbra
a llamar Principio de fnduccion Matemadtica.

Principio de Induccion. Sea 4 = {n / n > m,m € Ng} una proposk-
cién de la forma ¥ n € A : p(n), probaremos la verdad de esta proposicién
estableciendo lo siguiente:

1. p(m) es verdad.
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2. ¥n € A, la implicacién p(n) = p(n + 1) es verdad.

Notemos que usualmente m = 1, luego A = {n / n > 1}} = N. También
suponer la verdad de p(n), se acostumbra a llamar hipétesis inductiva (H.I).

Ejemplo 3

Demostrar V n € N, que

LS SIS SRS SO
1-2 23 3-4 7 amh+1) n+l

Demostracién.

Se tiene que: m =1, A={n /n > 1},

S B S n
n). —— — =
P19 7973 nn+t1l) n+l

1. p(1) es verdad, pues % = Fll

2. p(n) es verdad, es decir, se cumple

1 1 1 n
ﬁ+2—-3+'”+n(n+1):n—l—l (HI)
entonces p(n + 1), es decir, debemos establecer que:
L_‘_L_‘_..._‘_ 1 + 1 :n+1 (T)
1-2 23 nn+1) (n+1)n+2) n+2 '

En efecto:
1 1 1 1 n 1
T2 23 T hmrD) e D)m+2)  n+l mrDn+2)
_ n(n+2)+1
 (n+D(n+2)
B (n+ 1)
 (n+1D)(n+2)
n+1

n+2
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Ejemplo 4

Demostrar V n € N, que

es divisible por 133.

Demostracién.

a, = 11n+2 + 122n+1

Se tiene que: m =1, A={n /n > 1}

ap = 112 412271 = 133p, VpeZ'

1. a; = 113 + 123 = 3059 = 133 - 23, es verdad.

2. Sea
a, = 11"2 4122 = 133p, p e Z* (H.I)
entonces,
any1 = 11"3 4+ 122"12 gea divisible por 133 (T.)

En efecto:

At 11772011 + 1227+ . 122

s 11(117F2 4 1227+ 12271122 — 11 . 122!

At 11a, + 122"71(12% — 11)

Uni1 11-133p 4 122" . 133

(p+1

113 - (11p + 12*"*1)

lo que prueba la tesis.

Principio General de Induccion.
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3.5. Ejercicios Resueltos

1. Demuestre que si n es cualquier entero positivo, %(n3+2n) es un entero.

Demostracion.

Sea S = {n € N/ (n® + 2n) es un entero}.
)

i) 1€S, pues 5(1*+2-1) =1y 1 es un entero.
ii) Sin e S se tiene que 3(n® 4 2n) es un entero. (H.I)
Por demostrar que (n+1) € S.

En efecto,

1 1
g[(n+1)3+2(n+1)] = §(n3—|—3n2+3n+1+2n+2)

1
= g(n3+2n)+(n2+n+1)

es un entero, pues z(n®+2n) lo es por (H.I) y n® +n+1 es un entero,
pues n loes, asin € S = (n+1) € S, por tanto, S = N.

Nota: en adelante vamos a dejar de formular al conjunto A o bien
S, dejandolo sobreentendido, pero el lector, si es su deseo, bien puede
hacerlo.

2. Si w4 = 2u; + 1, i € N. Demostrar que u, + 1 = 2""1(u; + 1).

Demostracion.

i) Paran=1=u +1=2"(u; +1) =u; + 1.
ii) Hip6tesis Inductiva: para n = k = uy, + 1 = 2871 (ug + 1).
Por demostrar para n =k + 1, o sea, upy1 + 1 = 2F(u; + 1).

En efecto, en la hipotesis del problema hagamos i = k, luego
Uk+1 :2uk+1:>uk+1+1:2uk+2:2(uk+1),
usando la hipodtesis inductiva:

= gy + 1= 22wy + 1)) = 2%(ug + 1),
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3
Un+1 :

3. Sabiendo que: 4— = Uy +——uQ+—: o= U, +

. _ 3n+1—3
Demostrar: Uy = IFT -
Demostracién.

3 _3#l-3  9-3 _ 3
)Paran—].:>U1 Z'UJl—W—m—Z

ii) Hip6tesis inductiva: para n = k = uy, = gk En 1, por demostrar
3kt+2_3
paran =k + 1, 0 sea, upy1 = Sy

En efecto, por hipotesis del problema tenemos:

3 3
d=up+—— = Upp1 = ;
Up41 4 — up
ahora, usando la hipétesis inductiva:
3
u =
k+1 4 — (3k+1 —3) /(31 — 1)
B 3(3k+1 _ 1)
© 4.3 4 3L 4 3
3k+2 -3
U =
s (4 —1)—1
3k+2 -3
~ gkt2 _q

4. Siu; =0y upy1 = (1+ 2)u, —nx, Vn €N, demostrar que:

1
un:;[l—irnx—(ljt:c)"], x # 0.

Demostracion.

i) Paran=1,u1 =0, uy =1[l+2z—(1+2)]=1-0
ii) Hipotesis inductiva. Para n =k = uy, = £[1+ kx — (1 + z)*], por
demostrar para n = k + 1, o sea,

1
U1 = ;[1 + (k+ Do — (14 2)F1],
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En efecto, hacemos n = k en la hipdtesis del problema ug.; = (1 +
x)uy, — kx, ahora reemplazando la hipétesis inductiva:

1
gy = (1 —l—x);[l +kr — (14 2)" — ka

1
= Uprp = ;[(1+x)+(1+x)k‘:€—(1+x)(1+x)k]—k::c
1
= E[1+:L'+k::£+k::£2—(1+a:)k+1—k::£2]
1
= Upp = ;[1+x+kx—(1+x)k+1]
1
x

1+ (1+k)z— (1+2)]
5. Demuestre V n € N, que: 2" > (n + 4)%

Demostracion.

i) Paran=1; 2™ > (14+4)? = 2° > 52 = 32 > 25.
ii) Hipétesis inductiva, para n = k = 284 > (k 4 4)2.
Por demostrar para n = k + 1, o sea, 2¥"% > (k + 5)2.

En efecto, como

2 > (K +4)2 = 2812 > (K +4)?-2

= 2F+5 > 2k2 + 16k + 32

= 285 > k2 110k + 25+ k2 + 6k 4+ 7 y como

k2 4+ 10k + 25+ k> + 6k +7 > k> + 10k + 25 =
285 > |2 410k + 25 = 285 > (k + 5)%

6. Demuestre Vn € Z; n > 1; h > —1; que:

(14h)" > 1+ nh

Demostracion.

i) Paran=1;1+h)!'>1+h=1+h=1+h.
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ii) Hipétesis inductiva, paran =k = (1+ h)* > 1+ kh.
Por demostrar para n =k + 1, o sea, (1 +h)** > 1+ (k + 1)h,.

En efecto, como (1 + h) > 0, tenemos:

(1+h)k(1+h) > (1+kh)(1+h)

= (1+h)*"*t>1+h+kh+kh?>>1+h+ kh pues kh? > 0
= (14+h)" > 1+ (k+1)h

. Demostrar que los ntimeros de la forma u,, = 22"t — 9n? + 3n — 2 son
divisibles por 54.

Demostracion.

i) Paran=1;u; =2>—9+3—-2=0y 0 es divisible por 54.

ii) Hipétesis inductiva, para n = k = uj, = 2%+ — 9k? + 3k — 2 es
divisible por 54.

Por demostrar para n = k + 1, o sea que up,; = 223 — 9(k +
1)2 + 3(k + 1) — 2 sea divisible por 54.

En efecto:
Upyy — up = 287122 — 1) — 18k — 6 = 3(2%*! — 6k — 2),
sumando y restando 27k2, tenemos:

Uy — up = 3[22FT — OK? + 3k — 2] + 27k — 2Tk
= Ug41 — U = 3uy + 27(]{7)(]{7 — 1)
ahora como el producto de dos niimeros consecutivos es par, podemos

poner

k(k —1) =25, (S € N),

luego:
Uyl — Up = 3up + 54S = upy1 = duy + 545

como por hipétesis inductiva
duy, = 54p, (p € N) = w1 = 54(S + p)

con lo que wugyq es divisible por 54.
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8. Demostrar que u, = 32 4 5271 o5 miiltiplo de 14.

Demostracién.

i) Paran =1, u; = 3%1+2 4 5%l = 854 es muiltiplo de 14.

ii) Hipétesis inductiva, para n = k = u;, = 3*+2 4+ 52%+1 o5 muiltiplo
de 14.

Por demostrar que para n = k + 1 = wujyq = 3%+6 1 52643 o5
multiplo de 14.

En efecto, sea:

Upyr — up = 8032 4 520194
— 24(34k+2 + 52k+1) + 56 - 34k+2
Uppr — Uy = 24uy +14-4-3%2 =
uppr = 25up + 1485, 5 = 4 312

Como uy, es multiplo de 14, ambos sumandos son miltiplos de 14, luego
U1 es multiplo de 14.

9. Demostrar que V n € N; f(n) = 10" + 3 - 4" + 5 es divisible por 9.

Demostracion.

i) Paran =1; f(1) = 10" +3- 42 + 5 = 207.
ii) Por hipétesis inductiva, paran =k = f(k) = 10¥ +3-4**2 4 5 es
divisible por 9.

Por demostrar que paran =k + 1 = f(k+ 1) = 1071 + 3. 43 15
sea divisible por 9. En efecto, sea:

fk4+1)— f(k) = 10710 —1)+3-4"2(4—-1)
= 9-10"+9. 4"
= f(k+1) = 9(10* +4*2) + f(k)

como f(k) es divisible por 9 y también 9(10% + 4*2), tenemos que
f(k+ 1) es divisible por 9.
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10. Demostrar:

_ sen 2"«
cosa-cos2a-cosda-...-cos2" oy = — - —
2" sen o
(a # km, k €Z).
Demostracion.
i) Paran =1, cosa = ;C;elfz = 25‘;53;250‘ = coso
ii) Hipdtesis inductiva, para n = k:
k
_ sen 2"«
cosa - cos2a - cosda - ... cos2aF o = Py —
2F sen o
Por demostrar, para
2k+1
sen 2 a
n:k+1:>cosa-cos2a-cos4a-...-cos2ka:?
2k+1gen «v

en efecto, multiplicando la hipétesis inductiva por cos 2¥a, tenemos

k
sen 2%«

a-cos2Fa = ki-COSQka
2F sen «v

2sen 28a cos 2k

cosa - cos2a-...-cos2F 1

= cosa-cos2a- ... cos2fa =

2 - 2k sen «v
sen 2(2%a)
2k+1 sen o
sen 2kl

2k+1 gen ov

11. Demostrar que cos(nmw) = (—1)".

Demostracién.

i) Paran =1, cosm = (-1)' & (-1) = (1)

ii) Hipétesis inductiva, para n = k; cos(km) = (—1)*.

89
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Por demostrar, para n = k + 1 = cos[(k + 1)7] = (—1)**1. En efecto,

como:
cos(kr) = (=1)F
cos(km)(=1) = (=1)"(-1)
cos(m + k) (—1)k+!
cos[(k+1)m] = (—1)F*!
12. DemostrarVn € Z;n >4, que1-2-3-...-n=n!> 2"
Demostracion.

i) Para n = 4: 1-2-3-4>2%= 24> 16.
ii) Hip6tesis inductiva, paran =k, k > 4: k! > 2%

Por demostrar, para n =k + 1 = (k + 1)! > 2¥*1 en efecto, como

1-2:3-...-k>2" = 1-2.3-.. k- (k+1)>2"k+1)
= (E+1)!>28k+1) (*)

Dado que,

VE>4 = k+1>4=28k4+1)>4-2°
= 2Pk+1)>4-2F>2.2F = 2F(k + 1) > 2F (%)
luego, por (*) y (**) concluimos (k + 1)! > 2F+1,

13. Se definen los ntiimeros ay, as, as, . .. mediante a; = V2 y ani1 = 2an.
Demostrar que a,, < 2 para todo n.

Demostracion.

a) Paran =1, a; = V2 < 2.

b) Hipdtesis inductiva, para n = k : ax < 2, por demostrar para
n==k+1, o0sea: agy1 < 2. En efecto, como ay < 2 = 2a;, < 4 =
V2ar, < /4 = por definicién /2a = aj41 luego agpyq < 2.
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14. Demostrar Vn € N, que

12,3 o _, n+2
2 2223 77 on 2n
Demostracion.
i) Paran=1=1=2- 42 =1 verdadero.
ii) Sea valido para n, o sea se verifica que
1 2 3 n n+ 2
-+ =+ —=4+...+—=—=2- H.I.
2 * 22 * 23 * + AL 2n ( )
Por demostrar para n + 1, o sea que:
1 2 3 n n+1 n+3
sttt Tt om =2 5m (T)
En efecto:
1+2+3+ +n+n+1_2 n+2 n+1
2 92 23 T 9n ontl on on+1
_ 2(n+2)—(n+1)
- - 2n+1
B n+3
- B 2n+1
15. Sia;=1,a0=3,...,0,40 = %(anﬂ + a,), probar que:

) ag <azg<as<...yas>as>ag>...
)@= -3 ()"
iii) apio — an = (—%)n_l Y Qppo — a1 =2 (—3)"
Prueba.

i) Vamos a demostrar que ag,_1 < ag,11-

1) Paran =1, a1 < az < 1 < 2 que es verdad.



Luis Zegarra A. Sucesiones, induccién y sumatorias 92

2) Sea vélido para n, o sea, se cumple ag, 1 < 2,41 (H.I)
En efecto,

Aop—1 < Qopg1 < §(a2n + agn-1) < §(a2n+1 + agy,)

& agpt1 < Qo2 & 202p41 < Q2p42 + A2py1

1
< Aopy1 < §(a2n+2 + a9n+1)

< Q2p41 < A2p43,
analogamente se establece:

g > Qg4 > Qg > ...

ii) 1) Paran=1= a; =1 —3=1que es verdad.

2) Sea vélido para n, o sea, que se verifica

7 4 /-1\"""
Lo (== I
w-3-3(3) @

74 _1\n

5—3(-3) (T)
En efecto, como a,;1 = %(an + a,_1) y tomando en cuenta el
principio general de induccién,

Por demostrar para n + 1, o sea, a,.1 =

17 41 "‘1+7 4/ 1\"°
it = 51373\ 72 3 3\ 2
7 14/ 1\"!
- L_Z(-= 1-2
tr = L 23( ) (1-2
7 n—l_z_% _1 n
nt1 3 373\ 72

iii) Como en ii) estd establecida la validez de la férmula para todo n
se tiene:

pt+2 — Ap =

Analogamente para G, o — api1 = 2 - (——) .
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16. Demuestre que 2" — y?" es divisible por x + vy, ¥V n € N.

Demostracién.

Sea S = {n € N / z?" — y*" es divisible por = + y}.

i) 1€ S pues 2% —y*> = (z + y)(x — y) es divisible por (z + y).

ii) Sin € S se tiene que x?" — y*" es divisible por z + y (H.I)
Por demostrar que (n+1) € S, o sea, 22"+ — 2"+ geq divisible por
(z+y) (T)
En efecto:

l,2(n+1) . y2(n+1) — :L,2n+2 . y2n+2

— ZIZ'2 (l,2n o y2n) + 1'2’3/2” _ y2n+2
(2 — y*") + vy (@ — y)(z +y)

es divisible por (z + y) pues #?® — 52" lo es por hipdtesis y el término

que se suma contiene a (z + y), por tanto, (n+ 1) € S, luego S = N.

3.6. Ejercicios Propuestos

1. Sia; =1y ag 1 = 2ax + 1, probar que a,, = 2" — 1.

2. Siu; =0y uprr = (1 —2)ug + kx, V k € N, pruebe que

un:é[nx—ljt(l—:c)"], x # 0.

3. Probar que si ug = 2, uy = 3, ..., upr1 = 3ur —2ug_1, entonces ¥V n > 0,
Uy = 2" + 1.

4. Siendo u; = ¢y ug1 = 2up+1,V k > 1, probar que u,+1 = 2" *(c+1).
5. Se definen los nimeros de Fibonacci inductivamente por:
ug=0,uy =1,..., Upy1 = ugp + Ug—1,

pruebe que:
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n
a) Upyp1 < <1+—2\/5>

)

b) Upi1 - Up—1 — u12’L = (=1)"
)
)

€) Upy1 =UoF+ UL+ ... F U1+ 1

d

Un4p—1 = Un—1Up—1 + UpUp

6. Se define u; =1y upy1 = up + k+1

Pruebe que uy +us + ... + u, = (n + 1)u, — n.
7. Pruebe que:

a) 9 divide a (3n+1)7" —1
b) 15 divide a 2 — 1
c¢) 2304 divide a 7*" — 48n — 1
d) 8 divide a 3*" — 1

e) 5 divide a 7-16™ + 3
f) 64 divide a 7*" 4+ 16n — 1
g) 48 divide a 7" — 1

h) 64 divide a 9" — 8n — 1

8. Pruebe que:

a) =" —y™ es divisible por = — y

b) x?~1 4 9?1 es divisible por z + y

9. Demuestre que V n € N, que:

+1 n+2
I >

e 2" n >4

@) 2">1+n

b) (2n)! <22*(n))?, n>1

¢) i+ L <h4+E+ <2 n>1
d)%+—+ +2n1+1§%

) n

10. Probar que 24 divide a n(n* — 1) si n es impar.

11. Demuestre: n(n + 1)(n+2)...(n+p — 1) es divisible por p.
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12. Pruebe que:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

P43+ +n+1)P=mn+1)22n*+4n+1), n>0

Demostrar:

a) 124324524 ...+ (2n—1)? = In(4n® - 1)

b) 2+5+13+... + (2" 437 = 5(2" + 3" - 3)

¢) htsstert T T = o

d) 1+3+45+7+...+(2n+1) = (n+1)?

) %_%4_2%.3%4_%-3%4—...(ntérminos)zl—m
f) &= — 24+ 18 (n términos) =§+(—1)"_12n1+3

) h— b g ) = (- )

Demostrar que:

a) (1-3)(1-3)1=3).-- (0-75) =75
b) (1 —x)(1+x)( x

Demuestre que:

1
12-22 432 (=12 = (—1)"‘1§n(n +1)
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Probar que el producto (2n+ 1) ntimeros reales negativos es un nimero
negativo.

Probar que paran > 2, la suma de los angulos interiores de un poligono
regular de n lados es (n — 2).

Determine la falla del método de induccién en la demostracién de: V
n € N la férmula p(n) = n? — n + 41 proporciona solo ntimeros primos.

Sean gy = 10, s = 47 ... py, = 23441 — 60,2, n > 3. Pruebe que:
n = 2071 4 gntt
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20. Dado que gg = 12,0, = 11,... 8442 = Gy + B3, 7 = 0. Demuestre

que @, =7 3" 4+ 5(

21. Sean g, = 0,2, = 1,

On

22. oy = @,02 = b,z =
Demostrar que:

o, =@

2y,

ceiiOpy =70, + 8y 1), 2> 2. Demostrar que:

1 1 ( 1)»
—nl{ = =
—n.(2] 3]+...+ i )

;—(m + 2a3),aq4 = %(G‘.g +2az),...a,6ER, a#b.




