
Prueba 1 de Matemáticas 1
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Sábado 19 de Octubre, 2013

Tiempo: 120 minutos.

Nombre:

1. Demuestre las siguientes proposiciones.

a) (2 pts.) Si x ∈ A ∪ (B ∩ C), entonces x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

b) (3 pts.) Si x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), entonces x ∈ A ∪ (B ∩ C).

(1 pto.) ¿Qué podŕıamos concluir de estas dos proposiciones?

Solución:

a) Sabemos que:

x ∈ A ∪ (B ∩ C) ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ (B ∩ C)

Entonces, tenemos 2 casos:

◦ x ∈ A ⇒ x ∈ (A ∪B) ∧ x ∈ (A ∪ C) ⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

◦ x ∈ (B ∩ C) ⇒ x ∈ B ∧ x ∈ C ⇒ x ∈ (A ∪B) ∧ x ∈ (A ∪ C) ⇒
x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Aśı, en ambos casos (x ∈ A ∨ x ∈ (B ∩ C)) se concluye que:

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Por lo tanto, podemos concluir que:

∴ Si x ∈ A ∪ (B ∩ C), entonces x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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b) Sabemos que:

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⇒ x ∈ (A ∪B) ∧ x ∈ (A ∪ C)

⇒ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x ∈ C)

Entonces, tenemos 4 casos:

◦ (x ∈ A ∧ x ∈ A) ⇒ x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ (B ∩ C).

◦ (x ∈ A ∧ x ∈ C) ⇒ x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ (B ∩ C).

◦ (x ∈ B ∧ x ∈ A) ⇒ x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ (B ∩ C).

◦ (x ∈ B ∧ x ∈ C) ⇒ x ∈ (B ∩ C) ⇒ x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Aśı, en todos los casos se concluye que:

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Por lo tanto, podemos concluir que:

∴ Si x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), entonces x ∈ A ∪ (B ∩ C).

c) De las dos anteriores proposiciones se puede concluir que:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).



2. Resuelva ambas preguntas.

a) (2 pts.) Sabiendo que a1 = 1/2 y ak = ak−1(1 − 1
k+1

) para cada k > 1,
demuestre usando inducción que

an =
1

n + 1
∀ n ∈ N.

b) (4 pts.) Usando el término an de la letra anterior, calcule
20∑
i=3

(2 ·ai ·ai+2).

Solución:

a) Demostraremos por inducción que las proposiciones p(n) : an = 1
n+1

son cierta para todo n ∈ N. Para esto debemos probar:

◦ p(1) es cierta: a1 = 1
1+1

= 1
2
.

∴ p(1) es cierta.

◦ p(k) es cierta ⇒ p(k+1) cierta: Asumiendo que la proposición p(k)
es cierta, tendremos

ak =
1

k + 1
.

Por otro lado, sabemos que:

ak+1 = ak

(
1− 1

k + 2

)
=

1

k + 1

(
1− 1

k + 2

)
=

1

k + 1
· k + 1

k + 2

=
1

k + 2

∴ p(k + 1) es cierta.

Finalmente, el principio de inducción nos asegura que las proposiciones
p(n) son cierta ∀ n ∈ N.

b) Usando el término an de la letra anterior, tendremos

20∑
i=3

(2 · ai · ai+2) =
20∑
i=3

(
2 · 1

i + 1
· 1

i + 3

)

=
20∑
i=3

2

(i + 1)(i + 3)



Para calcular esta suma primero separaremos en fracciones parciales .
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(i + 1)(i + 3)
=

A

i + 1
+

B

i + 3
=

i(A + B) + (3A + B)

(i + 1)(i + 3)
.

Luego,

A+B = 0
3A+B = 2

⇒ 2A = 2
B = -A

⇒ A = 1
B = -1

Reemplazando esto en la suma anterior, tendremos

20∑
i=3

(2 · ai · ai+2) =
20∑
i=3

2

(i + 1)(i + 3)

=
20∑
i=3

(
1

i + 1
− 1

i + 3

)

=
20∑
i=3

(
1

i + 1
− 1

i + 2
+

1

i + 2
− 1

i + 3

)

=
20∑
i=3

(
1

i + 1
− 1

i + 2

)
+

20∑
i=3

(
1

i + 2
− 1

i + 3

)
=

(
1

4
− 1

22

)
+

(
1

5
− 1

23

)



3. Resuelva ambas preguntas.

a) (3 pts.) Calcule
n∑

i=0

i

(
n

i

)
.

b) (3 pts.) Encuentre el término central y el término independiente de x (si
existe) en la siguiente expresión.(

4x

5
− 5

2x

)5

.


