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Prefacio

El cero es el silencio antes del numero

El ntimero es el verbo matematico

Lo matematico es el calculo de la realidad
La realidad es lo tnico increible

Lo increible es lo que no podemos

Y lo que no podemos es lo que queremos.
Patricio Manns.

Este texto es producto - en elaboraciéon aun - del proyecto de desarrollo de la docencia
Texto de calculo anual para ingenieria civil, financiado por la Vicerrectoria de Do-
cencia y Extensién de la Universidad de Santiago de Chile.

Gran parte de los contenidos de los capitulos 1 y 2 estdn sacados del antiguo texto de
Célculo I escrito por Gladys Bobadilla y Jorge Billeke (Q.E.P.D.).

La idea motriz de los autores para emprender esta tarea es el profundo convencimiento
que ésta es una forma de contribuir a una cultura nacional independiente.

Aunque los temas tratados - generados en Europa entre los siglos 17 y 19 - forman
parte del patrimonio universal y existe una amplia y variada literatura, no es una razén
suficiente para que la universidad renuncie a crear su propio material docente. Esta labor
es tan importante como la creacién de nuevos conocimientos y necesita, como esta tltima,
de una tradicién para la cual se debe recorrer un largo camino de errores y rectificaciones.

Ademsds, queremos compartir con los jévenes estudiantes que usaran este libro, la re-
flexién del filésofo Gastén Bachelard (1884 - 1962) sobre lo que significa enfrentarse al
conocimiento cientifico: ”"Frente al misterio de lo real el alma no puede, por decreto, tor-
narse ingenua. Es entonces imposible hacer, de golpe, tabla rasa de los conocimientos
usuales. Frente a lo real, lo que cree saberse claramente ofusca lo que debiera saberse.
Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy
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viejo, pues tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecerse espi-
ritualmente, es aceptar una mutacién brusca que ha de contradecir a un pasado.”!

Agradecemos los valiosos comentarios de la Dra. Cecilia Yarur, la profesora Graciela
Escalona y el senor Luis Riquelme que nos ayudaron a mejorar la presentacion de este
texto. Agradecemos ademas, el apoyo técnico en la escritura digital, de la senorita Evelyn
Aguilar y el sefior Leonelo Iturriaga.

Finalmente, siendo ésta una versién preliminar, agradeceremos a quienes detecten e-

rrores nos lo hagan saber.

Gladys Bobadilla A y Rafael Labarca B.
Santiago, marzo de 2002.

!Gastén Bachelard: La formacién del espiritu cientifico. Ed. Siglo XXI, 1997.
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Capitulo 1

Los numeros reales

En este capitulo daremos, de manera muy sucinta, las propiedades de los nimeros
reales que constituyen la base sobre la cual se construye el cdlculo diferencial e integral.
Las propiedades aritméticas de estos niimeros han formado parte de la ensenanza bésica
y media. Algo menos, posiblemente, se ha visto del orden y nada de su propiedad mas
trascendente - su continuidad - la que esta reflejada en el Axioma del Supremo. La actual
presentacién de los nimeros reales fue formalizada durante el siglo 19, dos siglos maés tarde
de la creacién del calculo. Como afirma el filésofo L. Geymonat:

“El desarrollo de la teoria de los nimeros reales contribuyd a que el andlisis infinitesi-
mal dejara de ser la técnica imprecisa e intuitiva que habian forjado sus descubridores del
siglo 17, para erigirse en auténtica ciencia vy, lo que es mas, en una de la mds rigurosas y
perfectas construcciones del espiritu cientifico modermo”.

1.1. La aritmética de los niimeros reales: axiomas de cuerpo

Aceptaremos la existencia de un conjunto no vacio R, que llamaremos conjunto de
los nimeros reales. Sobre €l se ha definido una relacion de igualdad y dos operaciones
algebraicas.

La relacion de igualdad “="satisface las propiedades de:

(I;) Reflexividad: a = a
(I2) Simetria: si a = b, entonces b = a
(Is) Transitividad: sia =by b = ¢, entonces a = c.
Las dos operaciones definidas sobre R son la suma (+) y la multiplicacién (-).

3
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+: RxR — R
(a,b) +— a+bd
RxR — R

(a,b) +— a-b

Estas operaciones satisfacen las reglas siguientes, llamadas axiomas de cuerpo.

Ci)
Co)

Q

3

Q

4

@)

5

)
)
)
6)
)
)
)

Q Q

7

(
(
(
(
(
(
(
(Cs
(

Cy

Ley asociativa para la suma: a + (b+¢) = (a +b) + c.

Existencia de un elemento identidad para la suma: a+0=0+a =a

Existencia de inversos para la suma: a + (—a) = (—a) +a = 0.

Ley conmutativa para la suma: a +b =0+ a.

Ley asociativa para la multiplicacién: a - (b-¢c) = (a - b) - c.

Existencia de un elemento identidad para la multiplicacién: a¢-1 =1-a = a; 1 # 0.
Existencia de inversos para la multiplicacién: a-a™' =a~'-a = 1, para a # 0.

Ley conmutativa para la multiplicaciéon: a-b=10-a

Ley distributiva: a- (b+c¢) =a-b+a-c.

Estas operaciones son compatibles con la relaciéon de igualdad, es decir, si a = b
entonces a+c=b+cya-c=b-c.

A partir de estos axiomas y las reglas de la légica formal se pueden obtener todas
las otras propiedades de la aritmética usual que Ud. ha aprendido durante la ensenanza
bésica y media. Los siguientes teoremas, que no se demostraran, seran enunciados con el
propdsito de recordar las propiedades més importantes que se derivan de los axiomas de

cuerpo .

Teorema 1.1.1 Dadoa € R se cumple: 0-a =0

Teorema 1.1.2 Dados a,b € R | se tienen las siguientes propiedades:

(i)
(i)
(i)

)

(iv

—~

—a)-b
a-(

(—a)(=b) = ab.

—(—a) = a.
—(ab).

b) = —(ab).
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Teorema 1.1.3 Dados a,b € R, a # 0,b # 0, se tienen las siguientes propiedades:

Teorema 1.1.4 Leyes de cancelacion. Dados a,b,c € R se cumple :
(i) a+b=a+c <= b=c.

(ii) ab=ac, a#0 < b=c.

Teorema 1.1.5 Dados a,b € R se cumple: ab=0 <= (a=0)V (b=0).

Definicién 1.1.6 Dados a,b € R, escribiremos a — b para simbolizar el nimero a + (—b)
y lo llamaremos la diferencia de a y b.

Teorema 1.1.7 Dados a,b € R se tienen las siguientes propiedades:
(i) a—(=b)=a+b
(i) a—b=0 < a=0b

(i) a —(b+a)=a—b—a.

Demostracion:

(i) Por definicién 1.1.6

a—(=b) = a+(=(=D)
= a+b por Teorema 1.1.2 (i).

Las afirmaciones (ii) y (iii) se dejan de ejercicio.

Definicion 1.1.8 Dados a,b € R, b # 0, escribiremos %, 0, a : b para simbolizar el niimero

a-b~! y lo llamaremos el cuociente entre a y b, 6, a dividido por b.
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Teorema 1.1.9 Dados a,a1,a9,b1,bs € R, se tienen las siguientes propiedades:

1
(ii) Sia # 0, entonces — = a™ !
a

a
(iii) Si a # 0, entonces — = 1.
a

b
(iv) Siag # 0, by # 0, entonces “u_ b—l < aqy-by=10b1-as.
ag 2

-b
(v) Siag #0,b#0, entonces “_a
as ag - b

(vi) Siag # 0,by # 0, entonces au b—l _a by
az by az-by

b by + by -
(vii) Siag # 0,bz # 0, entonces 1, 011021002
az by as - by

b b
(viili) Siag # 0,b2 # 0, entonces . _arh
ay by az-by

Resolucion de ecuaciones algebraicas de primer grado.

La ecuacién de primer grado,

ar+b=c, a # 0, (1.1)

tiene una tnica soluciéon dada por:

c—b
xr =
a
Formulas basicas de factorizaciéon

L (x+y)(z—y) =a*—y°

2. (z—y)(@® +ay+y*) =2° — ¢

3. (x+y)(a® —ay+y?) =2 + 4

4. (l,n _ yn) — (l‘ _ y)(wn—l 4 xn—Zy 4 l‘n_ng 4 xn—4y3 o 4 yn—l); neN
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5. Sines par: (2" —y") = (z+y)(a" L — 2" Py + 2" 3y2 — a2 — gy h
6. = Sinesimpar: (z"+y") = (z+y) (" =2 Zy+a By -y +y™ 1)
» Sin es par, la expresiéon (z" + y™) no tiene factores lineales con coeficientes

reales.
7. (x £y)? = 2% £ 22y + ¢?
8. (z£y) =23+ 32%y + 3wy? + 43
9. (x4+y+z+...... V=224 + 224+ . +2aytaztyz+...)

10. Formula del binomio:

n
n
(x+y)" = <k> Ry
|
donde n, k son numeros naturales y (n) - "

Ejercicios de repaso

1. Usando la notacién x? = x - , demuestre que: (a + b)? = a? + 2ab + b2.

Solucion:

(a+0)? = (a+b)(a+b)
(a+b)a+ (a+b)b
aa + ba + ab + bb
a® + ab + ab + b
= a®+ 2ab+ b°.

2. Un caso particular de igualdad de polinomios
Dados los nimeros reales a, b, ¢; demuestre que: az? 4+ bz 4+ ¢ = 0, para todo z € R
siysélosia=b=c=0.

Solucion:

Supongamos a = b = ¢ = 0. Entonces usando la propiedad de la multiplicacién por
cero, tenemos:
ar’? +br+c=0z>+0b+c=0,

Cualquiera sea = € R.
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Reciprocamente, supongamos que para todo x € R se cumple que
az?® + bz + ¢ = 0. (1.2)

Haciendo = 0 en (1.2), tenemos:

a0 + b0 + ¢ = 0,

de lo que podemos deducir: ¢ = 0.

Si x # 0, entonces
az® + bz = x(ax +b) =0 ; por lo tanto ax +b = 0.
Haciendo sucesivamente =1y £ = —1 en ax + b = 0, obtenemos las igualdades:

a+b =

—a+b =
Lo que implica a = b = 0.
. Dados los nimeros reales a, b, c,a’, b, c; demuestre que:
ax’ +br+c=d2?+ bz 4+, paratodor € Rsiysdlosia=da,b="0b,c=c.
Solucién: az?+bxr+c = a’z?4+b x4 es equivalente a (a—a’)x?+(b—b)z+(c+c') = 0,
lo que a su vez por el ejercicio (2), es equivalente a a = a/,b =V,c = .
. Encuentre a,b de modo que para todo x € R, x # 1, # 2:

3z +1 _a n b
(x—1)(z—-2) -1 z-2

Solucion:

Siguiendo las reglas de la sumas de cuocientes dadas por el teorema 1.1.9, podemos
escribir:

3r+1 a(r—2)+blx—1)
(x—1)(z—2) (x—1)(z—2)
~ (a+b)z+(—2a—-0)
(x—1)(z—2)

Por tanto, usando la ley de cancelacién, obtenemos la igualdad de los numeradores:

(a+b)x+(—2a—0b) =3z +1.
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En virtud del ejercicio (3), se tienen las igualdades:

a+b = 3
—2a—-b = 1,
que nos dan los valores buscados de a,b: a = —4,b = 7. Se deja al lector el trabajo

de comprobar que verdaderamente estos valores satisfacen la condicién pedida.
5. Encontrar una condicién necesaria y suficiente para que la expresion:
ar? +br +c
ar?+bx+c’
sea independiente de cualquier x € R.
Solucién: Supongamos que, cualquiera sea x, la expresion sea igual a una constante

k, diferente de cero. Es decir,

ax® +br +c B
adr2+vxr+c

)
Por definicién de cuociente tenemos:
ar? + bz + ¢ = ka'z® + kb'z + k.
Como esta igualdad se cumple cualquiera sea x, segin ejercicio (3) concluimos:
a=kd, b=kVt, c=kc.

Esto nos dice que la condicién buscada es : los coeficientes de las mismas po-
tencias de = deben ser proporcionales.

Para completar el ejercicio debemos demostrar que la condicién es suficiente.

_b_c_k bid l'ax2_bx_c
PRV entonces también se cumple: P
por teorema 1.1.9. De estas tres igualdades se obtiene :

En efecto, si: =k,

azx® +bx + ¢ = ka'z? + kb'z + kd = k(d'2® + bz + ).

Por tanto, la expresién
ar® +bx +c
ax?+bx+c

es independiente de .
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Ejercicios propuestos

a—xr T—a
1. Demuestre que 2 = b Y exprese esta regla en palabras.

a—x x—a
2. Demuestre que 2 =3 y exprese esta regla en palabras.
-y -y

3. Demuestre que

be ac ab 2abc
@th)ato  brobta)  cxactd)  @rbatobto

T — T+ 2%+ y? x T+
y+ Y Y +1 292: y
r+y T—y 2xy e +y T —y

a+b

5

4. Demuestre que

5. Demuestre que la siguiente expresion se anula cuando =z =

Tr—a 3_m—2a—|—b
x—0b r+a—2b

6. Simplifique la expresion

z2 2 —2
T +
1— 1
I 1_
2+ .’L’l .1'2— 51
a:—i—; r— =
X

7. Encuentre a,b de modo que para todo x € R,x # —4,x # 3:
6r—2 a n b
24+x—12 z+4 -3

8. Factorice los siguientes polinomios en factores lineales y cuadréticos con coeficientes
en R.

a) 22 -1, 28-1, 2*—1, 2341, 2348
b) x*+ 1. Indicacién: sume y reste 222
¢) x*+ 4. Indicacién: sume y reste 422
d)
)
)

€

f

x* + 22 + 1. Indicacién: sume y reste 22
z* — 22 + 1. Indicacién: sume y reste 2z2.
20 —1, 264 1.
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1.2. Comparacién de los nameros reales: axiomas de orden

1.2.1. Los axiomas de orden

Siguiendo la presentacién axiomatica, aceptaremos la existencia de un subconjunto de
R, llamado conjunto de los ntimeros reales positivos, denotado por R, que satisface
las propiedades siguientes:

(O1) R* es cerrado para la suma, es decir, si a,b pertenecen a R™, entonces a + b
pertenecen a RT.

(O3) R* es cerrado para la multiplicacién, es decir, si a, b pertenecen a R™, entonces
a - b pertenece a RT.

(O3) Ley de Tricotomia: Para todo nimero real a se cumple una y sélo una de las
afirmaciones:

(i) a=0
(i) a pertenece al conjunto RT

(i) —a pertenece al conjunto RT.

Observacion 1.2.1 El axioma Os se llama propiedad de tricotomia de los ntimeros
reales

Definicién 1.2.2 (i) a<b siysdlosi b—a€RT
(i) a>b siysdlosi a—beRT

Teorema 1.2.3 Dados los nimeros reales a,b se cumple una y sélo una de las siguientes
afirmaciones:

(i) a=b
(ii)) a<b
(i) @ > b

Demostracién: Aplicando el axioma (O3) o propiedad de Tricotomia al nimero a—b,
se tiene una y sélo una de las afirmaciones.

(i) a—=b=0

(i) a —beRT
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(i) —(a—b) € RY

Las cuales se traducen en a = b, a > b, a < b respectivamente usando las propiedades de
la subseccién 1.1 y la definicién 1.2.2. d

Teorema 1.2.4 Dado un numero real a se cumple una y sélo una de las siguientes afir-
maciones:

(i) a=0
(ii) a>0
(iii) a <0
Demostracién: Es consecuencia directa del teorema 1.2.3 tomando b = 0. O
Teorema 1.2.5 La relacion “<”tiene las propiedades siguientes:
(i) No es reflexiva. Para todo a € R, no es verdad que a < a
(ii) Es asimétrica. Si a < b, entonces no puede tenerse b < a

(iii) Es transitiva. Sia < by b < ¢, entonces a < c.

Demostracion:

(i) Sipara algin a € R, a < a, entonces a —a € R, lo cual implicaria que 0 € RT, que
contradice (O3).

(ii) Si a < b, entonces b —a € RT, lo que por tricotomia excluye que a — b € R, por
tanto es imposible que b < a.

(iii) Sia < b, entonces b—a € RT. Sib < ¢, entonces c—b € RT por (0y), (b—a)+(c—b) €
R™, o lo que es lo mismo ¢ —a € R, por tanto a < c. O

Definiciéon 1.2.6 Llamaremos conjunto de los nimeros reales negativos al conjunto
R-={reR:—-xeR"}

Observemos que 0 € R™, lo que pone de manifiesto que el cero no es positivo ni
negativo. Ademds Rt N R~ = (), pero por el axioma (O3) todo nimero real pertenece a
uno y sélo a uno de los conjuntos: R™, R~ {0}. Asf los niimeros reales quedan particionados
como R =RTUR™ U{0}.

Por teorema 1.2.3 y teorema 1.2.4 (iii), se tiene que todo nimero negativo es menor
que cualquier nimero positivo y el cero es la frontera entre los dos tipos de niimeros.
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Definicién 1.2.7 (i) a<b siysélosi (a <b)V(a=D0)
(i) a>b siysblosi (a>b)V(a=0b)

Teorema 1.2.8 La relacién “< 7 es:
(i) Reflexiva: a < a
(ii) Antisimétrica: Sia <b y b < a, entonces a =b

(iii) Transitiva: Sia <b y b < c, entonces a < ¢

Demostracion:
(i) Como a = a, entonces a < a

(ii) Sia <b, entonces (a <b) 6 (a=b)ysib<a,entonces (b<a) o (a=0»b). Por
tanto, por teorema 1.2.4(ii) sélo es posible a = b.

(iii) Sia <b y b<ctenemos cuatro posibilidades:
a<b y b<c. En este caso la transitividad se obtiene del teorema 1.2.4(ii).

a<b y b=c Enestecasob—a € R"yc—b=0, por tanto (b —a) + (c — b) =
c—a € RT y tenemos a < c.

a=0b y b<c. Para este caso la demostracién es semejante a la anterior.
a=b y b= c La conclusion se sigue de la transitividad de la igualdad y la
definicion de la relacion “<”. O

Teorema 1.2.9 a <bsiysélosia+c<b+c

Demostracién: Sia <bentoncesa<b 6 a=b.
Sia < b, entonces b —a € R™

= (b—a)+0eRT

= (b—a)+(c—c)eRT
= (b+c)—(a+c) eRT
=a+c<b+c
=a+c<b+c

Si a = b, entonces a + ¢ = b+ ¢, por la compatibilidad de la igualdad con la suma. O

Teorema 1.2.10 (i) Sia < by c es un numero positivo, entonces a-c¢ <b-c
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(ii) Sia < by c es un numero negativo, entonces a-c¢ > b - c.

Demostracion:

(i) Sia < bentoncesa <b & a=»b. Sia<b, setieneb—a € R ycomoce RT
entonces por (Oz) (b—a) ¢ € RT, lo cual implica a-c¢ < b-c. Si a = b, entonces
por la compatibilidad de la igualdad con el producto a - ¢ = b - ¢. En consecuencia,
a-c<b-c.

(ii) Se deja como ejercicio.
Teorema 1.2.11 (i) Sia > 0, entonces —a < 0
(ii) Sia <0, entonces —a > 0
(iii) Sia > 0, entonces a=! > 0
(iv) Sia < 0, entonces a~! < 0
Demostracién:
(i) Sia>0 = a€RtT = —aeR™
(ii) Sia<0 = —a€eRT = —-a>0

(iii) Sea a > 0, supongamos a~' < 0, entonces por teorema 1.2.10 (i) a-a > 0. Por
teorema 1.2.10(ii)

(@l a)-a < 0
1-a < 0
a < 0

Lo que contradice nuestra hipétesis. Por tanto = > 0.

(iv) Se usan los mismos argumentos que en (iii). O
Teorema 1.2.12 a-b>0siysélosi (a>0yb>0)é6(a<0yb<0).

Demostracién: (=) Si a-b > 0, sabemos por teorema 1.1.5 que a # 0,b # 0. Si
a > 0, entonces usando teorema 1.2.10, a! - (a - b) > 0. Lo que implica (a=*-a)-b>0y
por tanto b > 0.

De manera similar si a < 0, se concluye que b < 0 con lo cual tenemos nuestra
implicancia.

(<) Sia>0yb>0, por axioma (O2) a-b>0.Sia<0yb<0, entonces —a >0y
—b > 0, por axioma (O3z) (—a) - (—b) > 0; por teorema 1.1.2 (iv) a-b > 0. O
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Teorema 1.2.13 a-b<0siysblosi (a<0yb>0)o(a>0yb<0)
Demostracion: Se deja como ejercicio.

Teorema 1.2.14 El cuadrado de un nimero real no nulo es positivo: Si a € R,a # 0,
entonces a’? € RY.

Demostracién: Sia € RT, entonces a > 0. Por axioma (O2), a-a > 0,
es decir, a® > 0.
Sia € R™, entonces a < 0. Por teorema 1.2.12, a - a > 0, asi nuevamente a®> > 0. O

Teorema 1.2.15 1 € RT.

Demostracién: Por axioma (Cg), 1 # 0,

El teorema anterior implica que 1 > 0. O

b
Teorema 1.2.16 Sean a,b € R. Si a < b, entonces a < % <b

Demostracion: Sia < b, entonces sumando a en ambos miembros de la desigualdad
se tiene a 4+ a < b+ a, por tanto:

a(l+1)<b+a=
2a < b+a

Aplicando el mismo razonamiento, pero ahora sumando b en ambos miembros de la
desigualdad a < b, obtenemos que b+ a < 2b.
En virtud de la transitividad de la relacién “<”se obtiene que

2a < b+a<2b

e . , a+b
dividiendo todo por 2 > 0, se tiene lo que queriamos demostrar, a < 5 <b. ([l

El teorema 1.2.16 puede leerse diciendo que entre dos numeros reales a,b distintos
stempre existe un tercer numero c. Como a,c son distintos, puede aplicarse la conclusién
a ellos y obtener un cuarto nimero real d, y asi sucesivamente. Como este proceso puede
extenderse indefinidamente, lo que obtenemos es que entre dos numeros reales distintos
existen infinitos numeros reales. Esta importante propiedad se llama densidad de los
numeros reales.

Definiciéon 1.2.17 Decimos que un conjunto A de nuimeros reales es denso si y sélo si
entre dos elementos distintos z,y de A existe un elemento z € A tal que x < z < y.
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1.2.2. Resolucién de ecuaciones de grado mayor que uno
Resoluciéon de una ecuacion algebraica de segundo grado

Dada la ecuacién de segundo grado
az® 4 bx + ¢ = 0; a#0 (1.3)
se tiene que

1. Si b —4ac > 0, la ecuacién (1.3) tiene dos raices o soluciones reales distintas, dadas
por:

e —b+Vb? — 4dac

2a

2. Si b? — 4ac = 0, la ecuacién (1.3) tiene una tnica raiz real dada por:

-b
r=—
2a

3. Si b? — 4ac < 0, la ecuacién (1.3) tiene raices complejas conjugadas. En este caso
diremos que el polinomio cuadratico no es factorizable en R.

Ejemplo 1.2.18 1. Resuelva en R la ecuacién.
2 rr=1
Solucién: Se debe llevar a la forma ax? + bx + ¢ = 0 entonces queda.
2 4+r—-1=0
Su discriminante b? — 4ac vale:
1—4(1)(-1) =5

Por lo tanto, la ecuacion tiene dos raices reales distintas

1+5
2




1.2. COMPARACION DE LOS NUMEROS REALES: AXIOMAS DE ORDEN 17

2. Resuelva en R, la ecuacién:

Solucién: 22 +z+1=0

Su discriminante b2 — 4ac vale

1-4(1)(1) = -3 < 0.

Por lo tanto, la ecuacion no tiene solucién en R.

.22 -2 +1=0
Su discriminante b? — 4ac = (—2)? — 4(1)(1) = 0.
Entonces, tiene una unica raiz real : z = 1.

4. Resolver en R la ecuacion:

Factorizando el polinomio z3 — 8.

3-8 = (z—2)(z?+22+4)
-8 = 0 (r—2)(2®>+22+4)=0

r—2 = 0 r =2
& o} sS<06
2?2 +2r+4 = 0 22 +2r+4=0

La ecuacién z2 + 2z + 4 tiene discriminante:
b —dac=4—4-4=4-16 <0.

Por lo tanto, la ecuacién no tiene raices reales. Asf, la ecuacién 2® — 8 = 0 tiene sélo
una raiz real x = 2.
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Resoluciéon de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a 3

La solucién de ecuaciones de tercer y cuarto grado pueden ser resueltas con reglas
analogas, aunque mucho mas complicadas que las de segundo grado. Estas férmulas fueron
encontradas por los algebristas italianos del siglo 16. Para la ecuacién de tercer grado
existe la formula de Cardano-Tartaglia. Cardano (1501-1576), Tartaglia (1500 - 1557). La
ecuacién general de cuarto grado fue resuelta por Ferrari (1522 - 1565). En el ano 1824 el
matemadtico noruego Abel (1802 - 1829), demostr6 que para el caso general de una ecuacién
algebraica completa de grado mayor o igual a 5,

ant™ 4+ ap_12" '+ dax+ag=0, a; € R,

no existe ninguna expresién en términos de radicales de los coeficientes que sea raiz de la
ecuacion.

El lector interesado en conocer mas detalles matematicos - histéricos de este tema puede
consultar el libro de A.D. Aleksandrov, A. N. Kolmogorov, M.A. Laurentiev y otros: La
matemdtica su contenido, métodos y significado, tomo I, pag.315.

Ciertos casos particulares pueden resolverse con algunos artificios, como mostraremos en
los siguientes casos.

Resolucion de ecuaciones reciprocas cubicas Estas ecuaciones tienen una de las
formas siguientes:

ar® 4+ bz® +br +a=0 6 ax® — ba® +br —a = 0. (1.4)

Al factorizar segun los coeficientes se obtendra como raiz 1 o —1. Enseguida se resuelve la
ecuacién cuadratica correspondiente.

Ejemplo 1.2.19 1. La ecuacién 2® + 622 + 62 + 1 = 0, se resuelve factorizando:

2?4622 +6r+1 = (P+1)+6z(x4+1)=(x+1)(22 —z+1)+6x(x+1)
= (z+1)(2* -z +1+62)

Luego,

234622 +62+1=0 <= (r+1)=06(x*+52+1)=0.

_ —5F V21

<= =-16
X ox 2

2. La ecuacién z® — 622 4+ 6z — 1 = 0, se resuelve de manera andloga.

23 —622+62—1 = (2*—1)—6z(x—1)=(z—1)(2*+z+1) —6z(x—1)
= (z-1D@*+z+1-62)
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Luego,

23— 622 +62-1=0 <= (r—1)=06 (2> —5x+1)=0.

-5 F V21
—

Para encontrar una raiz de la ecuacion general de tercer grado

—— =16z =

v +ay* +by+c=0

a . . s C .
debemos hacer el cambio de variable y = x — 3 que transforma la ecuacion original en
2 3
) a ab  2a
una de la forma 2% + pr +¢ =0, donde p=b— — y ¢ = ¢ — — + —. Se demuestra con

) ) 3 3 27
calculos algebraicos directos que

2 3 2 3
R o L N R L
S VY S R Y S 1.
v \/ 2 4 "ot \/ 2 4o (15)

verifica que 2 + pr + ¢ = 0. Que dicha raiz sea real o compleja depende del signo de

2
qz + 12?—7 La ecuacién (1.5) se llama férmula de Cardano-Tartaglia.

Ejemplo 1.2.20 La ecuacién 23 4 92 — 2 = 0 tiene una raiz real de la forma:

m:§/1+2\/7+ ‘\’/1—2\/?.

Algunos casos accesibles de ecuaciones de cuarto grado se veran en los ejercicios resueltos.

1.2.3. Desigualdades e inecuaciones

La diferencia entre una desigualdad es la misma que entre una igualdad o identidad y
una ecuacién. Es decir, una desigualdad es una relaciéon de orden que tiene un rango de
validez y una importancia de cierta trascendencia en alguna rama de la matematica. Por
ejemplo, el cuadrado de un binomio es una igualdad que s cumple para todo nimero real
y de ella se deduce una desigualdad valida para todo nimero real:

2ab < a® + b>.

De esta se puede obtener otra desigualdad:

1
a+—>2, sia>0.
a

En cambio una ecuacion 6 inecuacion es una relacién mas circunstancial. Por esto, en
rigor, una desigualdad se demuestra y una inecuacion se resuelve.
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Definicion 1.2.21 1. Llamaremos inecuacién a cualquier expresion relacionada con
los simbolos < , >, < ,> y que contenga una incégnita estd en grado 1, se llama
inecuacion de primer grado. si estd en grado n se llama de grado n. Dos inecuaciones
se dicen equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

2. Llamaremos desigualdad a cualquier expresion relacionada con los simbolos < |,
>, < > que tenga una validez general.

Para resolver una inecuacién los pasos previos obligatorios son:
1. Reducir términos semejantes.

2. Factorizar el respectivo polinomio cuando el grado es mayor o igual a dos.

En principio para resolver inecuaciones de grado igual o superior a dos se debe aplicar
los teoremas 1.2.12 y 1.2.13 analizando las distintas posibilidades de signo de los factores.
A este método le llamaremos axiomatico. Pero, en general este método resulta largo si
se aplica al pie de la letra. A continuacion expondremos la forma mas rapida de resolver
dichas inecuaciones, llamado método reducido.

1. Resoluciéon de una inecuacién de primer grado

Después de reducir los términos semejantes, una inecuacién de primer grado puede
escribirse como:

0<az+b (1.6)

Usando el teorema (1.2.9), se tiene que

—-b<azx (1.7)

Para despejar completamente la variable x, se debe multiplicar la inecuacién (1.7)
por el inverso multiplicativo de a.
Por lo tanto, en virtud del teorema (1.2.10 )se tiene que:

b
r > —— sia>0
a
0<ar+be

b .
r < —— sia<0
a
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Signo de ax + b

Sia>0: _ +
i .
a
Sia<O0: + _
i .
a

2. Resolucién de una inecuacién de segundo grado general.

Dados los numeros a, b, ¢, encuentre todos los nimeros reales x que satisfacen la
desigualdad:

ar® + bz +c¢ > 0.

Solucion:

Primer caso: Supongamos que el trinomio puede escribirse en la forma:
ar’ +br+c=alx —r)(z—r),

Donde 71,79 € Ry r1 < 9. (Raices reales y distintas). Si a > 0, entonces el trinomio
es positivo si los dos factores en x tienen el mismo signo, por lo tanto, la inecuacion
se cumple cuando z es menor que ambas raices o cuando z es mayor que ambas
raices. Es decir, la solucién al problema es:

r<ry 60 x>

Sia < 0, el trinomio es positivo cuando los dos factores en x tienen distintos signos.
Por tanto, la inecuacién se cumple para x comprendido entre r1; y 73.

Sia>0 Sia<0

+ - + - + -

r 72 r T2

Segundo caso: Si ;1 = r9 = r, raices reales e iguales , entonces

az® +bx + ¢ = a(x — )%
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Como todo cuadrado es positivo o nulo, tenemos que la inecuaciéon se cumple para
todo  # r si a > 0 y no se cumple nunca cuando a < 0.

Tercer caso: Si el trinomio no es factorizable en factores de primer grado con
coeficientes reales, es decir, sus raices son complejas conjugadas. Lo primero que
debemos observar es que la expresién no se anula nunca y tampoco cambia de signo,
esto iltimo se justificard en seccién de continuidad. Por tanto el trinomio es siempre
positivo o siempre es negativo. Como el cuadrado de un nimero grande crece mucho
mas que el ntmero, es el coeficiente a que determina el signo. Si a > 0, la inecuacion
se cumple para todo x € R; si a < 0 no existen numeros reales que satisfagan la
inecuacion.

Ejemplo 1.2.22 a) Resolver la inecuacién 22 +z — 6 > 0.
Solucién:
Como 22 +z — 6 = (x4 3)(z — 2), los ntimeros que satisfacen la inecuacién son
los x tales que x < —3 6 = > 2.
- - -

-3 2

b) Resolver la inecuacién z2 + 3z — 4 < 0.
Solucién:
2?24+ 3x —4 = (x +4)(x — 1), el método reducido implica que la inecuacién se
cumple para —4 < x < 1.

—4 - 1

¢) Resolver la inecuacién 22 + 2z + 2 < 0.
Solucién:

x? 4 22+ 2 = 0 no tiene soluciones reales y su coeficiente a = 1 es positivo, por
tanto el trinomio sdlo toma valores positivos y el problema propuesto no tiene
solucion.

3. Resolucion de una inecuacién de tercer grado factorizada. Dados los nime-

ros a, b, ¢, encuentre todos los niimeros reales x que satisfacen la inecuacion:

(x —a)(x —b)(z —c) > 0.
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Solucién:

Supongamos que a < b < c.

Si x < a, los tres factores son negativos y, por tanto, su producto es negativo.
Si & = a, entonces el producto es nulo.

Sia < x < b, entonces el producto es positivo.

Si x = b, entonces el producto es nulo. Si b < x < ¢, entonces el producto es negativo.
Si x = ¢, entonces el producto es nulo. Si x > ¢, entonces el producto es positivo.

Del analisis anterior podemos concluir que la desigualdad se cumple cuando a < x <
boc<u.

Observe que es importante ordenar las raices a,b y ¢ de menor a mayor, pues asi es
mas rapido analizar los signos de los factores.

4. Resolucion de inecuaciones en forma de cuocientes de términos de primer
grado
Resolver la inecuacion
ar +b

— > 0.
adr+ b

Solucion:

El cuociente es positivo si y sélo si ambos factores tienen el mismo signo, por lo que
la inecuacién del enunciado es equivalente a

(az + b)(a'z +b") > 0.

Otra manera de transformar la inecuacién fraccionaria en un producto, es multiplicar
la inecuacién por (a’z 4 b')2, que por ser un cuadrado es siempre positivo salvo para
b/

Tr = 7

a
Asi, debemos resolver la inecuacién:

(ax +b)(d'z +b') >0

usando el método del ejercicio resuelto 2.
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b b
(ax +b)(d'z + V) = ad <:U + 5) <:U + a) > 0.

. . b
Si aa’ < 0, entonces los valores de 2 buscados estan comprendidos entre —— y
a

/
——. Si aa’ > 0, entonces los valores de z que satisfacen la inecuacién estdn en el
a y
complemento del conjunto comprendido entre —— y ——.
a a

. Inecuacién que contienen la variable en el denominador de una expresion

Si una inecuacién contiene a la variable en algin demoninador de un cuociente,
conviene reducir todos los términos en un tnico cuociente de modo que en uno de
los lados se tenga un cero y, posteriormente multiplicar la inecuacién por el cuadrado
del denominador.

Ejemplo 1.2.23 Resolver la inecuacién

T4

<0.
r—2 x—17

Solucioén:
7 4 20+ 1

x—2_x—1:(x—2)(x—1)'

Entonces, la inecuacion puede escribirse como:

multiplicindola por el cuadrado del denominador, se tiene una forma equivalente:
Bz +1)(z—2)(z—1) <0.
Ordenando las raices:

(1) e te-2) <0,

Segun el método reducido, la inecuacién tiene como conjunto solucién:

1
{wER:w§—§61<w<2}.
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Ejercicios resueltos

1.

. Demuestre que, si 0 < a < b, entonces b~! < a~ L.

Demuestre que si z <y, a < b entonces z +a < b+ y.
Solucién: Como z <y y a € R por teorema 1.2.9 x +a <y + a.
Por otro lado, como a < b ey € R por teorema 1.2.9 a +y < b+ y.

Por teorema 1.2.8 (iii), (transitividad de <), concluimos que = +a < b+ y.

. Demuestre quesi 0 <z <y y 0<a <D, entonces ax < by.

Solucién: Procediendo andlogamente al ejercicio resuelto 1, por teorema 1.2.10 (i)
ax < ay y ay < by. Por transitividad (teorema 1.2.8 (iii)) concluimos que ax < by.

1

Solucién: Primero observemos que a~! —b~! = (ab)~!(b—a)) (ver ejercicio 2.1.77?).
Luego, como

a>0,b>0 = ab>0 por teorema 1.2.12
—  (ab)”™' >0 por teorema 1.2.11

Como a <b = b—a > 0 (por definicién 1.2.2), luego (ab)~'(b —a) > 0 por
teorema 1.2.12. Por lo tanto, a ' — b7 >0 = bl <a L.

. Demuestre que, si 0 < a < b, entonces a? < b.

Solucién: Como b — a y b+ a son positivos por hipdtesis, entonces (b —a)(b+a) =
b? — a® > 0 por teorema 1.2.12, luego a® < b?.

. Demuestre que si a € R es tal que 0 < a < ¢ para todo € > 0, entonces a = 0.

Solucién: Supongamos por contradiccién que a # 0. Luego como a > 0y a # 0,
entonces a > 0 por definicién 1.2.7. Usando el teorema 1.2.16 con a =0y b = a
tenemos que existe

a+b O+a

a a . a .
c=— =3 tal que 0 < — < a. Ahora si tomamos € = — concluimos que

£ < a, lo que contradice la hipdtesis. Luego, la suposicion inicial es falsa y a = 0.

. 1
. Demuestre que, si > 0, entonces x + — > 2.
x
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Solucién: Previamente observemos que:

x2+122x

1‘2—2x+120
(z—1)2>0

1t

Por tanto, por teorema (1.2.14) sabemos que (x—1)2 > 0 y por el ejercicio de repaso
1, (x—1)2 = 222z +1 > 0. Por teorema 1.2.9, 22+1 > 2z, comoz >0 = ™! > 0

1
y multiplicando por z~! obtenemos = + — > 2.
x

. Demuestre que, si a,b,c son no negativos y no todos iguales, entonces

(a4 b+ c)(be+ ca+ ab) > Yabe.
Solucioén:

(a+b+c)(bc+ ca+ab) — 9abe = a(b® 4 ) + b(c? + a?) + c(a® + b*) — 6abe
= a(b—c)? +blc—a)® +cla—b)*
Como a, b, c no son todos iguales, al menos uno de los términos b — ¢, c —a, a — b es

distinto de cero y como todo cuadrado es no negativo y a,b,c > 0, entonces resulta
la desigualdad buscada.

. Determine el conjunto A = {z € R : 2% + 2 > 2}.

Solucion:

s Método axiomatico

P 4r>2 — 2242-2>0 por teorema 1.2.9
—= (z+2)(x—1)>0
— [(z4+2)>0y(x—1)>0/o[(z+2) <0y (x—1)<0]

Siz+2>0yx—1>0 x>—-2yx>1 por teorema 1.2.9
z>1

Siz+2<0yx—1<0 r<—2yx<l1

11t

r < —2
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Por tanto,
A={zeR:z>loz<-2}={xeR :z>1}U{zeR : z < -2}
= Método reducido. Una vez factorizado el polinomio y ubicadas sus raices en

la recta real, se recorre R en el sentido de su orden obteniendose rapidamente
el signo del polinomio en las distintos subintervalos de R determinados por sus

raices. + +
i i R
-2 1
9. Determine el conjunto A ={z € R : 2z +1)/(z +2) < 1}.
Solucién: Claramente la expresién (2z + 1)/(z 4+ 2) no esta definida para z = —2
luego —2 ¢ A.

s Método axiomatico

2 1 2 1
T <l = vt —1<0, por teorema 1.2.9
z+2 x4 2
r—1
= <0
x+2
— (z—-1(x+2)<0

— [zr—1>0yz+2<0
o [t—1<0yxz+2>0] por teorema 1.2.13

Siz—1>0yxz+2<0 < x>1yz < —2 (por teorema 1.2.9), sin embargo
no existe x € R que satisfaga ambas condiciones.

Siz—1<0yz+2>0 < z<1lyaxz>-2(por teorema 1.2.9). Por tanto
A={zeR : 2<z<1}.

» Método reducido

o
7

O
A\ %

-2 1

10. Resolver la desigualdad: (2% — 5z + 6) > 0.
Solucién:

z(x? — 5z + 6) = z(z — 2)(z — 3), aplicando el método reducido, tenemos que la
inecuacién se satisface para los x tales que: 0 <z <2 6 = > 3.
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12.

13.
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O O O R
0 2 3
Resolver la inecuacién: (z — 2)(2? — 6x + 8)(z? — 42 — 5) > 0.
Solucidn:

Como 22 — 6z +8 = (x — 2)(x —4) y 22 — 42 — 5 = (x + 1)(z — 5), tenemos que:

(z—2)(z? =6z +8)(z*> -4z —5) = (z—2)(z—2)(z—4)(z+1)(z—5)
= (z-2%z -4 (z+1)(z—5).
+ +
: : : R
—1 4 )

El factor que aparece elevado al cuadrado no influye en el signo del producto, por
tanto, nuevamente se puede aplicar el método reducido y obtenemos que la inecuacién
se satisface para los = tales que: —1 <ax <4dbéx>5yx#2.

x
Resolver

-1
> 0.
2
Solucién: Como a = @’ = 1 tenemos aa’ > 0, por ejercicio resuelto 4 , los valores
buscados son x < =26 = > 1.

Compare con el ejercicio resuelto 9.

2
-8 15
Resolver ToSrE o < 0.
r—4

Solucion:

Suponiendo z # 4, multiplicamos la inecuacién por (x —4)? y la transformamos en:
(2® — 8z 4 15)(x — 4) < 0.

(22 — 87 + 15)(x — 4) = (z — 3)(x — 4)(z — 5) < 0.
_ j ; _ : R
3 4 5)

Segun el método reducido se obtiene que la inecuacién se satisface para x < 3
64 <x<h.
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1
14. Resolver 3 + > . Solucién: Efectuando la suma del primer miembro
r—1 20 +1

1 3 — 2 . .,
3+ = , la inecuacién queda como
z—1 r—1
3x—2> 1
x—1 20 + 1
Luego,
3x —2 1 Bz —-2)2z+1)—(x—1)
r—1 22+1 (x —1)(2z + 1)

622 — 2z — 1
(x —1)(2x + 1)

> 0.

Multiplicando la inecuacién por (x — 1)2(2z + 1)? tenemos:

(622 — 22 — 1)(x — 1)(2z + 1) > 0.

Ahora, debemos resolver la ecuacién cuadratica

2428 1447
62> — 22 —1=0< 1 = o= 6\f

1-V7 1+V7
Llamando r; = 5 v re = 5

La desigualdad que da escrita como

(zr — D)(z —12)
(x—1)(2x +1)

>0

Amplificando por el cuadrado del denominado, queda:

(xp —1)(x —rg)(x —1)(22 + 1) > 0.
(1.8)

Usando el método reducido tenemos que el conjunto solucién es:

{reR:m<z<rn}lu{freR:z<-1/2}U{zeR:z>1}.
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15. Resolver la inecuacién z* + 322 — 4 < 0.
Solucién:
Para factorizar el polinomio debemos resolver la ecuacién bicuadrética z*+3z%2 —4 =
0.

4322 —4=0 = (@?-1)@*4+49) =0 (2-1=0) 6 (24+4) =0
— 2°-1=0; yaque z?+4)>0.
— (z—-1)(z+1)=0<= 2z =FL
Luego,
2t 4322 —4<0 = (@ -1DE*4+4)<0=2°-1=0<0
— (z-1)(z+1)<0<=-1<z<L

16. Resolver el sistema de inecuaciones:

2
2t —1 <
o I Y

6r—>5 < 9z + 1.

Solucion:
2 2 20 —1)(3 —x) — 2
20 —1 < 1mphca 20 — 1 — <0. (2 JB—2) < 0. Efectuando el
3— 3—x 3—=x

producto y redumendo términos semejantes, nos queda:
—222 + Tz —5 <o.
3—z -
—(22% — Tz +5)
—(—3+4x)
2 _
(2x* — Tz +5) <o
(z-3) —

Multiplicando la inecuacién por (z — 3)2, con = # 3,

(20% — 7z + 5)(x — 3) < 0.

2<w2—;+g>($—3)§0,

Factorizando el factor de segundo grado podemos obtener una expresion a la cual
aplicar el método del ejercicio 3.

(i1 (o)) e <0
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Utilizando el método reducido con tres factores tenemos que la solucién de la primera
inecuacién es:

5
<156 §§x<3.

Para completar el ejercicio debemos encontrar la solucién a la segunda inecuacién e
intersectar los conjuntos solucion .

6r—5 < 9x+1
6r—9x < 145
-3 < 6
z > =2

La solucién al sistema es:

5
—2<x<156 §§ZL'<3.

17. Si z € R, resuelva la inecuacién (z — 4)? < (2x + 1)2.

Solucion:

(r—4)? < (2z+1)?
(x—4)?-(2z4+1)? < 0
[(z—4)+2x+D][(z—4)—(22z4+1)] < 0
Bx—=3)(—x—5) < 0
Bz —=3)(z+5) > 0
3(z—1)(xz+5) > 0.

Asi tenemos:
[—1>0yz+5>06[z—1<0yxz+5<0]

Esto es:
[t>1yx>-5]6x<lyax< -5

finalmente,
z>16x < —5.

Teniendo en cuenta que s6lo debemos encontrar soluciones negativas, tenemos que
x < —5 satisface el enunciado.
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Ejercicios propuestos

1.
2.

10.

. Si a,b, ¢ son nimeros positivos, demuestre que a? + b* + ¢

Demuestre que, si @ > 1, entonces a? > a.

Demuestre que si a < by ¢ < d, entonces ad + bc < ac + bd.

. Demuestre que si a,b € R, entonces a®> + > =0siysélosia=0y b= 0.
. Demuestre que si 0 < a < b, entonces a? < ab < b2

. , . a ¢
. Demuestre que si a, b, ¢, d son ntimeros positivos tales que — < —, entonces

b d

a a+c<c
7

b S btd

. Demuestre que si 0 < a < by 0 < ¢ < d, entonces

at+bec+d < ac+ bd
2 2 2 ’

b—a d—c
Indicacion: Para comenzar observe que < 5 > , (T) y su producto son

nuimeros positivos.

2 > ab+ bc + ac y que

(a+b)(b+c)(a+ c) > 8abe.

. Demuestre que si a,b > 0, entonces

2<

ISHES

_l’_

S e

. Use el ejercicio anterior para demostrar que si a, b, c > 0, entonces

A< (@)

11 1
9§(a+b+c)(a+g+z).

Ademés, demuestre que ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢) > 6abe.

Demuestre que

1 1
3 2

x° + E > x° 4+ F
para todo x > 0. ; Cuando se cumple la igualdad ?
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11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Demuestre que si a,b,c son numeros reales fijos con a > 0, el menor valor del
polinomio cuadrético Q(z) = ax? + 2bx + ¢ es (ac — b?)/a. De saberse que Q(z) > 0
para todo numero real x, ; qué podria concluirse de los coeficientes a, b, c ?

. 1
Demuestre que si ¢ < 0, entonces x + — < —2.
x

Determine el conjunto {z € R :
Determine el conjunto {z € R :
Determine el conjunto {z € R :
Determine el conjunto {z € R :

Determine el conjunto {z € R :

222 — 2 — 15 < 0}.

Resuelva la inecuacién —6 + 7z — 222 > 0.

Resuelva la inecuacién

Resuelva la inecuacion

r—a

Si a > 0 resuelva

a

(x —1)(x + 2)

> 0.

— > 0.
2 +3x+2 "

Resuelva la inecuacién 223 — 322 > 0.

Resuelva la inecuacién

<0.

Resuelva la inecuaciéon 4z* — 1222 + 9 < 0.

Resuelva la inecuacion

. ., 2
Resuelva la inecuacion — —
x

Resuelva la inecuacién

Resuelva la inecuacion

Resuelva la inecuacion

2—x
r—1"—

<1.

2% 4 4dx — 12
- T <
2 —6x+8 —

> 0.

R:] — 0o, —1[U]2, +o00]
R~ 1,2

R — 2,7/4]

R: — 8/3,8/3]

R — 5/2,3

R:] — 00,3/2[U]2, +o0]

R:] — 2,1[U]2, +00]
Ri] — 00, —2[U] — 1,2]
R:] — 00, —a|Ula, +00]

R:]3/2, 00|

R:] — o0, —2[U]0, 2

R:—v6/2 < 2 < v6/2

R:] — 00, —2[U]0, +00[
Rx<06 1<z<2
R:] — 00, —3[UJ4, +00]

R:] — 1,2[U]2,4]

R:] — 00, 2[U]V/9, +o0]
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3 _ 622+ 122 — 8
30. Resuelva la inecuacién z i +2 L < 0. R: no tiene solucién.
x _

31. Determine el conjunto
{meR : ma?+(m—1z+(m—-1)<0; VrecR} Rim < —1/3

32. Resuelva el sistema de inecuaciones

1-2
v 1
T+ 3
x T
——4 < =-3
3 - 4
R:z2<-364<2x<12
33. Resuelva el sistema de inecuaciones
2462 -7 < 0
2 —x < 0
R: 0<z<1
34. Resuelva el sistema de inecuaciones
2 —2x—-3 > 0
22—z +2 > 0
R:x>3

35. Demuestre el teorema 1.2.10 (ii).
36. Demuestre el teorema 1.2.11 (iv).

37. Demuestre el teorema 1.2.13.

1.3. Una distancia en R: el valor absoluto

Los axiomas de orden nos permiten comparar nimeros reales y gracias a la densidad
de R sabemos que si a < b, entre ellos podemos insertar una infinidad de nimeros reales
distintos. Esto puede hacer perder la perspectiva de cudn lejos o cercanos estan estos
nuimeros. Aun cuando el estar cerca o lejos es una cuestién relativa al problema concreto
en que estamos involucrados, es util tener un método para poder discernir en cada caso.
Para ello se define una distancia en R eligiendo como punto de referencia, en principio, el
cero. Esta idea la realiza el llamado wvalor absoluto de un ntimero.
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Definicién 1.3.1 Llamaremos valor absoluto del nimero a € R, denotado por | a | al

namero:
a sia>0
lal=

—a sia<0

Existen formas equivalentes de definir el valor absoluto. Por ejemplo,

la| = méx{a,—a} 6 |a|=Va?.

La definicién 1.4.1 nos dice en particular que | 0 |= 0, | 4 |= 4, | —4 |= 4. En general,
podemos apreciar que el nimero a y su inverso aditivo —a estan a igual distancia del
cero. Usando algunas consecuencias del orden de R , sabemos que todo nuimero negativo
es menor que uno positivo. Asi, podemos hacer el siguiente grafico:

0 a = |al a 0 —a=lal

Figura 1.1: Valor absoluto

Todavia no hay ninguna razon, que pueda deducirse de los axiomas, para pensar a R como
el continuo geométrico de una linea recta.

Teorema 1.3.2 (i) |a] > 0.

Demostracion:

(i) Sia € R, por tricotomia tenemos las posibilidades: a > 0 0 a = 0 0 a < 0. Analicemos
cada una de ellas.
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e Sia >0 entonces |a| =a >0
e Sia =0 entonces [0] =0

e Sia <0 entonces —a = |a] > 0
Asi en todos los casos |a| > 0

(ii) Nuevamente, y asi se recomienda en toda demostracién relativa al , separaremos los
casos usando el axioma de tricotomia.

e Si a > 0 entonces —a < 0, por tanto: |a|] = ay | —a| = —(—a) = a, por
teoremal.l.2. Asi, en este caso se cumple |a| = | — al

e Sia=0entonces [0]=|—0/=0

e Sia < 0 entonces —a > 0, por tanto: |a| = —a,| —a] = —a y asi vemos que
también se tiene en este caso, |a| = | —al.

(iii) Si @ > 0 entonces |a| = a. Ademas, siendo a positivo (—a) es negativo o cero, por
tanto —|a| < a < |al.

Si a < 0 entonces |a| = —a y —a > 0. Por tanto a < —a y tenemos que —|a| = a <
—a = |a|, cumpliéndose también en este caso la propiedad.
(iv) («) Sia =0, por definicién |a] = [0] =0

(=) a € R, por tricotomia a >0 6 a < 0 0 a = 0. Para tener la conclusién debemos
descartar las posibilidades ¢ > 0y a < 0.

o Sia > 0 entonces |a| = a > 0, lo que contradice la hipétesis, por tanto no
puede darse a > 0.

o Si a < 0 entonces |a| = —a > 0, también contradice la hipétesis.

Asi, lo tunico posible es que a = 0.
(v) Dados a,b € R, por tricotomia se tiene que (a-b>0) 6 (a-b=0) 6 (a-b<0).

e Sia-b> 0 entonces por teorema 1.2.12, (a >0y b>0) 6 (a <0y b<0). Por
definicién de valor absoluto se tiene: |a-b| = a - by para la primera posibilidad
la| = |a| y |b] = b, por lo que |a|- |b] = a-b, cumpliéndose el teorema. Si se da la
segunda posibilidad, entonces |a| = —ay |b| = —b asi |a|-|b| = (—a)-(—b) = a-b.
Nuevamente obtenemos la conclusién.

e Sia-b = 0entonces por teorema 1.1.5, a = 0 0 b = 0, entonces |a-b| = 0 = |a|-|b|.

e Sia-b <0 sedeja como ejercicio, pues es andloga al caso a - b > 0.

(vi) (=) o Sia > 0 entonces |a] = a y por hipétesis |a| < b lo que implica que a < b.
Como b > 0 entonces —b < 0 y por tanto —b < a < b.
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o Sia < 0 entonces |a| = —a y por hipétesis —a < by como —a >0y —b <0
se tiene —b < a < —a < b, es decir, —b < a < b.

(<) o Sia >0 entonces |a| = a. Por hipétesis |a| < b.

o Sia < 0 entonces |a| = —a. Por hipdtesis —a < b y por tanto |a| < b.
—b 0 b

Distancia al cero menor o igual a b.

(vii) (=) Supongamos |a| > b. Si a > 0 entonces |a| = a y por tanto a > b. Si en cambio
a < 0, entonces |a| = —a y en este caso —a > b, por teorema 1.2.10, a < —b.

(<) Es anéloga a la correspondiente implicacién de (vi).

4
—b 0

Distancia al cero mayor o igual a b.

¥
b

(viii) En virtud de (vi), demostrar (viii) es equivalente a demostrar: —(|a|+ |b]) < a+b <
la| + |b|, que es lo que haremos.

Por (iii)
—la| <a <|al
—[bl <b <ol

sumando miembro a miembro ambas desigualdades se obtiene (viii).

e Sia y b son positivos.

¥ } } }
0 a a b
2 a
la+b|=|al+b]
e Si a y b son negativos.

la+bl=—a—b
a+b b a 0
——
la|=—a

[bl=—0b

la + b| = distancia al cero de a + b= —a — b.
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e Sia y b tienen distintos signos.

a>0,b6<0
b a
~~
b —a a+b 0 a —-b
—b a
——
|a+b] la]+|b|=a—b

la 4+ b| < |a| + |b].

Ejercicios resueltos

1. Analice en qué casos la desigualdad triangular se transforma en una igualdad.

Solucién: (i) Si a y b son nimeros positivos, a + b es positivo, entonces tenemos:

la+bl =a+b=|a|l+ b

(ii) Si @ y b son numeros negativos, a + b es negativo, entonces tenemos:

o+ bl = —(a+b) = (—a) + (=b) = |a[ + [b]

(iii) Si @ y b tienen signos diferentes, la desigualdad es una desigualdad estricta. Por
ejemplo, si a = —4 y b = 2, entonces |a + b| = [(—4) + 2| = | — 2| = 2, en cambio,
la| + b =4+2=06
2. Demuestre que ||a| — |b|| < |a —b|] < |a| + [b].

Solucidén: Aplicando la desigualdad triangular tenemos, |a| = |a—b+b| < |a—b|+]b|.
Luego |a|—1|b| < |a—b|. Anédlogamente |b| = |[b—a—+a| < |b—a|+|a| = |a—b|+|a| por
desigualdad triangular y teorema 1.3.2 (ii). Entonces —|a — b| < |a| — |b|. Por tanto,
de estas dos desigualdades y el teorema 1.3.2 (vi) concluimos que ||a| —[b]| < |a —b|.
Finalmente, |a — b| = |a + (=b)| < |a| + | — b = |a| + |b| por desigualdad triangular
y teorema 1.3.2 (ii).

3. Resuelva la ecuacién |z — 1| = 3.

Solucién: Por definicién de valor absoluto |z — 1| = 3 implica z — 1 = £3. Si
xr—1=3, tenemos =z = 4.

Six—1= -3, tenemos =z = —2.
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4. Resuelva la ecuacién |3z — 5| + 3 = 0.
Solucién: Como el valor absoluto no toma valores negativos, la ecuacién propuesta
no tiene solucién.

5. Resuelva la ecuacién |z + 2| = |z — 4.

Solucion: Debemos analizar dos casos: Primer caso. Las cantidades entre barras

tienen el mismo signo, entonces = + 2 = x — 4, por tanto, 2 = —4. Como esto es
imposible, en este caso no hay soluciéon. Segundo caso. Las cantidades entre barras
tienen distinto signo, entonces  + 2 = —(z —4) = —x + 4, por tanto, z = 1.

6. Resuelva la ecuacién |2? — 4z| = 4|z — 4.

Solucién:
|2? —4x| = 4|z —4
z(z —4)| = 4z —4]
jzl[(x =4[ = 4|z -4
Asi, |z| = 4, s |[z—4|#0
Luego, x = —4 es una solucién. La otra solucién se obtiene cuando |z — 4| = 0, lo
que da = = 4.

7. Determine el conjunto A = {x € R : |2z + 3| < 6}.
Solucidn: Si |2z + 3| < 6 por teorema 1.3.2 (vi) tenemos que —6 < 2x+3 <6 <~

—9<2x <3 — —ggmgi.

9
Por lo tanto, A={z€R : —— <z <

2~ b

N W

8. Resuelva la inecuacién |5z — 8| > 4.

Solucién: Por teorema 1.3.2 (vii), tenemos que:

50 —8>4 o br—8< —4

5c>12 o br<4
12 4

.’L'>€ O.’L'<g

9. Resuelva la inecuacion |z — 4| > |2z — 1].
Solucién: Como las expresiones entre barras cambian de signo cuando x = 4 y

cuando x = o analizaremos las distintas posibilidades que esto implica.
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1
Sixz < o ambas expresiones son negativas, entonces la inecuacién queda como
—(z—4) > —(2x-1),
1
que da los valores x > —3. Por tanto, tenemos que —3 < x < 5

1
Si 5 < x < 4, las expresiones entre barras tienen distintos signos y nos queda la

inecuacién:

2r —1<4 -z,

que tiene soluciéon x < —. Junto a la suposicién bajo la cual estamos trabajando |,

W oo ot

1
da la solucién 3 <z <

Si xz > 4, ambas expresiones son positivas y la inecuacién toma la forma:
r—4>2x—1.

Lo que implica —3 > z que es incompatible con x > 4, por tanto, en este caso no
hay solucion.

En sintesis, la inecuacién dada tiene por solucion :—3 < x < 3"

Determine el conjunto B ={z € R : |z — 1| < |z|}.

Solucién: Como toda inecuacion que contiene mas de un valor absoluto, la manera
mas rapida de resolverla es encontrando los puntos de cambio de signo de las expre-
siones entre barras. Luego, se ordenan estos puntos sobre la recta real y se estudia
la inecuacion sobre cada subintervalo.

Los puntos de cambio de signo de x —1 es 1 y x cambia de signo en cero. Asi, tenemos
tres subintervalos:

» Siz <0, entonces || =—2xyx—1<0,porloquejz—1|=—(z—1)=1—=z.
En este caso la inecuaciéon queda escrita como:

l—-z<—2<<—1<0.

Este resultado contradictorio, nos dice que la inecuacién no tiene solucién en
los reales negativos.
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» Si0 <z <1, entonces [z| =zyx—1<0,porloque|z—1=—(z—1)=1—=z.
En este caso la inecuacién queda escrita como:

1
1—£L'<l‘<:>1<21'<:>§<l'.

» Sil <, entonces || =2y x—1>0, porlo que |z — 1| =2 — 1. En este caso
la inecuacion queda escrita como:

r—1l1<zrx<— —-1<0.

Como la ultima inecuacién se satisface independientemente de los valores de x,
la inecuacion se satisface para todo x > 1.

En virtud del analisis realizado, tenemos que

B:{:UG]R x>

b

| =

11. Resuelva la inecuacién

1
1‘+—‘24.
T

|22 +1] 2?2 +1

TR pues 22 + 1 es positivo para

1
Solucién: Si z # 0, |[x + —| =
x

2 +1

> 4.
||

todo = € R. Por tanto, la inecuacién enunciada se puede escribir como

Multiplicando la inecuacién por |z|, obtenemos:
2
z“+ 1> 4|z,
lo que da origen a dos inecuaciones:

a) x> —4x+1>0,siz > 0.
b) 22 +4x+1>0,siz <0.
Ambas deben ser resueltas con el método del ejercicio 2 de la seccién 2.3.

12. Si a, b, ¢ son nimeros dados tales que a < b < c¢. Encuentre los distintos valores que
puede tomar f(z) = |z —al + |z — b + | — ¢|.

Solucion:

= Si xz < a, todas las expresiones entre barras son negativas o nulas, por tanto,

fe)=—(z—a)—(x—b)—(r—¢c)=—-3x+a+b+c
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s Sia<az<b,
fe)=z—a—(x—=b)—(r—c)=—x—a+b+ec
s Sib<z<eg,
f@)=xz—a+zx—-b—(x—¢c)=z—a—-b+ec

s Siz >,
flz)=z—a+z—-bt+z—c=3z—a—-b—ec.

Escriba f(z) = |x+ 1|+ |x — 1| — 2|z| sin que aparezcan los signos del valor absoluto

Solucién: Siguiendo un procedimiento similar al del ejercicio 12, obtenemos:

0 si x<—1
fz) = 20 +2 si —1<x<0
) 2—2z si 0<z<1
0 si x>1.
222 — 3z — 1
Sea f(z) = o1 para 2 < x < 3. Encuentre una constante M de modo que
|f(z)] < M para todo z tal que 2 < x < 3.

222 — 3z — 1

. Por la desigualdad triangular
|2z — 1]

Solucién: Como |f(x)| =

1202 — 3z — 1| < 2|2%| +3|z| +1<2-3°+3-34+1=28

ya que |x| < 3. Por otro lado,
|20 — 1| > 2|z —1>2-2—1 =3, ya que |z| > 2. Luego

2
Por lo tanto, |f(z)| < ;

28 8
Luego, podemos escoger M = 3 Observemos que cualquier M > 3 resuelve el

28 . .. .
problema, y es probable que 3 no sea la eleccion minima posible para M.

2 — 4
Resuelva L Tt 3‘ <1.

2 —2x+1
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Solucion:

-3
ik cuando x # 1 . Por tanto la

x2—4w+3‘

2 —2x+1
inecuacién se redude a:

|z — 3] < |z — 1|, la que es equivalente a |z — 3| < |z — 1].

Analizaremos los distintos casos: Si z < 1, ambas expresiones entre barras son ne-
gativas, por lo cual tenemos:

—(z—=3) < —(z—1).

Esto implica 3 < 1, como esto es imposible, no hay solucion en este caso.

Si 1 <z < 3, las expresiones entre barras tienen signos distintos, por tanto:
—rz+3<z-—1.

Lo que nos da 2 < x que junto a la suposicién 1 < x < 3 nos da 2 < x < 3. El dltimo
caso por analizar es x > 3, que conduce a —3 < —1, que se cumple siempre. Asi, la
solucion es x > 2.
Ejercicios propuestos
1. Demuestre que |a| = max{a, —a} = Va?.

2. Demuestre que si a,b € R, entonces:

a) |a?| = a?
b) |a+0b]>+|a—b]* = 2|a|> + 2|b]?
al _|al
A
) ‘b o 07
d) |a+b| = la] + |b] siy solo si ab >0
e) alb|] < |ab|.
3. Demuestre que, y estd entre x y z siy sélo si |[x —y|+ |y — z| = | — z|.

4. Demuestre que sia <z < by a <y < b, entonces |z —y| < b— a.

En los siguientes ejercicios encuentre los z € R que satisfacen las siguientes inecua-
ciones:

5. |4z — 5| =13 R: =9/2 z=-2.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

4z -5/ <13

|22 - 1| =3
|22 —1] <3
|z — 1| = |z + 1]
o~ 1] > |z +1]
x|+ |z —1] =2

] + |z + 1] < 2

<3

x?—1
z+1

<3.

:L'2—1‘

r—1

w2—2x—3‘
<

CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES

R: —2<z<9)/2.
R: =z =4+£2.

R: —2<x<2.

R: z=0.

R: z < -1.

R: 2=-1/3 z=1.
R: =3/2<z< 1.

R: —2<2 <4, z# —1.

R: -4<2<2, ¢ #1.

R: ©<2/3 6 ©>3/2, z #3.

H—i1;<2' R: 2 <3 6 x>11.
ﬁj—i;gozl R: =3,z =11.
H—i;go>2 R: 3<ax<1l x#5,2#6.
Si f(z) = |z — 2| + |1 — 2z|. Encuentre una expresién para f(z) que no contenga

valores absolutos.

Siz=8e+4b—-3 , y=5a+13b+4
20,84 <a < 20,85 y —5,64 <b< —b,63. Encuentre nameros K; M tales que:

lz+y| <K y |z —yl <M.

Encuentre el valor maximo de y de modo que para todo = se cumpla:

|l —ai|+ |z —as|+ ...+ |x —an| > v,

con a1 < ag < ... < ay. ;Cuando se cumple la igualdad ?
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22. Demuestre que si |z| < ¢ para todo € > 0, entonces x = 0.
23. Si d(z,y) = |z — y| representa la "distancia entre x e y”. Demuestre que

a

) d(z,y) =0 <= z=y Vz,yeR

b) d(z,y) =d(y,z) Va,y€eR

c) d
)
)
)

(z,2) <d(z,y) +d(y,z) VuyzeR
1
d) Encuentre el conjunto A = {y € R : d(y, 5) < 3}

e) Encuentre el conjunto B ={y € R : d(y,—4) < 5}.
f) Dados zg, r € R, encuentre el conjunto C' = {y € R : d(y,z¢) < r}.

1.4. La continuidad de R: el Axioma del Supremo

Con el Axioma del Supremo se completa el conjunto de axiomas que caracterizan
totalmente a R, es decir, R es el tinico conjunto que verifica los axiomas de cuerpo, de
Orden y el Axioma del Supremo.

Las consecuencias de mayor trascendencia del Axioma del Supremo son la existencia
de numeros irracionales y la propiedad arquimediana de los ntimeros reales.

De los axiomas de cuerpo solamente puede deducirse, en primera instancia, la existencia
de al menos dos nimeros distintos el 0 y el 1. La suma de unos da origen a los nimeros
naturales. La resta de nimeros naturales da origen a los nimeros enteros y finalmente la
divisién de enteros genera la apariciéon de los nimeros racionales. En sintesis, para tener
el conjunto de los nimeros racionales bastan los axiomas de cuerpo y orden. Pero, estos
numeros no son suficientes para la construcciéon del calculo diferencial e integral cuyos
conceptos basicos necesitan la continuidad de los nimeros reales . Esta propiedad de R la
proporciona el Axioma del Supremo. En particular, para tener una idea intuitiva de
esto, solamente podemos pensar R como un continuo geométrico: la recta nimerica, lo que
se obtiene una vez que al conjunto de los nimeros racionales se le agregan los nimeros
irracionales que pueden ser concebidos como supremos de ciertos conjuntos de nimeros
racionales.

Definicion 1.4.1 Si A es un conjunto de niimeros reales, entonces y es una cota superior
de A siy sélo si ¢y es un nimero real y para cada x € A, x < y.

Ejemplo 1.4.2 1. El conjunto {2,4,6,8,10} es acotado superiormente por cualquier
nimero mayor o igual a 10.

2. El conjunto {x € R: x < 3} es acotado superiormente por cualquier niimero mayor
o igual a 3.
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El conjunto {22 + 1,1 < z < 1} es acotado superiormente por cualquier niimero
mayor o igual a 2.

Cotas superiores de A

N

A

Una observacién importante es que si un conjunto tiene una cota superior entonces existen
infinitas cotas superiores del conjunto. Por lo tanto, tiene sentido la siguiente definicién.

Definiciéon 1.4.3 Si A es un conjunto de numeros reales, el nimero y es el supremo de
A siy sélo si y es una cota superior de A y para cada z que es cota superior de A se tiene
y < z. Es decir el supremo es la menor de las cotas superiores .

La definicién de supremo, salvo en casos elementales, no es facil de usar, para fines méas
practicos suele usarse la siguiente caracterizacién del supremo.

Teorema 1.4.4 Caracterizacién del supremo
Si A es un conjunto de niimeros reales entonces y es el supremo de A si y sélo si y es una
cota superior de A y para cada numero real positivo ¢ existe un x en A tal que y —e < z.

Demostracion:

=)

Sea y el supremo de A. Entonces por definicién y es una cota superior.

Sea ¢ € R,e > 0. Supongamos por contradicciéon que no existe x € A tal que
y —e < x, en tal caso, esto es equivalente a afirmar

que x < y — ¢, para todo x en A, por tanto y — £ es una cota superior de A pero
y — e < ¥, lo que contradice la hipdtesis que y es el supremo de A. Asi debe existir
al menos un r € A mayor que y — €.

Por hipdtesis y es una cota superior. Para que y sea el supremo de A, debe ser la
menor de las cotas superiores .

Supongamos que existe una cota superior de A, z menor que y. Entonces z < y y
x < z para todo z € A. Como z < y entonces y — z > 0. Aplicando la hipdtesis con
€ =y — z, tenemos que existe z € A,z >y — (y — z). Es decir, existe z € A tal que
x > z. Pero esto contradice que z es cota superior de A. La contradicciéon proviene
de suponer la existencia de una cota superior de A menor que y. Asi, y es la menor
cota superior de A y, por tanto, su supremo . ]
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y—¢€ AyzsupA z—¢ z#sup A

Teorema 1.4.5 Un conjunto de ntimeros reales puede tener a lo més un supremo.

Demostracién: Supongamos que un conjunto A C R tenga dos supremos: y, z; y # z.
Maés precisamente supongamos z < y. Como en la demostracion del teorema 1.4.4 se tiene
y— 2z > 0. Tomando este nimero positivo como un € particular, por definicién de supremo
podemos concluir que existe x € A tal que x >y — (y — z), lo que implica que = > z, que
contradice que z sea supremo de A. Por tanto, existe a lo mas un supremo de un conjunto
de nimeros reales. O

Es interesante observar que el conjunto vacio es acotado superiormente por cualquier
numero real. Esto se obtiene usando reduccién al absurdo. Luego, no existe un niimero
real que sea el supremo del vacio.

Axioma del Supremo : Si un conjunto no vacio de numeros reales tiene una cota
superior, entonces tiene supremo en R.

Cada una de las definiciones y conclusiones relativas a cotas superiores y supremos
tiene un paralelo en la definiciéon de cota inferior e infimo. Las demostraciones de los
teoremas son totalmente similares a las ya demostradas, por lo que se deja como ejercicio.

Definicion 1.4.6 Si A es un conjunto de niimeros reales, entonces y es una cota inferior
de A si y sdlo si y es un ntimero real y para cada x en A, x > y.

Definicion 1.4.7 Si A es un conjunto de nimeros reales, entonces y es el infimo de A si
sblo si y es una cota inferior de A y para cada z que es una cota inferior de A, y > z. Es
decir, el infimo es la mayor de las cotas inferiores .

Teorema 1.4.8 Si A es un conjunto de niimeros reales, entonces y es el infimo de A si 'y
sélo si y es una cota inferior de A y para cada ntmero real positivo € existe un x en A tal
que r < Yy + €.

Demostracién: Ejercicio.

Teorema 1.4.9 Un conjunto de nimeros reales puede tener a lo mas un infimo .
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Demostracién: Ejercicio.
Observemos que el conjunto vacio es acotado inferiormente por cualquier nimero real.
Luego, no existe un nimero real que sea el infimo del conjunto vacio.

Teorema 1.4.10 Si un conjunto no vacio de ntumeros reales tiene una cota inferior ,
entonces tiene infimo en R.

Demostracién: Ejercicio.

Definiciéon 1.4.11 Si A es un conjunto de niimeros reales, entonces p es el primer ele-
mento (respectivamente u es el dltimo elemento) de A si y sélo si p es un elemento de
Ay para cada x en A, p < x (respectivamente u € A, x < u).

Teorema 1.4.12 Un conjunto de nimeros reales tiene a lo més un tnico primer elemento
(respectivamente ultimo ).

Teorema 1.4.13 Todo conjunto de nimeros reales que tiene primer (respectivamente
ultimo) elemento tiene infimo (respectivamente supremo).

Supremo e infimo de conjuntos finitos
Si A es un conjunto finito de R, entonces podemos contar sus elementos y escribirlo como

A ={ay,a2,a3,...,...an}.

Ademas, podemos ordenarlos y conocer el mayor o ultimo elemento del conjunto que
podemos simbolizar como méx A = méax{a; : ¢ = 1,...,n}. Andlogamente su menor o
primer elemento es min A = min{a; : ¢ = 1,...,n}. En virtud del teorema 1.4.13, el
conjunto A tiene supremo e infimo. Es decir, todo conjunto finito tiene supremo e
infimo . Ademis,

supA = mixA
imfA = minA

Asi, los conjuntos finitos no son muy interesantes desde el punto de vista de sus supremo
e infimo.

Corolario 1.4.14 Si un conjunto contiene una cota superior (respectivamente inferior)
entonces ésta es su supremo (respectivamente infimo). O

El reciproco del teorema 1.4.13 es falso. Pues, existen conjuntos de niimeros reales que
poseen infimo y supremo sin tener primer y/o ultimo elemento. Por ejemplo, el conjunto

{reR:a<z<b}
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tiene supremo, pero no ultimo elemento y también tiene infimo , sin tener primer elemento.
Ver ejercicio. Este ejemplo, ademas, nos muestra claramente que supremos o infimos no
son necesariamente elementos del conjunto. Pero si pertenecen al conjunto, son a la vez
dltimo o primer elemento seguin el caso. Esto puede visualizarse en el conjunto:

{reR:a<x<b}.

Los casos més importantes de aplicacién del Axioma del Supremo son aquellos para los
cuales el supremo (infimo) no pertenece al conjunto. Este es el caso en que surgen los
nuameros irracionales como supremos o infimos de ciertos conjuntos de nimeros racionales.

Definicién 1.4.15 Llamaremos intervalos acotados a cualquiera de los siguientes con-
juntos:

{reR :a<z<b} = Jab|
{reR :a<zx<b} = ]Ja,b
{reR :a<z<b} = Jab]
{reR :a<zx<b} = [a,b],

donde a,b € R son nuimeros fijos tales que a < b.

Definiciéon 1.4.16 Llamaremos intervalos no acotados a cualquiera de los siguientes
conjuntos:

{zeR :a<z} = Ja,+o0]
{reR :a<zx} = [a,+]
{zxeR : x<b} = ]—o0,b]
{reR : 2<b} = |—o00,b],

donde a,b € R son nimeros fijos.
Teorema 1.4.17 Principio de Arquimedes N no es acotado superiormente.

Demostracién: Supongamos por contradiccién que N es acotado superiormente.

Por Axioma del Supremo, existe s = supN € R. Por tanto n < s, para todo n € N.
Usando teorema 1.4.4 con € = 1, tenemos la existencia de n* € N tal que s — 1 <n*, o lo
que es lo mismo s < n* + 1. Pero n* € N, asi n* +1 € N y es mayor que el supremo de N.
Lo cual no puede ser, luego N no puede ser acotado superiormente. O

Observacion 1.4.18 Una forma equivalente de enunciar el Principio de Arquimedes es:
Dado un numero real a, existe n € N tal que a < n. Puesto que si no existiera tal n,
tendriamos que para todo n € N n < a, y a seria una cota superior de N.
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Teorema 1.4.19 Dado un numero real pequeno, positivo, £ < 1, siempre existe un n € N

1
tal que 0 < — < e.
n

1
Demostracién: Como 0 < ¢ < 1 tenemos que 0 < —, luego por el Principio de
€

1 1
Arquimedes existe n € N tal que B < n. Es decir, — < ¢. d
n

La propiedad arquimediana de los niimeros reales, refleja algo asi como el sentido comin
llevado al mundo de las magnitudes. Cuando se quiere medir el largo de un segmento
llevando sobre él un segmento unidad, siempre es posible dejar un resto (si es que lo hay)
inferior a la unidad. O lo que es lo mismo, es posible llevar el segmento unidad una cantidad
suficiente de veces sobre el segmento a medir, de modo que se termina por sobrepasarlo.
Esta situacion con los simbolos que hemos introducido puede escribirse como: dado b
(segmento a medir) y a (segmento unidad), siempre existe un nidmero natural n tal que
n-a > b. Si en particular tenemos a = 1, entonces dado b siempre existe n tal que n > b.
Son diferentes maneras de expresar una misma propiedad.

Con este principio, estamos excluyendo magnitudes infinitamente pequenas (o gran-
des) en comparacién con otras. Como veremos mas adelante, esta propiedad juega un rol
fundamental en nuestra aritmética y en la geometria euclidiana.

Por cierto existen situaciones no arquimedianas, la mas simple de todas es tratar de
medir un segmento con longitud positiva mediante puntos. Otras méas complejas pueden
verse en el libro de Fraenkel, pagina 123.

El siguiente parrafo puede ser omitido.

Potencias de exponente racional

El objetivo de este parrafo es mostrar que la existencia de raices es una consecuencia
del Axioma del Supremo y con ello aparecen los nimeros irracionales mas elementales.
Todas las raices de niimeros naturales que no son cuadrado de otro nimero natural son
irracionales. En la época de Platén se conocia la naturaleza irracional de v/2 hasta /17.

Para extender las potencias a exponente racional debemos, en primer lugar, considerar

. . 1
los niimeros racionales no enteros, de la forma —, ¢ € N.
q

1
Definicién 1.4.20 (i) Sia € R*, ¢ € N, denotaremos por a¢ 6 ¥/a al tinico y € RT
tal que y? =a
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(ii) Sia € R, ¢ € N, ¢ impar, denotaremos por a% 6 a al inico y € R~ tal que
yi=a
(iii) Sia = 0 se define 07 = V0 =0.

. L 1
El ntimero ¥a se lee raiz ¢-ésima de a o la potencia — de a.
q

Teorema 1.4.21 1. Siz>0,n€eN, 0<e<1 entonces

(x+e)"<z"4+eK y (x—e)" >a2" —¢eK,

donde K es una constante positiva que sélo depende de n y .

2. Siz <0, n € Nimpar, 0 < e <1, entonces
(x+e)" <z"4+eK y (x—e)" > 2" —¢eK,
donde K es una constante positiva que sélo depende de n y .

El siguiente teorema justifica la definicion 3.4.5.

Teorema 1.4.22 Existencia de raices.
(i) Sia >0y n €N, entonces existe un tnico z € R tal que 2™ = a.

(ii) Sia <0y n € N es impar, entonces existe un dnico € R~ tal que z" = a.

Demostracion:

(i) Sea
A={yeR : y>0,y" <a}.

A es no vacio, pues 0 € A. Demostremos ahora que A es acotado superiormente. Si
a > 1, entonces si A no es acotado superiormente, debe existir y € A tal que a < y
lo que implica en este caso que a < y™. Pero esto contradice el hecho que y € A. Por
tanto, para a > 1, A debe ser acotado superiormente. Ahora, si 0 < a < 1, como
y™ < a, se tiene que y™ < 1, lo que implica que y < 1 usando ejercicio resuelto 1.
Como lo anterior vale para cualquier y € A, 1 es una cota superior para A cuando
0 < a < 1. Por lo tanto, si a > 0, A es acotado superiormente.

Luego el axioma del Supremo nos asegura la existencia en R de sup A. Sea x = sup A.
Noétese que por la definicion de z, él es unico. Demostremos a continuacién que
2™ = a. Si nuestra afirmacién anterior fuera falsa tendriamos por tricotomia
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que " > a 0 ™ < a. Analicemos ambos casos.
Caso " < a:

Por teorema 1.4.21, para 0 < € < 1 se tiene que (z + ¢)" < 2™ 4+ €K, donde K es

una constante positiva que sélo depende de n y . Como a — 2™ > 0 por hipétesis,
a—zx"

por la propiedad arquimediana de R existe de € > 0 tal que ¢ < min{1 ,
Luego:

a—x"

" +eK < K=a-2".

Por tanto, (z +¢)" <ay x+e € A. Lo que contradice que x es una cota superior
de A.

Caso a < z™

Por teorema 1.4.21, para 0 < & < 1 se tiene que (x —&)" > 2" — ¢K, donde K es
una constante positiva que sélo depende de n y x. Como z™ — a > 0 por hipdtesis,
la propiedad arquimediana de R nos asegura la tal existencia de € > 0 tal que

" —a
e < min{l, % }. Como x = sup A, para € > 0 debe existir yg € A tal que
T < yo + €. La expresion anterior implica que x — ¢ < 1y. Luego:
" —a
Yy > (w—s)"2w”—5K>x"—%K:x"—x"+a:a.

Lo que contradice el hecho que yy € A.

De analizar los dos casos y en ambos llegar a contradicciones, concluimos que =" = a.
O

Ejercicios resueltos

Analice la existencia de cotas inferiores, superiores, mayor y menor elemento, supremos

e infimo para los siguientes conjuntos, donde a, b son nimeros fijos.

1. Ay ={ax+b;-2<2x<3}

Solucién: Si a > 0, entonces
—2<x<3

—2a < 3a

—2a+b<axr+b<3a+bparatodo —2 <z <3.
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Por tanto, —2a + b es una cota inferior y 3a + b es una cota superior de A;. Ademas,
estas cotas pertenecen al conjunto , por lo que son el menor y mayor elemento,
respectivamente y también el infimo y el supremo de A;. Si a < 0, entonces

—2<z<3

Ja < x < —2a.

Por tanto, los roles de —2a + b y 3a + b se inverten y se tiene que:

inf Ay =3a+0b, supA; =—2a+0b.

2. Ap ={ar+b; -2 <z <3}

Solucion: Si a > 0, se tiene como en el caso anterior:
—2a+b<axr+b<3a+b,paratodo —2 <z <3.

La unica diferencia con el respectivo caso anterior es que —2a + b no pertenece al
conjunto, por lo cual

aunque sigue siendo cota inferior e infimo de A, no es el menor elemento. Més aun ,
As, no tiene el menor elemento. En efecto, supongamos que z* es el menor elemento
de Ay. Entonces, —2 < z*y —2a+b < —22* 4+ b < —2x + b, para todo —2 < x < 3.
Pero, la propiedad de densidad de los nimeros reales asegura la existencia de un z*
tal que

—2< 2 <x",

lo que a su vez implica
—22"+b< =22 +b.

Pero, esto contradice el hecho que z* s el menor elemento de As.

. As={ar+b;-2<x <3}

Solucién: Usando los mismos argumentos se obtiene:
sup A3 =3a+ b,inf A3 = —2a+b, si a>0.

inf A3 =3a+b,supAg = —2a-+b, si a<0.

Sia > 0, A3 no tiene mayor elemento; si a < 0, A3 no tiene menor elemento.

Ay ={ar+b;-2 <z <3}

Solucion:

El infimo y el supremo son los mismos que en los casos anteriores, pero A4 no tiene
menor ni mayor elemento.
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5. Demuestre que el conjunto As; = {azx + b,z € R} no es acotado ni superior ni

inferiormente.
Solucién: Supongamos que As es acotado superiormente y que a > 0. Entonces,
existe M € R tal que:
ar +b < M, paratodo z € R,
lo que implica,
M—b
a

X

IN

, para todo x € R.

M —

S

Pero, esto nos dice que es una cota superior de R, lo cual es una contradiccion.
a

De la misma forma se demuestra que As no es acotado inferiormente.

. Encuentre cotas superiores e inferiores para el conjunto {2 +z —2; —2 <z <1}

Solucién:
Considerando que 22 +z — 2 = (z + 2)(z — 1), podemos deducir que el trinomio es
negativo para —2 < x < 1, se anula en x = —2 y x = 1 y para los restantes valores

de x es positivo. Por tanto, los elementos del conjunto dado no son positivos y cero
es una cota superior. Para encontrar una cota inferior, observemos que la ecuacién

Prr—2=2
no tiene solucién en R si
1+4(2+2) <0.

Esto quiere decir que para todo z < —2,25 no existe = tal que 2 +z — 2 = z. Por
tanto, cualquier nimero menor o igual que —2,25 es una cota inferior de nuestro
conjunto.

Ahora veamos si —2, 25 pertenece al conjunto. Para ello debemos resolver la ecuacién
x?4+2—2 = —2,25, que tiene por solucién = —0, 5. Asi, —2, 25 es el menor elemento
del conjunto y por tanto, su infimo .

6(x? + 27 — 1)
—222 -3
a) { Para qué valores de x tiene sentido f(x) ?

b) Demuestre que f(x) estd acotada superiormente por 3 e inferiormente por -4.

d) | Cémo elegir x para que f(x) = —47

)
)
¢) ¢, Cémo elegir x para que f(x) = 37
)
e)

i, Cudl es el supremo y el infimo del conjunto {f(x); x € R}?
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Solucioén:

a)

Para que la expresién f(x) tenga sentido es necesario excluir los valores de x
que anulan el denominador. —2x% — 3 = 0 es equivalente a 222 + 3 = 0, pero
como todo nimero al cuadrado es positivo o nulo, 222 + 3 no se anula para
ningin valor de z. Por tanto, f(x) vale para todo = € R.

Para poder demostrar que f(x) es acotada superiormente por 3, supondremos
que esto es verdad, asi podremos encontrar una expresion para iniciar la de-
mostracion.

6(x®>+2x—1) 6(1—2x—2?)

—222 -3 22243
6(1 — 22 — 22
(2x2+3 ) <3
6—122 — 622 < 622+9
0 < 1222 +122+3
0 < 3(42% +4a+1)
0 < 3(2z+1)?

Como la ultima desigualdad es siempre valida, en rigor ésta debe ser el punto
de partida de la verdadera demostracion.

Para demostrar que f(x) es acotada inferiormente por -4, supondremos que en
borrador hicimos el procedimiento ya mostrado y ahora haremos la demostra-
cién :

0 < 2(z—3)?

0 < 2@®—6z+9)
0 < 22?7 —12z+18

—82% 12 < 6— 127 — 62°

—4(22* +3) < 6— 12z — 622

4 < 6(1 — 2z — 2?)

222 4+ 3
La ecuacién f(z) = 3 es equivalente a 2z + 1 = 0, lo que nos da = = —1. La

1
ecuacién f(z) = —4, tiene solucién x = 3. Es decir, f(3) = -4y f(_ﬁ) =3.

Por lo tanto, —4 y 3 pertenecen al conjunto {f(z); = € R} y en virtud del
corolario 1.4.14 estos numeros son , respectivamente, el infimo y el supremo .
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. Demuestre que en los conjuntos finitos tltimo elemento y supremo coinciden.

Solucién: Sea F' un subconjunto finito de R. Sea uw € F el mayor de todos los
elementos de F. Como el conjunto es finito, basta comparar los elementos de F
todos con todos y hallar tal u. Luego x < w para todo x € F. Por tanto, u es el
ultimo elemento . Por otro lado, u es cota superior de F' y si consideramos otra cota
superior ¢ de F' ella satisface que x < ¢ para todo x € F'. En particular u € F, luego
u < c¢. Por tanto, u es la menor cota superior . Luego u = sup F.

. Si A C R es un conjunto no vacio, definimos por —A al conjunto {—x : z € A}.

Demuestre que si A es acotado inferiormente, entonces — A es acotado superiormente
e inf A = —sup(—A4).

Solucién: Si A es acotado inferiormente, sea ¢ una cota inferior de A, entonces
¢ < x para todo x € A. Luego —x < —c para todo x € A. Esto implica que —c es
una cota superior de —A, y por axioma del supremo, existe el supremo de —A. Sea
a =sup(—A) y b =inf A, como b es la mayor cota inferior de A, b < z para todo
x € A. Luego —x < —b para todo = € A, lo que implica que —b es cota superior de
—A. Si ¢ es una cota superior de —A, —x < ¢, para todo = € A, lo que implica que
—c < z para todo x € A. Por tanto, —c es una cota inferior de A y como

b = inf A, debemos tener que —c < b. Lo anterior implica que —b < ¢; y siendo ¢
una cota superior arbitraria de —A, concluimos que —b es el supremo de —A. Como
el supremo de un conjunto es unico, por teorema 1.4.5, —b = a, como queriamos
demostrar.

Demuestre que supR™ = inf RT = 0.

Solucién: Como Rt = —R™, por ejercicio resuelto 2, tenemos que supR~™ = inf RT.
Demostremos que sup R~ = 0. Supongamos que no es asi, como 0 es una cota superior

satisface

su
de R, entonces supR™ < 0. Del teorema 1.2.16 tenemos que x = P

que supR™ < z < 0. Luego, x € R~ y supR™ < x, lo que contradice la definicién de
supR™. Por tanto, supR™ = 0 como queriamos demostrar.

1
Demuestre que inf {— T néE N} =0.
n

1
Solucién:: 0 es cota inferior del conjunto pues, 0 < — para todo n € N. Supongamos
n

1
que I > 0, entonces por el teorema 1.4.19 existe n € N tal que 0 < — < I. Lo cual
n

es una contradiccién con la definicion de I. Por tanto, I = 0.

Sean a y b ntmeros reales. Demuestre que si para todo € > 0, a < b+ &, entonces
a <b.
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13.

14.

Solucién: Como a — b < ¢ para todo € > 0, a — b es cota inferior de RT. Por el
ejercicio anterior, inf RT™ = 0. Por lo tanto, a — b < 0 y luego a < b.
Demuestre que R no es acotado superior ni inferiormente.

Solucién: Supongamos que R es acotado superiormente, entonces existe M € R tal
que x < M para todo = € R. Luego, como M + 1 € R tendriamos que M + 1 < M,
lo que implica que 1 < 0; pero esto es una contradiccién con el teorema 1.2.15. Por
tanto, R no puede estar acotado superiormente.

Ahora si R fuera acotado inferiormente, entonces por ejercicio resuelto 2 —R estaria
acotado superiormente y como —R = R, tendriamos que R es acotado superiormente.
Por tanto, R no puede estar acotado inferiormente.

Dados a,b € R tal que a < b, considere los siguientes conjuntos definidos en 1.4.16:

A1 = Ja,b] Ay =a,b]
As = Ja,b] A4 =la,b].

Demuestre que :
s supA; =sup Ay =sup Az =sup Ay =1b
n inf Ay =inf Ay =inf A3 =inf A4 = a.

Solucién: Es féacil ver que b es cota superior de Ay, Ay, A3 v A4 por la definicién de
los conjuntos. Ahora, usando el teorema 1.4.4, veamos que b es el supremo de estos
conjuntos. Consideremos ¢ > (0 arbitrario. Por teorema 1.2.16, tenemos que

(b—s)+b<

b—e< b
2
) b—e)+b .
luego, si x = Q tenemos que x € A; con i = 1,...,4; puesto que z < b.
Ademsds, b — ¢ < x. Luego, b = supA4; con i = 1,...,4. Notemos que si e > b —a
cualquier x € A; con ¢ = 1,...,4 satisface la propiedad del teorema 1.4.4 para b
como candidato a supremo.
Como —A; = {zx € R : —b <z < —a}, entonces por lo demostrado en el parrafo
anterior sup —A; = —a, luego por lo demostrado en ejercicio resuelto 2 concluimos

que inf A; = a. Andlogamente inf A, = inf A3 = inf A4 = a.

Veamos ahora que A; a pesar de tener infimo no tiene primer elemento. Si este

existiera y fuera p, entonces, p € A1 y p < x; = € A;. Sin embargo, sabemos que

a+
P € A y?p < p. Pero esto

. . a+p a
siendo a < p se tiene que a < 5 < p, y luego
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es una contradiccién con el hecho que p es el primer elemento de A;. Por tanto, Ay
no tiene primer elemento.

De modo anélogo, Az no tiene primer elemento y Ay, A no tienen 1ltimo elemento

15. Dado A C R no vacio y a € R, definimos a + A = {a+x : x € A}. Demuestre
que si A es acotado superiormente, entonces a + A es acotado superiormente y
sup(a + A) = a + sup A.

Solucién: Sea u = sup A, entonces, x < u para cualquier z € A,y a+x < a+u. Por
tanto, a+u es una cota superior de a+ A; por consiguiente, se tiene sup(a+A4) < a+u.
Si v es cualquier cota superior del conjunto a + A, entonces a + x < v para todo
x € A. Entonces, x < v — a para todo x € A, lo cual implica que u =sup A < v — a.
Asi a +u < vy como a+ u es una cota superior de a + A, se concluye que

sup(a + A) =a+u=a+supA.

Usando ejercicio resuelto 2, puede probarse una proposicién analoga para infimos.
En efecto,

inf(a+ A) = —sup[—(a+ A)]
= —sup[—a+ (—A4)]
= —[-a+sup(-4)]
= a—sup(—A)
= a+infA.

Para que lo anterior tenga sentido, A debe ser un subconjunto no vacio de R acotado
inferiormente. Ademas debe demostrarse que —(a + A) = —a + (—A), lo cual es
inmediato.

Ejercicios propuestos
1. Demuestre, sin usar ejercicio resuelto 14, que:
a) sup[—5,2[) =2y inf[-5,2[= —5.
b) sup{fr €R : —2?2+3r—-2>0}=2yinf{z €R : —2?+3x-2>0} =1.

1
¢) sup{—a2+3x -2 : xER}:Z'
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2.

10.

11.

12.

SiaybeR, demuestre que:
a) (a+b)®>0.
b) a® + b > 2|abl.
¢) Si ademds, a® + b? = 1, entonces |a + b| < v/2.

. Dado el conjunto A = {x € R : |z — 3| < 4}

a) Encuentre cotas superiores e inferiores para A y su complemento A€.

b) Encuentre el sup A, inf A, sup A¢, inf A° si es que existen.

Encuentre cotas superiores e inferiores para los siguientes conjuntos:

A4+ 1 1<z <1}

2?4+ 1; x € R}

1
— 1<z <15,
{1‘24—1’ =T= }

1
—_ R;.
{w2+1’$6 }

En los siguientes tres ejercicios, complete los cuadrados de binomio para analizar la
situacién.

Six =3b—a+2, y=3a—b+ 7y los nimeros a y b estin acotados como sigue:
2,50 < a < 2,61 ; 4,33 < b < 4,34. Encuentre cotas superiores e inferiores para
x
z, Yy, x+y, x—y, xy, —. Compare x e y.
Y

Dados los nimeros reales a, b, demuestre que:

a+b+|a—10
—

b) fuf{a,b} = M

a) sup{a,b} =
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13. Sean A y B subconjuntos de R y A € R, entonces consideremos los conjuntos:
A+B={a+b:ac A be B}.

M ={)Xa : a € A}.
AB={ab : a€ A, be B}.

a) Sea A C R no vacio y acotado. Muestre que si A > 0, entonces sup(AA) =
Asup A y inf(AA) = Ainf A. Busque contraejemplos para mostrar que no se
tienen tales igualdades cuando A < 0.

b) Sean A, B C R no vacios y acotados. Demuestre que:
sup(A + B) =sup A+ sup B y inf(A + B) = inf A + inf B.
. Cuédndo sup(AB) = (sup A)(sup B) e inf(AB) = (inf A)(inf B) ? En tal caso
demuestre que se satisfacen dichas igualdades.

c¢) Sean A, B subconjuntos de R tal que A C B y B acotado. Muestre que A es
acotado y que inf B < inf A <sup A <supB.

d) Sean A, B subconjuntos no vacios y acotados de R . Muestre que
sup(AU B) = max{sup A,sup B} y inf(AU B)= min{inf A, inf B}.

14. Sea f : A C R — R una funcién con recorrido acotado. Demuestre que si Ag C A,
entonces:

mf{f(z) : z € A} inf{f(z) : z € Ag} <sup{f(x) : x € Ao}

<
< sup{f(z) : x € A}

15. Sean f,g: A C R — R funciones con recorrido acotado. Demuestre que:

mf{f(z) : x€ A} +f{g(x) : x € A} < mf{f(z)+g(z) : z € A}
< inf{f(z) : z€ A} +
+sup{g(z) : z € A}
< supl{[(x) +g(x) : z € A}
< sup{f(z) : x € A} +
(

+sup{g(z) : z € A}

16. Demuestre teorema 1.4.8.

17. Demuestre teorema 1.4.9.
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18. Demuestre teorema 1.4.10.
19. Demuestre teorema 1.4.12.

20. Demuestre teorema 1.4.13.
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Capitulo 2

Limites y continuidad

2.1. Limites de funciones numéricas de variable discreta.

2.1.1. Las variables discretas y el conjunto N

Si una magnitud varia mediantes saltos, como por ejemplo el ntimero de personas que
llegan a la caja de un banco en intervalos de tiempos fijos, el numero de nacimientos o
muertes medido dia a dia, se dice que es discreta. Otra forma de concebir algo discreto
es algo que al ser fraccionado pierde su esencia. Por ejemplo: la mitad de una mesa no es
una mesa y la tercera parte de 34 nacimientos no son 11,333....nacimientos. En cambio,
existen otras magnitudes que permiten, al menos abstractamente, infinitas posibilidades
de divisién. Las més tipica de las magnitudes continuas son el tiempo y la temperatura.

Las variables discretas, en general, aparecen al contar objetos, sucesos o fenémenos vy,
por tanto, el modelo matematico basico de una variable discreta es el conjunto de los
numeros naturales N.

En una relacién funcional de variable independiente y dependiente, cuando la variable
independiente es discreta necesariamente la variable dependiente también lo es, este tipo
de asignacion se les llama sucesiones. Una sucesiéon es una abstraccién de un proceso
cuyas etapas se pueden contar y extender indefinidamente.

Definiciéon 2.1.1 Se llama sucesién de nuimeros reales a una funcion definida sobre
N con valores en R, es decir, una regla que pone en correspondencia de manera unica
los elementos de N con numeros reales.En otras palabras, una sucesién es una funcién
f N — R tal que a cada n le asigna f(n) = a,. También suele denotarse como {a,} y a
an se le llama el término general de la sucesién.

65



66 CAPITULO 2. LIMITES Y CONTINUIDAD

Antes de entrar en el estudio de las sucesiones enunciaremos algunas de las propiedades
mas relevantes del conjunto de los nimeros naturales.

Teorema 2.1.2 Principio de Induccién Sea n € N y P(n) una propiedad verificada
por n. Si se cumple lo siguiente:

(i) P(1) es verdadera.
(ii) EIl hecho que P(n) es verdadera implica que P(n + 1) es verdadera.

Entonces, la propiedad P(n) se satisface para todo n € N. d

Teorema 2.1.3 Principio del Buen Orden
N es un conjunto bien ordenado, esto significa que todo subconjunto A no vacio de N
tiene primer elemento.

El Principio de Induccién es el método més seguro, a veces el tnico, para demostrar
propiedades de los nuimeros naturales. Existe un teorema paralelo a éste, que nos da la
posibilidad de garantizar que ciertas funciones sobre los nimeros naturales estdn bien
definidas, tal es el Teorema de Recurrencia, que vamos a enunciar para cultura de los
lectores, pero que no demostraremos aqui.

Teorema 2.1.4 Teorema de Recurrencia
Si x es un ntmero real y G una funcion sobre R con valores reales, entonces existe una
Unica F' tal que:

(i) F es una funcién sobre N.
(i) F(1) ==x.

(iii) Para cada n, F(n+ 1) = G(F(n)).

Ejemplo 2.1.5 Una forma de definir sucesiones es usando el Teorema de Recurrencia.

a) Dados los niimeros reales x, d, una progresién aritmética es la sucesién definida por
recurrencia de la forma siguiente:

a, = T

Gnt1 = ap+d

En este caso, la funcién G es G(z) = z +d donde d es una constante real.
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b) Dados los nimeros reales z, 7, se define una progresiéon geométrica de la siguiente
manera recursiva:

p+1 = QT3

En este caso, la funcién G es G(z) = rz donde r es una constante real.

c¢) La definicién por recurrencia puede involucrar explicitamente a més de un término
ya conocido, por ejemplo:

a; = a2:1

ant+1 = 2ap + 3ap—1.

Esto se obtiene al considerar

Fin+1)=G(F(n—1),F(n)) yG:RxR—R, G(z,y) = 3z + 2y.

El teorema de Recurrencia no sélo se usa para definir sucesiones, las siguientes dos defini-
ciones son otros casos, muy conocidos, en que se usa este 1til teorema.

Definicién 2.1.6 Dado z € R, se define 1 =z y 41 = 2"2.

Tomando z fijo y G(y) = yz, el teorema nos asegura la existencia de una dnica funcién
F sobre N tal que F(1) =z y F(n+ 1) = G(F(n)) = F(n)x. Por convencién F(n) la
escribimos como z".

Definicién 2.1.7 Se define el simbolo n! mediante el siguiente esquema recursivo:

1! =1
(n+1)! = nl(n+1)

Definicién 2.1.8 Diremos que una sucesién es:

(i) estrictamente creciente si a,, < a,1, para todo n.

(ii) creciente si a,, < ap41, para todo n.

(iii) estrictamente decreciente si a,, > a1, para todo n.
(iv) decreciente si a,, > a,41, para todo n.
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(v) monétona si satisface cualquiera de las condiciones anteriores.

Ejemplo 2.1.9 1. La sucesién idéntica, a, = n , para todo n € N, es estrictamente

6.

. 1 . o1
. La sucesion a,, = —, es decreciente, ya que n < n + 1, implica — >
n

creciente. En efecto, del orden de R, sabemos que 0 < 1, lo que implica n < n + 1.

1
n_ n+1

. La sucesién constante a, = ¢, para todo n € N, ¢ € R es la tinica que es creciente

y decreciente a la vez.

. La sucesién cuyo término general estd definido por a,, = n?, es creciente. En efecto,

usando las propiedades de las potencias tenemos que:

n<n+l = n?<(n+1)>2

. Como la multiplicaciéon de desigualdad por un numero negativo invierte el orden,

toda sucesién creciente da origen a una decreciente y viceversa.

La sucesién a, = (—1)" , para todo n; no es creciente ni decreciente.

Una vez conocido el crecimiento de una variable discreta, surge la pregunta si el crecimiento
es indefinido o no. Para diferenciar el tipo de crecimiento se introduce el concepto de
acotamiento para una sucesion.

Definiciéon 2.1.10 Diremos que una sucesién es acotada si existe un nimero positivo M
tal que |a,| < M, para todo n € N. En palabras, una sucesién es acotada si el recorrido
de la ella es acotado.

Ejemplo 2.1.11 1. La sucesién idéntica, a,, = n, para todo n € N, no es acotada

superiormente como consecuencia del Principio de Arquimedes.

. 1 e .
. La sucesién a,, = —, es acotada inferiormente por 0 y superiormente por 1.
n

. La sucesion constante a,, = ¢, para todo n € N, dado que, en este caso, el recorrido

se reduce al conjunto {c}, esta sucesién es acotada.

. La sucesién a,, = (—1)" , para todo n; tiene por recorrido {—1,1}. Por ser conjunto

finito es acotado.

. La sucesién a,, = n?, no es acotada superiormente ya que n > 1 implica n < n2. Si la

sucesién fuera acotada superiormente implicaria que la sucesién idéntica es acotada
superiormente, lo que ya vimos no es posible.
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2.1.2. Sucesiones monoétonas no acotadas

Para dar una idea de una magnitud que crece o decrece indefinidamente necesitamos
ampliar el conjunto R introduciendo los simbolos —co y +00 y sus relaciones aritméticas y
de orden. Se define el conjunto R como RU{—o00, +00} con las siguientes reglas aritméticas
y de orden:

1. Para todo x € R, —0o < x < 400. Se preservan las propiedades fundamentales de
las desigualdades.

2. (+00) + a = 400, para todo a € R.
3. (—o0) +a = —o0, para todo a € R.
4. (+00)-a = +o0,sia>0.

5. (+00) -a = —o0, si a < 0.

6. (—0)-a=—o0,sia>D0.

7. (—00)-a =400, sia<0.

8. (—00) - (—00) =400

9. (—00) - (+00) = (+00) - (—00) = —00
10. (+00) - (+00) = +00

Es importante enfatizar que las operaciones con estos simbolos que no estan explicitamente
definidas no tienen sentido, es decir, cuando ellas aparecen no se puede concluir nada. Por
esta razén suele llamérseles formas indeterminadas. Ejemplos de formas indeterminadas
0 =£o0
son: (+00) + (—00) , (+00)-0, (—=o0) -0, =, —.
0 Z£o0
Definicién 2.1.12 (i) Diremos que una sucesion diverge a +00, si para cada nimero M
existe un numero natural N tal que a,, > M para todo n > N. Esto lo denotaremos
simbdlicamente por
lim a, = 4oo.
n—-+00
(ii) Diremos que una sucesioén diverge a —oo, si para cada nimero negativo m existe un
numero natural N tal que a,, < m, para todo n > N. En tal caso, escribiremos:

lim a, = —cc.
n—-—4oo
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Ejemplo 2.1.13 1. Iim n=o0

n—-+o00

2. ngrfoo(—n) = —00

3. Toda sucesion creciente no acotada superiormente diverge a +oc0.

4. Toda sucesion decreciente no acotada inferiormente diverge a —oc.
Ahora veremos algunas propiedades de las sucesiones divergentes a +o0o 6 —oo:

Teorema 2.1.14 (i) Si 11’111 a, = +o0o y si la sucesién {b,} es acotada inferiormente,
n—-+0oo

entonces lim {a, + b,} = +oo.
n—-+o0o

(i) Si lim a, =4o0ysib, >c> 0, para todo n, entonces lim (ay, - b,) = +o0.
n—+o00 n—-+o0o

(iii) Si lim a, =4y a, < by, entonces lim b, = +oc.
n—-+o0o n—-+o0o

Demostracion:

(i) {b,} acotada inferiormente implica que existe r tal que r < b, para todo n. Como
lim a, = +o0, dado M > 0, existe N tal que a,, > M — r, cuando n > N. Como

n—-+o0o

an + by, > a, +1 > M; cuando n > N lo que nos dice que h’IE (an + by) = +00.
n—-r+oo

M
(i) Dado M > 0, tenemos que existe N tal que a,, > —, cuando n > N. Multiplicando
c

esta desigualdad por b,, > ¢, obtenemos a,b, > M. Por tanto lim (a,b,) = +oo.

n—-+00

(iii)) Como lim a, = 4+o00. Dado M > 0, existe N tal que a,, > M, para todo n > N.

n—-+o0o

Pero b, > a,, entonces b, > M, para todon > N. Asi lim b, = +oo0. O

n—-+o0o

Observacion 2.1.15 1. Las acotaciones para la sucesion by, en (2.1.14) partes (i) y
(ii), son necesarias para evitar formas indeterminadas.

2. Caso particular de (ii) es que si dos sucesiones divergen a +oo, la suma de ellas
diverge a +oo. Caso particular de (iii) es que el producto de dos sucesiones que
divergen a +o0, diverge a +oo.

Ejemplo 2.1.16 1. Para cualquier constante real c, h'rJIrl (n+c¢) =4o0.
n—-roo

2. lim n? = +oo.

n—-—+o0o
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3. Sik>1, entonces lim n* = +o00.
n——+oo

4. Si ¢ > 0, entonces h’rf nc = +oo, aplicando (iii)del teorema 2.1.14. ;Qué sucede
n—-roo

enloscasos c<0yc=07

2.1.3. Sucesiones mondtonas acotadas

Si {ay} es una sucesién mondtona creciente y acotada, se cumplen las siguientes afir-
maciones:
map<a<...<ap<apt1 <.

» |a,| < M, para todon € N.

Aplicando el Axioma del supremo (infimo), tenemos:
ap = finf{a,:n €N}
S = sup{a,:neN} € R.

De manera andloga, si {a,} es una sucesién mondtona decreciente y acotada, concluimos
que:

a; = sup{a,:n €N}
I = inf{a,:neN} € R.
Teniendo en cuenta estas consideraciones, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.17 Si {a,} es una sucesién mondtona creciente ¢ decreciente y acotada,
diremos que el limite de ella es su supremo 6 infimo,respectivamente. Lo que se escribe en
la forma:

lim a, = sup{a, : n € N}, si ap /" (2.1)
n—-+00
6
lim a, = inf{a, : n € N}, si an \ (2.2)
n—-—+00

Ejemplo 2.1.18 1. La sucesién constante con término general a,, = ¢, para todo n,
tiene limite L = c. Pues, ¢ es el infimo y el supremo del conjunto {c}. De ahora en
adelante, escribiremos:

lim c=c
n—-+o00
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1
2. La sucesion decreciente y acotada inferiormente, a,, = —, tiene infimo 0. Demostrado

n
en el ejercicio resuelto 11 de la subseccién 1.4. Por lo tanto,

n—-+4oo n,

3. A la sucesion a, = (—1)", aunque es acotada, no se puede aplicar la definicién 2.1.17
porque no es una sucesién mondtona.

Ejemplo 2.1.19 1. Consideremos la sucesién definida por recurrencia

a1:—6

a, = §an_1+3, sin>2

Esta sucesién es tal que: ags = %(—6) +3=0, a3 = % +3=3, a4 = % +3= %.

Podemos intuir que esta sucesion es creciente, pero debemos demostrarlo. Lo haremos
usando induccién. La propiedad P(1) toma la forma: a1 < ay. Calculando a; y ag,
podemos verificar rapidamente que a1 = —6 < 0 = as.

Ahora supongamos que se satisface la propiedad P(n) que en nuestro caso toma la
forma: a, < a,4+1; entonces, debemos demostrar que a,11 < ant2. En efecto:

1 1
Opt1 = §an +3< §an+1 + 3 =ap42 (por hipétesis de induccién).

Usando nuevamente el principio de induccién, demostraremos que esta sucesién es
acotada por 10:

a1 = —3 < 10. Supongamos que a, < 10, entonces a, 1 = %an +3< % 104+3=8<
10. Por tanto, tenemos que |a,| < 10.
Por ser creciente y acotada, tenemos que

lim a, =sup{a,:neN} =1L

n—-+o0o

donde L es un ntimero real tal que ay = 4,5 < L < 10. Usando que la sucesion es creciente,
se puede afinar la acotacién inferior de L, puesto que es el supremo de todos los niimeros
an. {Como afinar la acotacién superior de L7
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{ Qué significa que una sucesién converja a su supremo? Si recordamos la carac-
terizacion del supremo vista en la seccién 1.4, teorema 1.4.4, y suponemos que a,, converge
a L =sup{ a, : n € N} , entonces se cumple que: Para cada real positivo ¢ existe un ay,
tal que L — ¢ < ap. Como la sucesion es estrictamente creciente,

any < @yn, si n> N.

en palabras , esto nos dice que a partir del N todos los elementos de la sucesion estan en
el intervalo |L — e , L[. Esta idea puede expresarse también diciendo que: si L es limite de
la sucesién, sélo una cantidad finita de a,, estan fuera del intervalo |L — e, L.

1
Ejemplo 2.1.20 Sea a,, = —— sucesion es estrictamente creciente y acotada superior-

n
mente por 0. por tanto, ella converge a 0. Si nos damos € = 0,001, ;cuantos elementos de
la sucesién estén fuera del intervalo |—0,001 , 0] ? Para calcular dicha cantidad resolvemos
la inecuacién en n:

1 1
—0,001 <ap <0 <= —0,001 <—=<0<= = <0,001 < n > 1000.
n n

Para ¢ = 0,001 los primeros mil a,, quedan afuera del intervalo considerado. Asi, vemos
que para ¢ = 0,001 , el N que satisface la caracterizacion del supremo es N = 1000. La
simplicidad del ejemplo permite ver rdpidamente la dependencia que tiene N de €. Ya que
si

e=0,1 = N =10
£=0,0001 = N = 10000
£=0,05 = N =50

Todo lo que hemos hecho para sucesiones crecientes y acotadas vale para sucesiones
decrecientes y acotadas, cambiando lo evidente. Asi, en el siguiente ejemplo la sucecion es
decreciente y acotada, por tanto converge a su infimo.

5
Ejemplo 2.1.21 Sia, =1+ R la sucesién {a,} converge a L =1 que es su infimo.
n

Veamos la demostracién de esta afirmacion.
Dado € > 0 debemos encontrar IV tal que si n > IV, entonces
5 5

l=14+ - 1=
an +n+1 n+1

debe ser menor que €.
Imponiendo la condicién, despejamos n.

. . )
Para que < € es necesario y suficiente que — — 1 < n.
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: . . 5 :
Asi, usando la propiedad arquimediana, dado el numero — — 1 existe un N tal que
€
N > g — 1, de modo que si n > N, entonces

5
n>—-—1
€

5
n+1>-
€
n—+1 1

) €
5
n+1
Una aplicacién de estas ideas es demostrar que todo nimero irracional es limite, en
particular infimo o supremo, de alguna sucesién de nimeros racionales.

<e.

Ejemplo 2.1.22 Consideremos la sucesién definida recursivamente:

r9 = ¢, ¢>0

1 a
Tpy1 = = |xn+—).
2 Ty

El punto inicial x( lo excluiremos de la sucesién.
» La sucesion es acotada inferiormente por /a.

1 T
Para demostrar esto usaremos la desigualdad u+ — > 2 si v > 0. Tomando u =

on
u Va
tenemos que para todo n,
1 a va [z, +a Vva
. — =X =4 )< X 2= .
Tn+1 2<7~3n+ n) 5 <\/a+$n =75 \/a

= La sucesién es mondtona decreciente.
Aplicando la acotaciéon demostrada en el item anterior obtenemos:

1 a Tn a Tn

n

Con lo que sabemos hasta el momento solo podemos asegurar que:

lim z, =L > +a.
n—-+00
Més adelante, demostraremos que L = y/a. Asi, cuando y/a es un numero irracional esta

sucesién de numeros racionales nos permite calcular y/a con el grado de exactitud que
nosotros queramos.
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L—e L L+e
— e ¢ (oo o000 — o} o
Qp OGpt1

Figura 2.1: Interpretacién geométrica del limite

2.1.4. Sucesiones convergentes no mondtonas

Ahora abordaremos el estudio de sucesiones generales, en el sentido que no son cre-

cientes ni decrecientes, como por ejemplo z, = (—1)"—. A pesar de no ser mondtona es

claro que a medida que n crece x,, se acerca a cero por la derecha y por la izquierda. Como
nos interesa que la “mayoria” de los términos de la sucesion esté suficientemente cerca,
estamos obligados a usar el valor absoluto, por ser esta la distancia de R. Pero, en este
caso el limite no es supremo ni infimo del recorrido de la sucesién.

Definicién 2.1.23 Diremos que un numero L, es el limite de una sucesién {a,} si
dado un numero positivo € existe un numero natural N tal que si n > N, se cumple que

la, — L| < ¢

es decir, L — e < a, < L + ¢, para todo n > N.

En este caso, escribimos: L = h’r_’r_l an 6 a, — L cuando n — +oo y también suele
n—-+oo

decirse que la sucesion {a,} converge hacia L.

Interpretacién geométrica del limite. Si {a,} es una sucesién convergente a L en-
tonces, graficando la sucesién, se debe observar que a partir de algin n los a,, comienzan
a acercarse al punto L.

Dado un € a partir de n suficientemente grande, todos los valores de la sucesién se
encuentran en la franja |L — e, L + ¢[.

Ejemplo 2.1.24 1. La convergencia de las sucesiones mondtonas es un caso particular
de esta definicion.

2. La sucesion a, = (—1)", aunque es acotada, no tiene limite. Cualquier ndmero
candidato a limite, en particular los valores 1, -1, no cumple con la condicién, pues la
distancia entre dos términos sucesivos |a,, — an+1| = 2; por tanto, tomando cualquier
0 < e < 2, es imposible que se satisfaga la definicion 2.1.23.

1
3. lim (—1)"—
n—-+4oo n
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Definiciéon 2.1.25 Si una sucesion no converge, entonces diremos que diverge. Es decir,
una sucesion {a,} diverge si:

Dado L € R existe € > 0 tal que para todo n existe otro niimero natural m, m >n
de modo que,

|am — L| > e.

En palabras simples la definicién dice que ningtin nimero real L puede ser limite de la
sucesion. Esto incluye los limites 0o y el caso de sucesiones que oscilan.

Ejemplo 2.1.26
Teorema 2.1.27 Si una sucesién {a,} tiene limite, L entonces el limite es dnico.

Demostracién: Usando el método por contradiccién, supongamos que la sucesién
{a,} converge ademas hacia otro nimero L.

Usando definicién 2.1.23, con L y L, tenemos que, dado € > 0, existe N tal que si
n > N, |a, — L| < € existe N tal que sin > N, |a, — L| < e.

Por tanto, usando la desigualdad triangular del valor absoluto, tenemos:

|IL—L|=|L—L+ay,—ay =|(L—an)—(L—ay)| <|L—an|+|L—ay| < 2e.

Por ser | L — L |< 2¢ para todo £ > 0, usando la propiedad demostrada en el ejercicio
resuelto 5 de la subseccion 1.2.2 tenemos que L = L. Por tanto, si existe el limite, éste es
anico. O

Teorema 2.1.28 Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracién: Sea {a,} una sucesién convergente hacia L. Aplicando la definicién
2.1.23 con € = 1, podemos asegurar la existencia de un nimero N tal que, si n > N,
la, — L| < 1.

Por una propiedad del valor absoluto,

|an| — L] <fan — L ]<1

lan| < |L|+1, si n> N.

Los términos no incluidos en la tltima afirmacién son {aq,...,anx—_1} que constituyen
un conjunto finito y, por tanto, es acotado. Es decir,

lan| < M, para todo n € N.

Para M = sup{|ai],...,|an|,|L| + 1}. Asi tenemos que {a,} es acotada. O
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Las operaciones aritméticas de R y el concepto de limite El siguiente teorema nos
dice cémo se conserva la propiedad de convergencia a través de las operaciones aritméticas.

Teorema 2.1.29 Sean {a,} y {b,} sucesiones convergentes. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(i) lim (ap+by)= lim ap,+ lm by,

n—-4o0o n——4oo n——4oo
i) lim (an-b,) = lim a,- lim b,.
( ) n—»—l—oo( n n) n—-4o0o " n—-4o0o "
a lim a,
, -y .
(i) lm = ="""__:cuandob, #0y lim b, #0.
n—+o0 by, lim b, n—+o0
n—-+o0o
Demostracion:
(i) Sean L1 = lim ay,, Ls = lim b,. Dado € > 0, existen nimeros naturales Ny, Ny
n—-+o0o n—-+o00
tales que:

€
lan, — L1| < 3 para todo n > N;

€
|bp, — Lo| < 5 i para todo n > Ns.

Entonces, si N > sup{Ny, Ny}

e €
|(an+bn)—(L1+Lo)| = |(an—L1)+(bp—Lo)| < |an—L1|+|bp—La| < 5t5 =¢; para todo n > N.

Por tanto, la sucesién {a,, + b,} converge a Ly + Lo.

(ii) Debemos estudiar la distancia entre a,b, y L1 Lo, es decir, estimar el ndmero |a,b, —
Ly Ls|. Para ello, observemos que

anbn - L1L2 = anbn - anLZ + anLZ - L1L2
= an(bn - L2) + L2(an - Ll)

como la sucesién {a,} es convergente, ella es acotada, asi existe M > 0 tal que
la,| < M, para todo n.

|anby, — L1 Lo| lan||bp, — La| + |La||ay, — L]

<
< M|bn - L2| + |L2||an - L1|

Con un argumento como el usado en (i), dado un nimero positivo 7, existe N tal
que si n > N, entonces
|bn - L2| <n
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(iii)
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|an - L1| <.
Entonces |anb, — L1La| < Mn+ |La|n = (M + |Lg|)n para n > N. Si en particular
€

elegimos n = ————, entonces |a,b, — L1Lo| < &; paran > N.

128 n M—|- ‘L2’ ‘ nYn 1 2‘ p =
an 1 .

Como o= G - b—; y acabamos de demostrar la convergencia de un producto de

n n
1
sucesiones convergentes, basta que demostremos la convergencia de {b—} hacia o
n 2

cuando Ly # 0.
La condiciéon Ly # 0 implica que cuando n crece, los b, no pueden ser cero. En efecto,

1
si Ly # 0 entonces §‘L2‘ > 0. Por lo cual podemos tomar en particular ¢ = 5]L2] y
1
por definicién 2.1.23, existe N tal que si n > N entonces |b, — La| < §|L2|. De aqui,
1 1
tenemos que |Lo| — |by| < |by — Lo| < §|L2| y por tanto |b,| > §|L2|.

Ahora analicemos la diferencia

1 1, Ly—b,, |Ly—byl

|E_L_2| |bn'L2 = |bn||La|

1 2
Pero para n grande, |Ls — b,| <1y ol < T’ as:
n 2
1 1, 2 1
— — —| < — ; si hacemos n = ¢ | Lo |,
5L, o] n=5elLle]

1 1
obtenemos que \b— - —|<e.
no N

Con este resultado y (iii) tenemos que:

Iim — = Ilm (¢,-—)= lim a,- lim —
n—-+o0o bn n—>+oo( n b ) n

lim a,

n——+oo

lim b,

n—-+4oo n

O

Corolario 2.1.30 Como casos particulares del teorema 2.1.29 tenemos los siguientes re-

sultados:

(i)

lim (¢-a,) =c lim ay; c =cte.
n— 00 n—-+o0o
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() lim (~a,) =~ lm_a,.
Gk YT V- 1 i (—b) — 1f g _
(iii) . _1&100(@” br) ngrfm[an+( b)] ngrfoo an+ —1>Ifoo( bn) Jm an— lm bn

Observacién 2.1.31 En la aplicacién del teorema 2.1.29 se debe verificar previamente el
cumplimiento de la hipdtesis que las sucesiones involucradas sean convergentes, pues en
caso contrario las conclusiones pueden ser falsas.

Sean las sucesiones {a, } y {b,} tales que a,, = n, b,, = n, entonces en este caso no puede

usarse la férmula (i) del teorema 2.1.29. Pues lim (a, — b,) # lim a, — lim b, =
n—-4o0o n—-—4o0o n—-+00

+00 + (—o0) pero a, — b, =0y nEToo(a" —by) = nETw(O) =0.

. Hemos visto que las sucesiones {n} y

Ejemplo 2.1.32 1. Encontrar lim
n—+oo 1N +

{n + 1} no son convergentes, por tanto no podemos aplicar la propiedad (iv) del
teorema 2.1.29, pero si podemos transformar la expresién del término general de
modo que podamos aplicar algunas de las afirmaciones de dicho teorema. Dividien-
do el numerador y el denominador por n, obtenemos:

n 1
n+l 14+ 1
1 n . lﬁfoo 1
Por (i) lim (1+ —)=1.Por (iv) lim ( )= " 1
— — 1
e nereen L g (14 -
n——+oo n
. n342n? _
2. Calcule lim ——————. Nuevamente en este caso para aplicar el teorema 2.1.29

n—-+00 nt +2
debemos transformar la expresion, dividiendo numerador y denominador por n ele-

vado a la mayor potencia, en este caso, n*.
a:n3+2n2—4_%+%—%
" nt+2 1+ %
, 1 . , 1., , 1
Como lim — =0, por (ii) sabemos que lim (—)" = lim — = 0. Por tanto,
n—+oo n n—+oo n n—+oo n’
T (1 + 2 4 )
i (n3+2n2—4)_n_1ffoon w2t 0,
= 4 - 2 1

n—-4oo n4
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Para usar el teorema 2.1.29 es necesario, como se puede observar en los dos ejemplos
anteriores, tener un minimo de sucesiones convergentes de referencia. Para ello es bueno
tener, aparte de la definicién, algunos recursos técnicos para obtener convergencia como
los que dan los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.33 Si la sucesién {a,} es convergente, entonces {|a,|} es convergente y

lim |a,|=| lim a,|.
Jm o] =] lm )
Demostracién: Sea L = lim a,; entonces para n suficientemente grande,

n—-+0oo
|a, — L| < e. Usando propiedades del valor absoluto tenemos:

lan| = LIl < lan — L <€
lo cual nos dice que {|a,|} converge y que 11'111 lan| = |L]|. O
n—-+0oo

El siguiente teorema generaliza el ejemplo 2 de 2.1.18.

1
Teorema 2.1.34 Si lim a, = 400, (0 bien —c0), entonces lim <—> =0.

n—-4oo n—-—+00 Ay,
Demostraciéon: Supongamos h’ril an = +00 y sea e > 0. Aplicando la definicién 2.1.12
n—-r+oo

1
a M= = tenemos que existe IV tal que si n > N entonces a,, > M > 0, o lo que es lo

mismo,
ap > —
€
1
0<—<e, paratodo n> N.
Qnp,
. , 1
Es decir, lim — =0.
n—-4oo an,
Si h’rJJra a, = —o0, tomando —m = — y con argumentos analogos se obtiene la con-
n—-+00o 3
clusion. 0
.. , 1
Observacién 2.1.35 » El reciproco del teorema 2.1.34 es falso: a,, = (—1)"— conver-

n

1 n . .
ge a 0, pero — = (—1)"n no diverge a +00. ni a —oc.
Qnp,

1
= Debido al teorema 2.1.34, Tog 0 es una forma indeterminada.
00
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El orden de R y el concepto de limite

Teorema 2.1.36 (i) Si {a,} es una sucesién convergente tal que a,, > 0 para todo n.
Entonces, lim a, > 0.

n—-+o0o

(i) Si {an} y {bn} son dos sucesiones convergentes tales que a, < b,, para todo n.

Entonces, lim a, < lim b,.
n—-+4oo n—-+4oo

Demostracion:

(i) Sea L = lfr_’I_l an y supongamos por contradiccion que L < 0. Entonces —L > 0.
n—roo

Usando la definicién de limite con ¢ = —L, tenemos que para n suficientemente
grande

la, — L| < —L
En particular a, — L < —L y por tanto a,, < 0, para n grande lo que contradice la
hipdtesis.

(ii) Es consecuencia inmediata de (i) tomemos la sucesién ¢, = b, — a,,. Como a,, < b,
entonces ¢, > 0y por (i) lim ¢, > 0. Pero lim ¢, = lim b, — lim a, por
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00 n—-+o00
teorema 2.1.29. Asi:

lim b,— lim a, >0
n—-4oo n—-+o0o

lim b, > lim a,.
n—-+o00 n—-+o0o

g

Observacion 2.1.37 Este teorema no puede ser enunciado solo con la relacion > ; por
. 1 , . .,
ejemplo: a, = — > 0, para todo n; pero hIJIrl an, = 0. Es decir, la relacién < o > pasa
n n——+o0o
bien a través del limite, pero no ocurre lo mismo con > o <.

Teorema 2.1.38 Calculo de limites por acotamiento

Sia, < ¢, <b,ysi lim a, = lim b,, entonces la sucesién {c,} es convergente y
n—-4oo n—-4oo
lim ¢, = lim a,= lm b,.
n—-+o0o n——+o00 n—-+00
Demostracién: Sea L = lim a, = lim b, y sea € > 0. Entonces, para n suficien-
n—-+oo n——4oo

temente grande:
lan, — Ll <e y; |bp—L|<e.
Como a, < ¢, < by, tenemos que a, — L < ¢, — L <b, — L. Ademés que, —¢ < a,, — L
y b, — L < g, por tanto, —¢ < ¢, — L < ¢, lo que implica que |¢, — L| < ¢, para n
suficientemente grande.
Asi, lim ¢, = L. O

n—-+o00
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Corolario 2.1.39 Si 11’111 lan| = 0, entonces la sucesién {a,} es convergente y
n—-roo

lim a,=0

n—-4oo
Demostracion:
_’an’ S (¢79) S ‘an‘
i (—laa) =0 = lim_a,]
Por tanto, lim a, =0. ]

n—-+o00

Ejemplo 2.1.40 Calcular lim a,, donde a,, estd dado por:

n—-+o00

n+1+n+2+ +n+n
Gp = —— F+ ——— 4+ ... )
" n241 n242 n2+4+n

Solucion: Para calcular este limite no se puede usar el teorema de suma de limites de-
bido a que el niimero de sumandos de a,, depende de n. Razén por la cual cuando n crece
el nimero de sumando también crece. En casos como este el teorema 2.1.38 es de gran
utilidad.

Acotando cada sumando inferiormente por el menor de todos ellos y acotando superior-
mente cada sumando por el mayor de todos nos queda:

n+1 n+ 2 n—+n n+1 n+ 2 n-+n
n2+n n2—|-n ...... n2+n< (079 <7’L2—|—1+n2—|—1 ...... n2—_|_1
m+1)+(n+2)...... (n+n)< " <(n+1)+(n+2) ...... (n+mn)
n
n?+n n?+1
n?+(1+2+...+n) n?+(1+2+...+n)
n?+n = in = n?+1
n2+n(n2+1) n2+n(n2+1)
e — (1/ e —
n?+n " n?+1
3n? +n < <3n2~|—n
_— (1/ S —
2n2 + 2n " 2n2 4 2
2 2
im Mg lim a, < lim M
n—+oo 2n2 + 2n n—-+00 n—-+oo 2n2 + 2
3 3
—< lim a, <-.
2 n—+00 2

Por lo tanto, hemos demostrado que:

lim
n—-—4o0o

n+1 n+ 2 n+n 3
s e SUREEREE —_
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Ejemplo 2.1.41 La sucesién definida en el ejemplo 2.1.19, parte 1, es creciente, acotada
superiormente y converge a su supremo. Usando, la aritmética de limites y la unicidad del
limite en la forma de recurrencia,

apt+1 = §an + 3.

Tomamos limite en ambos miembros y nos queda:

1
L=-L+3.
5 +
Despejando L, obtenemos que L = 6.
Limites de referencia
0 st ] < 1
. , n 1 si r =1
Ejemplo 2.1.42 Ilim r" = .
n—-+00 +o00 s1 ro > 1
no existe si r < -1
Demostracién:
= Sir > 1, entonces r puede escribirse
r=1+h ; h>0.
r" = (1+h)" (2.3)
Usando el teorema del binomio se tiene que
-1
(1+h)" =1+nh+ %hzjbdrh"

suma de terminos positivos

Por lo tanto:
(1+h)" >1+nh. (2.4)

De 2.3 y 2.4 se concluye.
r™ >1+nh; h>0.

En virtud del teorema 2.1.14 parte (iv) tenemos:

lim " > lim (14 nh) = +oo.

n—-+o0o n—-+o00

Por lo tanto,
Sir>1,
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Iim r" =400
n——4oo
» Sifr| <1

Por propiedad del valor absoluto tenemos que:
[ =" <1
Lo que implica que

1

[r["

L (1,
RN

Por lo anteriormente demostrado

>1

Asi,

o Ty = o

Usando el teorema 2.1.14 parte (a), podemos concluir que,

lim || =0 ; si|r|<L.
n—-+4o0o

Sir =1, entonces r"* = 1, cualquiera sea n € N. Por lo cual en este caso, la sucesion
{r™} se reduce a la sucesién constante y su limite es 1.

Sir = —1 entonces
o 1 si n es par
-1 ; sl n es impar
Esto nos dice que si = —1, la sucesién {r"} = {(—1)"} oscila entre 1 y-1, razén

por la cual la sucesién no tiene limite en R .

Sir < —1, podemos escribir r = (—1)|r| lo que implica 7™ = (—1)"|r|".
Como |r| > 1 entonces |r|” — 400 y (—1)™ oscila entre -1 y 1.
Entonces la sucesién oscila entre —oo y +o00, por lo tanto no tiene limite en R.

Observacion 2.1.43 La desigualdad 2.4 en la demostracion del ejemplo anterior se llama
desigualdad de Bernoulli .
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Ejemplo 2.1.44 La serie geométrica: Una importante aplicacién del limite demostrado
en el ejemplo 2.1.42 es el calculo de la suma de una serie geométrica.

Antes de presentar el calculo, recordaremos una de las paradojas de Zenén de Elea, filésofo
griego del siglo V a.C,quien quiso dejar constancia de la imposibilidad -segun él- de concebir
abstractamente el movimiento. En particular, si el espacio fuera continuo, entonces cuando

AB
alguien va desde un punto A a un punto B, en algin instante estd en = al seguir

AB AB
avanzando, en otro instante estd en la mitad de la mitad, es decir, en - + o En el

instante n, se encuentra en
AB AB AB
5 + 2 4+ ...+ on
Este es un proceso que se extiende indefinidamente teniéndose una suma infinita de
numeros positivos la cual, en la época de Zendn, se pensaba debia ser infinita. Por tanto,
en teoria nunca se podia llegar al punto B, cosa que evidentemente contradice la realidad.
Si el proceso de avanzar por sucesivas mitades es una forma de reflejar el poder ir de
A hasta B, entonces, jcomo sumar una cantidad infinita de ntimeros positivos de modo
que nos dé AB ? Evidentemente no debe ser una suma aritmética, pues por este camino
llegamos a la misma conclusién de Zendn.

1 1\? 1\"
s Sia, = B + <§> + ...+ <§> demostraremos que h’IE an = 1. En efecto,
n—-roo
n

sea U, = , entonces a, = uj + ...+ uy,. La sucesién {u,} corresponde a una

2
progresién geométrica que no contiene el término ug = 1.
Consideremos la progresién geométrica de razén r = o usando la férmula de facto-

rizacién: 1 — 2"t = (1 —2)(1 + 2 + 2% + ... + 2™) sabemos que

- <l>n+1
Yo
1 .
2

1
+)—l
85
/D
+
|
+
v
7 N\
N
N—
N
Il

1 n+1
L2\ 1T <§>

1 n+1
= Ilim 2—-2 lim <§>

n—-+o00 n—-+o0o
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1 1\? 1\"
Pero a nosotros nos interesa  lim —)l+{=) +...4+ (= , que podemos cal-
n—+oo 2 2 2

cularlo escribiendo:

1 1\? 1\" 1 1\"
Ii - - - = Il 1+=-+... — —-1=2-1=1.
M [(2) * <2> e (2) ] n—1>r-|r-loo|: U (2) ]
Con esto se tiene lo que la experiencia nos dice: es posible llegar de A hasta B por
este proceso de recorrer sucesivas mitades.
Caso general: Dada la progresiéon geométrica:

a():l

ap = Tap—1 ; n=>1

)

se llama serie geométrica de razén r a la sucesion definida por:

bp = 1
b, = bp_1+an,.
Analizaremos la existencia de lim b,,.
n—-4o0

Observemos que
bp=1+r+...+7™

generalizando el calculo del caso particular, tenemos que

1 — Tn—i—l

1—|—r—|—...—|—7‘"—17 ; osir# 1,
-7

1 prtl
entonces lim b, = lim (14+r+...+7")= lim < ), como

n—-+o0 n—-+00 notoo\1l—r 1—7

lim "M =0 < |r| <1,

n—-4o00

, 1
entonces lim b, =
n—-+o0o 1-—

si y solo si |r| < 1.
r
Si|r|=1, entonces b, =1+ 1+ ...+ 1, sucesién que diverge a +00 6
bp =1+ (=1)+ 1+ (—1)+..., sucesién que oscila entre 0 y 1, por tanto, tampoco

converge.

Sir>1,entonces lim 7" =400y b, diverge.

n—-+o00

Si r < —1, entonces "1 = (—1)"F|r|"*1 oscila entre —oo y +o0.
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Ejemplo 2.1.45 Calcular el limite de

)

1
Como |r| =|— =| < 1; su limite es : ————— =
3 1

Ejemplo 2.1.46 Definicién del niimero e

Este importante nimero irracional simboliza el limite de la sucesién <1 +— .
n

Es decir,
1 n
lim <1 + —> =e.
n—oo n

1 n
En este ejemplo demostraremos que la sucesion (1 + —) es monodtona creciente y acotada
n

superiormente.

1 n
ap = <1 + —> , en particular tenemos:
n

1\? 9 1\° 64 __
CL1:2, a2:<1+§> 2122,25, CL3:<1+§> :E:2,370

Demostraremos que la sucesién es creciente y acotada por lo tanto, converge a su supremo.
Usando el teorema del binomio:

" 1+n(n—1) 1+ +n(n—1)...1 1
an = n—+————= —4+.. . +—_r
" n 1-2 n? 1-2...n nn

1-1 1-4Hi-2) (1-4H.. (1-z1

= 1+1+ ~ +...+

2! 3! n! ’
por tanto,
1— L (1_L)(1_L)
an+1 — 1 + 1 + 2:7/"‘1 + n+13' n+1 _|_ o
+(1—%+1)~~(1—Z—li) (1—79).. (1-3)
n! (n+1)!

Puede verse facilmente que los sumandos de a, 41 son mayores o iguales que los respectivos
sumandos que forman a,,. Por tanto, a,, < a,1. Para demostrar que la sucesién es acotada
basta observar que

1 1 1 1 1
i <2 it S <2 St <3,

2! 2 22 2n—1



88 CAPITULO 2. LIMITES Y CONTINUIDAD

en virtud del ejemplo 2.1.44. Como la sucesion {a, } es acotada y creciente, existe

lim (1+ l)" =e.
n—-+00 n
Este importante niimero juega un papel muy importante en andlisis y se puede demostrar
que es irracional. Distintas aproximaciones de él se pueden obtener calculando a, para
valores grandes de n.
e =2,71828182.........

Este ejemplo es una muestra de como el axioma del supremo permite obtener los ntimeros
irrracionales a partir de sucesiones de nimeros racionales.

2.2. Limites de referencia

Los siguientes limites son los minimos que Ud. debe conocer y reconocer. Con ellos y
los teoremas de operatoria de limites, la mayoria de los limites que Ud. encontrard seran
abordables.

1. lim c¢=c ;c constante
n—-+o00

2. lim n=+oc0
n—-4o00

3. Si ¢ es constante:

0 si =0
lim ecn=¢ —+o0 si > 0
n—-4o0o .
—00 si < 0
, 1
4. lim —=0.
n—+oo n
5. lim n=1.
n—-4o00
6. ll’I_’I_l Va =1, si a es una constante positiva.
n—-roo

7. lim V/n! = +o0o

n—-+o0o
0 st ] < 1
, 1 Si r =1
8 Ilim r" = .
n——+00 +00 si ro > 1
no existe si r < -1
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1 .
. psir] <1
9. lim (I14r+r2+- +r") =
oo 400 csir>1
no existe csir<-—1

1 n
10. lim <1+—> =e
n—-+4oo n
2.2.1. Ejercicios resueltos

1. Calcule los siguientes limites:

124224+, +n?
n3 '

a) a, =
Solucion:

Usando la férmula 12 +22+ ... +n2 =

la sucesion puede escribirse como:

n(n+1)(2n+1)

5 , el término general de

. _2n3—|—3n2+n_1+i+i
" 6n3 3 2n 6n?

Aplicando los teoremas sobre aritmética de limites, tenemos:
lim a, = —=.
n—+oo 3
b) an=+vVn+1—/n.
Solucién:
En este caso no se puede usar el teorema 2.1.29, pues nos quedara una forma

del tipo +00 — oo de lo cual nada puede concluirse. En este caso conviene hacer
la siguiente transformacion del término general:

Vnt+l4+yn 1
Vit il4+yn Vntl4yn’

) ) 1
lim a, = lim

n—-—+o0o n—-+o0o m =0
¢) ap = vn(vn+1—/n).

Solucion:

Si calculamos en directo el limite de los factores, nos queda algo del tipo +00-0,
que tampoco nos permite concluir nada. Asi debemos transformar el término

an:(vn—i_l_\/ﬁ)

luego

general:
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Como /n(vn+1—/n) = —W\/lﬁ%—\/ﬁ’

dividiendo numerador y denominador por y/n, nos queda:

1
ap = ——.
1++4+V1
, 1
Por tanto, lim a, = —.
n—-+oo 2
1 1
d) ap = ——~+...+ ———
) an n?+1 vn?+n
Solucién:

Usaremos el teorema 2.1.38. Para ello acotaremos superior e inferiormente el
término general:

n < < n
—_— a —_—
vnZ+n n?+1
Como If " Ii " 1, obt
omo lim ——— = lim —— =1, obtenemos que:
n—oo ‘/712 +n n—oo n2 +1 ’ a
lim a, = 1.
n—oo

2. Si a,, > 0 demuestre que la sucesién {a,} converge a L. Calcule lim +/a,.

n—+4o0
Solucién:
En este caso el candidato a limite es v/L. En primer lugar, observemos que
Van —L = M En segundo lugar, como {a, } es convergente, ella es acotada

Van + VL

inferiormente. Sea m una cota inferior positiva de {a, }. Entonces,
0 <m <a, implica vm < ./a,.
Por otro lado,

M‘Fﬁ_ (ln_L
Vi Van +VL  \fag + VL

Van — VL = \/a, —
Por tanto,
|an — L
vm+VL

Asi, dado ¢ > 0, existe N tal que si n > N. Entonces |a, — L| < e(y/m-++/'L), lo que
implica que (y/a, — \/f) < e. Lo que nos permite concluir que h’rJ]ra Van = VL.
n—-—+0oo

|V/an — VL] <
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3. Demuestre que: Si a > 0, entonces lim /a = 1.

n—-+o00

Solucion:

Supongamos que a > 1y sea u, = {/a. Usando propiedades de las potencias de

exponente fraccionario tenemos que: 1 < — implica up11 < uy. Lo que nos dice
n

que la sucesién {u,} es decreciente. Ademds, es acotada inferiormente por 1, pues
para todo n > 2,
UL =a > u, > 1.

Por propiedad de las sucesiones mondtonas, existe

lim w, =mf{u,: ne N} =L>1.

n—-+00

Para probar que L = 1, supongamos que L > 1, es decir, L = 1 + h, donde h > 0.
Como L = 1+h < {/a implica que (1+h)" < a y usando la desigualdad de Bernoulli
( ver observacién 2.1.43),

(1+ h)™ > 1+ nh tenemos que 1 + nh < a, para cada n. Pero,

+oo = lim (1 +nh) < lim a=a.

n—oo n—oo
. . 1
Lo que es una contradiccién. Por tanto, h =0y L =1.S10 < a < 1, entonces — > 1
a

nfl .
y por lo recién probado lim \/j =1, es decir,
n—-4oo a
n lim 1
he VA e
n—+oo {/a lim a

n—-+o00

=1,

ydeaqui lim /a=1.

n—-+00
4. Demuestre que la sucesién a, = {/n converge a 1.
Solucién:

Como cualquier raiz de un nimero mayor que uno es mayor que uno, podemos
escribir:

\/v/n =1+ ky, donde k, > 0 y depende de n. Entonces, usando la desigualdad de
Bernoulli ( ver observacién 2.1.43) tenemos:

vn = (1+k,)" > 1+ nk, > nky,
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N

y por tanto, k, < — = —.
n

vn

2 1
1< {l/_:(1+kn)2:1+2kn+kﬁ<1+—n+g.

NG

Por el teorema 2.1.38, podemos concluir que : lim {/n = 1.

n—o0

5. La siguiente sucesién definida por recurrencia es una manera de aproximar v/2.

al = 1
1 2
apn+1 = 5 (ln—|—a— .
n

Demuestre que lim a, = V2.
n—-+400

Solucion:

Observemos que

(an — \/5)2

2a,

i_\/i|:|a%—2\/§an—|—2
an 2a,

an—-1 — \/5)4

pues a, > 0, para todo n. A su vez (a, — v2)? = ( @
(ln_l)Z

a
|an+1 - \/§| = |7n +

. Por induccion se

puede demostrar que:

ani1 — V2| = (- v2)™

2n.al.a2...an

L < L 0
— —
2% a1 -ag---an 2n

Asi, existe N tal quesin > N,
’CLn+1 - \/§| <eE.

6. Dada la sucesion definida por recurrencia:

ap = e
an+1 = Vctay
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a) Demuestre que {a,} es creciente

1++v1+4c
2

b) Demuestre que si L = , entonces L + ¢ = L2

¢) Demuestre por induccién que {a,} es acotada superiomente por L.

d) Demuestre que lim a, = L.
n—+o0o

Solucion:

a) ¢>0 = a, > 0; para todo n. Ademds, como las cantidades subradicales van
creciendo, a, crece con n,

1 1+vI+4
b) L2:Z(1—|—2\/1+4c+1+40):¥+C:L+C-

¢) a1 = +/c < L. Supongamos que a,, < L y demostremos que a,+1 < L.

Unt1 =ve+a, <Ve+L=VIL2=L.

Asi, vemos que {an} es creciente y acotada superiormente por L. Entonces, por

propiedad de las sucesiones monotonas, existe 11'111 an, =supa, =M < L.
n—-r+oo

d) Como L existe, y

ant1 = Veta, /()

2

apy1 = € +an
lim (a2,,) = lim (c+a,) <= M?*=c+ M.
n—-+00 n—-+4o0o

despejando el valor de M tenemos

1++v1+4c

M =
2

Como M >0, M = Hvl+ic V21H‘C = L. En particular, si ¢ = 2, entonces L = 2.

7. Estudiar la convergencia de la sucesion

ﬁ,\/ﬁ,\m\/ﬁ,...,

y encontrar su limite, si es que existe.
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Solucién: Observemos que esta sucesién puede definirse por recurrencia del modo
siguiente:

ay = \/5

an = \/2ap_1.
Demostraremos que (a,) es una sucesiéon acotada superiormente por 2 y es creciente.

Procediendo por inducciéon tenemos: a; = V2 < 2. Supongamos que a,_1 < 2,

entonces a, = /2ap,_1 < V2-2=2.

. .. an
Para analizar el crecimiento demostraremos que

< 1. En efecto,
Gn41

Qnp, Qnp, Qnp, ap, an
= =4/ —. Como a, < 2, tenemos que — < 1 or lo tanto, 4/ — < 1.
P B \/ 9 n S q 5 = yp \/ 5 =

Lo cual equivale a tener que, a, < ap41.-

Por propiedad de las sucesiones monétonas, existe L = lim a, . Esto nos permite
n—oo

calcularlo usando la féormula de recurrencia: a, = v/2a,_1 , implica

lim a, = ,/2 lim a,_1 , y por consiguiente, L = v/2L , lo que nos lleva a resolver
n—oo

n—oo
la ecuacién L? —2L =0 que tiene por solucién L =0 o L =2 . Como la sucesién
es creciente y a1 > 1, podemos deducir que L = 2.

. ¢, Ctal ntimero es mayor, 1,000,0001:000:000 5 1,000,00199%:999 2

Solucién: Sin = 10°, entonces debemos averiguar cual es el méx {n”, (n+ 1)1 }
Para ello estudiaremos el cuociente entre ambos nimeros.

(n+1)"‘1_(n+1)”_1'n+1_(n+1>" 1 (1 1>” 1

n 'n—i—l: n) n+1

nn n" n+1l
Usando el resultado del ejercicio resuelto 2.1.46 de esta misma seccién, tenemos:

1 n
<1 + —> < 3, para todo n. Asi,
n

(n+1)n1 3
< <
n" 106 +1

1.

Por lo tanto, (n 4 1)""' < n". Es decir, 1,000,000%200:00 > 1 000,00199%:999

9. Calcular

1 4n
PO Gl )

n—-+4o0o R
(=)
k=1
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Solucién: Usando la férmula de suma de cubos que se demuestra por induccion:

13+23+33+---+n3—{ 5

tenemos: > p_; 4k3 =431 _ k3 = 4@. Asf,

<§z;z)/::>" - m%i T )14>Z>" - (l * %>2 B <<l * %>>2 |

El teorema 2.1.29, nos permite concluir que

§ (1+n)* 2
lim ~n o an — €
n—oo (31 4 4k?)

10. Calcule

lim [\/n2+an+b— Vn2+an+v|.
n—oo

Solucién: Multiplicando y dividiendo la expresién por la suma de las raices, nos
queda:

n?+an+b— (n?+an+0)
V2 +an+b+vVn2+an+V
(a—ad)n+@D-0)

vVnZ4+an+b+vVn2+an+b

(a—a)+ (=t)

n

Jite+d+1+2+5%

Vn2+an+b—/n2+an+V

Por consiguiente,

a—a
2

lim [\/n2+an+b—\/n2+a’n+b’} =

n—oo

11. Encontrar el limite de una sucesién que comienza con los nimeros positivos a,b, y
que en cada elemento es la media geométrica entre los dos anteriores.
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Solucién: Sean a, b, ui,us,us, ..., Un_2,Up_1, Uy, .. . ,. ENtonces, tenemos:

up = Vab,us = Vurb, ..., Up_1 = JUp_3Un_2,Up = /Un_2U,_1. Multiplicando

miembro a miembro las igualdades, nos queda:

ULUD . .. ... U, = \/abQU%u% ...... U2 gUp—1
= Vab2ujug...... Up—_1.

Simplificando obtenemos: ./u,_1 u, = Vab? y tomando limite en esta tltima igual-

dad tenemos:
L1/2 L= (ab2)1/2,

, . .z 3
esto es L3/%2 = (ab®)'/? . Asi concluimos que la sucesién converge a L = vab2.

12. Calcule
it ! + ! +...+ =
m | —+— .
n—o0 2.3 n-(n+1)
. . 1 1
Solucién: Usando la descomposiciéon —— = — — tenemos que :

nn+1) n n+l

1 1

Dy
)

1
1-2

Por lo tanto,

If I SR lim (1 1
m|({—+—+...+——— )= lim (1- =
n—oo\1-2 2.3 n-(n+1) n—o0 n+1

13. Calcule




2.2. LIMITES DE REFERENCIA 97

Solucién: Como en el ejercicio 12 para calcular este limite se debe descomponer
el término general de la suma en fracciones simples o parciales, quedando:

1 1 1 1

k(k+1)(k+3) 3k 2(k+1) +6(k+3)'

Por tanto la suma puede escribirse como:

Zk(k+1)(k+3) 31 2-2 64
n 1 1 n 1
3-2 23 6-5
n 1 1 " 1
3-3 24 6-6
n 1 1 n 1
3-4 25 6-7
n 1 1 n 1
3-5 2-6 6-8
+ ..
n 1 1 " 1
bo . L el o . = LI
— rimera lin mpen nel ————,qu
odemos observar que e 6.4 elap era linea se compensa con e 3.4 2‘4,C1

1
resulta de sustraer el 21 de la tercera linea con el —— de la cuarta linea. Similar-

1
mente, el 6.5 de la segunda linea se compensa con el 3.5 g.p uese obtiene de

1
sustraer el 2.5 de la cuarta linea al 35 de la quinta linea. Sucesivamente tenemos:

3

1 11111
2k (k+3) 31 22 32 2.3 33
1 1 1 1
Tent D) T6mr2)  2m+D) 6(nt3)
12-9+6-6+4 1-3 1 1
- 36 TSt 6n+2) 613
7 1 1 1

T 36 3m+l) 6(n+2)  6(nt3)
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Asi,

i i 1 1 7 1 . 1 N 1 7
1m = 111m -_— — = —.
n—oo \ &= k(k +1)(k + 3) n—oo\36 3(n+1) 6(n+2)  6(n+3) 36

Dentro de un circulo de radio r se inscribe un cuadrado, en este cuadrado se inscribe
un circulo y asi sucesivamente. Calcule las sumas de la dreas de los circulos y los
cuadrados asi obtenidos y suponiendo que el proceso se prolonga indefinidamente.

Solucion:

r

/2 =1
N

El lado ! del primer cuadrado inscrito, usando el teorema de Pitdgoras es: [ = /2.

Si denotamos por A; el drea del circulo ¢ y por a; el area del cuadrado i, tenemos:
2 2 2

2 2 r 2 r
Ay =7roar = 2r4; Ay =mgiaz =T ; As =T =g

Por lo tanto, la suma de las dreas de los circulos es:

" 1 1
EAi:wr2(1+§+Z+...+...>,
1=

la que puede ser calculada usando la férmula de la suma de una serie geométrica que
en este caso nos da 272, Anslogamente, la suma total de las 4reas de los cuadrados

es n
1 1
Eai:rQ <2+1+§+1+...+...>,
P

la cual da 4r2.

La sucesion de Fibonacci . Esta sucesion fue propuesta por Leonardo Fibocacci
también conocido como Leonardo de Pisa (11707 - 12507). Considere la sucesién
de numeros que comienza con 0 y 1; para obtener un nimero se suman los dos
precedentes. Es decir:

u=0; up =1 up=04+1=1 uzs=14+1=2; ug =142 =3;.. . Upt1 = Un+Up_1.
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a) Demuestre que la sucesién formada por las razones de dos términos consecutivos

Up . .,
satisface la relacién

Ty =
Un+1

Tn4+1 = 1+ .
n

b) Demuestre que las razones de dos términos consecutivos de la sucesién de Fi-

. Unp, ..
bonacci, x, = ——, converge y calcule su limite.
Un+1
Solucién:
a)
Un+1 1 1
€T = = =
n+1 Unt2 Unp+2 Un+1 + Un
Un+1 Un+1
1 1
1+ Un 14+,
Un+1

b) Como paso previo demostraremos, usando induccién, que w1, 1 = u2 +
(=1)", con n > 2. Si n = 2 se tiene ugu; = 2 -1 = 2. reemplazando n = 2
en el segundo miembro de la igualdad que queremos demostrar, obtenemos:
u3 + (=1)2 =1 + 1 = 2. Por lo tanto, la igualdad es vélida para n = 2. Ahora
supongamos que U4 1Uk—1 = uz + (—1)’“ para todo k < n y consideremos
Up4-2Un, (Un+1*_u%)un

(Un+l‘+'un—4,+'un—2)un

= ((un + Un—l) + up—1+ Un—Q)Un

= U+ 21Uy + Un—2Uy

= w4 2uy_qu, +ui_; + (—1)""!; usando la hipétesis de induccién ;

= (un+ un—1)2 + (_1)n_1

2 1
= Upgp + (=)

Para analizar la existencia del limite veamos la diferencia entre dos términos
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consecutivos
2
Unp Un+1 UnUn+2 — Up4q
Tp — Tp4+1 = - -
Unp+41 Up4-2 Un+1Un+2
2 n+1 2
_ un+1+_(_1) __un+1
Unp41Un+2
( -1 )n+ 1
Unp4+1Un+2

Asi vemos que la sucesion no es creciente ni decreciente, pero como

1

|y — Tpy1| = ——r,
Un+1Un+2

la distancia entre los términos de la sucesién tiende a cero, la sucesion tiene un
limite que llamaremos L . Segun el item anterior,

1

n
lfm:Un+1 = ;@L:L, <:>L2+L—1:0.
n—00 1+ lim x, 1+ L

n—oo

~-1+5
2

V5 —1
TR

Las soluciones de esta tltima ecuacién son L = . Por ser x,, > 0, para

todo n , L debe ser un nimero positivo. Asi, L =

Demuestre que la sucesiéon

1
_n+n+1+'“+%’

) 1
converge a un numero L comprendido entre R 1.

Pruebe que

1 1
+ A

b, =
n+1 n-+2 2n

converge y que su limite es el mismo que el de la sucesion (ay,).

37 o7
D t — <L < —.
emuestre que 50 <L< 50
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Solucion:

a)

1 1 1 1 1 1

ap+1 — anp = <n+1+n+2+"‘+m>—<E+n+1+"'+%>

1 1 1
1l mt2 n
2(n+1)n+ 2n+1)n— 2n+1)(2n +2)

2n(2n+1)(n+1)
—3n — 2

2n(2n +1)(n + 1)
< 0.

Por lo tanto, a1 < an, lo que nos dice que la sucesién es decreciente, por

. . . 1 .
otro lado es facil ver que a, estd acotado inferiormente por 3’ la sucesion es
convergente. Acotando el término general tenemos que:

1 1 1
(n+1)s- <+
n

“ee n
2n

n+1 2n n’

1 1
asi, 3 < ap < 14+—. Usando el teorema 2.1.36, tenemos que la sucesién converge

1
hacia un nimero L tal que 3 < L<I1.

b) Veamos que la sucesién (by,) es creciente. En efecto,

busi — by = ( NI I S S >
mH n+2 n+3 on  2n+1  2(n+1)
1 1 1
_<n+1+n+2+”‘+50
1 1 1

ntl 2nt2 n+tl
2n+1)+(2n+1) —2(2n+1)
22n+1)(n+1)
1
22n+1)(n+1)
> 0.

Por consiguiente, la sucesién b,, es creciente. Por otro lado es facil ver que es
acotada superiormente por 1, acotando el término general nos queda,

L <b 1 + ! + -+ ! < 1
n— = _ n—
2n " n+1l n+2 2n n’
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1
es decir, 3 < b, < 1. Por ser una sucesién creciente y acotada superiormente ,

1 1
ella es convergente. Ahora, a,, —b, = — implica que lim (a,—b,) = lim — =0.
n n— oo n—oo n
Por lo tanto,
lim a, = lim b,.
n—oo n—oo
¢) L =inf{a,} = sup{b,}, por lo tanto, b, < L < a,, para todo n. En particular,
bg § L S as.
1+1+1+1 Y b +1+1+1 37A,
Aa = — — — - ==, = — — - = —. Sl, vemos ue:
T35 a6 600 P T4 56 60 E
sy
60 —  ~ 60
Si uno desea obtener otras cotas para L debemos tomar otros n. Por ejemplo,
. 4 533 <[ < 743
sin=4, — —
T840 — T T 840
17. cabeza

. . . 1\" .
a) Demuestre, sin usar el teorema del binomio, que a,, = <1 + — | es creciente y
n

1 n+1
que b, = <1 + —> es decreciente.
n

b) Calcule el limite de ambas sucesiones.

Solucion:

a) Para estudiar el crecimiento de la sucesién (a,,) demostraremos que el cuociente
An+1

Gn

es mayor que 1. En efecto,

1+ — 14— . "
antl  _ <+n+1) _< +n+1> 14 1 B Eﬁ )
an 0" 1\" nt1) \z2) \no1
1'+'_ 1'+'_ n

n n
nn+2)\" (n+2\ - 1 \" /42
(n+1)2 n+1) (n—|-1)2 nt1

2
<1 — @ f 1)2> (Z i 1) ( usando la desigualdad de Bernoulli),
n+2 nn+2)  n’+3n+3n+42

n+l (412 n¥+3n2+3n+1
> 1.

\%
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Por lo tanto podemos concluir que (a,) es una sucesién creciente.
Siguiendo la misma técnica para sucesién (by,), tenemos:

1n+1 1 n+1
14+ — 1+ —
w o ) () )

bn+1 +2 1 <1 L)
1+ RES |
<1+n+1> n+1 n-+
B n+2 n+ 2
(2 1\" M1 ! "l
B n? 4+ 2n n+2 n(n+2) n+2
1 1
> nt nt , (usando la desigualdad de Bernoulli),
n(n+2)) n+2
_ 2n? +3n+1>1
B n? + 2n '

Por consiguiente, (b,) es decreciente.

b) lim a, = e, por otro lado tenemos que
n—oo

1
lim b, = lim <an <1+—>> =e-l=c¢e.
n—o00 n—oo n

18. Convergencia de la media aritmética.
a) Si {a,} converge a L, entonces la sucesién de las medias aritméticas también
converge a L.

b) Demuestre que la propiedad se conserva cuando L = F00.

1+V24+V3+...+/n

¢) Calcular lim

n—oo n
L, 14+24...+n
d) Calcular lim
n—oo n
Solucién:
, , ar+...+a
a) Sea L = lim a,. Entonces, queremos demostrar que lim LN N
n—-+4oo n—-+4oo n

Dado ¢ > 0, existe N tal que si n > N, entonces |a, — L| < €, en particular
podemos escribir las (n — N) desigualdades siguientes:

L—¢ < (J,N+1<L+€

L—¢ < any2a<L+ce¢
< o<l
L—¢ < ap,<L+e¢
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Sumando miembro a miembro estas desigualdades nos queda:
m—=N)(L—-¢)<ant1+...+a, < (n—N)(L+e¢).

Dividiendo toda la desigualdad por n, obtenemos:

— N n — N
(n )<aN+1+ +a <(n )

(L_e) n n n

(L +e). (2.5)

Por otro lado, para N fijo,

|
im S FON ) lm (5) =0

n—-+00 n n—+oo N
Por tanto, para n suficientemente grande,

ar+...+an

—e —— " <& (2.6)
n
Sumando (2.5) y (2.6):
— N n — N
M(L—E)—€<a1+ ta <(n J(L+e¢)+e.
n n n
n—N

Como lim ( ) =1 y usando el teorema 2.1.36 tenemos:

n—-4oo n

- N - N
lim [M(L—e)—s] < lim [a1+ —|—an] < lim [(n WL+e)+e].
L —2¢ < lim [a1+...+an] < L+ 2¢
n—oo n
[al teeet an] - L’ < 2¢ ; para n suficientemente grande
n

lim (M) - I
n

n—oo

b) Si L = 4o0. Entonces, dado M > 0, existe N tal que si n > N,
aAN41 > M, aNi2 > M,
sumando miembro a miembro estas desigualdades:

ant1+anyo+...+a, > (n— N)M
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1
dividiendo la desigualdad por —, nos queda:
n

an+1 tanyo2+ ...+ ay >Mn_N.
n n
. , 1 . o
Considerando que hIJIrl — = 0 y que N esta fijo con respecto a n, para n
n—+oo N

suficientemente grande

Por tanto,

lo que implica:

Asi vemos que,
, ay+...+ay
lim (———) =

n—-+4oo n

o
+
¢

Si L = —o0, la demostracién es andloga.
c¢) Como h’ril ¥Un =1, el limite dado también vale 1.
n—-+0o0
1+424+...4+n

d) lim (———————) = o0, pues a, = n diverge a co.
n—-+oo n

- 1 , a
19. a) Demuestre que si lim (an+1 — a,) = L, entonces lim — = L.
n—-+oo n—+oo N
1 1

, 1 1
b) Calculenlggo(g—l—%—kg—n—l—...—kﬁ).

¢) Calcule lim P cuando p es un numero fijo mayor que 1.
n—+oo N

Solucion:

a) Sea
bp=0n—apn_1 n>1
blzal

Entonces, h’IJIrl b, = L por hipétesis y segun el ejercicio 18,
n—-roo

bi+...+by  art(a—a)+...+(an—an-1) an

n n n

converge también a L.
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1 1 1
Definiendo a,, =14+ =+ -+ ...+ —, tenemos que a —a, = ——, sucesién
n 2 3 n q n—+1 n n+1
. an 1 1 1 1
que tiende a 0. Como — = — 4+ — + — + ... + —5, usando la parte (a) el
n n  2n  3n n

limite pedido vale 0.
Definiendo a,, = p", tenemos que a,4+1 — a, = p"(p — 1), sucesién que diverge
n

a +oo y por tanto, b diverge a 4o0.
n

20. Sea {ay} una sucesién de términos positivos.

a)

e)

/)

. ) Gn41 , cps
Demuestre que si { converge a un numero positivo menor que 1, entonces
n
lim a, =0.
n——4oc

Demuestre que si  lim
n—+o0o  Ap

1
es mayor que 1, entonces {a,} no converge.

. , An+1
Si lfm 2t

=1, {an} puede converger o no. Dé ejemplos de ambas posibili-
n—+00 Ay

dades.

Calcular
. n?
Iim —.
n——+oo 2N
:L,n

;, Para cudles valores de z, la sucesién {—'} converge? Calcule su limite cuando
n!

exista.

, ., n
i, Para cudles valores de z, la sucesion a,, = — converge ?
x

Solucion:

a)

’ An+1
Como lim
n—-+oo an

= L < 1, entonces existe » > 0 tal que L < r < 1. Por

an+1

Gnp
an+1 < ran paratodon > N. En particular, podemos observar que ay+1 < ray

y anyo < rays1 < r2ay. En general, a, < r" Nay, lo que nos dice que la
sucesion (an-n)nen €s acotada por la sucesion r"ay que converge a 0, ya que
0<r<1,asi0<a, <r"ay implica que 0 < lim a, <0.

n—-+o0o
Si L > 1, sear tal que L > r > 1, entonces existe IV tal que si n > N tenemos
an+1

definicién 2.1.23, existe N tal que si n > N, entonces < r, lo que implica

que > r > 0, es decir, an+1 > ran; n > N de modo andlogo a la parte
n
previa. Por tanto,

n—N

an > 1 ay; para todo n.

Como r>1 lim "V = oo y consecuentemente lim a, = cc.
n—-+o00 n—-+o0o
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1 a n 1 a
¢) Siap = —; L = = , I "ty = 1y a, converge a 0.
n'  ap n+1 1 17" nodee ay,
_|_ i
n
a n+1 1 a
Si a, = n; entonces uk2 S Che 1+ —, por tanto, lim ( nH) =1y
[07%% n n n—+00  ap
lim a, = +oc.
n—-+o00
(n+1)?
2 —_— 2 on
ne  apt1 ont1 (n+1)°-2 ln+l, 1 1.,
d) ap, = —; = = = = = —(1+ —)“. Por lo
) an 27’ q, n? ntl . p2 2( n ) 2( +n)
on
a 1 1 1 n?
cual, nll)I_’I_loo Z:l = ngrfoo 5(1 + 5)2) =35 < 1, lo que implica nEIfoo o = 0.
$n+1
" a 1)! vt pl x a
e) ap = — ;asi ntl (n—{—n ) = = implica que lim ntl
! an z" zr(n+ 1) n+1 n—+00  ay
n!
:L,n
0. Por tanto, lim — =0.
n—-+oo n!
n an+1 n+1 z" 1 1
Para a, = — tenemos que = — =14+ -).
1) "o gn q an vt n x( + n)

P NG R | . ,n .
Asi, lim ntl — 2 <1 cuando z > 1. Por tanto, six > 1, lim — =0;si
n—+oo  ay €T n—+oo ™

z <1, = diverge, si x = 1, a,, = n que diverge a oo.

2.2.2. Ejercicios propuestos

Calcular los limites cuando existan, de las sucesiones con término general a,,.

nd —2n+2
1. ap = ————
n° + 8n
5n* 4+ 3n? — 4
2. an:3—
3n° —1
1
3. ap

T Vntltm
4. ap = Yn+1
5. ap =Vn2+4—vn2+3

6. ap = (—1)" (1 + %)
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14.
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16.
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~ 10 l10
T
.an—3 9 o7 T 30
1 1 1 1 1
cap=l——-+———+—+.. . +(-1)"—.

5 25 125 625 Hn
ap,=14+3+32+334+... +... 43"

Usando el ejercicio resuelto 10, calcule:

lim [\/n2+5n—2—\/n2—6n+8].

Calcule

1 1 1
i —t— .+ —.
7£&<L3+243_ +nwn+m>
Indicacion:Ver el ejercicio resuelto 12.

Calcule

1 1 1
Ii - .
7£&<L23+d¢y4+ 7un+nm+m>
Indicacion:Ver el ejercicio resuelto 13.
(&)

. . o1 .
Demuestre que la sucesion - tiene limite o donde k es un entero fijo.
n !

Dados los primeros términos de la sucesion, encuentre usando recurrencia, el término
general a,. Luego, analice la existencia del limite y calcilelo cuando exista.

a) V2,V2+V2,\/2+V2+V2, ...,
b) V3,V3+V3,\/3+V3+V3, ...,
¢) v6,V64+6,1/64+ 6 +6,...,

Demuestre que la sucesién (a,) definida por:

ap = 0
as = 1
anp = M;si n > 2;
2
2 2 (="

es tal que a,, — = = — -

373 g1 Y calcule su limite.
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17. Sea x un numero real fijo, demuestre que la sucesién:

<[x]+[2a:] +...+[m~]>neN

n2

;. €
converge y su limite es 3

Indicacion: Este limite puede ser calculado por acotamiento, usando que
y — 1 < [y] <y, cualquiera sea el nimero real y.

<@>nGN

Indicacion: Este limite puede ser calculado por acotamiento, usando que
nx — 1 < [nz] < nz, cualquiera sea el nimero real x.

18. Demuestre que

converge a x.

19. Demuestre que 5" — n diverge hacia +o0.

20. Pruebe una propiedad andloga a la del ejercicio 18 para la media geométrica de una
cantidad finita de nimeros.

a) Sia, >0y 11'111 an, = L, L puede ser finito o 0o, entonces
n—-—r+0od

lim Yajas...a, = L.

n—-+00

a
b) Sia, >0y lim - = [ entonces, lim <{/a, = L.

n—+00 Ay n—-400

c¢) Demuestre que lim {/n = 1.
n—+o0o

d) Demuestre que lim Vn!= co.

n—-4oo

1,
e) Calcular lim —+V/nl.

n—+oo n

21. a) Pruebequesi lim a, = 0y silasucesién {b,} es acotada, entonces lim a,b, =
n—-4o00 n—-+00
0.

b) Muestre con ejemplos que si {b, } no es acotada no se tiene la conclusién de (a).

1

22. a) Si0<y<zysia,=(z"+ y")ﬁ demuestre que h’rf ay = .
n—--+oo
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1

) IN"  (1\"\n
b) Calcule nEIJIrloo<<§> + <§> > .

c¢) Calcule h’IJIrl V(47 + 5m).

23. Analizar la convergencia de la sucesion segun sea el valor de x.

1+ a2n’

24. Dado a > 0 y 1 > 0 cualquiera, demuestre que la sucesién definida por recurrencia
Ty + =

n

Tpal = converge a \/a.
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2.3. Las funciones numéricas de variable continua

2.3.1. Definiciones basicas

Dado que R o un intervalo de R es la imagen abstracta de una magnitud que varia
continuamente, tomaremos intervalos para establecer ciertas relaciones entre magnitudes
que llamaremos funciones numéricas de variable continua.

Definicion 2.3.1 Sea [ unintervalo y sea « € I. Si mediante una cierta regla establecemos
una correspondencia de modo que a cada x en el intervalo le corresponda un unico y € R,
decimos que y es una funcién numérica de x, lo que denotaremos como:

zr—1y o z+—y(zr) o zr—— f(x) o y= f(x).

f simboliza a la funcién , x es la variable independiente e y es la variable depen-
diente.

Definicién 2.3.2 i) Al conjunto D(f)={z € I : existe un unicoy € R tal quey = f(z)
} se le llama dominio de la funcién.

ii) Al conjunto R(f)= {y € R : existe z € D(f) tal que y = f(x) }, se le llama
recorrido de f o conjunto de valores de la funcién f.

iii) Al conjunto G(f)= {(z,y) € D(f) x R(f) : y = f(z) }, se le llama grafico de f.
Ejemplos:

1. La funcién constante: Es aquella que a cada x € I le hace corresponder un mismo
numero ¢, en simbolos, se escribe f(z) = c.

2. La funcion lineal no constante: Es aquella que a cada x € I le hace corresponder
el nimero az + b, con a, b constantes, a # 0, es decir, f(x) = ax + b.

3. La funcion cuadratica: Es aquella que a cada = € I le hace corresponder el nimero
f(x) = ax® +bx +c; con a, b, c constantes y a # 0.

4. La funcién polinomial: Es aquella que hace corresponder a cada x € I el nimero
f(x) = apa™ + ... + a1 + ag, donde los a; son constantes.

5. La funcién racional: Es aquella que se obtiene mediante cuocientes de polinomios,

es decir: (@)
p(x
fa) =2
(@) q(x)
En este caso debemos observar que para aquellos x tal que g(x) = 0, f(z) no esta de-

finida . Por tanto el dominio de una funcién racional lo constituye
R—{z:¢(x) =0} = {z € R: q(z) # 0}.
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Definicién 2.3.3 Se dice que dos funciones f y g son iguales si y solo si se cumplen las
condiciones siguientes

= D(f)=D(9) =D.

s f(z) =g(z) paratodoxz € D.

En tal cso escribiremos f = g, en caso contrario escribiremos f # g para senalar que f y
g no son iguales.

Ejemplo 2.3.4 1. f=+x—1y g=+/|r— 1| no son iguales porque tienen dominios
distintos; D(f) = [1 + oo[, D(g) = R.

2. Dos funciones polinomiales son iguales si tienen el mismo grado y los respectivos
coeficientes iguales.

3. f=+(x—=1)(z+3)y g =+x—1Vx+ 3 no son iguales porque tienen dominios
distintos; D(f) =| — 0o, =3] U [1 4+ oo[, D(g) = [1, 4+o0].

Observaciéon: Podemos extender algunas de las propiedades de los nimeros a las fun-
ciones, por ejemplo, podemos establecer una aritmética de funciones, podemos comparar
funciones, estudiar si es acotada, si tiene maximos y minimos, etc.

Definicién 2.3.5 Dadas dos funciones numéricas f y g, se definen las siguientes funciones
cuyo dominio es D(f) N D(g) :

(i) (f £9)(x) = f(z) £ g(x)

(i) (fg)(z) = f(x)g(x)
(iii) <§> (x) = % ; cuando g(z) #0 .

Definicién 2.3.6 Dadas dos funciones numéricas f y g, diremos que:
(i) f=gsi D(f)=D(g) vy f(x) = g(x) para todo = en el dominio comun.

(ii) f < gsi f(x) < g(x) paratodo z € D(f) N D(g).
Ejemplo:

1. Dadas las funciones f(z) = = y g(z) = 2 definidas sobre I = [0, 1]; usando las
propiedades de los nimeros reales tenemos que para todo z € [0,1] , 0 < 2? < .
Por tanto g(z) < f(z) , para todo x € I. Es decir, f < g sobre [0, 1].
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2. Dadas las funciones f(z) = = y g(z) = 2? definidas sobre J = [1,2]; usando las
propiedades de los nimeros reales tenemos que para todo = € [1,2] , 2 > z. Por
tanto g(z) > f(z) , para todo x € J. Es decir, g > f sobre [1,2].

Definiciéon 2.3.7 Diremos que la funcién f es acotada , si su recorrido es un conjunto
acotado, es decir, si existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo = € D(f).

Ejemplo:

1. La funcién f(z) = = y g(z) = 2? definidas sobre I = [0,1] son acotadas, puesto
que para todo x € [0,1] , 0 < 22 < 2 < 1 . Cualquier nimero M > 1 satisface la
definicién.

2

2. En cambio, si f(z) =z y g(x) = 2* son definidas sobre R, no son acotadas.

Definicién 2.3.8 Dada una funciéon f diremos que:

1. f es estrictamente creciente en un intervalo I, si para todo z1,xz2 € I, tal que
x1 < 2 se tiene que f(z1) < f(z2).

2. f es creciente en sentido amplio o creciente sobre un intervalo I, si para todo
x1,x9 € I tal que x1 < x4 se tiene que f(z1) < f(x2).

3. f es estrictamente decreciente sobre un intervalo sobre un intervalo I, si para
todo x1,x9 € I tal que x1 < x4 se tiene que f(x1) > f(x2).

4. f es decreciente en sentido amplio o decreciente sobre un intervalo I, si para
todo x1,x9 € I tal que x1 < x5 se tiene f(x1) > f(x2).

5. f es mondtona sobre [ si es creciente o decreciente.

Por cierto la mayoria de las funciones presentan cierto tipo de monotonia a tramos, es
decir, sobre un intervalo son crecientes y sobre otro son decrecientes, por esta razoén es
interesante estudiar las variaciones de una funcion, es decir, averiguar sobre qué parte
del dominio son crecientes o decrecientes.

Ejemplo:

1. La funcién:

es estrictamente decreciente sobre el intervalo [—3,0] y es estrictamente creciente
sobre [0, 3].
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2. Definicion 2.3.9 Dado = € R, se define la parte entera de x , como el nimero
entero m, que es el mayor entero menor o igual que x. Este nimero se denota por
[x]. Es decir:

[x] € Zysin € Zes tal que n <z, entonces n < [z].

Por ejemplo, [3,2] = 3, [-3,2] = —4.

La funcién parte entera h :  —— [z]| es creciente y, en particular, es constante a
tramos.

Siz € [n,n+ 1), entonces [x] = n, para todo n entero.

Asi, si 1 < x9, entonces f(x1) = f(x2) si 1 ; 2 € [n,n + 1); para algin entero n.
En cualquier otro caso f(z1) < f(x2).

3. La funcion
0 six es racional
g(x) = . .
1 siz es irracional

No es creciente ni decreciente en ningin intervalo.

4. Una situacién analoga se tiene con la funcion:

h(z) =

0 six es racional
x six es irracional

Definicion 2.3.10 Sea f una funcién numérica no constante, I un intervalo contenido en
el dominio de f y zg un punto de I. Diremos que f tiene:

(i) un cero en xy cuando f(xg) = 0.
(ii) un maximo en zg, con valor f(xy), cuando para todo = € I, f(x) < f(xo).
(iii) un minimo en xg, con valor f(x), cuando para todo = € I, f(z) > f(xg).
(iv) un extremo en zg, cuando f tiene ya sea un maximo o un minimo en .
Ejemplo:
1. Consideremos la funcién:
f:R—TR tal que f(z)=2a>—-4.

a) Como f(x) =0 <= 22 — 4 = 0. Entonces los ceros de la funcién son x; =2y
T = —2.
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b)

2. Sea la funcién g(z)

Usando las desigualdades estudiadas en la primera seccién, podemos ver que
f(z) < 0 cuando —2 < x < 2 y para todos los otros valores de x, la funcién es
positiva. Por tanto, su valor minimo lo alcanza en el intervalo [—2,2]. Como el
cuadrado de un nimero y su inverso aditivo tienen el mismo cuadrado, basta
analizar lo que sucede en [0, 2]. Usando propiedades de las potencias, sabemos
que el cuadrado crece con el niimero, asi podemos sospechar que el minimo lo
alcanza en x = 0, donde f(0) = —4.

En efecto, si 2 € (0,2) ,entonces 0 < x < 2y por tanto 0 < 22 < 4. Restando
—4 a la dltima desigualdad, tenemos, —4 < z? — 4 < 0. Esto nos dice que,
f(0) < f(z), para todo = € (0,2). Lo mismo sucede en (—2,0) y como en el
resto del dominio la funcién es positiva, f(0) < f(z), para todo x € R. En
sintesis, la funcién alcanza su valor minimo, —4, en z = 0.

La funcién no tiene maximo. Por reduccién al absurdo supongamos que f tiene
un maximo en algin xo. Entonces, f(x) < f(x); para todo z € R. Si hacemos
M = méax{f(zg),4} tendriamos que | f(z) |< M, para todo = € R. Lo que
implicaria que z < M + 4, para todo z € R y por tanto R seria acotado
superiormente, contradiciendo lo visto en la primera seccién.

—x2 + 4 sobre [~2,2]. g es positiva en

(—2,2) y g(—=2) = g(2) = 0, en los puntos z1 = —2 y x9 = 2 la funcién alcanza su
valor minimo.

Definicién 2.3.11 Diremos que una funcién f es periddica, si existe un T' € R, tal que

fla+T) = f(z), (P)

para todo = € D(f). Al menor de los nimeros positivos T', que cumplen con (P), se le
llama periodo de f.

Ejemplo: La funcién f(z) = x — [z], es periddica de periodo 1.

Definicién 2.3.12 Una funcién f se dice:

i) par

,si f(—x) = f(x), para todo = € D(f).

ii) impar , si f(—z) = —f(z), para todo = € D(f).

Ejemplos:

1. Toda funcién del tipo f(z) = z*; con k un entero par, es funcién par.

2. Toda funcién del tipo f(z) = z™; con n impar, es funcién impar.
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Definicién 2.3.13 Sean I y J intervalos. Sean f y g funciones numéricas tales que D(f) =
I, D(g) =Jy R(f) C J. Entonces la funcién compuesta de f con g, denotada, g o f
estd definida por:

() D(gof) = 1.
(ii) (g0 f)(x) = g(f(x)), para todo z en I.
Ejemplo:

Sif:xr—a2?2+1yg:2+——|z], entonces
(9o f)(z) =g(f(z)) = g(z* +1) =[ 2* + 1.

Definicién 2.3.14 Una funcién f: I — J se dice sobreyectiva si y sélo si R(f) = J.
Ejemplo:

1. La funcién f : R — R tal que & — 22 no es sobreyectiva, pues R(f) = RT U {0}.

2. La funcién f: R — R tal que 2 — 22 es sobreyectiva, pues dado cualquier real y

siempre existe {/y , segtin lo visto en la seccién 1.1 de modo que f(y) = y.
Es importante observar que toda funcion es sobreyectiva sobre su recorrido.

Definicion 2.3.15 Una funcién f se dice uno a uno o inyectiva sobre un intervalo
I, si para todo x1,x9 € I, con x1 # x9 se tiene f(z1) # f(x2). Equivalentemente, si
f(x1) = f(x2) entonces z1 = x2.

Ejemplos:

1. La funcién constante no es inyectiva en ningin intervalo de R, pues f(x1) = f(z2)
aun cuando xj # x3.

2. La funcién lineal no constante f(x) = ax + b es inyectiva sobre todo R, pues si
1 # w2, entonces f(x1) # f(x2).

2

3. La funcién cuadrética f(z) = x*, no es inyectiva sobre R, pero si lo es separadamente

sobre RT o R™.

La importancia de las funciones inyectivas sobre un intervalo I es que ellas tienen
funcién inversa sobre su recorrido. Es decir, si f es inyectiva sobre I, entonces existe la
funcién f~! definida sobre R(f), con valores en I de modo que

foft= Iy
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flof=1;

donde I 4 es la funcién idéntica sobre el conjunto A, es decir, aquella que a cada x € A le
asigna el mismo = € A; I4(x) = .

Ademsds, es muy posible que algunas funciones sean inyectivas en algin subintervalo
de su dominio, entonces restringiendo su dominio ellas pueden invertirse.

Ejemplo:

1. Hemos visto que la funcién lineal no constante es inyectiva sobre R:
fixr—ax+b

para encontrar f~! se debe despejar la variable independiente en la ecuacién
y = ax + b, lo cual nos da para x el valor en funcién de y, asi tenemos,

y—2b
xr =
a

pero, para presentar la funcién f~!, debemos retomar la convencién que z es la
variable independiente. En este caso,

_x—b

@)

a

verifiquemos que fof~!(x) = Ig:

Fof 1) = £ @) =1 (57) =a (1F) 4 =a

a

Del mismo modo:

flof(@) = (@) = fMNaw +b) = CETD 0,

a
2. La funcién cuadrética f(x) = 22, la podemos invertir sobre R* U {0}.

Sea y > 0 y consideremos y =2? <= y—1>=0 < (/y—z)(y/y+z)=0de
donde se tiene x = =4, /y, pero como nos hemos restringido a = € R U {0}, = sélo
puede tomar el valor ,/y.

Por lo tanto:
T RYU{0} — RT U {0}

A

Observacion: De todos los ejemplos vistos se puede deducir que las propiedades
que puede tener una funcién depende fuertemente del dominio, por tal razén es
de suma importancia determinar el dominio de una funcién.
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2.3.2. Representacion grafica de funciones

Podemos establecer una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los
elementos de R x R, usando la continuidad de R como el continuo geométrico de la recta.

La posicion de un punto en el plano se puede determinar mediante dos cantidades
llamadas coordenadas del punto. Eligiendo dos rectas perpendiculares, con interseccién en
el punto O, las coordenadas de un punto P son las distancias del punto a las dos rectas,
que son a su vez las proyecciones ortogonales del trazo OP sobre los ejes. De esta manera,
se determina, sobre cada eje un punto N y M.

Como cada punto M, N se puede identificar con un nimero real, tenemos que a todo
punto P le corresponde dos ntimeros reales, con los cuales podemos formar un par ordenado
(M, N) , en que a la primera componente se la llama abscisa y a la segunda se le llama
ordenada del punto P.

y

N P = (M,N)
x

0 M

Figura 2.2: Sistéma de coordenadas rectangulares

Una vez que sabemos determinar la posicién de un punto en el plano, es natural
concebir la idea de poder representar el grafico G(f) de una funcién f como una curva en
el plano.

Para tener una idea del grafico de una funcién debemos encontrar una cantidad sufi-
ciente de puntos de G(f), lo que tradicionalmente se llama una tabla de valores.
Ejemplo:

1. f(z)=1z-1

Figura 2.3: Gréfico de f(z) = 3z — 1
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2. f(x)=22—-1

u]\\\///l ; !

—1

Figura 2.4: Gréfico de f(z) = 2% — 1

SN S s

-5 —4 -3 -2 -1

Figura 2.5: Gréfico de f(z) = x — [z]

Observaciones:

1. En general una tabla de valores sélo sirve cuando la funcién tiene un comportamiento
relativamente simple, de lo contrario, se requieren técnicas mas elaboradas que se
iran desarrollando més adelante.

2. Muchas propiedades de las funciones pueden ser interpretadas geométricamente con
la ayuda del sistema de coordenadas.

a) El grafico de una funcién par es simétrico con respecto al eje Y.

b) El grafico de una funcién impar es simétrico con respecto al origen.
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¢) El grafico de una funcién y de su funcién inversa son simétricos con respecto a
la recta y = x. Pues,

(w,v) €G(f) = flu)=v &= [v)=u < (v,u) €G(f)

! /y = [ (x)

Figura 2.6: Grafico de f y su inversa f~!

2.3.3. Ejercicios resueltos

1. Seaf(z) = signo de = que se define como:
1 si x>0
flx)=4¢ 0 si z=

-1 si <0

Grafique las siguientes funciones:

Solucion:

a) Gréfico de f(x).
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Y
1
x
—1
Gréfico de [f(x)]%
I Y
# x
Grafico de 1 — f(z).
0 si >0
l1—f(z)=¢ 1 si =0
2 si z<0
Y
2
o 1
x
b)
5 3-2 si >0
g(x) =3 — — =< noestd definida si =0
2] 3+ % si x<0

2
Six>0.3-— % > 0 es equivalente a = > 3 Sizx<0.3+ % > 0 es equivalente
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ar<—-.
3

2
g(x) se anula en x = j:g. Por tanto, el signo de g(x) se distribuye de la siguiente

forma:
+ — — +

Wi
[en}
Wi @

Esto nos dice que el gréfico de f(g(x)) es:

| [ ]
wino
wWine

2. Sia <b<c, graficar
f(x) =z —a|+ ]z b+ |z —¢
Solucién: Segun el ejercicio resuelto 12 de la subseccién 1.3 tenemos que:
—3rz+a+b+c si z<a
—x—a+b+c si a<z<d

r—a—b+ec si b<zx<e
3r—a—-b-—c si e<ux.

flz) =
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Por tanto, su gréfico es la linea poligonal:

4. Sea h(x) :[0,1] — R definida por:

a) Calcular h(O),h(l),h(%),h(l),h(§),h(%),h(g).

b) Graficar h.

c) Extienda gréficamente h a todo R.

Solucion:

a) h(0) = 0,h(1) = 0, h(%) _

b) Six € [0, %) el entero mas cercano a x es el cero y la distancia entre ellos es
igual a x.

1 1
T = 3 estd a la misma distancia del cero y del uno, y ésta es 3

Six e (%, 1] el entero méds cercano a z es 1 y la distancia de x a 1 es 1 — x.

Por tanto, sobre el intervalo [0, %), el gréafico de h(z) es el segmento de la recta

y = x y sobre [%, 1] el gréafico es el segmento de la recta 1 — z.
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>

D=
—_

¢) En cada intervalo [n,n + 1], el anélisis es el mismo que en [0, 1], por tanto, la
funcién se repite periédicamente.

5. Dada la funcién g de [0, 1] en R, definida por

si  x es irracional
: _p _
si m—a,(p,q)—l.

K

—~

8

N—

Il
—
Q= O

a) Calcule g(O),g(l),g(;

|
SN—
Q
—
U
)
—~
N
SN—
Q
—
|
SN—
Q
—
OIS
N—
)
—~

1
b) Calcule la imagen inversa de {5}

1
c¢) Calcule la imagen inversa de {—}.

d) Grafique g.

Solucion:

1 1 1
o) Colene o0) =0.901) = 1.05) = 5.03) = .o

o) =9() = La(3) =9(3) = 9(3) = 9(3) =

1 1245
_1—:————
) 5P ={3553]

c) 9‘1(1) = {Z; (p,g) =1,0<p< q}-

q
d) Su grafico es
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1 e °
°
%- ° °
%- ° °
° ° ° °
° °
[ ° . o . [
4 3 2 3 4

Figura 2.7: Grafico de ¢

6. Bosqueje el gréfico de las funciones

0) f(2)=1—lal
b) g(z) = /1 —lzl.
Solucion:

a) Siz >0, entonces f(x) =1—2x. Siz <0, entonces f(z) =14+=z. f(0) =0. Su
grafico son dos semirrectas como lo muestra la figura.

b) Del gréfico de f vemos que 1 — |z| > 0 es el intervalo [—1, 1],
por tanto D(g) = [—1, 1]. Dado que 1 — x es decreciente en [0,1] también lo es
V1 — . Sobre [—1,0], el crecimiento de 1+ x implica el crecimiento de /1 + z.
Asi, los gréaficos de f y g son:

AN LN
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7. Determine el dominio y el recorrido de cada una de las siguientes funciones:

a) vr+1

b) Va2 +1

c) Va? —1

d) vV1—2a?

1
e)
vo+1

Solucion:

a)

Para determinar el dominio debemos analizar los valores de x que hacen de
v + 1 un ntmero real.

Vvi+leR «<— z24+1>0 < x> —1.

Por tanto, D(f) = [—1, 00).

Para encontrar el recorrido, debemos despejar x en la ecuacién que define la
funcién.

y=vVr+1 < y?>=2+1yyec|[0,00). Entonces, cualquiera sea y € [0, 00),
x = y? — 1 pertenece al dominio, por lo cual R(f) = [0,0).

Sabemos de las propiedades de los niimeros reales que 2 es positivo o nulo, por
lo que 22+1 > 0 para todo z, por tanto el dominio de la funcién h(x) = V2 + 1
es R. Por la misma razén y como z? no es acotada superiormente como vimos
en un ejemplo, el recorrido de la funcién es [1, 00).

Sea g(x) = Va2 — 1. Segtn lo visto en la primera seccién tenemos que,
22-1>0 < (r+1)(z—-1)>0 <= z € (—o0,—1]UJl,00). Asf
D(h) = (—o0, =1]JU[1,00) y R(h) = [0, 00).

Similarmente tenemos que V1 —22 € R <= 1 — 22 > 0. Por tanto

La funcién

= tiene por dominio (—1,00), como puede deducirse a partir
x

de la parte (a) y su recorrido es (0, 00).

8. Estudiar las variaciones de las funciones z, 2% y \/z, sobre [0, o0). Graficarlas en un
mismo diagrama y deducir que:

Siz € (0,1) entonces 22 < x < y/z. Si € (1,00) entonces 2 > x > /7.
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Solucion:

Es fécil verificar que las tres funciones son crecientes y toman valores no negativos
en todo su dominio. Todas valen 0 en x = 0 y valen 1 en x = 1, pero su crecimiento
difiere en la rapidez con que se da. Con la ayuda de una pequena tabla de valores
podemos bosquejar el grafico siguiente:

I
8

) ____..-y:xz Y

Figura 2.8: Graficos de y =z ,y =22y y = /x

9. Dada la funcién numérica

T+a
(x —a)(x—0b)

frzr—

Calcule a y b sabiendo que D(f) = R — {—2,1} y que el grafico de f pasa por el
punto (3, %)
Solucién: Si (3, 2) € G(f), entonces,

3+a 2
(3—-a)(3—-0) 5
Lo cual es equivalente a 11a 4+ 6b — 2ab = 3. Una solucién a esta ecuacién es a = 1

y b = —2. En este caso
z+1

) = —,
/(@) (x —1)(z +2)
cuyo dominio es R — {1, —2}. Valores distintos de a y b satisfacen 11a+ 6b—2ab = 3
pero no la condicién D(f) =R — {1, -2} ya que D(f) =R —{a,a}.

10. Dada la funcién f(z) = 1 definida para todo = € R, con z # 0.

a) Calcule: £(10) , f(10%) , f(10%) , f(10%) , f(—=10) , f(—=10%) , f(=10%) , f(—10%).
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11. Estudiar la variacién de la funcién f(z) =
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b) ¢ Para qué valores positivos de x se tiene que 0 <| % |< 1075 7
¢) | Para qué valores positivos de x se tiene que 0 <| % |< 10759 7

d) ; Para qué valores positivos de z se tiene que 0 <| 1 |< € ? Donde € es un
numero positivo cualquiera dado previamente.

e) ; Para qué valores negativos de z se tiene que 0 <| % |< 1073 ?

~

g) { Para qué valores negativos de z se tiene que 0 <| % |<e?

)
: ; - . 1 —30
) ¢ Para qué valores negativos de x se tiene que 0 < || <1077 ?
)
h)

., Qué condicién debe satisfacer x para que la distancia entre f(x)) y 0 sea cada
vez menor !

Solucion:
1 ]_ . ]_ 1
a) f(10) = 35 - f(10%) = 100" £(103) = 000" F(10%) = -

1 1 1
b) Siz > 0 entonces — > 0. Por tanto |—| = —. Tenemos:

0<1<107 = 0<I<is < z>10%

1 1
¢) Del mismo modo para que 0 < |—| < To50 © equivalente a pedir que |z| > 10%.
T

d) Si e es un nimero positivo cualquiera y = > 0:

1 1
0<—<e€e < x> -
xr €

1 1
e) Siz < 0entonces 2 <0y |=|=—=.Asi
T x

1
103

f) Del mismo modo se obtiene que z < —103°.

1107 = “led = —2>108 = 2<-10%

. . . . 1
¢) El mismo razonamiento se repite para concluir que x < ——.
€

h) De los tres dltimos pasos podemos deducir que, para que la distancia entre f(z)
y el 0 disminuya, x debe crecer.

x

[z]

Solucién:

Siz € [0,1) entonces [z] = 0, tenemos que D(f) =R —[0,1).



2.3. LAS FUNCIONES NUMERICAS DE VARIABLE CONTINUA 129

Sea n un nimero natural, si € [n,n + 1) entonces f(z) = <. Es decir, sobre cada
intervalo [n,n + 1) es un fragmento de recta y por tanto creciente. Pero, como %
decrece a medida que n crece, la inclinaciéon de cada fragmento es cada vez menor y

en cada x = n la funcién tiene un salto.

Para z negativo. Si x € [—1,0) entonces [x] = —1 por tanto, f(z) = —z. Asi f es
decreciente sobre [—1,0). En general, en los intervalos del tipo [—(n + 1), —n)
x
r) = — . Como —— decrece cuando n crece, tenemos una situacién pa-
/(@) —(n+1) n+1 P

recida a la rama positiva, los fragmentos de recta, que en este caso estan en forma
decreciente, se van poniendo cada vez mas en forma horizontal.

El grafico de esta funcién es el siguiente:

Y

2
1 //////

| Xz

L

—6 -5 —4 -3 —2 —1

X

Figura 2.9: Grafico de la funcién f(z) = 2]

12. Recuerde que si = es pequefio, 22 es més pequeiio atin. Entonces puede ser razonable
despreciar 22 y aproximar (1 + x)? por 1 + 2u.

a) { Qué error se comete al reemplazar (1 + x)% por 1+ 2z ?
b) ; Cémo elegir  para que el error sea inferior a: 1072, 107% , 107> ?

¢) Calcule aproximadamente sin usar calculadora, (1,0381)2, (1,0056)% con un
error menor que 1072,

Solucion:

a) El error cometido al reemplazar (14 x)? por 1+ 2z, estd dado por la diferencia:

| (1+2)% = (14 22) |=| 2? |= 22
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b) Para que el error sea menor que 10~2 basta resolver la desigualdad z? < 1072,

1 1 |
2

— = (z—— —) < 0.
<100 (@ =gl +15) <

Usando las propiedades de las desigualdades de la subseccién 1.1.3, vemos que
z € (T3> 19)-
Del mismo modo para que 22 < 10~* debemos tener z € (=, ).

-1 1
100> T00
: 2 -5 —1 1
Finalmente, = < 10 <~ € (100\/ﬁ’ 100\/ﬁ)'

¢) Como 1,0381 =1+ 0,0381 y 0 < 0,0381 < %, podemos aproximar (1,0381)2
por 1+ 2-0,0381. Asi, (1,0381)% ~ 1,0762.

13. Dada la funcién numérica
f(z) = 2® + |3 — 42?| — |5z + 1],

calcule f(—1), f(0), f(1) y deduzca que f no es monétona sobre [—1,1].
Solucién:

F=1) = (=1)* +[3 = 4(-1)%| = [5(-1) + 1| = ~2.
f0)=3-1=2.
f)y=1+4+13—4]—-|5+1] = —4.

Como f(—1) < f(0), si fuera mondtona también f(0) debiera ser menor que f(1).
Pero, como esto no se cumple la funcién no es monétona sobre [—1,1].

_x2—10

14. Sea z +— f(x) = 3

a) Escriba el dominio de f como unién de intervalos.

b) Encuentre a, b, c de modo que

c
f(z)—am+b+m_3.

¢) Utilizando la expresién obtenida en el item anterior, estudiar el crecimiento de
f sobre los intervalos que componen el dominio.

Solucion:

a) D(f)=(—00,3)U(3,+00).
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b)

22 — 10 c

~—3 = aa:—i—b—i—x_g
_ax(zr—3)+blx—-3)+c
N z—3
_ az®—3az+ bz —3b+c
N z—3
_az?+ (b—3a)z + (c— 3b)
N z—3

Usando el ejercicio resuelto 2 de la seccion 2.1 podemos concluir que:
a=1,b—-3a=0, c—3b=-10.
Por tanto,

Asi:

f(:n)z:n—{—?)—m.

¢) = Sixz<3,amedida que crece y se acerca a 3, x + 3 crece. x — 3 disminuye

tomando valores negativos y —

3 crece sin acotamiento.

= Si z > 3 y decrece hacia el valor 3, entonces x — 3 disminuye tomando

valores positivos, por tanto, — toma valores negativos que no pueden

ser acotados inferiormente.Ver problema resuelto 10 de esta misma seccién.

d) Su grafico es:

31



132

CAPITULO 2. LIMITES Y CONTINUIDAD

15. Estudie las variaciones de la funcién y =z, /-2, a > 0.

16.

a—x’
Solucion:

Primero debemos determinar el dominio de la funcién. Para que y sea un nimero
real es necesario y suficiente que —*— > 0. Analizando las distintas soluciones a esta
desigualdad llegamos a que z € [0, af.

Cuando x crece desde 0 hasta a, y crece de 0 a oo, pues la ﬁ crece indefinidamente.

La curva resultante es una rama de una curva llamada cisoide.

Y

0 a

Figura 2.10: Una rama de la cisoide

Bosquejar el grafico de la funcién,

a—x

firxr—x con a>0

a-+x

Solucion: El dominio de la funcién estd determinado por la condicién

a—x

>0 con z# —a.
a+x 7

Lo cual es equivalente a —a < & < a. Cuando x varia desde 0 hasta a, el valor de
la funcién es positivo y finito, ademés f(0) = f(a) = 0. Cuando = disminuye desde
0 hasta —a, la funcién es negativa y también decrece indefinidamente. El grafico
resultante es una rama de la curva llamada estrofoide.
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|
|
|
|
!
i
—a
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|

Figura 2.11: Una rama de la estrofoide

17. Encuentre constantes reales a y b de modo que la funcién:
fror— P+ (a—Da’+z+ab+1

sea impar.
Solucién:

Para que f sea impar se debe cumplir que f(—z) = —f(x), para todo = € D(f).
Como,

—f(z) = =@+ (a=1D)2* +az+ab+1) y f(—z) = (—2)* +(a—1)(—2)*+(—z) +ab+1,
tenemos que:
f(=2)=—f(z) <= (a—1a*+ab+1=0.

Como esta igualdad debe satisfacerse para todo = € R, calculemos la expresiéon para
x =0y x =1, obteniendo las ecuaciones:

ab=—1y a(l1+0b) =0, lo que nos da los valores a = 1 y b = —1, pues la posibilidad
a = 0, es incompatible con ab = —1.

18. Dada la funcién 2]
T

f(f”):1+|m|‘

a) Demuestre que f es par.
b) Dado el nimero a, resuelva la ecuacién f(x) = a.

¢) Deduzca que el recorrido de f es [0,1).
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Estudie el crecimiento de f y bosqueje su grafico.

Solucion:

)
b)

Como |z| = | — x| se tiene que f(x) = f(—z). Por tanto f es una funcién par.
Debido a que el valor absoluto de un ntumero es positivvo o nulo, la ecuacién
f(x) = a sdlo tiene sentido si a > 0.

Teniendo en cuenta que f es par, consideraremos el caso x > 0.

T a
=a <= z=a(l+z) < z=
1+z

a

— _l-a
1+ %
que la funcién f toma todos los valores entre 0 y 1. Toma el valor 0 en z = 0,

pero no toma el valor 1. Pues, si f(z) = 1, entonces debiera existir = tal que
x

1+

0. En consecuencia R(f) = [0,1).

Usando la parte (a) del ejercicio propuesto 16 estudiaremos el signo de la ex-
presién

Dado a € [0,1) existe z = % de modo que f(x) = a. Esto nos dice

=1, lo que implica 1 = 0. Como esto es imposible, f no alcanza el valor

f(z1) — f(22)

r1 — T2
Sean x1, 2 € [0, 400),
T T x1(1 4 x2) — wo(1 + 1)
l+x 14z (1+21)(d + z9) _ 1 >0
1 — Ty 1 — T (14 21)(1 + x9) '

Esto nos dice que f es creciente en [0, +00).
Como f es par, sobre (—o0,0] ella es decreciente.

Su grafico es

Y

19. Sea f una funcién inyectiva sobre un intervalo /. Demuestre que, si f es estrictamente
creciente entonces f~! es estrictamente creciente.
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Solucién: Sean y1,y2 € D(f~1) . Entonces, y1 = f(z1) , y2 = f(x2). Si y1 < y2,
debemos demostrar que f~1(y1) < f~!(y2). Supongamos por reduccién al absurdo
que no se cumple lo que queremos demostrar. Si f~!(y;) = f~!(y2), entonces z; = x9
y por tanto f(z1) = f(x2), es decir , y1 = y2 , lo que contradice la hipétesis. Si
f~Y(y1) > f~y2), entonces x1 > xo y por tanto f(x1) > f(x2), es decir , y1 > y2,
lo que nuevamente contradice la hipdtesis. Asi tenemos que f~! es estrictamente
creciente.

20. Calcular la funcién inversa de

Solucién: El dominio de la funcién estd determinado por la desigualdad

2
X
——-12>0.
4 =

Por tanto,
D(f) = (—00,=2) U (2, +o0).

Para calcular la inversa debemos despejar x en la ecuacién y = f(z).

x
= = ——1
Y 5tV
2 x?
_z - 2 _1
(y 2> 4
v —zy = -1
1
r = y+-.
Yy

Para responder correctamente al problema debemos permutar las variables, asi:
1
fla)=a—~.

X

21. Calcular la funcién inversa de
B 1—+1+4x
C14+VI+4x

entonces

] 1—+v1+4x

1—vy 1+ 1+ 4z
= =1+ 4x.

1+y 1+1—\/1+495

1++v1+4x

f(x)

1—+v1+4x
14++/1+ 4z’

Solucién: Siy =
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1—u\2
Por tanto, 1 4+ 4x = <_y> , lo que nos da
Yy

1+
:1[(1—11)2 B ] 1 [(1—y)2—(1+y))2 oy
4 1(1+y)? 4 (1+4y)? (1+9)%
Intercambiando las variables tenemos:
1 _ T

22. Calcular la funcién inversa de
fz) = f/:c—{— 1+ 22+ :\3/33— V14 a2
Solucién: Sea a = V& + V1422 y b= vz — /1 + 22. Entonces,

y = a+b
y* = a®+ b+ 3a%b + 3ab?
= a®+ 0%+ 3ab(a +b)
= a®+b%+ 3aby
= 2+ V1422 +2—V1+22+3yYa? — (1+22)
= 2z —3y
y® +3y
o

Por tanto,

=T

2.3.4. Ejercicios propuestos

1. Determine el dominio, el recorrido y los intervalos donde las siguientes funciones son
positivas y negativas.

a) vx+1

b) Va2 41

¢) Vo2 —1

d) V1 — a2
1

e) —F——

N

V1 —x
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2.

10.

11.

12.

13.

14.

a) ¢ Son iguales las funciones f(x) = vz =5y + 7y g(x) =/ (z =5)(z+7) 7

Justifique su respuesta.

1
b) ¢ Son iguales las funciones f(z) = 2 g(x) = ?

Grafique las siguientes funciones:

: y:|x—a|+é|ﬂc—b|.

. f(z) = {2z}, ver ejercicio resuelto 4.
Cfl@) =z 4+ 1+ |x — 1] = 2|z|.

oy =]z +2].

Ly =|le—1]-1].
cy=|2% — 4] + |z 2|

. Sea f(z) la funcién signo de x, ver ejercicio resuelto 1 y sea g(x) = z3 — 5% + 6z.

Grafique la funcién compuesta f(g(x)).

Dada la funcién f(z) = 2® + 22 — 2. Grafique:

a) f().

b) g(x) = max{f(x),0}.
¢) h(xz) = max{—f(x),0}.
)

d) Compuebe que f(z) = g(z) - h(z) y |f(2)| = gla) + h(a).

Encuentre la funcién inversa de

Vit rz—Vl-x

f@) = Nrz+1—z

a) ; Coémo elegir z para que el error absoluto cometido al aproximar /1 + z por
1 + 5 sea menor o igual a: 1073 ,4-107° ?

b) Calcule sin usar calculadora un valor aproximado de: /T,0035.

Demuestre que, si f y g son funciones pares entonces af, f + ¢, fg son funciones
pares.

Estudie la variacién de la funcién numérica : h : x — 22+ | 2 | sobre cada uno de
los intervalos (—o0, 0] y [0, +00).
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15. Sean f y g son funciones numéricas sobre un mismo intervalo I.

a) Demuestre que si f y g son ambas crecientes o ambas decrecientes sobre I,
la funcién f + ¢g es mondtona sobre I. En cada caso precise el sentido de la
variacion de f + g.

b) Si f y g son mondtonas sobre I, jes f + g monétona ?
16. Sea f una funcién numérica sobre I.

a) Demuestre que f es creciente sobre I si y sélo si, para cualquier par de nimeros
reales x y 2’ de I tal que x # 2/,

0< —7—, (%)

Separe los casos x < 7/, 2/ < .

b) Encuentre una condicién necesaria y suficiente del tipo (*) para que una f sea
decreciente sobre I.

¢) Aplique los resultados anteriores para estudiar las variaciones de la funcién:

fla) = 121

x—1"~

17. Dadas las funciones f, g, h, represente las tres en un mismo grafico.

a) fz)=x+1, g(x) =322 -4, h(z) = Wmf{f(z),g9(x)}.
b) f(x)=2%+ 2z, g(x) =3 —x, h(z) = sup{f(z),g(x)}.

18. Dado el grafico de la funcién f en la figura 2.12, determine:

a) Los ceros de la funcién.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Los intervalos donde la funcién es inyectiva.

)
)
)
)

d) Seleccione un intervalo donde f es invertible y grafique juntas f y f~1.
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Y

Figura 2.12: Grafico de f invertible
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2.4. Limites de funciones numéricas de variable continua

Seguiremos considerando, como en la seccién anterior, que los dominios de las funciones
son intervalos o uniones de intervalos.

2.4.1. Limites infinitos cuando |z| crece indefinidamente

Al igual que en el estudio de las sucesiones, en primer lugar estudiaremos el crecimiento
de las funciones cuando |z| crece indefinidamente.
De manera intuitiva diremos que una funcién

» f tiende a 400 cuando z crece indefinidamente, si f(z) crece indefinidamente. En
simbolos lim f(x) = +oc.
r—+00

» f tiende a —oo cuando z crece indefinidamente, si f(x) decrece indefinidamente. En
simbolos lim f(x) = —oc.
r—+00

» f tiende a +o00 cuando z decrece indefinidamente, si f(z) crece indefinidamente. En
simbolos lim f(x) = +o0.
r——00

» f tiende a —oco cuando x decrece indefinidamente, si f(x) decrece indefinidamente.
En simbolos lim f(z) = —oc.
rT——00

Un limite infinito refleja el crecimiento o decrecimiento indefinido de la variable depen-
diente. La formalizacién de estas ideas es la siguiente definicién.

Definicion 2.4.1 Diremos que:

(i) lim f(x)=+4oosidado M > 0, existe K > 0 tal que si z > K, entonces f(z) > M.

r— 400

(i) lm f(z)= —o0,sidadom < 0, existe K > 0 tal que si z > K, entonces f(z) < m.

r——+400

(i) lm f(z) = oo, si dado M > 0, existe K < 0 tal que si < K, entonces
f(z) > M.

(iv) lim f(x) = —o0,sidadom < 0, existe K < 0 tal que si x < K, entonces f(x) < m.

r——00
Observacion 2.4.2 Otra forma de leer la definicién 2.4.1 es la siguiente. El item (i) dice
que en una vecindad del infinito positivo ningin nimero real M es cota superior de los

valores de f. De manera andloga los otros itemes de la definicién pueden ser leidos de esta
forma.
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Ejemplo 2.4.3

2.

LIMITES DE FUNCIONES NUMERICAS DE VARIABLE CONTINUA

(@) 1 +o0

A\ 4

K

I
I
I
I
i
! T — 400
(a) f(z) — +oo cuando z — 400

A

(=)

A\ 4

K

I
I
I
I
I
T — —00 !

(¢) f(z) — 400 cuando & — —o0

I
I A
I x— Ffoo
I

I

I

(@) | =0
(b) f(z) — —oo cuando x — +oco

A
K

xr — +o0

\ 4

f(@) | —oai

(d) f(x) — —oo cuando x — —oco

Figura 2.13: Casos posibles de limites infinitos si |x| — 400

oo T2 = 1

r =400 Yy

lim 22 =400y lim —z?

= —00.
T— —00 T—+00
Como g(z) = x?
lim (—z?) = —o0.
r—Fo00

lim 2% =400, keN.
Tr——400
lim 2z =+oo, ke N.
r——+00
, 400 si a>0
lim (ax+0b) = )
r—+00 —00 si a<0
, & 400 si k es par
lim 2" = ] ]
T——00 —0 si k es impar.

es una parabola y es siempre positiva,

1. Si f es la funcién identica sobre R, entonces

Iim 2z = —o0.

lim f(z) = lin

lim 2% = +oc.
xr—+o00

141

. Usando las propiedades de las potencias de exponente entero positivo tenemos que
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7. Si una funcién con dominio R es par o impar basta calcular el limite en uno de los
infinitos y el otro de deduce usando la paridad o imparidad de f.

Si f es par, h’rf f(z)= lim f(x)

T— —00

Si f es impar, h’rf flz)=— lim f(z)

r——00

Teniendo en cuenta la aritmética en R, definida en la subseccién 77, se tiene el siguiente
teorema que es la version continua del teorema 2.1.14 de sucesiones.

Teorema 2.4.4 Aritmética de limites infinitos

(i) Si ‘ ‘h’m f(z) = 400 y la funcién g(z) es acotada inferiormente, entonces
x| —-400
lim (f(x)+ g(z)) = +o0.
|z|—+o0

(ii) Si | |h’m f(z) =400y g(x) > ¢ >0 para todo x suficientemente grande, entonces
x|—+400

o (f(@) - g(@)) = +oo.

(iii) Si ‘ ‘h’m f(x) =40y f(z) < g(x) para todo x suficientemente grande, entonces
T|—-+00
lim g(z) = 4o0.

|z|—+o0

(iv) Si ‘ ‘h'm f(z) = —o0 y la funcién g(z) es acotada superiormente, entonces
T|—-+00

lim (f(z) +g(x)) = —ox.

|| =00

(v) Si h'lin f(z) = —oc0y g(x) < ¢ < 0 para todo |z| suficientemente grande, entonces
T—1T0Q

lim (f(z) - gx)) = —ox.

||

(vi) Si ‘ ‘h'm f(x) = —oc0y f(x) > g(z) para todo |z| suficientemente grande, entonces
x|—+00

lim g(z) = —oc.
|z| =00
Demostraciéon: Solo demostraremos los tres primeros itemes cuando x — +o0. El
caso r — —oo es completamente analogo y se deja de ejercicio.

(i) g(x) acotada inferiormente implica que existe r tal que r < g(x), para todo x. Como
lim f(z) = 400, dado M > 0, existe K tal que f(x) > M — r, cuando = > K.

r— 400

Asi f(x) + g(z) > M; cuando z > K lo que nos dice que h'IJIrl (f(z)+g(x)) = +oc.
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M

—, si x > K. Multiplicando
c

esta desigualdad por g(x) > ¢, obtenemos f(z) - g(x) > M. Por tanto

i (7(z) - g(x)) = +oc.

(ii) Dado M > 0, tenemos que existe K tal que f(z) >

(iii) Como lim f(z)= +o0.Dado M > 0, existe K tal que f(x) > M, paratodoz > K.

r— 400

Pero f(z) < g(z), entonces g(x) > M, para todo x > K. Asi h’r+n g(x) = 4o00. O

2.4.2. Limites infinitos en una vecindad de un punto

. . a . . .
Es conocido el hecho que un cuociente 5 crece si b decrece hacia 0 y a permanece fijo.

;,Como es este crecimiento con respecto a b, es acotado o no? Estas preguntas son validas
para cualquier funcién en una vecindad de un punto xg. Con este fin definiremos vecindades
de un punto. La idea de una vecindad, en este contexto, es la misma de la vida corriente,
es decir, si un punto esta en una vecindad de g, quiere decir que el punto esta cerca de
xg. “Estar cerca” lleva implicitamente el concepto de distancia y la distancia en R es el
valor absoluto.

Definiciéon 2.4.5 Llamaremos vecindad de un punto xg a cualquier intervalo abierto que
contenga al punto. A dicho intervalo lo denotaremos V(xg).

En particular, los intervalos del tipo |x — 29| < r con r positivo y fijo son vecindades de
xg. Considerando que en R existe una unica direccién, si nos acercamos a un punto fijo xg
solamente podemos hacerlo por la derecha o por la izquierda del punto. Para diferenciar
las distintas posibilidades, usaremos las siguientes notaciones:

Definicion 2.4.6 © — xg+ Significa que = toma valores cada vez mas cercanos a xg
mayores que .

x — xp- Significa que x toma valores cada vez méas cercanos a xy menores que .

xr — xo significa que x toma valores cercanos a xg sin diferenciar si son mayores o menores

que xg.
Nuestro objetivo es ahora, estudiar el cre-

] O [ cimiento de una funcién en una vecin-
xo — T xo xo 47 dad de un punto. Para que tal estudio

tenga sentido, necesariamente, la funcion
debe estar definida en la vecindad ex-
cepto, eventualmente, en el punto mis-
mo.

Figura 2.14: Vecindad de xg
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Sea f una funcién y V(zg) una vecindad de zg tal que (V(zg) — {x0}) € Dom(f).

Basta pensar geométricamente para visualizar algunos posibles comportamientos de la

funcién cerca de x.
A . A jl

o r
O

T T
To—T O xo+T

T

(a) (b)

1& \1’01_7' zo ZZ'()F‘rT'

i) Q@ T
CHND S
To—T 0O xo+ 7 3
(d)

Figura 2.15: Limites infinitos en una vecindad de xg.

L

» Siz — 2], la funcién f(x) puede crecer o decrecer indefinidamente. Es decir:
lim f(z) = +o0 6 lim f(z) = —o0.

= Siz — x;,la funcién f(x) puede crecer o decrecer indefinidamente. Es decir:
lim f(z) = +o0 6 lim f(z) = —o0.
T—Tq Ty

» Siz — xg,la funcién f(x) puede crecer o decrecer indefinidamente. Es decir:
lim f(z) = +o0 6 lim f(z) = —o0.
T—x0 T—x0

Definicion 2.4.7 Diremos que

(i) h’m+ f(z) =400, sidado M > 0 existe r > 0 tal que si 0 < z — xy < 7, entonces

ZB—>(EO

f(z) > M.

(i1)) lim f(x) = —oo0, sidadom < 0 existe r > 0tal quesi 0 < z—z( < r, entonces
CC—>Z'O

flx) <m.
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(iii) lim f(z) = 400, sidado M > 0 existe r > 0 tal quesi 0 < zgp —z < 7,

T—T)

entonces f(z) > M.

(iv) lim f(z) = —o0, sidadom < 0 existe r > 0 tal que si 0 < g —x < r, entonces

T—T)

f(z) <m.

(v) lim f(x) = 400, sidado M > 0 existe r > 0 tal que si 0 < |z — zo| < 7,

T—T0
entonces f(z) > M.
(vi)  lim f(x) = —oo, si dado m < 0 existe r > 0 tal que si 0 < |z — o] < 7,
T—T0

entonces f(z) < m.

Ejemplo 2.4.8 El ejemplo de referencia de este tipo de limite es el comportamiento

de f(z) = — en una vecindad de z¢ = 0.

Observemos en primer lugar que la funcién no esté definida en 0, por tanto es importante
saber como se comporta en valores cercanos a cero. Demostraremos que

1 1
lim <—> = +o0 y lim <—> = —00 (2.7)
r—0+ \ T x—0" \ T

1 . . .
Como — tiene el mismo signo que z, tenemos que:
x

» f(z) > 0y es decreciente sobre ]0,+oo[ por lo tanto, los valores de f(z) crecen a
medida que nos acercamos al cero por la derecha.
Si el conjunto C' = {f(x) : x €]0,r[,r > 0 } fuera acotado superiormente, para
algiin r > 0, entonces

1
0 < — < M;para todo x €]0,7]
T

1
pero, z €|0,1/M] = — > M. Lo que contradice que M es cota superior de C'
x

1
Asi, podemos concluir que lim (—) = +4o00.
z—0t \ T

» f(z) < 0y decreciente sobre | — oo , 0] . Mediante un razonamiento analogo al

. . 1
anterior, concluimos que lim [ — | = —o0.
rz—0~ \ T
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(a) zo=0 (b) zo =2 (c) zo =2

Figura 2.16: Comportamiento de algunas funciones cerca de puntos singulares.
Figura 2.17:

1
Ejemplo 2.4.9 1. lim ——= = +oo. Si f(z) = su dominio excluye el

1
r—2 (.I? — 2) (a: — 2)2
punto x = 2, ademds f es siempre positiva por ser un cuadrado, cuando uno se
acerca a 2 por ambos lados, f(x) crece indefinidamente.

1 1
2. lim ——— = —oo. La funcién g(x) = ——, es la funcién simétrica de la
22 (x—2)2 g(x) z—2)?
anterior y, por tanto, es evidente que h’m2 g(z) = —o0.
r—

1 1

3. lim =+ocy lim = —00. 51 h(x) =
z—2+t T — 2 ym—>2*l‘—2 (z) T —
seglin  sea mayor o menor que 2. Cuando x — 27, la funcién crece indefinidamente

y cuando = — 27, la funcién decrece indefinidamente.

5 # 2, ella cambia de signo

Como hemos visto en los ejemplos, la interpretecién geométrica de los limites infinitos en
un punto x( permite la siguiente definicion:

Definiciéon 2.4.10 Diremos que la recta x = xy es una asintota vertical del grafico de
la funcién f si al menos uno de los siguientes limites es +00 0 —o0:

lim f(z) ¢ 11'1n+f(a:) 6 lim f(x).

T—T0 z—z] Ty

Ejemplo 2.4.11 1. Considerando los limites de referencia dados por la ecuacién (2.7)
1

podemos afirmar que la recta x = 0 es una asintota vertical del grafico de f(z) = —.
x

2. Los casos 1, 2 y 3 del ejemplo 2.4.9 muestran asintotas verticales.

1
3. La recta = 2 es una asintota vertical de las funciones + , .
(x—2)2""x—2
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Y

1

Figura 2.18: Grafico de h(z) = —

r—2

2.4.3. Limites finitos cuando |z| crece indefinidamente

En la subseccién 2.4.1 hemos estudiado el caso en que tanto || como |f(x)| crecen
indefinidamente. Ahora veremos el caso en que |f(z)| permanece acotada cuando |x| crece
indefinidamente. Consideremos la funcién f definida sobre R mediante la ecuacion:

(@) 1 si z€@Q
€Tr) =
-1 si zeR-Q
Esta funcién tiene recorrido acotado, pero si || — 400 la funcién oscila entre los valores
1y —1, por no tener un comportamiento “estable”; en el sentido que esté muy cerca de un

valor fijo es un caso que no permite célculos seguros. En cambio la funcién g(z) = 1522
x

cuyo dominio es R, por ser una funcién par , el comportamiento cuando x crece o decrece
indefinidamente los valores de g se comportan de manera similar. Ademas, de la aritmética
de R, observamos que dichos valores se hacen cada vez mas pequenos sin alcanzar el cero,
intuitivamente podemos decir que:
lim f(z)= lim f(z)=0.
T——00

T—+00
Definicién 2.4.12 Diremos que el nimero L es el limite de f(z) cuando:

(i) « crece indefinidamente si dado € > 0 existe M > 0 tal que si z > M. Entonces
|f(z) — L| < e. En tal caso

lim f(z)=L o lim f(x)=L o f(x)— L cuando z — +oc.

Tr—-+00
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(ii) « decrece indefinidamente si dado € > 0 existe m < 0 tal que si < m. Entonces
|f(z) — L| < e. En este caso escribiremos lim f(z) = L o f(x) — L cuando

Tr——0Q0
xr — —00.
Ejemplo 2.4.13 Ejemplo de referencia
1.
N
lim —=0 (2.8)
r—+o00 I

1 1
Demostracién: Dado ¢ > 0, existe M = — > 0 tal que si x > M. Entonces = > —
€ €

1 1
y por tanto, 0 < — < e. Escribimos 0% para enfatizar que — se acerca a 0 por la
x

x
parte positiva del eje Y.

2.
.1 _
lim —=0 (2.9)
r——00 I
.. . 1 .
Demostracién: Dado € > 0, existe m = —— < 0 tal que si x < m, o lo que es lo

. 1 1 1
mismo x < —— entonces —¢ < — y como — < 0, tenemos que —e < — < ¢, lo que es
€ x T x

equivalente a <e.

Ejemplo 2.4.14

Aplicacion de los limites de referencia 2.8 y 2.9 al calculo de limites de poli-
nomios.

En general, el cdlculo directo de limites de polinomios cuando |z| — +o0 conduce a formas
indeterminadas, razén por la cual se debe factorizar el polinomio por la potencia mayor

en .
lim (423 +1—3z) = +ooy lim (42% +1—3z) = —o0.
T—00 Tr——00

1

3
En efecto, f(z) =423 +1—3z = x3(4+—3 - —
x

1
5 ); como — — 0 cuando & — oo, tenemos:
x

k
x
lim f(z) =4 lim 23 = 4(4+00) = +o0,

T——+00 x—>+oo

lim =4 lim 23 =4(—00) = —o0.

r— —00 T——00
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20 |
10 ¢
el

-2 -1 1 2
—10 ¢
—20 |

Figura 2.19: Gréfico de f(z) = 42% — 32 + 1

1. Limites de polinomios cuando |z| — +oc0. Caso general

Sea p(x) un polinomio.

p(z) = aa"+...+ax+ay, a, #0.
an—1 ai ag
e -
x (an—i- +...+$n_1+$n>
Como lim — =0
xr——+00 I
i i i 400 sian, >0
lim p(z)= lim apz" =a, lim 2" = "
T—+00 x——+00 T—+00 —o0 sia, <0

En particular

lim (3z —5z* +8) = -5 lim 2% = —oc0.
T——+00 T—+00

. Limites de funciones racionales cuando |z| — +oc.

Sea @)
p(x
r(r) = —=
(@) q(x)
con p(x) = apz"+...+a1x+ag ; an #0y q(x) =bnpx™+...+bjxz+by ; by # 0.
Entonces,
lim p(z)
lm r(z) =250
z—+00 lim g¢(z)

T——+00

149
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Escribiendo
n—1 al ap
p(w ): xn<an+ +...+ n_1+l'_”)
bm—l bl bO
g(xr) = a™ (bm + Tt peg
tenemos que :
n
lim r(z) = lim InT_
z—+o00 z—+00 by ™
. , G
Sin=m: 1 = —.
in=m ac—lglr—loor(m) ™
1
Sim>n: lim r(z)= 9 i = 0.
T —+00 b, z——4oco prMm—n

. ; a , — ; ; . . ; .
Sim<mn: lim r(z)=-" lim 2" ™ = 4o0. Asi, lim r(z) es finito si y sélo si

r—-+00 m, T—+00 xr——+00

m > n.

Interpretaciéon Geométrica: Si hacemos un grafico de lim f(z) = L, vemos que
T—+00

para valores grandes de x, los valores de la funcién se acumulan en torno a la recta y = L.
Esto inspira la siguiente definicion.

Definicion 2.4.15 Decimos que la recta y = L es una asintota horizontal del gréafico
de fsi lim f(z)=L6si lim f(z)=L.
T——+00 r——00

1
Ejemplo 2.4.16 1. Como lim — =0, larectay = 0, es decir, el eje X parte positiva

r—-+00 I

, . 1
es una asintota horizontal de —.
x

1
2. Como lim — =0, tenemos el siguiente gréfico.
r——00 I

3z +1
3. La recta y = 3 es una asintota horizontal de la funcién f(z) = i , pues
x

fm <3x+ 1) — lim <3+ 1) — gt
r—-+00 X r—-+00 €T




2.4. LIMITES DE FUNCIONES NUMERICAS DE VARIABLE CONTINUA 151

3z +1
Figura 2.21: Asintota horizontal de f(z) = v

X

2.4.4. Limites finitos en un punto x

Supongamos que una funcién f esta definida para todo = € V(x) excepto,eventualmente,
en xg. Otra forma de expresar esto es decir que f estd definida para x tal que 0 <
|x — x| < r para algin r > 0. Como el punto z( constituye una excepcién con respecto a
la funcién en consideracién es que nos interesa saber que pasa en los puntos cercanos a x.
Ya hemos analizado cuando en tal vecindad la funcién crece o decrece indefinidamente.
Otra posibilidad es que en las cercanias de xy permanezca acotada. Comencemos con un
ejemplo.

]

Ejemplo 2.4.17 Sea f(x) = —, como la funcién no esta definida en zy = 0, analizare-
x

mos que sucede con sus valores cuando x esta en una vecindad del cero.

Considerando que

x si x>0
|z| = .

-z si <0

f toma el valor 1 cuando x es positivo y —1 cuando x es negativo. Asi, tenemos que:
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» Six — 0T, entonces f(z) = 1.
» Siz — 07, entonces f(x) = —1.

Aunque el comportamiento es distinto si los valores de x son menores o mayores que zg,
la funcién es acotada. Asi, en alguna vecindad del cero f toma valores finitos.

Definicion 2.4.18 Sea f una funcién y xp un ntmero tal que existe un intervalo abierto
|zo — 7,20 + r[ de modo que, excepto eventualmente z, esté contenido en el dominio de
la funcién.
Diremos que el nimero L; (respectivamente L;) es el limite a la derecha (respecti-
vamente a la izquierda) en un punto z( de una funcién f si:

Dado ¢ > 0, existe 7 > 0 tal que si g < © < z + 7, entonces |f(z) — Lg| < €
(respectivamente si g — r < x < xg, entonces |f(z) — L;| < ). En estos casos usaremos
las notaciones siguientes:

Lg= h’m+ f(z) 5 L= lim f(x)

T—xy T—T

Ejemplo 2.4.19 1. lim [z] = 3; lim [z] = 2. En general, dado n € Z: lim [z] = n;
T—37

z—3+1 z—nt
lim [x] =n — 1. En cada entero: Ly # L;.
r—n—
2. Si el dominio de la funcién es un intervalo cerrado y acotado [a, b], para cada extremo
del intervalo sélo tiene sentido hablar de uno de los limites laterales: Para a, podria
existir s6lo Ly y para b sélo L;.

3. f(z) = v/z en z = 0, sdlo puede analizarse su comportamiento para valores mayores
que 0 y tenemos que h’]fn+ vz que vale 0.
z—0

Teorema 2.4.20 (i) lim f(z) = Ly siy sélo si para toda sucesién {z,, } tal que z,, > a
I—>ZEO

y limz,, = a se tiene que lim f(z,) = Lq.
T—00
(ii) lim f(x) = L; si y sélo si para toda sucesién {z,} tal que z, < a, y limx,, = a se
tiene que lim f(x,) = L;.
T—00

Demostracion: Ejercicio

Definicién 2.4.21 Diremos que el limite de una funcién f en un punto xq existe si y sélo

si lim f(x) = lim f(z) = L. En este caso, escribiremos

lim f(z) =1L

T—To
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Usando las definiciones de los limites laterales, podemos dar la siguiente caracterizacién
de un limite finito.

Definicion 2.4.22 Sean f una funcién numérica y zg € R,de modo que f estd definida
para x tal que 0 < |x — zg| < r para algin r > 0. Diremos que L es el limite de f en el
punto xg, si para cada € > 0 existe r > 0 - que en general depende de € y de zg- tal que
si0 < |x — x| < r, entonces |f(x) — L| < €. En tal caso escribiremos

lim f(x) =1L, o f(z) — L cuando x — x.
T—X0
Observacién 2.4.23 1. |z — o] > 0 nos dice que no nos interesa lo que pasa exacta-
mente en g, punto que eventualmente pudiera no estar en el dominio de la funcién.

2. Los infinitos € D(f) cercanos al punto xy nos permiten hacer las sucesivas apro-
ximaciones a L, lo que constituye la parte préactica del concepto de limite.

3. El € dado es el grado de exactitud que uno requiere segun la situacién concreta en
que estamos involucrados.

4. lim f(x) # L es equivalente a : eziste € > 0 de modo que existe al menos un
T—T0

x € D(f) tal que | x —x0 |< 0 pero | f(x) — L |>e.
5. La dificultad de aplicar la definicién es encontrar el § apropiado para cada e dado.

Ejemplo 2.4.24 1. Sea f(z) la funcién constante definida sobre un intervalo abierto
I =]a, b, xo € 1.
lim f(z)=¢, c¢=cte.
T—T0
Pues dado € > 0, existe § que puede ser elegido como 0 = inf{| a —z¢ |,| o — b |}
tal que si |z — xg| < J, entonces |f(x) —¢| = |c — ¢|] = 0 < e. Observemos que si en
particular I = R cualquier § sirve para que se cumpla la definicién 2.4.22.

2. Sea f(x) = z definida en un intervalo abierto I,z € I, entonces: lim = x.
T—x0

Dado ¢ > 0, existe 6 que puede ser elegido igual a ¢ tal que si 0 < |z — x| < 4.
Entonces |f(z) — x| = |x — z¢| < § = &. Si el intervalo no es todo R, § debe ser
elegido como:

d=if{|a—zo|,| b—x0|,e}.

3. Sea f(x) = [z] definida sobre todo R. Entonces:

(i) lMm f(x) =nsixg €]n,n + 1[, para algin n € Z.

T—x0
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(ii) lim f(x) no existe, si xg € Z.
T—xTQ
En efecto,

(i) Como [z] = n siz €|n,n+ 1[. Entonces cuando analizamos los valores [x] cerca
de un zy €Jn,n + 1], vemos que para tales z, [x]| es constante igual a n, por la
parte 1 de este ejemplo, lim f(z) = n.

T—XQ

(ii) En cambio cuando zg € Z, la funcién toma distintos valores segin x sea mayor
que xg 0 menor que x, siendo la diferencia entre estos valores de 1. Por tanto,
para cualquier 0 < ¢ < 1, la diferencia entre los valores de [z] para z cercano
al punto x(, es mayor que &, por tanto no se cumple la definiciéon 2.4.22. Mas
particularmente, dados los valores que toma [z], podriamos tener candidatos a
limite n 6 n — 1.

. 1 . .
Si L = n, entonces tomando € = — cualquiera sea § > 0, entonces existe

6‘51 ] | 0 5<5
x1=n— = tal que |z1 —xo|=|n— = —n| =< ero
1 B q 1 0 B 5 » P
|f(x1) =n]=|n—1—n|=1>¢e. Si L =n— 1, entonces tomando £ = 3
) )
y existe zo = n + 5 tenemos que |re — zo| = n+§—n =3 < §; pero
[f(z2) =(n =D =[n—-(n-1)]=1>e
r? -1
4. Si f(x) = 1 entonces h’mlf(x):—2,apesar que f no esta definidaen x = —1
€T xr——

utilizaremos este ejemplo para ilustrar cémo encontrar el § apropiado. Dado € > 0,

2
-1
queremos que |f(x) — L| = L 1 (—2)’ = |x — 1+ 2| = |z + 1| sea menor que
x
e, entonces suponemos la condicién adicional |z + 1| < £ y en este caso podemos
observar que |z + 1| = |z — (—1)] < e. Esto nos dice que podemos elegir § = ¢

para tener la definicién 2.4.22. Si graficamos esta funcién, tenemos que este ejemplo
muestra un caso en que el limite existe aunque la funcién en el punto no esta definida.

. lim 22 = 4.
r—2
Dado ¢ > 0; queremos encontrar § > 0 tal que |z —2| < § implique |z? —4| < ¢. Para
ello observemos que |22 — 4| = |z — 2||z + 2|, para despejar |z — 2| debemos acotar

|x+2|. Como nos interesa lo que pasa cerca del 2, podemos restringir nuestra atencién
al intervalo ]1, 3[, centrado en 2 con un radio 1. Si z €]1, 3[ entonces 3 < z +2 < 5.

£
Por tanto |z — 2||x + 2| < 5|z — 2| y si 5|z — 2| < € entonces |x — 2| < 5 Eligiendo
5
0 = Inf {5’ 1}, tenemos que si |z — 2| < § entonces

22 — 4 = |z — 2|z +2| < 5|z —2| < 5'225.
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Y
x?—1
flz) = T+ 1
x

[
|
|
/J*"

Figura 2.22: Existencia del limite sin que la funcién esté definida en el punto

6. lim no existe.
r—1 T —
1
Supongamos que existe L € RT tal que 11'1(111 —— = L, entonces dado € > 0, existe
T— —

6 > 0 tal que si en particular tomamos x > 1 tenemos que:

1
0<x—1<J , entonces —1—L‘ <e.
Si0<z—1<inf {5 L } entonces r—1 < L Esto implica que 1 > L+e
) L+E ) L + 6‘ p q _ 1 )
1
es decir, 1 — L > ¢, lo que contradice la acotacién i Ll <e.

7. La funcién

0 six es racional
g(z) =

1 siz es irracional

no tiene limite en ninglin punto como una consecuencia de la densidad de los ntimeros
racionales y los irracionales en R. Como ejercicio, el lector debiera escribir cuidado-
samente los detalles.

Interpretacion geométrica. La definicién de limite nos dice que todas las imagenes
por f que estan a una distancia menor que € de L tienen su preimagen en alguna vecindad
del punto xg.

Teorema 2.4.25 Si el limite de una funcién en un punto existe, él es tnico.

Demostracion: Esta demostracion es muy semejante a la del teorema 2.1.27. Supon-
gamos que lim f(z) = L' y que existe ademas L” = lim f(x) con L' # L".
T—a T—x0

Usando definicién 2.4.22, para L' y L” tenemos que: Dado £ > 0 existe:
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r9—0 To x9+0 X

Figura 2.23: Interpretacién geométrica del limite

e ¢ tal que si 0 < |z — x| < 0’ entonces |f(x) — L'| < %,

. . €

e existe ¢” tal que si 0 < |z — xo| < §” entonces |f(z) — L"| < 3

Por tanto eligiendo § = {nf{d’,0”}, tenemos que se satisfacen ambas conclusiones, por lo
cual tenemos que: si 0 < |z — xg| < & entonces

L= ) = (' = f(@) = (1" = J@)] < 1 = f@)| + 11— f@)| < S+ 5 ==

Como |L' — L"| < g, para todo € > 0, por ejercicio resuelto 5 de la seccién 2.3, L' = L". O

Teorema 2.4.26 Si lim f(z) = L, entonces f(x) es acotada en algin intervalo abierto
r—x0

que contiene al punto z.

Demostracién: Dado ¢ = 1, existe 6 > 0 tal que 0 < |z — xg| < 0 implica
|f(z)—L| < 1. Sacando las barras del valor absoluto, nos queda que para d—zy < = < d+xo
se tiene L — 1 < f(x) < L+ 1. Si ademas, L > 0, tenemos que
—(L+1)<L-1< f(z) < L+1,y por tanto, |f(z)] <1+ L.

Si en cambio, L < 0, entonces L — 1 < f(z) < L+1<1—L,y |f(x)] <1— L. Por
consiguiente, para todo x €|xg — 0, zo + 0|, excepto eventualmente para x = x, los valores
de f(x) estan acotados. O

Teorema 2.4.27 Aritmética de limites finitos
Supongamos que lim f(z)y lim g(z) existen, entonces:
T—x0 T—x0

() lim [f() + g(@)] = lim f(z) + lim g(a)

T—T0

(i) lm [f(z) - g(a)] = lim f(z)- lim g(x).

T—T0 T—x0 T—T0
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() lim f(z)

iii) lim =% ,cuando lim g¢(x) # 0.
(i) z—xo g() lim g(x) xﬂmog( )7
T—X0
Demostracion:

(i) Sean lim f(x) = L y limg(xz) = M. Aplicando la definicién 2.4.22 a ambos limites
tenemos que, dado £ > 0: n Existe 6; de modo que si 0 < |z — xg| < J1, entonces

)~ L] < 5.

5
Existe 09 tal que si 0 < |z — xo| < J2, entonces |g(z) — M| < 3

Eligiendo ¢ = inf{d1,d2} tenemos que:
€

(F(@) + g(@) = (L+ M| < [f(2) = LI+ |g(a) = M| < 5 + 5

(ii) Usando un recurso similar al de la parte (ii) teorema 2.1.29, tenemos que:
[f(x)g(x) — LM| < [f(2)|lg(x) — M|+ M|f(z) — L|.

Aplicando la definicién de limite, podemos afirmar que dado € > 0: existe 7 tal que si

0 < |z—z0| < d1. Entonces | f(x)—L| < ﬁ y por teorema 2.4.26 existe C' > 0 tal que
|f(x)| < C; para x €]xg— 02, 2o + o[, existe d3 tal que si 0 < |z — x| < d3. Entonces
lg(z) — M| < % Asi, eligiendo 6 = inf{d1, d2, 03}, tenemos que si 0 < |z — x| < 0.
Entonces:

If@)g(z) — LM| < C- =+ M- — ==

C oM

(iii) Se demuestra combinando de modo apropiado la técnica de (ii) y de (iii) del teorema
2.1.29. Se deja como ejercicio. O

Corolario 2.4.28 (i) lim (c¢f(z)) =c lim f(x); c= cte.

(i) M (~f(x)) =~ lim f(x)
(i) 1 (f(x) ~ g(x)) = lm f(z) ~ lm g(a)

Demostracion:

(i) Del ejemplo 2.4.24, caso 5.1.2, sabemos que lim ¢ = ¢. Usando parte (ii) del teorema
xr—x0

2.4.27, tenemos:

lim (¢f(z)) = lim c¢- lim f(z) =c¢ lim f(x).

T—x0 T—T0 T—x0 r—x0
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(ii) Im (=f(x)) = Hm ((=1)f(z)) = (=1) lIim f(z) = = lim f(z).

T—T0 T—xT0 T—x0 T—To

(iit) lm (f(2) - g(z)) = lim (f(z) + (=g(2))) = lim f(z)+ lm (-g(z)) =

T—T0 T—T0
lim f(x)— lim g(x).
r—T0 T—T0

Ejemplo 2.4.29 1. Limites de funciones polinomiales:

Sea f(x) = apx™+...4+a1x+ap; a; constantes. Por teorema 2.4.27 y corolario 2.4.28

lim f(z)=a, lim 2" +...+a; lim x+ag
T—x0 T—T0o T—T0

y en virtud del ejemplo 2.4.24, caso 2 lim f(x) = apxy + ... + a1x0 + ap.

T—x0
2. Limites de funciones racionales:

Sea r(z) = M; con p(z) y g(x) funciones polinomiales. Si g(z¢) # 0, entonces:

q()
1
@) )
lim r(x) = — = r(zo)
z—g lim g(z)  q(xo)
T—x0

Teorema 2.4.30 Una condicién necesaria y suficiente para que lim f(x) = L es que,
T—x0

para cada sucesién {x,} C D(f), x, # x¢ y que converge hacia xg, se tenga que:

lim f(z,) = L.

T——+00

Demostracion:

i) Primero demostraremos que si existe lim f(x), entonces se tiene la condicién de
i) Pri d t i existe lim f t ti 1 dicién del
T—x0

enunciado.

Sea {x,,} una sucesién que converge hacia xq y z,, # o para todo n. Entonces, dado

n > 0, existe N tal que si n > N, se cumple que 0 < |z, — xg| < 7.

Como L = lim f(z), dado € > 0, existe § > 0 tal que, 0 < |z — x| < ¢ implica

que |f(z) — L| < e. Tomando en particular n = §, podemos concluir que si n > N,

entonces |x, — xg| < ¢ y por tanto |f(z,) — L| < e. Con lo cual tenemos que
lim f(z,)= L.

r——+00

(ii) Supongamos que la condicién del enunciado se cumple y demostremos que
lim f(x)= L.
T—x0
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Por reduccién al absurdo supongamos que lim f(z) # L. Usando la negacién de
T—X(Q

la definicién 2.4.22), existe ¢ > 0 tal que para todo § > 0, existen z tales que
0 < |z — zo| < 4, pero |f(x) — L| > e.

1
Tomando 6 = —, n € N, tenemos que para cada n, existe al menos un z,, tal que
n
1
0 < |xy, — x| < — pero |f(xy) — L| > .
n

Asi podemos formar una sucesién {z,} tal que x,, # a y limz,, = z, pero tal que
lim f(z,) # L, lo que contradice la hipétesis. Por tanto, lim f(z) debe ser igual a L.
O

Observacion 2.4.31 1. En relacién a la demostracion del teorema, podemos observar
que existen infinitas sucesiones {x, } contenidas en el dominio de f con x,, # ¢ para
todo n y que convergen hacia xg, pues xg es un punto de acumulacion del dominio

de f.

2. El teorema 2.4.30 puede simplificar algunos cédlculos de limite; por ejemplo, usando
algunas propiedades de las potencias, tenemos que:

Ima?=1y lim vz =Zo ; 20> 0.
rx—1 T—T0

Teorema 2.4.32 Calculo de limites por acotamiento
Si lim f(z)y lim g(z) existen, entonces:
T—x0 T—x0

(i) f(z) < g(x) implica lim f(x) < lim g(x).

T—X0

(ii) Si la funcién h es tal que f(z) < h(z) < g(z) y ademds lim f(z) = lim g(z),

xr—x0 xr—x0
entonces lim h(z) = lim f(x) = lim g(z).
T—T0 T—T0 T—T0
Demostracion: La demostracion de este teorema es consecuencia del teorema anterior
y de las respectivas desigualdades para limites de sucesiones, por lo que se deja como
ejercicio. O

Teorema 2.4.33 Si lim f(x) = A, h’mr}4 g(x) = By f(x) # A para todo x # ¢ en algin

T—T(
intervalo abierto que contiene al punto g, entonces lim g[f(z)] = B.
T—x(

Demostracién: Como lim f(z) = A, entonces para cualquier sucesion {z,}, x, # g
y tal que limx,, = x¢ se tiene que lim f(z,) = A. Sea y, = f(x,) y como f no asume
el valor A en algin intervalo que contiene al punto xg, para n suficientemente grande
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f(xy) # A, olo que es lo mismo y,, # A. Asi lim g(y,,) = B, es decir, lim ¢(f(z,)) = B;

para toda sucesién {z,} tal que x, # x¢ y tal que limx,, = xy. Por el teorema 2.4.30:

lim g(f(x)) = B.

T—x0

Ejemplo 2.4.34 Calcular h’m1 Va2 +1.
Tr—
Aquf f(z) =22+ 1y g(x) = V. entonces v/ 11 = g(f(x)); im f(z) =2y f(x) #2
r—
para todo x # 1 cercanos a 1, ademads ll’m2 g(z) = V2, entonces h'rr% Va2 +1=+2.
T— T—s

El siguiente teorema permite reducir el cdlculo de limites al +co al cédlculo de limites en
puntos finitos.

1 1
Teorema 2.4.35 (i) Si lim f (—) existe, entonces lim f(¢) = lim f (—) .
xr t——+o0 T

z—0t z—0t

x—0 t——+o00

1
(ii) Si th’in f(t) existe, entonces lim f (;) = lim f(¢).

Demostraciéon: )
(i) Haciendo =z = 7 tenemos que 1th'grn 7= 0. Usando el teorema 2.4.33 sobre
— 400
limites de funciones compuestas, tomando a = +oco y A = 0T se obtiene lo que queremos
demostrar. (ii) Demostracién analoga. O

Comparacién de funciones usando limites:

1. Si cuando x crece indefinidamente, la diferencia entre las funciones f(z) y g(x) se
hace indefinidamente pequena, se dice que f(x) y g(x) se aproximan asintéticamente.
Es decir, si h'IJIrl [f(x)—g(x)] = 0, entonces escribimos f(z) ~ g(z) cuando x — +00.

T—T00

Lo mismo se puede hacer cuando x — —oo.

x
2. Si lim % = 1, entonces decimos que f(x) y g(x) se comportan aproximadamente
a—zo g(x
iguales una vecindad de z; se puede escribir nuevamente f(x) ~ g(x). Siempre que

g(x) sea acotada para valores grandes de z.

f(z)

3. La escritura f(z) es o(n) es equivalente a h’r% ——= = 0. Por ejemplo, 422 4 622 es
xr— X

o(1).



2.4. LIMITES DE FUNCIONES NUMERICAS DE VARIABLE CONTINUA 161

2.4.5. Ejercicios resueltos

1. Calcule:
a) lim(2? + 3z — 4).
r—1

b) lim (z*+ 3z —4).

T—+00
1
P N T
2 +5

I —_
d) w—1>I—|I—100 224+ 3x—4

e) lfm v/ 2?2 + 3z — 4.
T—

f) lim (32% + 7).

=/
9 xlfr_rfﬁ v 2 I— i
h) :cli>n—11 2V i ot
Solucién:

a) El teorema 2.4.27 nos permite escribir:

h'lrnl(m2 +3z—4) = lma®+3lmaz — lim 4
r—

r—1 rx—1 x—1

= (hmlm) —I—maI:L‘—hméL
= 12+3-1-4=0.

b)
’ 2 , 2 3 4
lim (z°+3r—-4) = lim 2°(1+- - —)
r—+00 r—++400 x l‘3 4
= lim 2?- lim (1+ - - =)
r—-+00 r—-+00 X
= +4o00-1=+o0.
1 1
c) lim = =0

t5too 2 +3x -4 400
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d)
5
3
22 +3r—4 3 4
2?21+ —— ?)
5 , 5
11’14r_1 3x = hrilac T 33; =+400-1=+400
Tr—1+00 T—T00 ,
A+—=—) Jim 1+~ ——5)
e) En virtud de a), si f(x) = 22 + 32 — 4 entonces ,h’m1 flx)=0.
r—
Aplicando el teorema 2.4.33 con f(z) = 22+ 3z — 4y g(x) = /= ,entonces
ll'm1 g(z) = 0, tenemos que lim /z? + 3z —4 = 0.
r—
) lim (32% 4+ 7) = 3(vV/7)% 4+ 7 = 4r.
T—/T
i 3—=x o ,
g) Para calcular lim z-4/-——, escribiremos: x = —3+¢ y asi se cumple que:
r——371 3 + xr
x — —3T si e = 0",y por lo tanto:
1 /3 —x I (=3+¢e)v6 —¢
im ———— = lim = —00
e——3t 3+  em0t NG
h) De manera similar a h)
, x
lim z = 400
r—1~ — X
2. Calcule

lim (22 — 1+ /422 — 5z + 3).

r—+00
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Sea y = 2x — 1+ V42?2 — 5z + 3.

(2x — 1) — V4a? — 52+ 3
V2w —1)— Va2 —5z+3
i (22 —1)% — (422 — 5z + 3)
z—too 2p — 1 — /422 —bx + 3
4o — 4 + 1 — 42® + 52 — 3

lim
Tr——+00

lim
z—too  2p — 1 —V4x? — 5z + 3
3 r—3
lim
=400 21 — 1 — \4a? — 5z + 3
1-3/z

lim
z=+00 2 — 1 /0 — /4 —5/x + 3/x?

+00.

lim (2z — 1+ V4x? — 5z + 3) = +o0.

Solucion:
If =
wtoo?
Andlogamente,
T——00
3. Calcule
Solucion:

22— br+4
m  ———-—-——-.
m—>11‘2—3$—|—2

evitarla debemos factorizar ambos trinomios.

> —5r+4  (z—1)(z—4)

2 -3r+2 (x—1)(z—-2)

Si xz # 1, podemos simplificar teniendo:

22 — br +4
1Im ————— = 11In = — =
z—1 22 — 3z + 2 z—1x — 2 —1

4. Calcule

lix

?—br+4 x—4
22 —-3x+2 -2’

y asi,

rx—4 -3

3.

Ve+l-—va?+a+1
1l .

x—0 x

163

. . . . .0
El calculo directo da origen a una forma indeterminada de tipo 0’ para
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Solucién: Tanto el numerador como el denominador se anulan cuando x toma el
valor 0; por lo tanto, debemos transformar algebraicamente la expresion racionali-
zando el numerador:

Ve+l—-vVa?+z+1  Vo+l-vVa?+a+1 Voe+l+vVal+ao+1
x N x Vit l+vVai o+l
c4+1—(?+z+1) —z?
(Ve rl4+Veitr+1) s(Vzrl4+vVaZtaz+1)
—X

Vitl+vVaZ+z+1

por consiguiente,

Ve rl-vValtat+1l 0
lim =—-=0.
z—0 xT 2
5. Calcule
L, 1-¥1—-z
lim .
z—0 3x

Solucién: Usando la férmula de factorizacién a® — v = (a — b)(a® + ab + b?)
podemos transformar algebraicamente la expresion de la misma forma que se hizo
en el ejercicio anterior, es decir, racionalizando el numerador:

1-¢T—= 1-YT—2 1+V1—2+ /(1 —x)?

3z 3z 1+ Y1 -2+ /(1 —x)?
B 1-(1—-2x)
a1+ YT—z+4 {1 —2)?)
N 3x(1+V1—z+ ¥ (1—x)?)
1

31+ VT —z+ /(0 —2)?)

Por lo tanto,

6. Calcule
(2z — 3)3(4IL' + 7)2
z—+oo (3x — 4)3(5x2 + 1)
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Solucién: Segun lo visto para funciones racionales en el ejemplo 2.4.14, para cal-
cular este limite, basta conocer los coeficientes de los términos en z* en el numerador
vy denominador. Asi,

. (22 -33Ur+7)2 28.16 128
lim = e
z—oo (3x —4)3(522 +1)  33-5 135

7. Calcule

lim (Vax? + bx + ¢ — zv/a).

r—F00

Solucion:

JarZ 1 b
Var? +br+c—zva = Var?+br+c—xva- ar’ tbrtctaya
var? +br +c+ x/a

bx + ¢

var? +bxr+c+ zv/a
z(b+ c/x)

|z|\/a +b/z + c/z2 + x\/a

Asi,

b+c/x b
lim (Vax?2+br+c—zva) = lim = )
e va) v=too \Ja+ bz +c/z+Ja 2Va

lim (Vaz?+br+c—aya) = dim -2 [\/a—kb/x +c/z? + \/5} = 2v/a(+00) = +00.

Tr——00

8. Analizar el limite de la expresién

y:x% (x2—|-1)%—$

wln
[

cuando x — 00, segun los valores de p.
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Solucién:
P g 3
Al —od] = o [ of] S VIR ¢ V]
- D+ 2 ) + V|
B 25 (22 41— 2?)
[{’/(aﬁ 124 /2222 + 1) + V x4}
p 4
. T3 Tr 3
(VT2 + /a2 + 1) + VaT| o
1 p-s 1
— .
3 Vit2e 24T+ Y1+a2+1
. , 1
Entonces, tenemos: Si p=4, lim y= 3
Sip>4, lim y=oo.
Sip<4, limy=0.
9. Dada )
fw) = ?2+r—6
a) Resuelva graficamente la desigualdad 22 +x — 6 < 0.
b) Analice los ceros y el signo de la funcién f.
¢) Calcule lim f(z), lm f(z), h’ng_ f(z), h’m%+ f(z), h’nza_ f(z), 11'1(51+ f(z).
d) Bosqueje el grafico de f.
e) Bosqueje el gréfico de g(z) = 22 + f(x).

Solucion:

a) La funcién y = 22 +  — 6 = (z — 2)(z + 3) representa una parabola que corta

el eje z en los puntos x = 2 y x = —3; es abierta hacia arriba y su vértice
1 25
(—5, _Z) Su grafico es el que muestra la figura 1.4.33. De donde podemos

deducir que:
4 r-6<0 < 2¢c[-3,2.
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Figura 2.24: Graficode y = 22 4+ x — 6

1 1

b) f(x) = o ($_2)($+3); D(f) =R —{-3,2} y no tiene ceros.

Como 22 +x — 6 > 0 en (—o0, —3) U (2, +00) que: f(z) > 0 sobre (—o0, —3) y
sobre (2,+00); f(z) < 0 sobre (—3,2).

) 1
¢) xEI:Eoof($): ) 1 6 =0
14 = -
l’(+$ 12)
HH};, f(x) = +o0;

pues para valores de x menores que —3 la funcién es positiva.

lim f(z) =—o0

r——31

lim f(z) = —o0

r—2~

lim f(z) = co.

1 1 1
d) f(_i) = —0,16; como en —3 la parabola alcanza su minimo valor, f(—=) es

el mayor valor que toma f en (—3,2).

e) g(x) = 22+ f(x); D(g) = D(f). Como x? > 0, para todo z, la funcién g(z) es
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Y
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1
-3 3| 2,
1 ® 1 T
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Fi 2.25: Gréfico de f(z) = !
igura 2.25: Gréfico de f(2) = ———
positiva en (—oo, —3) y en (2, 4+00).
. N , 2 i 2 fl@)\ _
1
If = lim (2? = I (-2 + —— ) =+oc.
Jin o) = i (@4 ) =ty (2024 1) =
322 —1

10. Analice el comportamiento de la funcién f(z) = y bosqueje su grafico.

3 —

3x2 —1

z(x—1)(z+1)
el grafico de f consta de 4 ramas.

Solucién: Si f(z) = , el dominio de f es R—{—1,0,1}, por lo que

Los ceros de f(x):

1
32 —1=0 < x=+—.

V3

En los puntos (— ,0), el gréfico corta al eje x.

NERRANE:
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20 %
i 10 | |
—4 —2 '
—10 1
Fi 2.26: Grafico d =+
igura rafico de g(x) = == + o pp—

El signo de f(x):
372 -1

f(l‘):m

Veamos el comportamiento de las parabolas: 322 — 1, 22 — 1. Del grafico de ellas se
deduce facilmente que:

2?2 —1<0 < ze[-1,1]

1 1
30 —1<0 < z€[-—,—=
et —1< vel-—7% \/3]
Por tanto:

. 32 — . .
(i) Sobre | —o0,—1[: = <0;y 1 > 0, es decir, f es negativa.
(ii) Sobre ] —1, —% [; f(z)>0
(iii) Sobre } —%,0[; f(z) <O0.

(iv) Sobre ]0, % [; f(z)>0.
(v) Sobre } %, 1 [; f(z) <0.

(vi) Sobre |1, +o00;[ f(x) > 0.
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Para poder bosquejar el grafico, analizaremos algunos limites. Para ello escribiremos

f enla forma, f(z) = —%—
(1 — =)
) .3
lim f(z) = lim —=0
T— —00 T——00 I
1 1 1 1
S fw) =t Gt o) T e )=
RERICEES

Yy

! !

[ [

[ [

[ [

[ [

| | 322 —1
[ [ -

| | flo) = —5—
! !

[ [

[ [

[ [

[ [

-1 : —1 1 : 1 t

V3 V3

[ [

[ [

[ [

! !

[ [

! !

[ [

[ [

322 —1
Figura 2.27: Gréfico de f(z) = —
3 —x
. . ., 2z — 3 . .
11. Analice el comportamiento de la funcién g(z) = ——— v bosqueje el grafico.
x

Solucién:
a) Primero determinaremos el dominio D(g) de la funcién.

3
r€D(g) <— 20 —-3>0 <= wzi.
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3
b) g(z) =0 < z= 3.
¢) g(x) > 0; para todo x € D(g).
d)

x(2— %) 2 — %
i g(z) = lm ——p—— = lim Ve
Y V2x —3
g(z) = Tz

\V2x — 3
Figura 2.28: Gréfico de g(x) = ver—o

x
12. Dada la funcién:
() 2 +ax+1
)= —F5——.
Y 2—x—1
a) Encuentre el dominio y el recorrido.
b) Analice el signo de f.
¢) Analice la existencia de asintotas .
3
d) (Existe x € D(y) tal que y(z) = —1,y(z) = B ?
Solucién:
a) D(y) ={zx €R; 22 —x — 1 #0}.
1++5
Como z2 —z — 1 =0 es equivalente a x = V5

, tenemos que

D(y):R—{liQ\/g}.

171
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Para calcular el recorrido debemos despejar x en la expresion que define la
funcién: y(2? —x — 1) = 22 + 2 + 1, implica 22(y — 1) —2(y +1) — (y + 1) = 0,

lo que nos da:
y+1++/5y%2+2y—3
T = i
2(y — 1)
Para que = sea un nimero real debemos imponer la condicion

5y° + 2y — 3> 0,

desigualdad que se resuelve segun lo estudiado en la seccién 1.3 y nos da:
3,
Y= 50U < -1

3
5
Como el polinomio 2 + = + 1 es siempre positivo, el signo de la funcién y
corresponde al signo del denominador: 2 — 2 — 1 = 0 que tiene por soluciones

145 15 145
) 2

, por lo tanto y > 0 cuando x < y cuando x > 5

(1—\/3 1+5

Asi, R(y) = (—o0, —1] U =, 00).

. En

5 5 > la funcién es negativa.

Las asintotas verticales se obtienen igualando a cero el denominador una vez
eliminados los posibles factores comunes. Por lo cual tenemos las rectas

R SRR & S

2 YT T
Para obtener las asintotas horizontales debemos calcular h’I:E y(x).
T— =00

1 1

CR24r+1 TS

S22 —r—1 1

l=—=—
T x

Esto nos dice que lim y(x) = 1.
r—100
Es decir, la recta y = 1 es una asintota horizontal.

Del primer item sabemos que

w_y+1i\/5y2+2y—3

2(y — 1)

3
Haciendo y = —1 nos da o = 0 y si y toma el valor 5 tenemos que r = —2.

Observe que la curva corta a su asintota y = 1.
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Yy
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
———————————————— —f___1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T = 1—2\/5 r = 1—2\/5
2
1
Figura 2.29: Gréafico de f(z) = 332—1—7334-
¢ —x—1

13. Asintotas oblicuas de un grafico de una funcién racional

Dada la funcién racional )
¢ —bxr+4
1) = =571

)

a) Encuentre sus asintotas verticales.

b) Encuentre sus asintotas horizontales.

173

¢) Efectuando la divisién de polinomios entre el numerador y el denominador,
demuestre que la recta L = 4y — 2x 4+ 11 = 0, es una asintota oblicua, es decir,

cuando z — +o0, la diferencia |f(x) — L| tiende a cero.

Solucion:

1
a) 2z +1 =0 implica que la recta z = ~5 es una asintota vertical.

b) Segun lo visto en el ejemplo 2.4.14 | h’ria f(x) = £oo, pues el grado del
T— OO

polinomio numerador es mayor que el grado del denominador. Por lo tanto, no

hay asintotas horizontales.
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¢)
e —5r+4 x u, 27
204+1 2 4 42z +1)
implica que f(x) — L = 4(%%, asi, $£Ijrtloo |f(x) — L| = 0. Por lo tanto la recta
L =4y — 22 + 11 = 0, es una asintota oblicua.
Y
|
|
I 2
! ¢ —br +4
| 1@) = =7
|
1 \
2 | S
T
Ay -2z +11=0  ___——==~"T" "
——————— I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
z? —br+4
Fi 2.30: Gréfico d == == -
igura réafico de f(x) o1

2.4.6. Ejercicios propuestos

. lim

Calcule los siguientes limites:

2t =334t —r+1
lim
e—1 x4 — 223 + 522 —8x +4

3zt — 43 + 1
e—1x0 — 25—z +1

nz"t — (n+1)2" + 1
z—1 Pt —gP — g+ 1

ol O

n(n+1)
2p

&
OO.I Nej
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T+vVa2—1- Vs +1
oy Yotl+ve Vs + R: V3.
=Lz =T+ Va2 +1- V'l +1
3 —

lfm (2x + 1)*(4z — 5)(x + 2) R. 2
z—too  x3(9z +2)(3x — 1) 27

I Vit +1+Ve2—x+2 R. 1 en + oo
" z—dtoo r+VaZ+1 "l +oo en—oo

10.

11.

12.

13.

14.

15.

lim /a3 +1—z. R: 0.
r——+00
C o lim Va2 +1— Va3 -1 R:{0 en+oo
r—+o00 +00 en — 0o
Use la intuicién para intentar definir una vecindad de +oo y de —oc.

Dibuje una funcién que muestre que lim f(z) = 400 no significa necesariamente
T——+00

que f sea estrictamente creciente cuando x crece indefinidamente.

. , |
Bosquejar el grafico de f(x) = .

Demuestre, usando la definicién, que lim |z| = |zg].
T—T0

Encuentre las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién racional:

z—3)22z+3

Grafique las asintotas y deduzca como se ubica el grafico de f con respecto a estas
asintotas.

Sea,
 (z+2)(x+6)

fl@) = Va2 44z +3

a) Escriba el dominio de f como unién de intervalos.

b) Analice el comportamiento de f cuando x tiende a los extremos de los intervalos
que componen el dominio.

¢) Demuestre que f(z) —x — 6 — 0 cuando z — 400 y que f(z) +x+6 — 0
cuando x — —o0 .

Indicacion: use el ejercicio resuelto 13
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d) Deducir que la curva f(z) tiene dos asintotas oblicuas y ubicar la curva con
respecto a estas asintotas.
16. Demuestre el teorema 2.4.27 parte (iii).
17. Demuestre el teorema 2.4.32.
18. Demuestre el teorema 2.4.20

19. Demuestre el teorema 2.4.35 parte (ii).

20. Enuncie y demuestre un teorema andlogo al teorema 2.4.35 para —oco y 0~.
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2.5. Funciones continuas

2.5.1. Definiciones basicas

Definicién 2.5.1 Diremos que una funcién f es continua en un punto a € D(f) si,
dado cualquier € > 0 existe un nimero ¢ > 0 tal que la desigualdad | z — a |< ¢ implica

| f(z) = fla) [<e

Segun lo visto en la seccién 2.4, esta definicién puede expresarse diciendo que: f(x) es
continua en a si y sélo si :

= Sia es un punto aislado del dominio de la funcién f ,
o bién,

= Si a es un punto de acumulacién del dominio, entonces se debe cumplir que

tim f(@) = f(a)

Usando los ejemplos y ejercicios de la seccién 2.4, tenemos que las funciones constante,
lineal no constante, cuadratica y polinomiales son continuas en cada punto de su dominio.

Si la definicién 2.5.1 no se cumple, diremos que la funcion es discontinua en x = a. Es
decir, una funcién puede ser discontinua en un punto no aislado del dominio si no existe el
limite en el punto , o bién, aun existiendo el limite en el punto este es diferente del valor
de la funcién en dicho punto.

1
Ejemplo 2.5.2 1. La funcién f(z) = —, siz # 0y f(0) =0 es discontinua en x = 0,
x
pues lim f(z) # £(0).
T —

2. La funcién g(z) = [z] es discontinua en a = 1, porque a pesar que g(a) = g(1) =1,
el h’m1 [x] no existe, como hemos visto en la seccién 2.4. Por la misma razdn, esta
r—

funcién es discontinua en cada x = n, con n € Z.

3. La funcion

(@) 0 six es racional
T) = . . .
g 1 six es irracional

es discontinua en cada punto de su dominio.

Definicién 2.5.3 Diremos que una funcion f es:

» Continua a la derecha en un punto a € D(f) si, dado cualquier € > 0 existe un
nimero § > 0 tal que la desigualdad 0 < x —a < § implica | f(z) — f(a) |< €. Esto
significa que:

fla®) = lim_f(z) = f(a) (2.10)

r—at
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» Continua a la izquierda en un punto a € D(f) si, dado cualquier € > 0 existe un
ndimero 6 > 0 tal que la desigualdad 0 < a — 2 < § implica | f(z) — f(a) |< €. Esto
significa que:

fla™) = lim f(z) = f(a) (2.11)
Ejemplo 2.5.4 1. Es inmediato que una funcién continua a la derecha y a la izquierda
de un punto a, es continua.

2. La funcién [z] es continua a la derecha en cada valor entero de x, pero es discontinua
a la izquierda de tales puntos.

3. La funcién 3 del ejemplo 2.5.2 es discontinua a la derecha y a la izquierda en cada
punto del dominio.

La idea subyacente de la continuidad es que a pequenas variaciones de la variable
independiente le corresponden pequenas variaciones de la variable dependiente. Mas rigu-
rosamente, dado x, la variacién de ella suele representarse como Az y la correspondiente
variacién de y como Ay, entonces si y = f(z) , Ay = f(x + Az) — f(x). Con estas
notaciones la continuidad puede ser expresada como:

f es continua en z <<= Ah’][nof(ar: + Azx) = f(x). (2.12)

o equivalentemente:

Ay — 0 cuando Az — 0.

Otra notacién usada para expresar la misma idea es representar la variacién Az como
h, para hacerla independiente de z. En este caso, la continuidad queda expresada como:

}Lix% flx+h)=f(z) (2.13)
es decir,
Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, si| h |< § entonces | f(x+ h) — f(x) |[< €.

Si recordamos que tanto x como y son abstracciones de magnitudes fisicas, entonces
ellas representan su valor exacto (ideal) y f(x + h) o f(x 4+ Axz) los valores aproximados
que entregan los aparatos de medicién con los distintos errores que ellos introducen. En el
caso de tener continuidad, podemos trabajar tranquilamente con estos pequenos errores
en x, pues sélo implican pequenos errores, despreciables en la practica, en la magnitud y.

Definiciéon 2.5.5 Diremos que la funcion f es:
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(i) continua, si ella es continua en cada punto de su dominio.

(ii) continua a tramos, si ella es continua excepto en una cantidad finita o en una sucesiéon
de puntos del dominio donde ella es discontinua.

Ejemplo 2.5.6 1. Las funciones lineal, cuadratica, polinomial son continuas.

2. La funcién x — [z] es continua a tramos, pues es discontinua en cada valor entero de
x.

Interpretacién geométrica. La continuidad de una funcién f en un punto a nos dice
que si estamos a una distancia menor que € de f(a), existe una distancia 0 tal que todos
los puntos = que estdn a una distancia menor que § del punto a, tienen sus imagenes en la
franja (f(a) — ¢, f(a) + €). Por tanto, el grafico de la funcién queda dentro del rectdngulo

(a —d,a+06) x (f(a) — €, f(a) + ¢).

Figura 2.31: Interpretacion geométrica de la continuidad

Observacion 2.5.7 Observemos que si a es un punto aislado de D(f) C R, entonces f es
continua en a.Esto implica que toda sucesién es continua pensada como funcién de N C R
con valores en R, pues los nimeros naturales son aislados en R. Este hecho nos muestra
que no tiene sentido la continuidad para funciones de variable discreta , por esta razén es
que nos centraremos en las variables continuas, como ya lo habiamos anunciado.
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Continuidad y sucesiones. Se puede dar una equivalencia de la definiciéon 2.5.1 a
través de sucesiones como lo muestra el siguiente teorema y que a veces es mas facil de
utilizar.

Teorema 2.5.8 Para que una funcion f sea continua en un punto @ es necesario y su-
ficiente que para toda sucesion {z,}nen tal que lim z, = a se tenga que f( lim x,) =
n—oo n—oo

lim f(zy).

Demostracion:

(i) Supongamos que f es continua en un punto a. Sea {x,}n,en una sucesién tal que

lim x,, = a. Dado € > 0, existe § > 0 tal que si | x — a |< d, entonces
n—oo

| f(z)—f(a) |< €. Paratal §, existe N de modo que sin > N se tiene que | z,—a |< 4.
Usando la definicién de continuidad 2.5.1, se puede concluir que, | f(z,)— f(a) |[< €.
Lo cual nos dice que lim f(z,) = f(a) = f( lim z,).

(ii) Reciprocamente, supongamos que f tiene la siguiente propiedad: Dada cualquier
sucesién {x, }nen convergente hacia a, f(x,) converge hacia f(a).

Usando el teorema 2.4.30, se tiene que lim f(z) = f(a) y, por tanto, f es continua
Tr—a

en a. O

2.5.2. Continuidad de funciones elementales

Del teorema 2.4.27 se obtiene en forma inmediata el siguiente teorema:

Teorema 2.5.9 Si las funciones f y g son continuas en un punto a, entonces la suma, la
diferencia, el producto y el cuociente (cuando g(a) # 0) de estas funciones son continuas
en el punto a.

Ejemplo 2.5.10 1. Todo polinomio es continuo, pues la funcién constante y la funcién
idéntica son continuas.

2. Toda funcién racional es continua en todo punto del dominio, es decir, sobre todo R
menos aquellos puntos que anulan el denominador.

Teorema 2.5.11 Si dos funciones y = f(z),z = g¢(y) son tales que f es continua en
un punto a y g es continua en el punto f(a), entonces la funcién compuesta g(f(z)) es
continua en el punto a.

Demostracién: Sea {z,},eny una sucesién tal que lim z, = a. Como f es continua,

n—oo

lim f(z,) = f(a). Sea b= f(a) e yp, = f(zy), entonces lim y, = b y usando la continui-
n—oo n—oo

dad de g en el punto b, tenemos que, lim g(y,) = g(b), es decir, lim g(f(x,)) = g(f(a)).

n—oo n—oo

Lo cual significa la continuidad de la funcién compuesta g(f(x)) en el punto a. O
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2.5.3. Discontinuidades removibles

Observando los diferentes ejemplos de existencia y cdlculo de limites podemos constatar
que existen dos tipos de discontinuidades: unas que se deben a la no existencia del limite
en el punto y otras que, en cambio, tienen limite. Cuando en un punto el limite existe y
no coincide con el valor en el punto, se puede redefinir la funcién en dicho punto dandole
como valor el limite. La nueva funcién es ahora continua en el punto en cuestion. A este
dltimo tipo se le llama discontinuidades removibles.

Figura 2.32: Casos de discontinuidades removibles

2 _
Ejemplo 2.5.12 1. f(z) = z
€T —

f(2) =4 de modo que la nueva funcién resulte ser continua en x = 2.

no estd definida en x = 2, pero puede definirse

1
2. No son removibles las discontinuidades en z = 0 de las funciones — tomando la

x
funcién en x = 0 como 0, por no existir el limite en el punto considerado.

2.5.4. Propiedades de las funciones continuas

Teorema 2.5.13 Teorema de Bolzano - Weierstrass
Si f(x) es continua en el intervalo cerrado y acotado [a,b] y si f(a) y f(b) tienen signos
contrarios, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Demostracién: Supongamos f(a) > 0, f(b) < 0. Si zy € (a,b), entonces f(zxg) =
06 f(zg) < 06 f(xg) > 0. Si f(xg) = 0, el teorema estd demostrado. Si f(xg) >
0, entonces nos restringimos al intervalo [a;,b1] con a1 = xg y by = b. Si f(xp) < 0,
entonces consideramos el intervalo [a1,b1] con a1 = a y by = x, y tenemos igualmente
que f(a1) > 0, f(b1) < 0. Repitiendo el mismo procedimiento obtenemos una sucesién

de intervalos encajonados [an,bn] C [an—1,bn—1] C ... C [a,b] de modo que f(ay) >
0, f(bp) < 0. El método se puede precisar més atn, tomando cada vez el punto medio y
b—a

asi cada intervalo es la mitad del anterior. Por tanto, b, — a, = on y b, —a, — 0,

cuando n — oo y lim b, = lim a,. Sea ¢ = lim a, = lim b,, demostraremos que
n—oo n—oo n—oo n—oo
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Figura 2.33: Teorema de Bolzano - Weierstrass

f(e) = 0. Por ser f continua f(c) = f( lim a,) = lim f(a,) y como f(ay,) > 0 tenemos,
usando las propiedades del limite que, lim f(a,) > 0. Andlogamente obtenemos que
f(e) = lim f(b,) < 0. Del hecho que f(¢) <0y f(c) > 0 concluimos que f(c) = 0. O

Observacion 2.5.14 1. El teorema 2.5.13 es falso cuando f no es continua, como se
1

puede ver a través de la funcién f(z) = —, f(0) =1 definida en el intervalo [—1, 1].
x

Aunque f(—1) <0y f(1) > 0 no existe ningin punto ¢ € [—1,1] tal que f(c) = 0,
lo cual se debe a que la funcién no es continua en dicho intervalo.

2. Una interesante aplicacién del teorema 2.5.13 es la aproximacion de raices no racio-
nales de polinomios que mostraremos en los ejercicios resueltos.

Teorema 2.5.15 Teorema del valor intermedio o de Darboux

Una funcién continua en el intervalo [a,b] toma todos los valores entre dos valores
diferentes. Es decir, si f(a) # f(b), entonces dado y entre f(a) y f(b) existe ¢ € (a,b) tal
que f(c) = y.

Demostracién: Sea g(z) = f(z) — y. Supongamos que f(a) < f(b), entonces y €
(f(a), f(b)) y tenemos que g(a) = f(a) —y < 0y g(b) = f(b) —y > 0. Aplicando el
teorema 2.5.13, podemos asegurar la existencia de un punto ¢ tal que g(c) = 0, lo que es
equivalente a tener que f(c¢) =y, y por tanto, se cumple el teorema. O

Observacion 2.5.16 1. Si f no es continua el teorema no se cumple. Consideremos

1
f(x) = [z] en el intervalo [1,2] y démonos y = 3 Para este y no existe ningun c tal

1

que f() = 5.
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Figura 2.34: Teorema de Weierstrass

2. El teorema 2.5.15 hace coincidir la intuiciéon geométrica con el concepto analitico de
continuidad, es decir, el grafico de una funcién continua es una curva continua.

Teorema 2.5.17 Teorema de Weierstrass
Una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b] es acotada y alcanza su
valor méximo M y su valor minimo m. Es decir, existen puntos x1,z2 € [a,b] tal que

f@1) =My f(z2) =m.

Demostraciéon: Daremos una demostracion con pocos detalles.

Por ser f continua en [a, b] es posible, dado € = 1, encontrar un ¢§ tal que si z1, z2 son
b—a

tales que | x1—x2 |< d, entonces | f(z1)— f(x2) |[< 1 (*). Eligiendo n tal que < 6, por

principio de Arquimedes, tenemos que [a,b] queda dividido en n subintervalos [ak, axi1]
de longitud menor que 6.
Para todo x € [ag, ags1] se tiene que | f(z) — f(ax) |< 1, de donde

| flx) <1+ | flag) | ; k=1,...,n.

Definiendo C' = sup{| f(ax) | ;k = 1,...n}, podemos concluir que | f(x) |< 1+ C, para
todo x € [a, b]. Por tanto f es acotada.
En virtud del axioma del supremo, el conjunto H = {f(x) : = € [a,b]} tiene supremo

M y tiene infimo m. Demostraremos que f alcanza el valor M. Supongamos que no alcanza

1
el valor M, es decir, f(z) # M para todo x € [a, b]. Entonces la funcién g(z) = M=)

es positiva y continua en todo [a, b]. Usando el resultado de la primera parte de este mismo
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teorema, tenemos que g es acotada. Sea m una cota superior para los valores de g. Asi,
g(x) < N, lo que implica que,
1

M—f(:n)>ﬁ.

1
Por tanto, f(z) < M — W bara todo x € la,b], lo cual nos dice que sup f(z) < M,
z€la,b]
lo que contradice la definicién de M. Por tanto, debe existir un z;1 € [a,b] de modo que
f(x1) = M. Para ver que la funcién alcanza su minimo se procede de forma anéloga y se

deja de ejercicio. O

Observacion 2.5.18 La propiedad (*) usada en la demostracién es la de continuidad
uniforme que es otra propiedad de las funciones continuas que tienen un intervalo de la
forma [a, b] como dominio.

Corolario 2.5.19 Conservando las notaciones del teorema 2.5.17, se tiene que el recorrido
de una funcién continua en un intervalo [a, b] es [m, M].

Demostracion:
Es consecuencia directa de los teoremas 2.5.15 y 2.5.17. O

Ejemplo 2.5.20 1. Como hemos visto en la seccién 2.3, f(z) = 2% definida en [0, 2]
alcanza su minimo en x = 0 y su méaximo valor 4 en x = 2.

2. Si el dominio no es un intervalo cerrado y acotado, por ejemplo, la misma funcién
anterior con dominio [0,2), la funcién no alcanza su méximo que sigue siendo 4.

1
3. Si la funcién no es continua, por ejemplo, g(z) = — , ¢(0) =1 en [-1,1] no es
T

acotada y por tanto no tiene maximo ni minimo.

Teorema 2.5.21 Una funcién estrictamente creciente ( o decreciente) que toma todos los
valores comprendidos entre f(a) y f(b) es continua en [a, b].

Demostracion:

Supongamos que f : [a,b] — R, es estrictamente creciente. Entonces si h > 0 ,
f(z) < f(z + h). Manteniendo fijo x, la funcién g(h) = f(x + h) — f(x) es estrictamente
creciente en el intervalo [0,b — x| y como f toma todos los valores entre f(a) y f(b), g(h)
toma todos los valores entre 0y f(b) — f(x) en forma creciente. Por tanto, hh'l%l+ gh) =0y

obtenemos la continuidad de f en x. Como x es cualquier punto del dominio, f es continua
en [a,b]. O
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Figura 2.35: Continuidad de la inversa

Teorema 2.5.22 Si y = f(x) es continua y estrictamente creciente ( o decreciente) en
[a,b], entonces su inversa y = g(x) definida sobre el recorrido de f, R(f) = [m, M], es
estrictamente creciente (o decreciente) y continua.

Demostracién: La demostracién es consecuencia directa del teorema 2.5.21 y del ejercicio
resuelto 10 de la secciéon 4.2. O

Ejemplo 2.5.23 1. Si n es par, f(x) = 2™ es una funcién estrictamente creciente,
positiva con lim f(x) = +oo. Por ser continua toma todos los valores entre 0 y
ITr—00

+00. Usando el teorema 2.5.22 podemos concluir que su inversa g(xz) = {/z definida
en [0,400) es también estrictamente creciente y continua.

2.5.5. Ejercicios resueltos

1. Dada la funcién:
B az’ + bz + ¢

G2$2 + ng + 027
con a1 # 0y as # 0. Analice la continuidad.

Solucion:

= Veamos primero cudl es el dominio de la funcién. Por ser una funcién racional
su dominio es el conjunto:

D(f):{meR : a2m2+b2$+627é0}.
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Para conocer exactamente los puntos que debemos excluir, debemos resolver la
ecuacion de segundo grado:

asx® + box + 5 = 0.

Resolviendo la ecuacion vemos que,

—b2 + \/ % — 4@262
T = s

b
2a2

entonces,
e D(f)y=R-— {—26722} si b3 = dagcs.
o D(f) =R —{z1,22} si b3 — dazcs > 0.
° D(f) =Rsi b% — 4agco < 0.
» Si D(f) =R, entonces la funcién es continua en todo punto, pues el denomina-
dor no se anula nunca y es cuociente de funciones continuas.
Cuando b% — 4agce > 0, la funcién es continua en su dominio y no esté definida
—by + +/ b% —4dagey —by — 4/ b% — 4dagcy
2@2 y &= 2a2 '

Si b2 = 4agcs, entonces f es continua en su dominio y no estd definida en

bo
r=——".
2(12

en los puntos x1 =

2. Analice la continuidad de la funcién definida mediante un proceso de limite:

, 1
f(z) = 7}1_1)210 T3 om0 one eR.

Solucién:
» Six =0, entonces f(z) = 1.
= Siz =1, entonces f(z) = 3.
» Si xz € (0,1), entonces f(x) = 1. Esto se debe a que lim r" = 0 cuando
xz € (0,1). e
» Siz € (1,00), entonces f(z) = 0. Esto se debe a que nlirlgo r" = oo cuando
x> 1.

Por tanto, f tiene una discontinuidad no removible en x = 1; en todos los demas
puntos del dominio la funcién es continua.

3. Encuentre los puntos de discontinuidad de la funcién parte entera de 22, [2?], y
bosqueje su grafico.
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Solucién: f(x) = [z?]. Como 22 > 0, el recorrido de f, R(f) = {0,1,2,3,...,}.
Si z € [0,1), entonces 22 € [0,1), lo que implica que [z?] = 0.
Si [#2] = 1, entonces 2 € [1,2), por consiguiente 1 < z < /2.

En general, si [#?] = n, entonces 2 € [n,n+ 1). De donde deducimos que \/n < z <

Vi + 1. Asi, podemos apreciar que los puntos de discontinuidad son: 1,v/2, ... ,..., NI

Por otro lado,

1
lim vn+1—yn=lim ———==0
n—00 vn n—ooy/n+1+4+/n

Esto nos dice que los intervalos donde f es continua tienen longitud cada vez més
pequena a medida que crece n.

4. Sea f(x) una funcién continua en [0, 1]. Supongamos que f(z) € Q, para todo z y
que f(0,5) = 0,5. Demuestre que f(x) es la funcién constante con valor 0,5.

Yy
fR) ===~ 1
|
bh-eq
Lo
| |
| [
I L3 x
0 3 0z 1
Figura 2.36:

1
Solucién: Supongamos por contradiccién que existe z € [0, 1] tal que f(z) # 3

Supongamos en particular que f(z) > %, entonces el intervalo B, f (z)] contiene
infinitos ntimeros irracionales u. Usando el teorema del valor intermedio , 2.5.15,
tenemos que dado u € B,f(z)], debe existir z € [0,1] tal que f(z) = w. Lo
cual contradice la hipétesis que f toma solamente valores racionales. Por lo tanto,

1
f(z) = 5 para todo z € [0, 1].
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5. Sea f(z) =x>—2en [0,3] ¥

f(x) en [0, 3]
hiw) = { Len[3,5],

donde L es la recta y = ax + b. Calcule a y b de modo que:

a) L pase por el origen y la funcién h(z) sea continua en x = 3.

b) L tenga pendiente —2 y h(x) sea continua en x = 3.

Solucion:

a) Si L pasa por el origen, entonces b = 0. Para que h(z) sea continua en x = 3,

7
basta que L pase por el punto (3, f(3)) = (3,7). Por lo tanto, a = 3 Entonces
tenemos que:

(z2 —2) en [0, 3]
h(z) = {

7 ;
zzen 3, 5],

es continua en x = 3.

Su grafico es:

U — e e e ——

|
|
|
|
|
|
:
|
3

N

Figura 2.37:
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N

Figura 2.38:

b) En este caso la recta L pasa por el punto (3, f(3)) = (3,7) y tiene pendiente
—2, por lo tanto su ecuacién es: y — 7 = —2(x — 3), es decir, y = —2x + 13.

Su grafico es:

6. Sea f(x) una funcién continua de R en R que satisface la relacién:

flx+y) = f@)+ f(y)
a) Calcule f(0), f(n) conn € N, f(k) con k € Z, f(r) con r € Q.

b) Si f es continua, calcule f(z) donde x es un nimero irracional.

¢) Demuestre que f(x) = cx, donde ¢ es una constante.

Solucién:
a) f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0), lo que implica f(0) =0.
F2) = F(1+1) = F(1) + £(1) = 2/(1).
fB)=F2+1)=f2)+ (1) =2f1)+ f(1) =3f(1).

En general, tenemos que f(n) = nf(1), cuando n es un nidmero natural.
Ahora calcularemos f(—n), con n € N. f(0) = f(1—-1) = f(1) + f(-1) = 0,
entonces f(—1) = —f(1). Esto nos permite calcular f(—n) = —nf(1).

Sea x € R. Como f(x+z) = f(z)+ f(x) = 2f(x), inductivamente se tiene que
f(nz) = nf(x).



190 CAPITULO 2. LIMITES Y CONTINUIDAD

F(1) = f(nd) = (%) implica (%) - 150,

Sea r un numero racional, r = g, entonces
B R P
r0 =1 (5) =1 (vn) =0t (7) =rrs) =rs0)

b) Six es un numero irracional, entonces z es el limite de una sucesién de nimeros
racionales:

r= lim r,, r, € Q.
Asi,
flx) = f( lm ry,).

n—oo

Como f es una funcién continua, el teorema 2.5.8, permite escribir

flz) = lim f(ry) = nlirréo rnf(1) = f(1)z.

n—00
¢) De los célculos hechos en los items anteriores se tiene que
f(z) = f(1)z, para todo z € R.
lo cual puede ser expresado como
f(x) =cx, conc= f(1).
7. Analizar la continuidad de la funcién definida en el ejercicio resuelto 5 la seccién 2.3:
0 si z es irracional,

= 1
9(x) - siz= ]—9, Py g son primos relativos. ’
q q

Solucién: Esta funcién es continua para todos los irracionales y discontinua en
todos los racionales. En efecto,

a) Sea xy un numero irracional en [0, 1] , entonces f(zo) = 0. Dado € > 0, consi-
1
deremos el conjunto finito F' = {q eN: ¢< —}.
€
Dejando g € F fijo , de las fracciones g, con p € {0,....¢ — 1} tomemos p*, el

*
mayor natural que satisface b < xg. Como F es finito, existe la mayor de las
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Lo

————

1 2 3 4
0 - - - - 1
q q q q
Figura 2.39:

* /
fracciones p—, para todo ¢ € F. Entonces existe 7’ = ]i/ la mayor fracciéon con
q

denominador en F' menor que xg.
/!

Del mismo modo podemos encontrar r” = la menor fraccién con denomi-

VTRl
p/l q
nador en F, tal que xg < —..
q

Esto nos dice que el intervalo (/,7”) no contiene niimeros racionales con deno-
minador en F.

Escribiendo § = min{xo—7r', 7" —x(} tenemos que, si 0 < ‘Z—? — x| < 9, entonces
q

b no pertenece al conjunto F', lo que implica ¢ > —. Es decir,
q €

=13

q
Por lo tanto, f es continua en el nimero irracional xg.
b) Sea xg € Q, entonces xy = @. Dado cualquier § > 0, en (zg—J, ¢+ 9), existen
infinitos irracionales x para (l)os cuales se tiene
£(a0) = £@)] = 7 (a)l = - >

Por lo cual f no puede ser continua en ningun nimero racional.

8. a) Demuestre que f(x) = |z| es continua en cada punto x € R.

b) Analice la continuidad de g(x) = 2 cuando z #0,y g(0) =0.

]

Solucién: Sea xy un nimero real cualquiera.

a) Dado € > 0, existe 6 = € tal que, si [z — zg| < 0, entonces |f(x) — f(xo)] =
l|z| — |zo|| < o — 20| < 0 =€
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. . . . x . ’
b) Si x # 0, el cuociente de funciones continuas — es continuo, segin teorema
T

2.5.9. Si = 0, debemos calcular lim g¢(z) y lim g(z) .
z—0t z—0~

lim g(z) = lim — = lfm - = 1.
z—0t z—0t |£L'| z—0+t I
X
lim g(z) = lim — = lim — = —1.
z—0~ z—0~ ’w‘ z—0t —&

Como los limites laterales son distintos, h'n% g(x) no existe, y por consiguiente,
T—

g es discontinua en z = 0.

9. Sea
5 — /25 — 22
h(z) = —

a) Analice la continuidad de h en cada punto de su dominio.

b) i Es posible extender h a = 0, de modo que sea continua ?

Solucion:

a) Debemos notar que h(x) es un nimero real si y sélo si  # 0y 25 — 22 > 0, es
decir,
D(h) =[-5,0) U (0, 5].
En virtud del teorema 2.5.9, h es continua en todo punto del dominio.
b) Si h’n% h(x) existe, entonces la funcién h puede extenderse continuamente al
Tr—
intervalo [—5, 5].
Transformando algebraicamente la expresién tenemos,

5—\/25—:U2_5—\/25—:U2 5+\/25—:B2_ T
x T 54+v25 —22 5425 — a2

Esto implica que h’m0 h(z) = 0. Por esta razon es posible extender el dominio de
Tr—

la funcién, definiendo h(0) = 0 y la funcién extendida es continua sobre [—5, 5].

10. Calcule a, b de modo que la funcién

.%'2

— 51 <0
V422 -1
flx)=<2 ax+b si 0<x<2
T—vr+2 .
si 2<wx

Vidr+1-3

sea continua en todo punto de su dominio.
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Solucién: Por teorema 2.5.9 y ejemplo 2.5.23, f(z) es continua en (—oo,0),(0,2)
y (2,400). Los puntos a analizar son z =0y x = 2.

72 Vita?+1  22(V1+a2+1)

om0 VIt —1 Vita2+1 z2

Esto nos dice que la recta y = ax + b debe pasar por el punto (0, 2).

=2

En el punto x = 2 tanto el numerador como el denominador se anulan, una posi-
bilidad de evitar esta indeterminacién es transformar algebraicamente la expresion
amplificando por las expresiones conjugadas del numerador y del denominador:

:L'—\/l‘—|—2.\/4l‘+1+3‘l’+\/m

Viz+1-3 Viz+1+3 z++x+2

22— (z+2)](V4z+1+3) (z—2)(z+1)(VAz +1+3)
4z —2)(z + Vx + 2)

r—\r+2
Vidr+1-3

[(4z +1) = 9][z + VT + 2]

entonces,

T T —\x+2
m — =
z—2t /4dxr +1—3

9
Por esta razén la recta y = ax 4+ b debe pasar por el punto <2, §> Asi, vemos que

9
<

. yl—y2:2—%:_l
Tr1 — T2 0—2 16.
b = 2
7
Asi, f(x) = T + 2, sobre [0, 2].
11. @) Encuentre el méximo de y = 2%(42? — 2?) cuando z varia en [0, 2a].
b) Encontrar el minimo de ot ez l‘, con x € (—a,a):
a—r a+zx

Solucion:

a) y(x) = 2%(4a® —2?) es continua en [0, 2a]. Por teorema de Weierstrass , teorema
2.5.17, existe x1 tal que y(z1) = M es el méximo valor de la funcién y. Usando
que un producto de dos factores variables cuya suma es constante, toma su
valor maximo cuando los dos factores son iguales.
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La suma de los factores es x2 + 4a® — 22 = 4a?, entonces debemos resolver la
ecuacion:
22 = 4a® — 22, que tiene por solucién z = av/2.

El méximo valor que toma y es y(av/2) = 2a(4a? — 2a?) = 4a>.

b) Usando un resultado andlogo al anterior tenemos que una suma de dos factores

con producto constante es minima cuando ambos factores son iguales, tenemos
at+ra—x

que siendo = 1, la solucién al problema la obtenemos resolviendo
a—ra+x

a+x a—T

la ecuacion: , lo que implica = = 0.

a—2x a+x

Encuentre el maximo y minimo valor, si es que existen, que toma la funcién:

22— 6x+8

y:x2—2$+1'

Solucién: Estudiemos previamente el recorrido de la funcién. Despejando la va-
riable x en la ecuacién que define la funcién tenemos,
2 2 _
yr® —2yr+y—a° +6x —8=0,

lo que nos da los valores

$_3—yi\/3y+1

1—y

1
Como z debe ser un numero real 3y + 1 > 0, de donde y > —3 Entonces y €
1 5
[—%, 1) U (1, +00). Por consiguiente su minimo valor es —= que lo alcanza en x = 3

y no tiene valor méximo pues, y toma valores entre (1,400).

4

Probar que el polinomio p(x) = z* — 2% — 1 tiene a lo més dos raices reales. Localice

estas raices aproximadamente.
Solucién:

p(z) es una funcién continua en R, entonces si existen x; < xg tal que p(x1)-p(z2) <
0, aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass, se tiene que existe al menos un punto
¢, 11 < ¢ < x2 con p(c) =0.

Apliquemos este criterio. Como los coeficientes de p(x) son cercanos a 0, busquemos
las raices en el mismo rango.

p(=1)=1 ,p(0) =—-1 ,p(1) = -1 ,p(2) =T.
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Entonces entre —1 y 0 y entre 1 y 2 debe haber soluciones de p(z) = 0. Busquemos

la raiz ¢ entre —1 < ¢ < 0.

p(_ov 5)
p(—0,75)
p(—0, 80)
p(—0,90)
p(—0, 85)
p(—0,83)
p(—0,82)
p(—0,81)
p(—0,815)
p(—0,818)
p(—0,819)

=—0,8125
= —0,2616
= —0,0784
=0, 3851
=0,1361
= 0,0463
= 0,0034
=—0,003
= —0,0174
= —0,04
= —0,0007

FEORLLELEY

—1<ec<—-0,5
-1 <ec<—0,75
—1<cec<—0,80

~0,90 < ¢ < —0,80
—0,85 < ¢ < —0, 80
—0,83 < ¢ < —0,80
—0,82 < ¢ < —0,80
—0,82 < ¢ < —0,81

-0,820 < ¢ < —0,815
—0,820 < ¢ < —0,818

Podemos seguir si queremos una aproximacion mayor, pero con este error del orden

de 10™* es més que suficiente para una gran gama de problemas de ingenieria.

Concluimos que existe ¢ ~ —0,819 tal que p(c¢) = 0. De igual forma encontramos

p(1,3804) = 0,0005, entonces otra raiz es aproximadamente 1, 3804.

Encuentre los x € R que satisfacen la desigualdad:

(x —3)(z + 1)%(2® + 42 + 4)

>0

Solucion:

2 —-3x+2

(z —3)(x + 1)% (2% + 42 + 4)

Sea f(z) =

2 —3x+2

. El numerador y el denominador son fun-

ciones continuas en R; por lo tanto, sélo en sus raices reales pueden cambiar de

signo.

Sea p(z) = (z — 3)(x + 1)?(2? + 4z + 4), entonces las raices reales de p(z) son z = 3
y = —1. Por otro lado, ¢(z) =2? — 3z +2=(z — 1)(z — 2),seanulaen x = 1 y
x = 2, por lo tanto, estos puntos no pertenecen al dominio de f. Veamos los signos
de f(x) en la siguiente tabla:

—o0 | —1 1 2 3 | +oo
Pl — (U e e -1 0| +
q| + + | +]0 | =10 |+|+] +
fl - O | —| x|+ |x|—=]0| +

Tabla de signos.
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Luego f(z) > 0en {—1} U (1,2) U[3,400). Observemos que el andlisis de desigual-
dades por este método sélo tiene sentido si las funciones involucradas son continuas.

Solucione gréficamente el siguiente problema: Si f : [0,1] — R es una funcién que
asume cada uno de sus valores exactamente dos veces, entonces f no puede ser
continua.

Solucion:

Supongamos que f es continua. Entonces sean 0 < x1 < z9 < 1, dos puntos donde
ella asume el supremo. Graficando tenemos:

Y Y

Mp-—-o——e--—;

0 I T2 1 0 x1 T2 1

Figura 2.40: La funcién f no puede ser continua

Vemos que no podemos completar el grafico, pues cualquier recta y = M — ¢, €
pequeno, cortaria al menos en cuatro partes el grafico, lo que contradiria la hipétesis
de asumir exactamente dos veces. Esto es posible sélo si x1 = 0 y 29 = 1, como en
la figura 2.41.

Pero, como podemos ver, el minimo sélo se alcanza una vez, y si lo alcanzara dos
veces se tendria el mismo problema anterior. Por tanto, f no puede ser continua.

Sea f:[0,1] — R definida por :
oz sizeQ
f(x)—{ -2z sizeR-Q
Pruebe que:
(i) f es inyectiva en [0, 1].
(i) f(f(x)) = x, para todo z € [0,1]. Es decir, f = f~L.

. . 1
(iii) f sélo es continua en x = 3
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Figura 2.41: La funcién f no puede ser continua

Solucioén:

(i)

Sixzy # 2oy si f(x1) = f(x2) entonces, si z1 y 2 son racionales tendriamos
1 = T3, lo que no puede ser. Si ambos son irracionales, entonces 1 —x1 = 1—x9
lo cual tampoco puede suceder. Si x7 es racional y xo es irracional tendriamos
x1 = 1 —x9, lo que no puede ser pues 1 — x5 es irracional. Luego f(x1) # f(z2).

Siz € Q, entonces f(f(x)) = f(x) = x.
SizeR—Q, entonces f(f(z))=f1l—z)=1—(1—z)=u=x.

1 1 1
Seaa:§.Dad05>0, sea |m—§|<5:5. Six € Q, entonces |f(m)—§ =

o S<e
r — — .
2

1 1 1 1
Siz € R — Q, entonces |f(m)—§|:|1—1‘—§|:|§—m|:|1‘—§|:<5.

1 1
Sia # 3 Supongamos, por ejemplo, a € Q y a < —, entonces si f es continua

en a, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |x — a| < § se tiene |f(x) — f(a)| =
1-2
|f(z) —al <e. Seac = 5 a:§—ayseawn€R—@talquexn—>a. sea

N € N tal que para todo n € N si |z, — a|] < ¢, entonces

1
\f(xn)—a|zll—xn—a]<£:§—a.
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1 1
Luego 1 — z,, —a < = —a implica z,, > —, para todo n € N. Lo que es absurdo.

De manera similar se prueban los otros casos.

2.5.6. Ejercicios propuestos

1. Analice la continuidad en cada punto del dominio de las siguientes funciones:

[w] + \[/327
¢) H

d)

|

]

2. Sea f(x)= signo de z, que se define como:

1 siz>0
fley=< 0 siz=0
-1 siz<O

a) Estudie la continuidad de f en cada punto de su dominio.
b) Clasifique las discontinuidades en removibles y no removibles de cada una de

las siguientes funciones:

1) fla).
2) glz) = f2(a).
3) hiz) =1 - f2(a).
1) () = t)
1
) k) = Ty

¢) Bosqueje el grafico de cada una de las funciones dadas en (b).

3. Analice la continuidad de cada una de las siguientes funciones y clasifique las dis-

continuidades.
1
W @)=
1
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10.

1—=x

¢) h(z)= T2

. Encontrar el maximo valor, si es que existe, de

y(x) = (34 2?)(11 — 2?), en [—V11,V11].

. Demuestre que

[0 sizeQ
f(m)_{a: sizeR—Q,

es continua solamente en x = 0.

. Demuestre que

_ 22 —4
y_a:2+2:c—3’

no tiene maximo ni minimo en su dominio. ;Contradice esto el teorema de Weierss-
trass?

. Analice la continuidad de

—4x + 8z siz#£0
g(x) = |z

0 siz =0.

. Analice la continuidad en cada punto del dominio de la funcién

, 18z — 222

SR i 3,-3
hz) = pa N7
) 11 siz =3
six = —3.
. Analice la continuidad de
h(z) = = + [2z].

Calcular a y b de modo que la siguiente funcién resulte continua
I six < =3
glx)=4¢ ar+b si3<zx<A4
|4— 2% six >4

Grafique g.
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11. Calcular a y b de modo que la siguiente funcién resulte continua

x
—— si —4<z<0
V16 — 22 —4 B
h(z) =< ax+b si0<z<1
23 — 3z +2 .
m six > 1.

Grafique h.

12. Analice la continuidad de las siguientes funciones. Para los puntos de discontinuidad,
diga si son removibles o no.

®) i) = 12,
b) k(x) = 1+v1—-a” ”;_mz

13. Demuestre que si f(x) y g(z) son continuas, entonces s(x) = sup{f(z),g(z)} y
i(z) = inf{f(x),g(z)}. Indicacién: ver ejercicio propuesto 10 de la seccién 2.5.

14.  a) Demuestre que si f es continua en un punto g y g es discontinua en z, entonces
f + g es discontinua en x.

b) ;Puede f + g ser continua en un punto cuando f y g son discontinuas en él 7
15. Localice aproximadamente dos raices reales de p(z) = 2% — 2,422 + 1,4641.
16. Encuentre los x € R que satisfacen la desigualdad:

2 _
x T+ 2 <o.
23 — 322 +6x—4 —
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Capitulo 3

Funciones Trascendentes

3.1. Introduccion

El nombre deriva del concepto de niimero trascendente, que es aquel que no es
raiz de ningun polinomio de coeficientes enteros. En oposicién a este concepto estd el del
niimero algebraico. Por ejemplo, los niimeros irracionales v/2,1/3 son niimeros algebraicos
porque son raices de los polinomios de coeficientes enteros: 22 — 2 y x? — 3. Los nimeros
trascendentes mas conocidos son 7 y e.

Definicién 3.1.1 Diremos que y = f(x) es una funcién algebraica de la variable indepen-
diente z si f(z) puede ser definida implicitamente por una ecuacién P(x,y) = 0, donde P
es un polinomio con coeficintes enteros en las variables = e y. Todas las funciones que no
satisfacen ninguna ecuacién algebraica se llaman trascendentes.

Ejemplo 3.1.2 1. y = Va2 — 1 es algebraica, ya que y(z) satisface la ecuacién alge-
braica % — y2 —1=0, con P(x,y) = x2 — y2 —1.

2. y = V/2x + 8 es algebraica, ya que y(x) satisface la ecuacién algebraica 222 — y? +
16y + 64 = 0.

Las funciones trascendentes elementales son las trigonométricas y la exponencial y todas
las que se definen a partir de ellas.

203
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3.2. Las funciones circulares o trigonométricas

Conceptos previos

La férmula de la distancia en el plano: Sean P;, P, dos puntos del plano, con
cordenadas (x1,y1), (z2,y2) respectivamente. El tridngulo P;QP; es rectangulo en @, por
teorema de Pitagoras, tenemos que:

P1P22 = P1Q2 + QP22-

Si llamamos d a la distancia entre P; y P», tenemos que
d= /(22— 21)? + (y2 — 1)*

Y

Y2 P

Y1 L Q

I xI9

Figura 3.1: Distancia entre dos puntos

La circunferencia de centro C=(h, k) y radio r Considerando que la circunferencia
de radio r y centro C es el lugar geométrico de los puntos P del plano que estan a la
distancia r del centro C', podemos deducir la ecuacién que satisfacen las coordenadas de
los puntos de dicha circunferencia.

Sean (h, k) las coordenadas del centro C'y sea P de coordenadas (x,y) un punto cualquiera
de la circunferencia. Usando la definicion de la circunferencia tenemos que:

d(P,C)=r <<= [dP,C)* =12
= (z-h)?+@y—k?=r?
Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia de radio r y centro (h, k) es:
(x—h)?2+ (y—k)? =r2 (3.1)

En particular, para nuestros fines trabajaremos con la circunferencia mas simple, la de
centro en el origen y radio 1, cuya ecuacién es:

2 +y?=r? (3.2)
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Sy

Figura 3.2: Circunferencia unitaria

Medicion de angulos Intuitivamente consideremos dos semirrectas en el plano con
extremo comun. Por simplicidad supongamos que este extremo es el origen del plano y
una de las semirrectas estd en el eje de las abscisas. Por angulo entenderemos la medida
de la separacion de estas semirrectas. Como existen distintas maneras de medir esta
separacion, adoptaremos la siguiente convencién.

Diremos que un angulo esta en posiciéon normal o estdandar si lo medimos desde el semieje
0OX, con lo cual la medida de separacién se reduce a dos posibilidades: Si esta medida
de separacién se toma en el sentido contrario a los punteros del reloj, el dangulo se dice
positivo y si es en el sentido de los punteros del reloj se dice que el angulo es negativo.

Esta nocién se puede ver mas dindmicamente pensando que el angulo es la medida de
separacion de una semirrecta que gira en torno a uno de sus extremos. La méaxima rotacion
es aquella que vuelve a su posicién inicial; este angulo se llama angulo completo y si la
rotacién es en sentido positivo le daremos el valor de 360 grados, que se denota por 360°.
La divisién en 60 o sistema sexagesimal es herencia de los babilonios.

Los 360 grados corresponden a una vuelta completa en el sentido positivo. Por su-
puesto que podemos dar las vueltas que queramos en cualquiera de los dos sentidos. Por
ejemplo: un angulo de 765 grados, descomponiendo 765 = 2 - 360 + 45, significa haber
dado dos vueltas completas y estar en el punto determinado por un angulo de 45 grados.
Si consideramos el dngulo de —765 grados, significa que hemos dado dos vueltas completas
y nos encontramos en el punto determinado por el dngulo —45 grados. Es decir, hemos
caminado en el sentido de los punteros del reloj y estamos a 45 grados bajo el semirecta
OX.

Como nuestro objetivo es introducir las funciones circulares o trigonométricas como fun-
ciones de numeros reales y los grados no son nimeros reales debemos hacer una
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TN

angulo positivo
\ :

angulo negativo

Figura 3.3: Dos sentidos en la medida de un angulo

transformacion de los grados para hacerlos equivalentes a ntmeros reales. Para ello imagi-
naremos que caminamos sobre la circunferencia unitaria, y por lo tanto al dar una vuelta
completa hemos caminado una longitud de 27 y descrito un angulo de 360 grados.

Definiciéon 3.2.1 Llamaremos un radian al arco de una circunferencia, cuya longitud es
igual a su radio.

Asi, a los 360 grados le corresponde una longitud de arco sobre la circunferencia unitaria
de 27 unidades de longitud. Esto nos permite, usando un razonamiento de proporciones
directas, tener una féormula que trasforme grados en radianes y viceversa.

angulo en radianes 2

= —. 3.3
angulo en grados 360 (3:3)
En particular,
., 180° o
1 [radidn] = ~ 57,3 (3.4)
T
3.2.1. Definicion de las funciones circulares o trigonométricas
Sobre la circunferencia unitaria cuya ecuacion es:

22+ % =1, (3.5)

consideremos un punto P cualquiera. Este punto determina el angulo 8 como lo muestra
la figura. Como el punto P pertenece al plano le corresponden las coordenadas (zp,yp),
donde zp = OA e yp = AP.

Las funciones seno y coseno son las coordenadas de un punto P que se mueve sobre la
circunferencia unitaria, partiendo de (1,0) en el sentido antihorario.
En el contexto descrito anteriormente, definiremos las funciones siguientes:
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Definicién 3.2.2 1. La funcién seno:2Funcién seno R — R; 0 — senf =
Yp.
2. La funcién coseno: R — R; 0 +— cosf = xp.

3.2.2. Propiedades basicas de seno y coseno

Figura 3.4: Representacién del seno y coseno en el circulo unitario

1. Algunos valores de referencia de seno y coseno

= Si § =0, el punto correspondiente sobre la circunferencia unitaria es (1,0), lo
que nos permite concluir que:

cos0 =

sen0 = 0.

. ™ . . . . .
m Sif= 5 el punto correspondiente sobre la circunferencia unitaria es (0,1), lo

que nos permite concluir que:

sen— = 1.
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» Si § = 7, el punto correspondiente sobre la circunferencia unitaria es (—1,0),
lo que nos permite concluir que:

cosm = —1

sent = 0.

. 3T . . . o
m Sif= 5> el punto correspondiente sobre la circunferencia unitaria es (0, —1),

lo que nos permite concluir que:

3
—_ = 0
cos 5

3
sen — = —1.
2
» Si 6 = 27, el punto correspondiente sobre la circunferencia unitaria es (1,0), lo

que nos permite concluir que:

cos2wr =

sen2r = 0.

2. Periodicidad Dado que los valores de senf y cosf dependen de la ubicacién
del punto correspondiente en la circunferencia unitaria , cuya longitud total es 2,
entonces fuera del intervalo [0, 27] los valores de estas funciones se repiten periédi-
camente. Por lo tanto las funciones seno y coseno son periodicas de periodo 27. Es
decir, para todo 6 € R, se cumple que:

sen(f + 2m) = sen 6
cos( 4 2m) = cos .

3. Paridad de coseno e imparidad de seno
Si P = (xp,yp), determina un arco z, y P/ = (z},,Yp), determina un arco —z, con
Tp = T, ¥ Yp = —Yp, podemos concluir que cos(—z) = cosx y sen(—z) = —senx. Es
decir, la funcién coseno es una funcién par y la funcién seno es impar.
Asi, para todo x € R tenemos que:

cos(—x) = cos(x) y sen(—x) = —sen(x).
4. Identidad fundamental

Dado que seno y coseno de un mismo niimero corresponden a las coordenadas de un
punto sobre la circunferencia unitaria, tenemos que:

cos?z 4+ sen® x = 1, para todo x € R. (3.6)
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Ybp-—---= P

|

|

X xpl

—r

|

, |
yp ______ P/

Figura 3.5: Relaciones de paridad en las funciones trigonométricas

5. Recorrido Como consecuencia inmediata de la identidad fundamental dada por
la ecuacién (3.6) y considerando la continuidad geométrica, podemos intuir que el
recorrido de las funciones seno y coseno es [—1,1]. La demostracidon analitica de
esto, se harad mas adelante y es una consecuencia del teorema del valor intermedio.

3.2.3. Calculo de los valores mas usuales de las funciones seno y coseno
m

1 o=~
T3

En el circulo unitario inscribimos un hexagono regular como en la figura 2.3.10.

Si (u,v) son las coordenadas de P, entonces las de P son (—u,v); como
PiPh=+v(u—-12+@w—-02=PP =+/(-u—u)?+ (v—0)2,

se tiene, elevando al cuadrado, que (u — 1)% +v? = (—2u)?. Ya que, u? + 0% = 1,

entonces 2 — 2u = 4u? que tiene como soluciones u; = % y ug = —1, y u > 0 se elige

la solucién u = %, y de u? 4+ v% = 1, se tiene que v = v/1 — u? (raiz positiva) que es

v = @ Por lo tanto:

T 1 T V3
U =Ccos— = —; v=sen - = —.
3 2 3 2
El dngulo PyOP, es %’r y se obtiene:
27 1 2r /3
cos — = ——; sen — = —.

3 2 3 2
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Py Py

/3

Figura 3.6: Hexdgono regular

En el circulo unitario inscribimos un octagono regular como en la figura 3.7.

P

/4

Figura 3.7: Octagono regular

Si (u,v) son las coordenadas de P, entonces la ecuacién PyP; = P; P; es equivalente
a:

V=12 + =02 =(0-u)?+(1-v)?,

es decir, u?> — 2u + 1+ v? = u? + 1 — 2v + v? lo que implica u = v. Por lo tanto,



3.2. LAS FUNCIONES CIRCULARES O TRIGONOMETRICAS 211

WwH1P=1 = 2l=1 = u= %, por lo tanto, v = %, lo que implica

us us
CoS — =sen— =
4 4

9~

En el circulo unitario inscribimos un dodecdgono regular como en la figura 3.8.

P 3 P2

P

/6

F
Figura 1.4.18:

Figura 3.8: Dodecagono regular

1 V3

Entonces Py = (u,v) y P, = (5, 7) como se calculd en el punto (1) por ser % el

angulo PyOP.

De la ecuacién P3Py, = FPyP; obtenemos u = @, v = %, por tanto:
T V3 T 1
COS — = —; sen — = —
6 2 6 2

Observacion 3.2.3 Con este método de inscribir poligonos regulares conociendo sus la-

dos y apotemas, podemos seguir calculando los valores de las funciones trigonométricas
. . ~ T I
para angulos cada vez mas pequeiios de la forma — —, etc. (k€ N).

2k’ 3k’ 5k’ )
Con estos valores encontrados, usando la geometria euclidiana elemental més los que
podemos encontrar con una calculadora, podemos esbozar los graficos de las funciones

SE€Nno y coseno.
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3.2.4. Ceros y signo de las funciones seno y coseno

1. f(x)=senzx, x € R
De la definicion de seno se tiene que este es positivo en el primer y segundo cuadrante,
y negativo en el tercer y cuarto.
» Siz €]0,n[, senz > 0.
» Siz €|rm,2n[, senz < 0.

Usando la periodicidad, se deduce que:

senz >0 <= x€|2km,2k+ )|} k€ Z
senz <0 <= z€|2k+1)m, 2k +2)n[; ke Z
senr =0 < xz=km;, €Z.

Figura 3.9: La funcién y = senz

2. f(x) =cosz, z € R,
De la definicién de coseno se tiene que este es positivo en el primer y cuarto cuadrante,
y negativo en el segundo y tercero.

» Siz €]0,7/2], cosx > 0.

» Siz€|n/2,3n/2[, cosz < 0.

» Siz €]3n/2,2n[, cosz > 0.
Usando la periodicidad, se deduce que:
cosx >0 < zel|dk—1)r/2,(4dk + )7/2[; k € Z
cosz <0 < ze|(dk+1)n/2,(4dk +3)n/2; k€ Z
cosx =0 < x:(2k+1)g;k €Z
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Figura 3.10: La funcién y = coszx

Valores de referencia de seno y coseno

Arco en grados

Arco en radianes | Seno

Coseno

30

45

60

I o
o Sl St =

DO | PO N
=Pl Sl S

3.2.5. Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante

213

Estas funciones trigonométricas estan definidas en términos de seno y coseno. Por lo

tanto, sus propiedades se deducen

de las de aquellas.

Definicién 3.2.4 1. La funcién tangente:

estd definida para x € R, donde no se anula la funcién cos x. Es decir:

D(tan) =R — {(2n - 1)% NS Z}.

La funcién tangente es periddica, de periodo 7. Lo que se deduce de un sencillo

célculo. Si x € D(tan), tenemos:
tanz = 0L _ TNT sen(z + m) = tan(z + 7).
cosx —cosx  cos(x+ )

tan(x + km) = tanz; k € Z
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enx

S
Considerando que tanx = , la funcién tangente es positiva para los z, tal que

0S T
senx y cosx tengan igual signo, y negativa para los z, tal que senz y cosz tengan

signos opuestos.
Asi, siz €R— {(2k+1)g : k:eZ}:

tanx >0 <= zelkm (k+1)n/2[; ke Z
tanz <0 <= ze|(k+)n/2,(k+1)n; ke Z
tanx =0 < z=km;, €Z

Figura 3.11: La funcién y = tanz

2. La funcién cotangente se define como:

cotan () para todo,xz € {x € R:senz # 0} =R — {nm,n € Z} .

- tan(x)

Asi,siz e R—{krn keZ}:

cotanz >0 <= z€lkm, (k+1)n/2[; ke Z
cotanx <0 < zellk+1)r/2,(k+ 1)n[; keZ
cotanx =0 < == 2k+ 1)n/2;k €Z
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P ————————————

—3m/2

Figura 3.12: La funcién y = cotan z

3. La funcion secante se define como:

sec(x) = , paratodox € {r € R:cosz #0} =R — {(2n — 1)% :n € ZL}.

cos(z)

secx >0 <= ze|dk—1)nr/2,(4k + )7 /2[; k€ Z
secr <0 <= ze|dk+1)r/2,(4dk +3)1/2; k€ Z

4. La funcion cosecante se define como:

1
cosec(x) = sen(z)’ para todox € {xr € R:senx # 0} =R — {nm,n € Z}.

cosecx >0 <= z€2km,(2k+ 1)n; k€ Z
cosecx <0 <= z€]2k+1)m,(2k+2)7[; k€ Z

Interpretacion geométrica de las funciones tangente, cotangente, secante y
cosecante Estas funciones para dngulos agudos pueden ser representadas por los si-
guientes trazos como vemos en la figura 2.3.16.

Es un bonito ejercicio de semejanza de tridangulos justificar esta interpretacién geométri-
ca y extenderla a cualquier angulo 6.
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Figura 3.13: La funcién y = secx

Identidades basicas de las funciones trigonométricas

La mayoria de las identidades bésicas pueden deducirse de las férmulas para sen(a =+ f3)
o cos(a + ) més la identidad fundamental (3.6). Existen variadas formas de obtener
dichas formulas. Veremos la sugerida por Cauchy.

Teorema 3.2.5 Para todo «, 3 € R se verifica que
cos(a — 3) = cos v cos 3 + sen avsen f3.

Demostracion: Consideremos la siguiente figura:

Los angulos AOQ y POR son de igual medida y por tanto subtienden cuerdas de la
misma longitud, entonces se tiene:

d*(A,Q) = d*(P, R);

es decir:

(cos(a — ) — 1)% + (sen(a — 3) — 0)2 = (cos a — cos ) + (sen a — sen 3)2.
Desarrollando los cuadrados y reduciendo términos semejantes, se obtine imediatamente
que:

cos(aw — 3) = cos v cos 3 + sen asen f3.
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tanf = AT, cotan § = PQ, sec = OT, cosect = OQ

Figura 3.15: Interpretacién geométrica
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0
DFO igyra 3.16: Diagrama de Cauchy

LAOP =3 P = (cos 3,sen 3)
[Del teorema 3.20@e-ohtiend la mayQria (dodéa idedtisades «y8)iletallaremos a
continuacion: ZAOR =« R = (cos o, sen «v)
A=(1,0)
T T ™
cos (5 — ﬂ) = cos 5 cos 3 + sen 5 sen 3 = sen 3
T T
sen(E —a) = cos [5 — (5 - a)) = cos
0 T
sen(a+ ) = cos (5 —(a+ ﬂ)) = cos((§ —a)—pf)

= cos(g —a)cos B+ Sen(g — a)sen 3

= senacos 3+ cosasenf

cos(a + 3) = cos(a— (—f)) = cosacos(—f3) + sen asen(—/3)
= cosacos —senasenf
sen(a — ) = sen(a+ (—f)) = senacos(—f3) + cos asen(—/)

= senacos (3 — cosasen

Del mismo modo tenemos que:
« ( a) « «
sen — = sen(o — —) = sen o cos — — COS (v sen —
2 2 2 2’

implica

o o
(14 cosa) sen o = Sen a.cos o,

por lo tanto,
o sen «
tan — = ——.
2 1+ cosa
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A continuacion daremos una lista de las identidades més usadas.

sen? +cos? = 1.
secla = tan?a+1

cosec’ac = cotan 2o+ 1
sen(a+ ) = senacosf+ sen 3 cos
sen(a — ) = senacosf —senFcosa
cos(a + 3) = cosacos S —senasen
cos(aw — ) = cosacos 3+ senasenf3

tan o 4 tan

tan(a + = —

( f) 1 —tanatan g

tan o — tan g3

tan(a — = —
( f) 1+ tanatan g3
sen2a = 2sen o cos «
cos2a = cos?a—sen’a=1-2sen’a
2tan o
tan2a = ————
1 —tan“ «

1—
sen(a/2) = + e

V 2

1
cos(a/2) = i\/w
tan(a/2) n 1—cosa
an(a = I/

1+ cosa

El doble signo indica que en cada caso debe seleccionarse el valor que corresponda de
acuerdo al cuadrante donde se encuentra c.

sen « + sen 3 = 2sen +ﬂcosa_ﬁ
2 2
a+f - p
sen o — sen 3 = 2 cos sen
2 2
cos a + cos 3 = 2 cos ;ﬂcosagﬂ
cosa —cos 3 = —2sena+ﬂsena_ﬂ
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Ademas, para cada 6 € R:

sen = cos(m/2 — 0) cosf = sen(m/2 — 0)
tan @ = cotan (w/2 — ) cotan 6 = tan(mw/2 — )
sec § = cosec(m/2 — 0) cosec ) = sec(m/2 — 0)

3.2.6. Ejercicios resueltos

1. Expresar sen @, cosf en términos de tg 6.

Solucion:
sen 0 sen 0

cosf  ++/1 —sen2f

tgf =

Elevando al cuadrado nos queda:

sen?
0 = T
tg?0(1 —sen?d) = sen®d
tg?0 —tg?0sen?d = sen?6
sen’A(1 —tg20) = tg26
tg2 0
sen’f = m
senf) — _ ttgh

V1+tg26

cos@:senez +tgd _ 4 1

1
tgd  tgl \/1+1tg20 1+tg26

km . .
2. Demostrar que todos los valores de tg (—) son distintos para los diferentes valores

V2
de k.

Solucidén: Sean k., k' ntimeros enteros distintos. Supongamos por reduccién al ab-

SllI‘(l() que tg <—k > = tg <—k, )
/

., . , km T
Como la funcién tangente tiene periodo 7 tenemos que — = nw + ——, con n € Z.
V2 V2
Esta ultima igualdad implica % = V/2; pero, el primer miembro es un racional y
el segundo un irracional, como esto no puede ser es imposible que tales valores de la

tangente sean iguales.
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1
3. Usando que sen 30° = 3 cost = ?, calcule sen 159, cos 15, sen 60°, cos 60°, sen 75°, cos 75°.

Solucién: En virtud de la féormula para angulos medios, tenemos:

V3
o /1 — cos 30° 2 23
sen 15° = + = = .
2 V2 2
V3

1 —
o 1 + cos 30° + 2 V2+V3
cos 15° =+ = = .
2 V2 2

Se elige el signo positivo pues, 15° es un angulo en el primer cuadrante.

Para las funciones d 60°, se usaran las férmulas de angulos dobles.

1 V3 3
sen 60° = 2 sen 30° cos 30° = 2= £ = £
2 2 2
3 1 1
o __ 2900 _ 2300 = 2 _ — — _.
cos 60° = cos” 30° — sen” 30 1 1°3
2v3 12 6 2
sen 75° = sen(45°+30?) = sen 45° cos 30°+sen 30° cos 45° = g g—i—i g = \/71 V2
2v3 142 6—+v2
cos 75% = cos(45°4+30°%) = cos 45° cos 30°—sen 30° sen 45° = £ £—— £ = VG- v2
2 2 22 4
4. Si o+ 4 v = mw, demuestre que:
a) tga+tgf+tgy =tga tg [ tgny.
b) cos? o+ cos? B + cos?y + 2cos a cos 3 cosy = 1.
Solucién:
a) a+ [ =m—r, entonces
tgla+p6) = tg(r—1)
tgat+tgl 4
1—tgatgl &7
tga+tgB = —tgy(l—tga tgp)

tga+tgf+tgy =tga tg [ tgy.
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b) o+ 3 =7 — , entonces

cos(a+ ) = cos(m—7)
cosacosfB—senasen3 = senasen(d
cos? o cos? f 4 2cos o cos f cosy +cos>y = sen’®a sen® 3

2

= 1—cos?a — cos? 3+ cos®a cos® 3.

De la ultima ecuacion se deduce la igualdad pedida
cos? o + cos? 3 4 cos® y 4+ 2cos v cos 3 cosy = 1.

5. Determine si las siguientes funciones son periédicas. En el caso afirmativo, encontrar
el periodo.

a) fi1:x+— cos(x+1).
b) fo:xs 222+ 3.

¢) f3: x> 2cosdz.
Solucién:

a) cos(z + 1) = cos(z + 1 + 2m) = cos[(z + 2m) + 1], implica fi(z) = fi(z + 27),
siendo 27 el menor de los nimeros que hace posible esta igualdad, f; es una
funcién periédica de periodo 2.

b) D(f2) = R. Si fy fuera periodica, entonces seria posible encontrar un nimero
real ¢ no nulo tal que fa(x +t) = fa(x) para todo = € R.

Como fo(xz +t) = 2(x + )% + 3(x +t) = 222 + 3z + 4tx + 2t> + 3t, para tener
la periodicidad es necesario y suficiente que t(4x — 2t + 3) = 0. Siendo t #=
debieramos tener

4r — 2t +3 =0, paratodo z € R,

pero esto evidentemente no es posible. Por lo tanto, fo no es una funcién pe-
riédica.
¢) D(f3) =R. _
2 cosdx = 2 cos(4x + 2m) = 2cos [4 (w 4 5)} 7

implica f3(x) = f3 <w + g) para todo x € R. Siendo g el nimero més pequeno

T
que hace posible esta igualdad, tenemos que f3 es periddica de periodo 5

6. a) Siay 3son dos nimeros reales tales que o + 32 = 1, demuestre que existe al
menos un xo € R tal que cos® xg = o y sen? zg = 3.
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b) ; Existe un nimero real x tal que :

1) cos @ = & ~ Ly
cosz=gysnz=—g7
5 2
2) cosx—Tysenx——i?
12 5)
3) cosx:—ﬁysenx:—ﬁ?
Solucién:

a) Si ay 3 son tales que o + 2 = 1, el punto p de coordenadas (c,3) puede
ser considerado como un punto sobre la circunferencia unitaria. Uniendo P con
el centro O de dicha circunferencia el trazo OP deternima un angulo x con la
parte positiva del eje X. En estas condiciones tenemos que:

a=cosx , 3=sen .

1 2+ 1 2_1+1_13
2 3) 49 16
1
por ser (%)24—(—%)27£1,noexisteunrealmtalquecos:B:—ysenm:
1

-3
V5

2) - > 1, por tanto no existe real x tal que cos x = > y sen x = —

It

3)
12\ ? 5\% 144 25 169
_—— + _—— = — —|— _ = — = 1’
13 13 169 169 169
por tanto, existe al menos un numero real x tal que cos = = T ysen x =
5
13

7. Aproximacion en una vecindad del cero de la funcién seno y tangente.

) 0
Sio<z< 5 demuestre que:

a) sen r < x < tg .
b) Deduzca que para x muy pequeno ( x ~ 0), sen x ~ .

3
c) x—senx < —.
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d) Calcular sen 0,07 y estime el error cometido.

e) Calcular sen 10”.

f) Generalize los resultados anteriores para = < 0.

Solucién:

a) Sea el arco AB = z. Trazamos la cuerda perpendicular a OA y el trazo BT
tangente a la circunferencia unitaria en B. Segun lo dicho en la subseccién 3.2.1,
ver figura 2.3.16, AT’ = tg x. De la figura puede deducirse que los tridngulos
OAT’ y OBT son semejantes por tener dos dngulos iguales. Asi,

AT"  OA
BT OB
pero, AT' = tg 2, OA = OB = 1, por lo que podemos concluir que AT’ =
BT = tg x.
Nuevamente de la figura vemos que:
BT =BT =tg 2, BB'=2BPsen x.
Por otro lado, podemos deducir que:
BB’ < arcoBAB' < BT + B'T,
o lo que es lo mismo,
2sen x < 2z < 2tg x,
lo que implica
sen r < x < tg x. (%)
b) x € (O, g) implica sen x > 0, por lo que al dividir la desigualdad (*) por cos z,

esta no cambia de sentido y nos queda:

T 1

1< .
senx  CoS T

(%)

Cuando z decrece hacia cero, el coseno crece tendiendo a su valor maximo 1 y
por tanto, su valor es muy cercano a 1. Asi,
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x x
¢) Usando la desigualdad (*) tenemos: 5 < tg 5 due también puede ser escrita
x
Sen 5 T
como — < % - Multiplicando por el nimero positivo 2 cos? =, nos queda:
cos —
2

 cos? z < 2sen z coS z
2 2 2’
por féormula del angulo doble, la desigualdad se escribe como

9 &
X COS 5 < sen r

T
T <1 — sen? 5) < sen x.

~ . . ~ r x
Como x es pequeno, 5 ©s alin més pequed y usando que sen — < 5 al reem-
x T . .
plazar sen? 3 por 3 la desigualdad se refuerza y se tiene,

T\ 2
x(l—(2>><senx,

es decir,

3
x
O<x—senz < —.

4
Si ¢ = 0,07, entonces por la parte (a)

sen 0,07 =~ 0,07
El error cometido en esta aproximacion es positivo y menor que
0,07)% 343107
( ’4 ) = 1 =85,7-107% = 0,0000857.

Para poder aplicar todo lo demostrado anteriormente el dngulo x debe estar
expresado en radianes. m radianes tienen 180 x 60 x 60 = 648,000 segundos.
Luego,

" 4

62,300 0,00004848

Este es un ntimero muy pequeiio menor que 5 - 107°, por lo que podemos
considerar

sen 10" ~5-107°

. (0,00005)% 125
Ccon un error pOSlthO Yy menor que ———— =

——Z 1071,
4 4



226

CAPITULO 3. FUNCIONES TRASCENDENTES

8. Estudiar las variaciones de la funcién f : z +— sen 2z y bosquejar su gréfico.

10. Sia+b= %, calcular

. Exprese

Solucién: D(f) = Ry sen 2z = sen (2z+27) = sen[2(z+7)], luego f(x) = f(z+m),
7 es el mas pequeno real positivo que posee esta propiedad( por ser el mas pequeno
real positivo tal que sen x = sen (2z + 2m)).

Por tanto, f es periddica de periodo .

f es una funcién impar pues, f(—z) = sen(—2x) = —sen 2z = — f(x). Debido a
la periodicidad basta estudiar f sobre un intervalo de longitud m, en virtud de su
imparidad, este intervalo puede ser [—g, g}

Segun las variaciones de la funcién seno tenemos: cuando 2z recorre el intervalo
7T . . ™ ™ .
{—ﬂ,—E}, es decir cuando x recorre el intervalo [—— ——], f es estrictamente

] 27 4
decreciente;
. T . .
cuando 2x recorre el intervalo —503] es decir cuando x recorre el intervalo
T ) .
Tl f es estrictamente creciente;

. ™ . . T T
cuando 2z recorre el intervalo 5| > s decir cuando x recorre el intervalo 13)
f es estrictamente decreciente.

Asi, su representaciéon grafica es:

6 + 2cosdx

. 1 —cosdx
Solucién: Con ayuda de las identidades bésicas tenemos:

en funcién de tgx.

1— 2
6+2cosdr  6+4cos?2e—2 14 cos?2x 1+(ﬁ§z£)2
1 —cosdzr 2sen? 2z a sen?2x ( 2tgo )2

1+tgx
14+tg2x)? + (1 —tg2x)? 2+ 2tgt 1

_ (1 +tg ) +2( g ) _ 2+ BT _ 1 g
4tg°x 4tg? x tg?x

sena — senb
cosb—cosa’

Solucion:
sena — sen b _ 28611("7_[’) . cos(“T‘H’ _ Cos(aTer) _ 1 _ L _ 3
cosb — cosa —QSen(bJrT“)sen(b_T“) sen(l’JrT“) tg(HT“) t9%

11. Transforme en un producto la expresiéon 1 + cos a + sen a.
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Solucién:
a a a a a a
1 = 2cos? = 4+ 2sen — cos — = 2cos — h e
+ cosa +sena cos 5 + 2sen 5 cos 9 cos —(cos 5 + sen 2)
Pero,

sen = + cos = = sen 24 sen(E - E)
2 2 2 2
-3)

= 2sen % cos(% g

Por lo tanto,
14 cosa +sena = 2v/2 cos g cos(% — g) .

3.2.7. Ejercicios propuestos

1. Transforme en un producto cosa + cosb + sen(a + b).

2. Calcular senf y tan# en términos de cos 6.

Nersve

3. Sabiendo que cos% = calcular:

4. ;FExiste un ntmero real x tal que:?

a) COST = ysenz =g

4 3
b = — = ——
) cosx 7 ¥ sens E

1
c) COST = T, ¥ senx = oo
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5. Calcule los siguientes valores aproximados y estime el error cometido:
sen(—3-1072), cos(g —0,01), cos(1,57), tan(—1073).

Use el valor g ~ 1,5708.

6. Desarrollar y reducir las expresiones siguientes:
a) (cosz +senxz)? + (cosx — sen x)?2.

2

b) (acosx + bsenz)? + (acosz — bsenx)?; a y b son nimeros reales fijos.

1 1
c) sen? +
1—cosx 14 cosz

7. Demuestre que cualquiera sean los nimeros reales a, b, x se tiene que:

lacosx + bsenz| < v/ a?+ b?

8. Demuestre que las siguientes funciones son periodicas encuentre su periodo:

a) fi(x) = cos4x.
b) fo(x) = sen3ux.

¢) fs(x) = cosdx + sen 3x.

9. Estudie si cada una de las siguientes funciones son pares o impares:

f1
f2

cos(x® — 2x) — 2sen |z|.

a x) =z + 1+ cos 2x.

(
(

S

r) = senz? + cos .

)
)
¢)
d) fi(z) = |sen(a® + )| - tan(z? + 1).

10. Usando la férmula tan(a + ), demuestre que tan(xz 4+ 7) = tan x, para todo x en el
dominio de la tangente.

11. Calcule el periodo de sen 2z y sen g

12. Demuestre que sen?z y cos® z tienen perfodo 7.

13. ;Cual es el perfodo de tan? z, cotan 2z, sec’ x y cosec? x?.

3

14. ;Cuél es el periodo de sen®z y cos® x?.

15. Calcule el periodo de senwz considerando w € R — {0}.
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Ecuaciones trigonométricas

Son ecuaciones donde las variables o incognitas sélo aparecen en los argumentos de las
funciones trigonométricas. Por ejemplo:

4sen’r = tanx
o el sistema:

senr +seny =

a
cos2y —cos2xr = b

La ecuacién tanx — z = 0 no es una ecuacion trigonométrica, sin embargo el sistema,

S

r+y =

e

tanx tany =

puede reducirse a una ecuacién trigométrica. Observemos que no todas las ecuaciones
trigonométricas tienen solucion; por ejemplo:

3sen’r + cos2r =5

no tiene solucién, pues los maximos valores que pueden tomar 3sen?z y cos2z son 3y 1
respectivamente, y por lo tanto su suma es inferior a 5 para cualquier valor x € R.

Observemos también que, debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas,
si una ecuacion tiene una solucién z, entonces tiene infinitas soluciones xy + kT, k € 7Z,
siendo T el periodo correspondiente.

Basta entonces encontrar las soluciones de una ecuacién trigonométrica en el intervalo
[0,7"), o bien, en algunos casos en (—%, %] Estas soluciones se llaman soluciones bdsicas.

Como podemos ver no hay teoria sobre ecuaciones trigonométricas, sélo algunos méto-
dos.

Ejemplo 3.2.6 = Kcuaciones trigonométricas reducibles a una ecuacién algebraica,
tomando una funcién trigonométrica como incégnita auxiliar. Veamos algunos ejem-
plos.

1. Resolver 3tan?z +5 =

cosz
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. 9 1—cos’z
Solucion: Sea u = cos z, entonces como tan®zr = —————, tenemos
cos® x
3(1 —u? 7
30wt T
u u
. 2u?—Tu+3 . <
es decir, ———-—— = 0. Como u = 0 (es decir, cosz = 0) no es solucién de
u

la ecuacién, tenemos que 2u® — 7u+ 3 = 0, que tiene como soluciones a u =3 y

1
. .2 . _ 1
5 La primera no es solucién por ser mayor que 1; por lo tanto u = cosz = 3

. s . L. 7[‘
es la ecuacién que debemos resolver y cuyas soluciones basicas son x = ig.
Entonces las soluciones de la ecuacion son:

S:{ig+2k7r; ke 1z}

Si hacemos el reemplazo v = tan x, la ecuacién se convierte en:

3v% 4+ 5 = £7V/1 4 02
pero esta ecuacion no es equivalente a la propuesta, porque con las soluciones

de esta, admite todavia las soluciones de la ecuacién

7
cos T

3tan’z + 5 =

Las soluciones de 3tan® z+5 = +7v/1 + tan? z son S = {:l:g + km k€ R}
que es un conjunto mayor que el buscado.

En general, no es recomendable usar sustituciones que conduzcan a raices, pues
se debe considerar el doble signo que aporta mas soluciones que las buscadas
en el problema original.

. Resolver en R, la ecuacién sen?z — 3 sen®z + 1 = 0.

Solucion:

Usando la variable auxiliar,
senz —3sen’z4+1=0 — u = sen’x,
2u* —3u+1=0.

3042 Ju=

u 4 u =

1
1
5"
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2

sen“x =1
< 9 1
sen‘x = —.
2
T
Tr=—
2
senr = +£1 <—
3
r=—.
2
1 T 3m
senr = —<—zr=—; —
= V2 47 4
Senxz:l:i<:> 1 _om Tm
\/§ Sen$——ﬁ<l:>l'—z,z
\

Considerando que f(z) = sen*z — 3 sen?x + 1 tiene periodo 7, en [0,7], la
Co . m T 3
funcién tiene tres ceros :x = 1 XL = ) y o= e

3
En R, la funcién tiene ceros en : z = z4—!’4:77,3/:2g—i—knry x= —ﬂ+k7r,k: eZ.

= Ecuaciones que contienen sumas de seno y coseno de un mismo angulo.
Resolver y discutir la ecuacién: asenx + bcosx = ¢

b c b
Solucion: Dividiendo por a, se tiene senx + — cosx = —, — € R, por lo tanto,
a a a
. S senp b .
existe ¢ € (=3, 5) tal que tanp = = —. Reemplazando en la ecuacion original
cosyY  a

y multiplicando por cos ¢ se tiene:

c
Sen x cos ¢ + sen ( cos T = — cos .
a

es decir, sen(x + ) = £cosp.

Sea ¢ tal que sen ¢ = € cos ¢, entonces x+ ¢ = 2kw+¢, o bien, -+ ¢ = (2k+1)m— ¢
a

donde x = 2km 4+ ¢ — p, 0 bien, x = 2k + 1)m — ¢ — .

Este resultado es formal, tenemos que encontrar las condiciones para que estos valores
existan:

c
Primero debemos tener —1 < — cos ¢ < 1 para que exista el valor ¢.
a
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c? cos?

< 1.
a? -

Es decir,
El valor de cos? ¢ en funcién de los datos se deduce de la ecuacién principal:

1 1 a?

2= b 2 12
1+ tan“p 1""37 a’*+b

cos? p =

Entonces, la condiciéon de posibilidad se reduce a :

2

2
2C087p ¢ 2 2, 12
3 _a2+b2§1 — " <a" +b".
3.2.8. Ejercicios resueltos

1. Resuelva la ecuacién 3(1 — cos z) = sen? z.

Solucién: Reemplazando sen? z por 1 — cos? z, la ecuacién queda en la forma:

3(1 —cos z) = 1 — cos? ,

es decir,

cos’z —3cos x+2=0.

Resolviéndola como una ecuacién de segundo gardo en cos x obtenemos:

3+1
5

COS & =

La soluciéon 4cos x = 2 es imposible, por tanto cos x = 1; de donde, usando la
periodicidad de la funcién coseno tenemos:

x=2km, kel
2. Resuelva sen a4 cos a = g.
Solucién: Se define x = cosa,y = sena , —1 < z,y < 1 y se resuelve el sistema

2y’ =14y = g. Es decir, debemos buscar la interseccién de la recta y = g —x

con el circulo unitario 22 4+ y? = 1.

2

3. ; Para qué valores de m la ecuacién mcos“z — 2mcosz — 1 = 0 tiene solucién ?

Solucién: La ecuacion puede ser vista como una ecuacion de segundo grado en cos ,
la que tiene soluciones reales si su discriminante es no negativo, es decir, si m?+m >
0, lo que implica que m < —1 o m > 0. Las soluciones satisfacen: cosx = 1+ 7””;#”
Sim < —1, entonces, \1—7W\ Slsimzé,yﬂiim;fﬂ >1si0<m< 3.
Por tanto, la ecuacién tiene solucién para m € (—oo, —1] U [3, +00).
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Ejercicios propuestos

1. Encuentre a,b tal que sen(a — b) = cos(a +b) = 1.

2. ;Para qué valores de m la ecuacién mcosx — senx = m — 1 tiene solucion ?

3. Si x € R, resolver las siguientes ecuaciones:

sen2x = 0; cos2x =0

x x
-=0: -=0
sen o cos

4. Sizx e R— {(Zk + 1)%; k e Z}, resuelva:
tan 2z = 0; tamf =0

5. Considerando w € R — {0} y sin resolver las ecuaciones, diga por qué tienen las
mismas soluciones.
sen(wx) = 0; sen(—wz) =0

6. Resuelva en R las siguientes ecuaciones:

senzcost =0, senz+cosx =0, senx—cosxz =0
cos x sen

sen x cos T
7. Demuestre que para todo = € R,

1 1
cos® xsen? x = —— cos 5 — —— €08 3T + = COS L.

16 16 8
La funcion sinusoidal

Las funciones de la forma
f(x) = asen(wzx) + bcos(wx)

se llaman funciones sinusoidales y aparecen en modelos matematicos de problemas
oscilatorios. En electromagnetismo, sonido, las ondas estdn representadas por funciones
de tipo sinusoidal.

Escribamos f(z) como:

f<x>=m(

sen wx +

a b
—— —F—=COS WX | .
Va? +b? Va? + b2 )
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Considerando que <L>2 + <L>2 = 1, el punto ( ¢ b )
aue Vva? + b2 Vaz+z) P VaZ + 02" Va2 + b2

pertenece a la circunferencia unitaria y por tanto, existe un dinico ¢, 0 < ¢ < 27 tal que:

a b
—— seny = ———.
Vi YTV p

CoS =

Equivalentemente, tan p = 3.

Pongamos A := va? + b?, entonces f(x) se puede escribir como:

f(z) = A(cospsenwx + sen ¢ cos wx)

= Asen(wzr + @)

1. La funcién sinusoidal es periédica y su periodo es T' = %
En efecto,
Asen(w(z) +¢) = Asen(wx + ¢+ 2m)
= Asen(w(z + 2%) + ), cualquiera sea xz €R.

27

Por tanto, el periodo de f es T'= — Se toma el valor absoluto de w, para obtener
w

T >0.

2. Como f(x) = Asen(wz + ¢) = Asen (w(x — (—£))) se tiene que % esel angulo en
w

el cual la sinusoide estd desfasada. Entonces el ciclo se inicia en el punto (—£,0).

En electricidad cuando se tienen dos sinusoides que represetan la corriente y voltaje,

respectivamente, el angulo de fase entre las dos funciones se conoce como factor de

potencia.

3. El nimero A se llama la amplitud de la sinusoide.
) 27 . . .
4. El numero |w| = T se llama la frecuencia de la sinusoide.

Algunas veces la funcién sinusoidal no aparece en la forma explicita f(z) = asen(wz)+
bcos(wz); pero bajo identidades trigonométricas podemos llevarla a esta forma. Veamos
un ejemplo:

: 1
f(z) = 3senxcos® x — sen® z + 5 cos 3x.
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Entonces

Figura 3.17: Funcién sinusoidal f(x) = Asen(wzx + ¢)

2

1
sen z cos’® x + 2sen x cos® x — sen® x + 3 cos 3x

sen z(cos® x — sen? ) + 2sen x cos® x + 5 cos 3z
9 1
sen x cos 2x + 2sen x cos“ x + 3 cos 3x
1
sen x cos 2x + cos x sen 2x + 3 cos 3x

1
sen(x + 2x) + 5 cos 3x

1
sen 3x + 3 cos 3x.

que es de la forma sinusoidal.

Obviamente no toda funcién trigonométrica es sinusoidal, por ejemplo f(x) = sen

2 rsen 2z

es la funcién sen 22 con amplitud periédica igual a sen? z. Realice con ayuda de su calcu-
ladora un gréafico de esta funcién.

Ejemplo 3.2.7

1. La funcién ¢1(z) = 2sen(z) es la sinusoide seno con amplitud 2.
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2. La funcién po(x) = cos(2x) es la sinusoide coseno de periodo .

3. La funcién f(x) = 2sen(z) + cos(2z) que es la suma de las dos sinusoides anteriores
no es una funcién sinusoidal.

f(z) = 2sen(z) + cos(2x)

Figura 3.18:

Ejercicios resueltos
1. Grafique en un mismo diagrama, con colores distintos para cada funcién:
a) senz, sen 2z, sen(z/2).
1
b) senz, 2sen, 5 senz.

¢) senz, sen(x + 7), sen(x — ).
Solucién:

a) al graficar las funciones sen x, sen 2z, sen(x/2) en un mismo diagrama obtene-
mos lo siguiente.
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1 senx/2

/
3
D
4
8

- —m\2_ )2 ™ senz

Figura 3.19: Efecto del coeficiente w en la funcién sen(wz)

A través de este caso particular, podemos apreciar que el efecto de multiplicar
la variable x por w, es una contraccion o dilatacién de la onda bésica dada
por senzx en la direccién del eje X. Si 0 < w < 1, la curva sen(wz) es una
contraccion; si w > 1, la curva sen(wz) es una dilatacién. El caso de w < 0 se
deja al estudiante.

1
Los graficos de senx, 2sen z, 3 sen x son:

Tal como en el caso anterior, a través de este caso particular podemos apreciar
que al coeficiente o > 0 tiene el efecto de dilatar o contraer la funcién sen x en
la direcccién del eje Y, segin sea mayor o menor que 1l.el caso a < 0 se deja al
estudiante.

En primer lugar, observemos que dado que senx , es de periodo 2w, se cumple
sen(z — m) =sen(x — 7w+ 27) =sen(z + ), cualquiera seaz € R.  (3.7)

El grafico de estas funciones es:

La traslacion de la variable independiente en la funcién sen z es un desplaza-
miento del grafico a lo largo del eje X.

2. Calcular amplitud, periodo 7"y dngulo de fase de las siguientes funciones. Esboce su
grafico en [0, 7).

a)

f(z) = 3sen (%w%— %) .
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2sen x

Figura 3.20: Efecto del coeficiente « en la funcién a sen x

N

>

sen(z + m) = sen(z — )
- T
sen x

Figura 3.21: Efecto de la traslacién en £x de la variable independiente en la funcién sen x

b) g(x) =0,12sen <3J; + %) .
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Solucién:
Las funciones f y g estdn escritas como una sinusoidad, A sen(wz + ), por lo tanto:

Amplitud | Periodo Fase
2 2
¥ 3 Mg | P T
|w] w 5
2 27 %) s
0,12 — = | —==——
g W 3| w 15

3. Demuestre que las siguientes funciones son sinusoidales y calcule su amplitud, periodo
y angulo de fase.

a) f(r)=senx + cosx

b) g(x) = 3senz — 4cos .

Solucién:
Para demostrar que f y ¢ son sinusoidales debemos escribirlas en la forma A sen(wz+
).

a) Si f(z) =senx + coszx, entonces a = b = 1. Por lo tanto, debemos amplificar f

por
Va2 + b2 =+/2.

f(z) =senz + cosx = V2 <%senw+ %Cosx) = \/isen(a:—i-go)

donde ¢ es tal que sen p = cosp = . Por lo tanto, ¢ = % y f queda escrita

Sl -

CcOomo:

f(z) = V2sen <w + %)

b) Si g(z) = 3senx — 4cosx, entonces a = 3 y b = —4. Por lo tanto, debemos

amplificar g por
Va2 + b2 =25 =5.

—4
g(x) =3senx —4cosx =5 (g senx + ?cosx> = Hsen(x + @)

3
donde ¢ es tal que sen p = 5 yeosp=-. Por lo tanto, g queda escrita como:

g(x) = bsen (z + ¢)
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4. Justifique por qué la funcién sen
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2 zsen(2z), no es una funcién sinusoidal.

Solucién:
La funcion sen 2z es una sinusoidal, pero al ser multiplicada por sen
deja de ser constante.

2 2, su amplitutud

Ejercicios propuestos

1. Grafique en un mismo diagrama, con colores distintos para cada funcién:

a) cosz, cos 2z, cos(x/2).
b) cosz, 2cosz, 5 cos x).

¢) cosx, cos(z + ), cos(z — m)).

Calcular amplitud, periodo T' y dangulo de fase de las siguientes funciones. Esboce su
grafico en [0, T7.

a) f(z) = %sen <2x + g) .

b) f(x) =2sen <0,4w + %) .

. Demuestre que las siguientes funciones son sinusoidales y calcule su amplitud, periodo

y angulo de fase.

a) f(x)=senz + cosz.

b) f(z)=3senx —4cosx.

. Grafique f(z) = 2senx + sen 2x.

. Calcule la amplitud, el periodo, la frecuencia y el desfase de la sinusoide f(z) =

6sen z — 8sen? 1.

. Justifique por qué la funcién f(x) = 2sen z + cos 2z, no es una funcién sinusoidal

. Resuelva el sistema:

I
S

COST + cosy
cos2r +cos2y = b
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Teoremas del seno y del coseno

Queremos abordar ahora dos problemas clasicos de la geometria:

1. Dado un tridngulo cualquiera del cual se conoce la longitud de dos de sus lados,
encontrar la longitud del tercero.

2. Encontrar en un triangulo cualquiera la longitud de un lado conociendo el dngulo
opuesto y la longitud y el respectivo angulo opuesto de otro lado.

Estos problemas son resueltos por el teorema del coseno y el teorema del seno respectiva-
mente. Antes de enunciarlos veamos la siguiente equivalencia:

En un tridangulo ABC cualquiera, se tiene que:

Figura 3.22:
a> = b2+ —2bccosa
v = a®+c* —2accos 3 (7)
A = a®+b*—2abcosy

si y sélo si

sena  sen(  senvy
a b c

Demostremos primeramente que (i) = (i).
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Sea a? = b? + ¢® — 2bccos o, entonces cos o = W, por lo tanto:
b2 2 2\ 2
sen’a = 1—cos?a=1-— yre-—a
2bc
b2 2 92\ 2
sen’a = 1—cos?a=1- u
2bc
B 4% — (b2 + % — a?)?
a 4b2c?
~ (2bc— (P4 2 —a?))(2bc + (b + 2 — a?))
- 4b2c?
_ (a+bto)(—a+btc)a—b+c)la+b—rc)
a 4b2¢? '

Anélogamente usando el mismo procedimiento, considerando b? = a? + ¢? — 2accos 3, se

tiene
(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)la+b—c)

4a2c?

2

sen’ g =

De ambas ecuaciones obtenemos b% sen? o = a? sen? 8 y como sen ¢, sen 3 > 0, se tiene

sena  sen 3

a b

La otra identidad se obtiene de la misma manera. Demostremos ahora que (it) = (7).
Sabemos que m = a + 3 + 7, por lo tanto:
sen o = sen[m — (3 + )] = sen(5 + ), entonces:

sen?a = (sen [ cosy + cos Bseny)?
= sen? fBcos? v + cos? fsen? y + 2sen Fsen vy cos 3 cosy
= sen? (1 —sen?7) + (1 — sen? B) sen? y + 2sen B sen + cos 3 cos
= sen? f 4 sen? v — 2sen? Bsen? v 4 2sen 3 sen  cos [ cos y
= sen? 3 + sen?y — 2sen Bsen y(sen G seny — cos (3 cos )
= sen? 3+ sen”y — 2sen Bseny(— cos(f + 7))

= sen? 3+ sen?y — 2sen Bseny(— cos(m — )

por lo tanto:

sen? o = sen? 8 + sen? v — 2sen Fsen y cos a.
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sena  sen(3  senvy

Por hipétesis sabemos = k = constante # 0, entonces sen a = ka,

a b c
sen 8 = kb, y seny = kc. Sustituyendo estas expresiones en la expresién encontrada para

sen? o, se obtiene:

k2a? = k*b? + k*c? — 2k%becos o

es decir, a? = b% 4 ¢® — 2bccos o, que es lo que queriamos probar. Las otras identidades se
demuestran de la misma manera. Enunciaremos ahora los teoremas del coseno y del seno.

Teorema 3.2.8 Teorema del Coseno En un tridngulo cualquiera ABC, se tiene que:

a? = b+ —2bccos a
¥ = a®>+ % —2accos 8
A = a®>+b*—2abcos~y

Teorema 3.2.9 Teorema del Seno
En un tridngulo cualquiera ABC), se tiene que:

sena  sen(3  senvy

a b c
Por lo obtenido anteriormente estos teoremas son equivalentes, luego basta demostrar sélo
uno de ellos. Demostraremos el teorema del coseno.
Sea ABC' un tridangulo cualquiera y ubiquémoslo en un sistema de coordenadas de forma

que el angulo « esté en el vértice O y el lado c en el eje de las abscisas, como lo indica la
figura.

A ¢ B

Figura 3.23:

A=(0,0) ; B = (c,0) ; ¢ = (bcosa,bsen )
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Por tanto:
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Figura 1.4.27: Teorema del seno

a? = d*(B,C) = (c—bcosa)® + (0 — bsen )?
= & +b%cos® a — 2bccos a + b sen? o
= b?(cos’ a +sen? o) + ¢ — 2bccos

= b+ —2ccosa

Las otras identidades se demuestran en forma similar ubicando el sistema de coordenadas
en los vértices y lados indicados.

Observacion: Sabemos de los teoremas de congruencias de tridangulos en geometria plana
que un tridangulo queda completamente determinado si se conoce una de las siguientes

alternativas:

1. Un lado y dos angulos.

2. Dos lados y el dngulo opuesto al mayor de ellos. Con el teorema del seno podemos
entonces resolver cualquier tridngulo si se conoce (1) o (2).

3. Dos lados y el angulo comprendido entre ambos.

4. Los tres lados.

En estos casos con el teorema del coseno resolvemos el tridngulo.

Ejercicios resueltos

1. Resolver un triangulo significa determinar los lados a, b, ¢ y los angulos «, 3, dados
al menos tres datos. Este problema se reduce a cuatro tipos elementales:

a)

Se conoce un lado y dos dngulos.

Solucién: Supongamos conocidos el lado a y los angulos § y . Calculemos

el dngulo « y los lados b y ¢. Tenemos las ecuaciones: a + 3+ v = 180° y

@ _ b E— .Portantoa:1800—(ﬂ+’y),b:asenﬂ,c:w.
sena  senf3 senw sen o sen o

Se conocen dos lados y el dngulo comprendido entre ellos.
Solucién: Supongamos que se conocen los lados a y b y el angulo ~. Calculemos

a,fyec.

a b c
Tenemos las ecuaciones: a4 3+~ = 180° y = = . Calculemos
sena  sen(3  senvy
sen o« a

primeramente « y 3. Sabemos que o + 3 = 180° — v y sond — &
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Busquemos la diferencia oo — (. La segunda ecuacion puede escribirse como:

sen o — sen 3
sen « + sen 3

o bien,
tg(?52) _a—b
tg(2) ath
Pero 3
o+ Y Y
t — tg(90 — =) = cotg ~.
g(—5—) =1t8(90 — 5) = cotg 5
y por lo anterior,
t (Q_B)— a_bcot 7
S ) T a0t
Lo que permite conocer # y #, por tanto a y (. El lado ¢ se obtiene de
c? = a?® + b? — 2abcosy. Observemos que siempre podemos suponer a > b para
que # tenga un solo valor menor que 90°. También podemos obtener ¢ por
a Sen -y

c= , calculando primeramente o y 6 como lo hemos hecho.
sen o

¢) Se conocen los tres lados.
Solucién: Se conocen a,b, y ¢ y queremos calcular «, 3 y 7.
De las conocidas relaciones :

s 14 cosa

cos 5= 9 y 2bccosa = b2 + & — a? ,
obtenemos,
2cos? S = 1+b2+c2 —a® VP 4+2ct+—a*> (bt —d® (bt+cta)btc—a)
2 2bc B 2bc N 2bc N 2bc ’
de donde,

g_\/(b+c+a)(b+c—a)
COSQ_ dbe .

Si designamos por 2s el perimetro del triangulo, tenemos:

a+b+c = 2s
b+c—a = 2(
at+c—b = 2(s—0b)
at+b—c = 2
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F

sc)

Por lo tanto,

De igual manera:

S

|~2 l\')l?b

—~

COS

También, de las conocidas relaciones:

1 —
sen? & — 2S¢ y 2bccosa =% + 2 —a? |
2 2
obtenemos:
L V+ct—a? a®—b* -+ 2ac
sen — =1— =
2 2bc 2bc
5sen? & — a’? — (b—c)? _ (a+b—c)(a+b—c).
2 2bc 2bc
Luego,

(@a+b—c)la+c—b)  [(s=b)(s—c)
4bc _\/ be

s—a )(s—b)

wn wn
e} (@}
5 =]
N | oo
Il Il
TQ

R N ;?Ei; :
R
5y = g

De donde se obtiene o, 3 y 7.
Observemos que para obtener los radicales no negativos es necesario que ca-
da lado sea menor que la suma de los otros dos, condicién que se satisface
trivialmente en un tridngulo.
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d) Se conocen dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.

Solucién: Supongamos conocidos los lados a, b y el angulo «. Calculemos 3,y
y el lado c. De las identidades:

a b c

= = yoa+ B+ =180
sena  senf  senvy

obtenemos,

bsen o
sen 3 =

, v =180 — (a+ )

asen
luego ¢ = i

sena
Observemos que el problema puede no tener solucion, tener una solucién o puede

tener dos soluciones dependiemdo de a — bsen a. También ¢ se puede obtener
directamente de a? = b? + ¢® — 2bc cos o, que es una ecuacién de segundo grado
en c.

2. En cada caso del ejercicio anterior calcule el area con los respectivos datos.

A
[0
b
C ha
B v
B C

Figura 3.24: Triangulo

Solucién:

a) En este caso, el drea del tridngulo es igual al semiproducto de la base por la
altura, por lo tanto, S = drea del tridngulo = %%. Como h, = csenf =
aseny sen §.

sen «

Por tanto:

la?senysen3 1a?senysenf

5 2 sena 2 sen(B+7)
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b) En el segundo caso, el drea del tridngulo es igual a la mitad del producto de
dos lados por el seno del dngulo que comprenden.

a-h,

S = 5 y hg = bsenry,
se tiene:
absen
S = T
2
. . besen a
¢) En el tercer caso, expresemos la superficie del tridngulo por y reem-

placemos sen o por 2sen § cos 5 y tenemos:

S = bcsen%cos%
B (s=b)(s—c) [s(s—a)
N bc\/ be be
s(s—a)(s—>b)(s—c
W EERD IR

= Vs(s—a)(s—Db)(s —c)
d) En el ultimo caso se obtiene como en (b), es decir,

absen -y
S = .
2

3. Una de las més interesantes aplicaciones de la trigonometria es calcular distancias
desde o entre puntos inaccesibles.

A B

Figura 3.25: Distancia a un punto inaccesible
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a) Determine la distancia de un punto accesible A a otro punto inaccesible C. Por
ejemplo, C' esta en el otro lado de un rio que no podemos pasar.
Solucién: Elijamos un punto B del cual podamos medir AB como en la figura.
Con ayuda de un grafémetro se miden los dngulos « y 3, entonces, como vy =
m — (a+ ), por teorema de los senos tenemos:

AC 4B
sen 3 sen-wy
implica
— —— senf
AC =AB——.
¢ sen(o + )

b) Determine la distancia entre dos puntos inaccesibles D y C. Por ejemplo, C'y
D estan en el otro lado de un rio que no podemos pasar.

C

Figura 3.26: Distancia entre dos puntos inaccesibles

Solucién: Determinaremos las distancias de un punto accesible A a los dos
puntos C'y D, y mediremos el angulo « del tridangulo AC'D y resolveremos este
triangulo por el método del ejercicio (1.b). Para ello, mediremos el trazo AB y
los angulos o/, 3’ formados por la base AB y los rayos visuales dirigidos desde
Ay B hacia C' y D. Se calculan las distancias AC y AD en los tridngulos ABC
y ABD de los cuales se conocen los dangulos y el lado comun.

Como a = (a+d') —d y a+d y o se pueden medir, entonces se puede
calcular C'D por el método indicado anteriormente.

¢) Determine la altura de una torre cuyo pie es accesible.

Solucién: Sea A el pie de la torre y D un punto accesible. El grafémetro se
ubica en D, éste tiene una altura DC. Queremos calcular AB.



250 CAPITULO 3. FUNCIONES TRASCENDENTES

B

Figura 3.27: Torre de pie accesible

Simidﬂ y se conoce EC, lo que implica BE = EC tg a, por lo tanto, AB =
DC + ECtga.

d) Determine la altura de una torre cuyo pie es inaccesible.

B

1] «
G D C
A E F

Figura 3.28: Torre de pie inaccesible

Solucién: Queremos calcular AB. Se ubican los puntos accesibles E y F tal
que DE = C'F = altura del grafémetro.

Se miden o y 3. Entonces se puede calcular BD, pues se conoce en el tridngulo
BDC los angulos a y 180— 3 y el lado DC'. De igual forma se puede calcular GB,
G es un punto inaccesible a la altura del grafémetro en la linea de la altura AB,
pues se conoce 3y BD, el tridngulo GBC es un tridangulo rectdangulo. Luego
AB =GB + GA.

e) Determine la altura de una montana.
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Figura 3.29: Altura de una montana

Solucién: Sea M la cima de la montana y A y B dos puntos accesibles desde
donde podemos mirar la cima M. Medimos AB y los dngulos « y 3 del tridngulo
MAB, y por tanto calculamos AM. Se mide el dngulo v formado por el trazo
AM 'y la horizontal. Del tridngulo rectdngulo M NA se conoce la hipotenusa
MA y el dngulo +, por tanto calculamos MN.
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3.3. Limites y continuidad de las funciones trigonométricas

3.3.1. Limites de referencia de las funciones circulares

1. lim senz = 0. Este limite se obtiene usando la desigualdad :

z—0
|senz |[<| x| .

Esta se obtiene usando la definicion de senx y elementos de la geometria euclidiana,
intuitivamente basta mirar el dibujo con que se definen las funciones circulares. De
una manera mas formal:

Dado ¢ > 0, podemos elegir 6 = ¢ y tenemos que si | x — 0 |=| z |< § entonces,

|senz — 0 |=|senz [<|z|[<d=-¢.

a
= 0. Es consecuencia del limite anterior y del teorema 2.4.33.

, T —
2. lim sen
r—a

3. lim senz = sen a. Usando la férmula trigonométrica:

r—a
T — X T+ T
senx — senxy = 2sen cos
2 2
Tenemos
r—a z+a r—a
| senz — sena |=| 2sen 5 Cos— |< 2| sen | .

En virtud del teorema 2.4.32, podemos concluir que:

lim sen x = sena.
Tr—a

4. lim cosx = cosa.
r—a

Se obtiene de modo similar al de la funcién sen x, usando la férmula

T — X T+ o
COS T — COS Tg = —2sen sen ,
2 2
y el limite anterior.
, senx
5. lim =1.
z—0 X

™

Supongamos que z € (0,F). El tridngulo ORQ de la figura estd contenido en el
sector circular OS(Q que, a su vez, estd contenido en el tridngulo OST'. Por tanto,

Area A ORQ < Area sector 08Q < Area A OST. (1)
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Ademss, RQ = senxz, OR = cosz, OS = 1.

<

O

Q
e ——

Figura 3.30:

Por semejanza de tridangulos tenemos:

ST 08

RQ OR

Despejando ST obtenemos que:

S—T _ sen T

=tanwx.

COS T

Entonces, la expresién (1) toma la forma:

senrcosw _
— < Area sector 05Q <

Usando proporciones podemos calcular el drea del sector circular:

senx
. 2
2cosx (2)

r Area del sector

27 ™
Asi (2) se escribe como:
senrcosxT _ T _ senz
—F — <5< : (3)
2 2 7 2cosz
Siz € (0,3), tenemos que de la primera desigualdad de (3) obtenemos al dividirla
2 COS &
por 5 X
sen < , (4)
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x
al multiplicar la segunda desigualdad por obtenemos:

sen x
cosx < . (5)
De (4) y (5) tenemos que:
sen T 1
cosz < < .
x cos T
. . . - sen(—x)
desigualdad que sigue valiendo para x € (—%,0), pues cos(—x) = cosz y — =
sen x
ot
Asi, para todo x € (-7, 5), tenemos:
sen T 1
cosx < < .
x cos

Usando el teorema 2.4.32 y el hecho que HII(I) cosz = 1, obtenemos que ,
r—

lim 22—
x—0 X
. -
or—1n I — on
1
Ssenxr

Figura 3.31: y = . Observar que h'n% flx)=1
T—

,  COST — COSa , . o
6. lim ——— = —sena. Usando la formula trigonométrica:
r—a Tr—a

T — T+ o
COs T — CoSxg = —2sen 5 sen 5
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tenemos que ,

Tr—a r+a

COS T — CoS a 2sen 2 sen 2
r—a r—a

r—a

x—i—asen 2

= —sen 5 —

. x—a
Tomando el limite cuando * — a tenemos que u = 5 — 0 y entonces podemos

usar el limite 5 y concluir que el valor de este limite es —sen a.

1 )
lim sen — no existe.
z—0t T

1
La funcién f(x) = sen — tiene por dominio a R — {0}.
x

1 1 2
Sixz >0;sen— = 1siysolosi— = T + 2nm, es decir, cuando r = ————.
x x 2 (4n + 1)m
1 1 3 2
sin — = —1 cuando — = °n + 2nm, es decir, cuando z = ————.
x x 2 (4n + 3)w
, . 2
Asi vemos que la sucesién x,, = ——  es tal que z,, > 0, z,, # 0, z,, — 0 cuando
(4n + 1)m

n—ooy lim f(z,)=1.
n—oo

. . . 2 .
Pero también existe la sucesién y,, = ————— que también converge a cero, cuando
(4n + 3)7
n crece, pero lim f(y,) = —1. Esto significa que la funcién oscila entre 1y -1 cuando
n—oo

x— 0.

, 1 :
Por tanto, lim sen — no existe.
z—0t x
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17 2w AT(
%0

(a) =3m <z < 3m (b) -5 <z <15

1
Figura 3.32: Gréfico de f(x) = sen —
x

1
8 lim sen— =0.
r——00 x

9. Limites de la tangente

= Si xg pertenece al dominio de la tangente, usando la aritmética de limites y los
limites anteriormente calculados, tenemos:

sen T Sen ro

Iim tanz = lim =
z—T0 T—TO0 COSL  COS X
= tanxyg.

= Asintotas de la tangente

T
Las rectas x = (n+ 1)5; n € Z,n # —1 son asintotas verticales de la funcion y =

tan x. En efecto: lim tanx = lim como lim senz =1; lim cosz =
r—I~ r—sIT~ COST I~ r—I~
2 2 2 2
0" lim cosz =07, entonces lim tanz = +oo y lim tanz = —oo

+ ™= us
IE—>2 _’E—>2 IE—>2
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|
IME]

VB

Figura 3.33: y = tanx

10. lim senz no existe. Sixz > 0
r——400

senx =1 < x:g—i—er in €N

senx =0 < z=2nm; neN.

1
Para ¢ = 3’ cualquiera sea M > 0. Por la propiedad arquimediana existe n tal que
nt > My g+2n7r>M.

Si h’If senx = L existiera, entonces llamando f(x) = senx tenemos:
T— 100

1 1
L flenm| <3 ¥ ]L—f(2mr+g)! <3

Lo que implica :
T s 2
|f(2nm) — f(2nm + 5)\ =1<|L—f@2nm)|+|L— f(2nw — §)| <3

Contradiccién que proviene de suponer que lim senz existe.
r——+00

3.3.2. Ejercicios resueltos

sen bx

1. a) Calcular lim .
z—0 sen 4x

. senmz
b) Calcular lim .
a—0 sennx
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Solucion:

a)

B_m sen bx 4x 5 senbx 4x

4r br sendr 4 5z  sendx

)
sen dx 11—

) )
Cuando z — 0 4z y 52 — 0, por tanto :lll%(sen@:) =1 T

b) Con los mismos pasos se llega a que este limite es —.
n

2. Esbozar los graficos de las funciones:

1
a) f(x)=sen .

1

b = —.
) g(x) = xsen .
1 1

h(xz) = —sen —.

c¢) h(z) _ sen —

Solucion:

a) D(f) = R — {0}. Como la funcién es acotada por 1, es decir, |senu| < 1,
entonces tenemos que:

1
—1 <gen— < 1.
T

Por lo cual su gréfico se encuentra en la franja [—1,1] del eje Y.
1
Como hemos visto en el ejemplo 2.4.19 caso 4, h'n% sen — no existe, pues la
xr— T
funcién oscila.

1
lim sen — = lim sent = 0, usando el teorema 2.4.35 y el limite relevante 1.
T—00 T t—0t

1 y 0.5 1
\ _

1
Figura 3.34: Gréfico de f(x) = sen —
x
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b) D(g) =R —{0}. o
—zx<gz) <=z

Lo que nos dice que el gréafico de g(x) estd comprendido entre las rectas y = —=,
Yy =x.

, ) 1 )
lim —2 < lim xsen — < lim x
x—0 x—0 x x—0

1
Usando el teorema 2.4.32, vemos que h'n% xsen — = 0.
XT— €T

N

—02 |

1
Figura 3.35: Gréfico de f(x) = xsen -

1
c) El grafico de h(z) estd comprendido entre las hipérbolas y = +—. Con un
x

calculo semejante al de las dos funciones anteriores obtenemos que :
lim h(z) =0.
r—300
En las cercanias de x = 0 la funcién cruza infinidad de veces el eje X oscilando
entre sus valores extremos que estdn sobre las hipérbolas. Su grafico es el que
vemos en la figura 1.4.40.

50

i |
Wv \o1 0.2 0,3

—30

1 1
Figura 3.36: Gréfico de h(x) = — sen —
x x
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x
sen — + cosx

z—m 1 +sen?x +cosx’

Solucién: La evaluacion directa da origen a una forma indeterminada de tipo o
Para evitarla debemos transformar la expresion.

9 T x x
Reemplazando cosx por 1 — 2sen 5 y sen  por 2sen 5 cos > nos queda:

sen§+1—286n2§ sen%(l—sen%)+<1—sen2g>

T T T
1 + 4sen? 50082 3 +1 — 2sen? B 2 (1 — sen? g) +4sen2g <1 — sen? g)

<1 — Seng) (1 + 2sen g)

T T
sen 5 + 2sen 5

T
142 —)
< + 2sen 5

2 (1 + sen g) (1 + 2sen? g) .

Cuando =z = 7 la ultima expresion vale i

x T
. Resuelva la ecuacién tan z tan? 5 + 2tan 5~ tanz = 0,tomando como incognita

w /. . 7’ .7
tan o ¥ encuentre los limites de las raices de esta ecuacién cuando tanxz — oo y

tanz — 0.

Solucién: Tenemos :

x —1++vV1+tan?z 1 1
tan — = = +

— + 1.
2 tanx tanz tan? z

. x
Si tan x — o0, entonces tan 3 — =+1.

Si tanx — 0, separando las raices tenemos que:

x —1++V1+tan?z

tan - =
2 tanx

tan?

tanz(v1 + tan? 2 + 1)

tan x

VittanZz +1
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x
Por tanto, si tanx — 0, entonces tan 3 — 0.

Para la otra raiz tenemos:

con & —1—+V1+tan?z
an — = )

2 tanx

. x
Si tanz — 0, entonces tan ) — 0Q.

5. a) Demuestre que valores pequenos de x, r ~ tanz.
, x x T sen x
b) Demuestre que lim (cos = :cos— ... cos —) =

. cuando x # 0.

Solucion:
. , tanx
a) Es equivalente a demostrar que lim =1.
x—0 X
En efecto:
sen x
tanx _ cosx _ 1 _senx
x T cos & T
., tanzx 3 1 ., senzx
lim = lim - lim =1-1=1.
—0 T z—0cosx z—0 X

b) Usando inductivamente la férmula del dngulo doble, tenemos las siguientes
igualdades:

T T T T T
senx = 2sen — - cos —; sen — = 2sen — - CoS —
2 2 4 4

9 T T T 9 T T
Sen2—2— Sel’l?'COS§,...,SeHW— SeHQ_TLCOSQ_TL
Remplazando, nos queda:
n T T x T
senz = 2" sen — cos — “COS o5 ...t COS —
n 2 2 2n
six # 0,
sen x sen on T
= —F—CO0S :COS55 ... COS_—
T d 2 2 AL
21’L
T
sen 2—n

Como para z fijo, lim =1, se tiene lo que queriamos demostrar.
n—oo

z
on



262 CAPITULO 3. FUNCIONES TRASCENDENTES

3.3.3. Ejercicios propuestos
3.3.4. Continuidad de las funciones circulares

Teorema 3.3.1 Las funciones z — senz y x —— cos x son continuas para todo x € R.

Demostracion:
Es consecuencia de los limites de referencia 3 y 4 y la definicién de continuidad. O

Ejemplo 3.3.2 1. La funcién sen(x® — 422 + 1) es continua, para todo = € R, por ser
compuesta de dos funciones continuas.

2. La funcién

.
xsen—, six#0
x

h(z) =
1, siz=0
es discontinua en el punto z = 0, porque no se cumple la condicién lim f(x) = f(a),
r—a
al ser lim h(z) = 0 distinto de h(0).
Tr—
senz . .
3. f(xr) = —— puede extenderse de manera que sea continua en z = 0 definiendo
f(0)=1

1
4. f(x) = xsen— si x #0 y f(0) = 1 se puede redefinirse de modo que resulte
T

continua en x = 0. Para ello basta definir f(0) = h'n% f(z)=0.

Teorema 3.3.3 El recorrido de las funciones seno y coseno es [—1, 1].

Demostracién:
La continuidad de ambas funciones y dado que ellas toman el valor 1 y —1, aplicando el
teorema del valor intermedio 2.5.15, ellas toman todos los valores entre —1 y 1.

Ejemplo 3.3.4 Ejemplo de una funcién que toma todos los valores en un inter-
valo sin ser continua

La propiedad descrita por el teorema 2.5.15 no caracteriza a todas las funciones continuas,
es decir, existen funciones que tienen dicha propiedad sin ser continuas. Por ejemplo, la

1
funcién f(x) =sen—siz # 0y f(0) = 0 toma todos los valores comprendidos entre —1
x

y 1, pero como ya hemos visto no es continua.

Teorema 3.3.5 Las funciones trigonométricas: tan x, cotan x, sec x, cosec  son continuas
en todo punto a de R que no anula el denominador.

Es consecuencia de la continuidad de las funciones senx y cosz. O
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3.3.5. Las inversas de las funciones circulares

Las funciones periodicas no son inyectivas, por tanto, para analizar la existencia de
inversas de las funciones trigonométricas, se debe restringir de manera conveniente el
dominio, como veremos en cada uno de los siguientes casos. Los graficos de estas funciones
los veremos mas adelante en la seccién 4.3.

1. La inversa de seno: la funcién arcoseno h(z) = senw, con z € [~3, 5], es

estrictamente creciente y su recorrido es [—1, 1]. Asi, la funcién h es biyectiva y existe
h~!. La continuidad de seno y el teorema 2.5.22 implican que h~!(x) es continua en
[—1,1]. A la funcién h=!(z) se le llama arcoseno de z'y se denota y = arcsenz.

Yy Yy
by
2
|
|
| [
| |
T >z 1 ; €z
s K —
|
[
|
_r
2
Figura 3.37: La funcién sen z y su inversa
2. La inversa de coseno: la funcién arcocoseno y = arccosz : [—1,1] — [0, 7] es

la funcién inversa de cosz : [0, 7] — [—1, 1], de modo que se cumple

Yy = arccosr <— T = COSZT.

3. La inversa de tangente: la funcién arcotangente y = arctanz : R — (-3,

es la funcién inversa de tanx : (-3, 5) — R, es decir,

B
N—

y = arctanr <= x = tany.

4. La inversa de cotangente: la funcién arcocotangente y = arctanz : R — (0, )
es la funcién inversa de cotan x : (0,7) — R, tal que

y = arccotan x <= z = cotan zx.
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5. La inversa de secante: la funcién arcosecante y = arcsecz : (—oo,—1] U
[1,400) — [0, 5) U (5, 7] es la funcién inversa de secx : [0, §) U (§, 7] — (—o0, —=1]U
[1,4+00), tal que

Y = arcsec r <= T = secy.

6. La inversa de cosecante: la funcién arcocosecante y = arccosecz : (—oo, —1]U
[1,4+00) — [~5,0) U (0, 5] es la funcién inversa de cosecz : [~3,0) U (0,
(—o0, —1] U [1, +00), tal que

| —

Yy = arccosec r <— I = Ccosecy.

3.3.6. Problemas resueltos

1 4
) -5 m 377F s
-1
Figura 3.38: y = sen(x)
Y
O
. . x
0 g 2
G O

Figura 3.39: y = signo(sen x)

1. Analice la continuidad de
f(x) = signo (senx).
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Solucién: Por ser sen z una funcién periédica de periodo 27, f(x+27) = signo( sen (z+
27)) = signo( senz) = f(x). Entonces, vemos que f también es una funcién periédi-
ca con periodo 27, lo que nos permite restringir el anélisis al intervalo [0, 27].

f(0) = f(m) = f(2m) = 0.

Siz € (0,7), f(x) = 1, en cambio, si z € (m,27), f(x) = —1. Por consiguiente, la
funcién es continua en los intervalos (km, (k + 1)),k € Z, y es discontinua en los
puntos ¢ = km, k € Z.

2. Considere las sinusoides @1 (z) = a1 senwz+by coswiz, siz < 0y @a(r) = az senwox+
bs cos wax, si & > 0. ; Cudles deben ser sus amplitudes para que ellas definan una
funcién continua en R 7 ;Es la nueva funcién una sinusoide ? Solucién: Como

lim ¢i(x) =b1 y lim @a(x) = be, entonces si by = by = b, la funcién:
x—0~ x—07F

p1(x) siz<0
p(x) =14 b sizx=0
po(x) siz>0

es continua en R. Si 4; = (/a? + b? es la amplitud de ;(z) debemos tener A? —a? =

A2 — a3 Si p(z) fuese una sinusoide deberfa ser de la forma asenwz + bsenws,
entonces como:

(@) = p1(x) para 7 <0 y p(z) = pa(z) para >0,

debemos tener a; = az y w1 = we (ademds by = be). Por tanto, genéricamente el
acoplamiento de sinusoides no es una sinusoide.

3.3.7. Problemas propuestos

1. Analice la continuidad de la funcién parte entera de coseno f(x) = [cosz].

2. Considere la sinusoide f(z) = Asen(wz + ¢) definida para z < 0. ;Cémo debe ser
la amplitud y el desfase para que

g(w):{ flx) siz<0

cosx six >0
sea continua en R 7
3. Analice la continuidad de la siguiente funcién definida mediante un doble proceso de
limite:

f(z)= lim lim (cos m!mz)".
m—oo N—0oo
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3.4. Funciéon Exponencial y Logaritmo

3.4.1. Potencias de exponente entero

La definicién de potencia de exponente natural es ejemplo de aplicacién del Principio
de Recurrencia.

Definicién 3.4.1 Potencia de exponente entero positivo
Si a es un numero real y n un entero positivo, se define:

(11:(1

A" = a"la si n>1

El nimero a se llama base de la potencia, n se llama exponente y a™ es la potencia enésima
de a.

Observemos que la aplicacién sucesiva de la definicién 3.4.1 conduce a :

a = a

a2 = a-a

@ = d>a=a-a-a

a” expresa la multiplicacién de n factores

iguales al nimero a.

Teorema 3.4.2 Sia € R, beR, n,m €N, se tienen las siguientes propiedades:

a”-b" = (a-b)".
Si 0 <a<b, entonces a™ < b™.

Si0<a<1, entonces 0 < a™t < a” < 1.

S v e e

Si 1< a, entonces 1 < a™ < a1,

Demostracién: Indicacion:Todas estas demostraciones relativas a nimeros naturales
se hacen usando el Principio de Induccién. Como se hace habitualmente cuando hay mas
de un numero natural involucrado, se aplica induccién sobre uno de ellos y los demas se
dejan fijos.
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Definiciéon 3.4.3 Potencia de exponente cero
Si a es un numero real distinto de cero, se define:

=1
Con esta definicién se puede extender la segunda parte de la definicién 3.4.1 cuando n = 1:

a=a-a=1-a=a (3.8)

La expresién 0° no estd definida.

Definicién 3.4.4 Potencia de exponente entero negativo

Si @ es un numero real no nulo y n un entero positivo, =" designa al nimero —.
a

Es decir,

a€R a#0; a = —.

Debemos destacar que las potencias de exponente entero negativo no pueden tener
base nula, por ejemplo, 073 ¢ R.

3.4.2. Potencias de exponente racional

La existencia de raices es una consecuencia del Axioma del Supremo y asi, aparecen los
numeros irracionales mas elementales. Todas las raices cuadradas de nimeros naturales
que no son cuadrado de otro nimero natural son irracionales. En la época de Platén (-428
,-348), se conocia la naturaleza irracional de V2 hasta /17, con la excepcién de la raiz
cuadrada de 4,9 y 16.

Para extender las potencias a exponente racional debemos, en primer lugar,

. . . 1
considerar los niimeros racionales no enteros, de la forma —, ¢ € N.
q
Definicién 3.4.5 (i) Sia € RT, ¢ € N, denotaremos por al/? 6 ¢a al dnico y € RT
tal que y? =a

(ii) Sia € R7, ¢ € N, ¢ impar, denotaremos por al/? 6 a al tnico y € R~ tal que
yi=a

(iif) Sia =0 se define 0%/9 = {0 = 0.

, L 1
El nimero a se lee raiz q-ésima de a o la potencia — de a.
q

El siguiente teorema justifica la definicion 3.4.5.
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Teorema 3.4.6 Existencia de raices.
(i) Sia >0y n €N, entonces existe un tnico z € R tal que 2™ = a.

(ii) Sia <0y n € N es impar, entonces existe un unico x € R~ tal que z" = a.

Demostracién: La idea central es demostrar que el conjunto:

(i)
A={yeR :y>0, y" <a},

es es no vacio y acotado superiormente.

Luego el Axioma del Supremo asegura la existencia en R de sup A. Si denotamos
por x = sup A, la definicién de z, implica que es tinico. A continuacién se demuestra
que " = a descartando las posibilidades que que z" > a 6 z" < a. O

A pesar, que la naturaleza de las raices no es en esencia algebraica, ellas pueden caracte-
rizarse en lenguaje algebraico:

s Sia>0,n¢eN,laraiz ¥/a, es la tnica solucién positiva de la ecuacién

x = a.

s Sia€e R, neN,laraiz */a, es la unica solucién, con el mismo signo de a, de la

ecuacién
2 =g,
. es " : m
Definicién 3.4.7 Dado ¢ € R™ y un racional r = —;m € Z,n € N, entonces
n
m 1
a¥ = (@h)" = (@)™,
. m
Teorema 3.4.8 Dados: a € R" y un racional r = —;m € Z,n € N, entonces
n

(a™)n = (an)™.

3.4.3. Propiedades de las potencias de exponente racional
Sia,becRT, r, scQ,se tiene que:

1. Multiplicacién de potencias de base igual
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2. Divisién de potencias de base igual

3. Potencia de una potencia
(aT)S — aT’XS

4. Multiplicacion de potencias de exponente igual
a” xb" = (axb)

5. Comparacion de potencias de igual exponente
Si0<a<b,entonces a” <b".

6. Comparacion de potencias de base igual

a) Si0<a<1lyr<s, entonces a” > a’.

b) Sia>1yr<s,entonces a” < a’.

Observaciéon 3.4.9 Si a es negativo, la propiedad de la multiplicacién de exponentes
racionales no se cumple en general. Por ejemplo,

[(=5)°]Y% = 5 # (=5)*1/* = —».

3.4.4. Los numeros irracionales

Esta subseccion puede ser omitida. Estd dirigida a quienes se interesen en
entender mds profundamente la naturaleza de los nimeros.

A pesar de que los griegos trabajaron sélo con nimeros enteros positivos y desconocieron
el cero, encontraron geométricamente los nimeros irracionales a través de los segmentos
inconmensurables, es decir, aquellos que no tienen una medida comun. Este hecho tuvo
para ellos, en particular para la Escuela Pitagérica (siglo 5 a.C), un efecto destructor, pues
contradecia la base misma de su concepcién discreta de las cosas. Para ellos las figuras
geométricas estaban constituidas por cantidades finitas de puntos. El teorema de Pitago-
ras implica la existencia de magnitudes (segmentos) inconmensurables. Para ello basta
tomar un cuadrado cuyo lado tenga longitud 1 y se tiene que el lado y la diagonal son
inconmensurables; por tanto, estos segmentos no pueden estar formados por una cantidad
finita de puntos ( ;, por qué 7 ). Fue el primer choque en la historia de la matematica entre
lo discreto y lo continuo, lo finito y lo infinito.
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Teorema 3.4.10 /2 no es racional

Demostracién: Por definicién, v/2 es un nimero z > 0, tal que de z2 = 2. Suponga-
mos que v/2 es racional, entonces es de la forma p /q, donde p y ¢ son enteros y g # 0. Luego
(p/q)? = 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p y ¢ no tienen factores comu-
nes ( si los tienen podemos simplificarlos ). Entonces p? = 2¢? y p debe ser par, pues si no lo
es, p = 2k+1 para algtin entero k en este caso p? = (2k+1)? = 4k?+4k+1 = 2(2k>+2k)+1,
lo cual es una contradiccién pues tenfamos que p? era par. Por tanto p es par, es decir,
p = 2k, para algiin k entero. Se sigue entonces de p? = 2¢2, que ¢*> = 2k?, y por los mismos
argumentos de antes tenemos que ¢ debe ser par. Luego p y ¢ tienen como factor comun
a 2, lo cual es una contradiccién con nuestro supuesto inicial que p y ¢ no tienen factores
comunes. En conclusién, z no puede ser racional y satisfacer que 2 = 2. O

2

. 7 . v m
Teorema 3.4.11 Si m,n son nimeros naturales primos entre si y n % 1, entonces —5 1o
n

es un numero natural.

Como aplicacion del teorema 3.4.11 tenemos la existencia de infinitos nimeros no
racionales: v'2, v/3, v/5, V6, V7, V8, V10, etc. Ademés, este mismo teorema nos dice que
la operacién de extraer raiz cuadrada no es cerrada en Q. El teorema 3.4.6 nos muestra que
en general las raices son supremos de ciertos conjuntos de nimeros racionales. Es decir, la
insuficiencia de Q desde este punto de vista se arregla agregando a Q todos los supremos
de todos los posibles conjuntos de racionales. Es por esta razén que todo conjunto acotado
en R tiene supremo e infimo en R y con esta propiedad no se necesita agregar mas cosas
y se logra la continuidad de R.

3.4.5. La funcién exponencial
Las potencias de exponente irracional

Para definir las potencias de exponente irracional se necesita el siguiente resultado sobre
la naturaleza de los irracionales.

Teorema 3.4.12 Todo numero irracional x es el limite de una sucesién de numeros ra-
cionales.

Es decir, existe {r,} , con r, € Q, tal que:

lim 7, = .
n—-+oo
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Ejemplo 3.4.13 1. Dado un ndmero positivo x, la sucesién definida por recurrencia,
con valor inicial x1 > 0,

1 x
Ty = = <— —i—a;n_l) ,n > 1.
2 Tn—1

Converge a +/z. Si el valor inicial se elige racional, se tiene una sucesién de racionales
que converge a y/x. La mayoria de las raices cuadradas de nimeros racionales son
irracionales.

2. En la seccién de sucesiones hemos visto que la sucesion
1 n
rm=14+—
n

3. Con el célculo integral se demuestra la féormula de Wallis, que da una sucesién de
racionales que converge a 7.

1 2-4-...-2n \?
7= lim — .
n—toom \1:-3-...-(2n —1)
Definicién 3.4.14 Si z € R — Q , existe una sucesién, {r,}, con r, € Q, que podemos
suponer mondtona, tal que

converge al nimero irracional e.

lim r, = .
n—-4o0o

Bajo estas condiciones se define,

a*= lim a™.
n—-+4oo

La definicién tiene sentido:

= Sir, T z, entonces r, < rh4+1. Lo que implica, a™ < a"™*! si a > 1. Por tanto,
en este caso la sucesién es estrictamente creciente. Por otra parte, dicha sucesion es
acotada superiormente, ya que:

[#1+1 " para todo n € N.

a™ <a
El teorema de la sucesiones monotonas, nos asegura la existencia, en R, de

L= lim a™.
n—-4oo
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» La definicién no depende de la sucesion {r,} elegida.

Sean {r,},{r},} dos sucesiones de racionales que convergen hacia . Por tanto, 7, —
r, = 0ya™™ — a® = 1. Usando iedades de las potencias d t
. ya — a’ = 1. Usando las propiedades de las potencias de exponente

racional, tenemos que,
a™
— — 1, sin — 4o0.
a™

Por propiedades de los limites de sucesiones se tiene que ,

/ / /
lim & = lim a".
n—-4o0o n—-+o00

Propiedades de las potencias de exponente real

Basada en las propiedades de las potencias de exponente racional y la aritmética de limites
se pueden extender a exponente real las propiedades de las potencias de exponente racional.

Teorema 3.4.15 Sia >0, x,y € R. Entonces:

1.
2.
3.
4.

5

a®y = a® - aY.

(am)—l — (a—l)m —q 7,

(a®)¥ = a™ V.

Sia>1y z <y ,entonces a* < a¥.

Sia<1l y, x <y, entonces a® > a¥.

Ejemplo 3.4.16 1. v2' =1.

1 1

2. (V2)2 = ==

3

4.

1
2

(V32 2
V2 = VaVav2 = 22,
(—2)\/5 no esté definido.

Explique en palabras qué significa 3v2 y calcule una aproximacion de él.

Explique en palabras qué significa 3™ y calcule una aproximacién de él.

Definicion 3.4.17 Se llama funcién exponencial de base a, a > 0, a la funcion:

R — RT

z—a”



3.4. FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMO 273
Teorema 3.4.18 1. La funcién exponencial de base a es estrictamente decreciente, si
0<a<l.
2. La funcién exponencial de base a es estrictamente creciente, si a > 1.
3. La funcién exponencial de base a es la funcién constante 1, si a = 1.
Demostracién: Ejercicio.
Teorema 3.4.19 La funcién exponencial de base a no es acotada superiormente.

Demostracién: Ejercicio.

De los teoremas (3.4.18) y (3.4.19) se obtienen los siguientes limites de referencia de la
funcién exponencial.

lim o — +oo  si oa>1
T—400 0 si 0<a<l

0 i >1
lim am:{ St

T——00 +00 si O<ax1

De particular importancia en muchas aplicaciones es la funcién exponencial de base e,
llamada funcién exponencial, sin hacer referencia a la base y que se denota por e* = exp(z).
Ma3és adelante veremos que cualquier funcién exponencial de base a puede ser expresada
en términos de exp(z).

—_
H
—_

(a) 0<a<1 (b)a=1 (c)a>1
Figura 3.40: Gréfico de a”.

Teorema 3.4.20 Continuidad de la funcién exponencial

R — RT

T—y=a"
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1. Es continua en x = 0.

2. Es continua en cada z € R.

Demostracion:

1. Para demostrar que a® es continua en x = 0 calcularemos el limite por la derecha y
por la izquierda y veremos que estos valores coinciden con a® = 1.

1
Supondremos que a > 1. Sea x positivo y cercano a 0, en particular , x < 1. Asi — > 1
x

. 1 1 1 .
y existe n = |—|. Como n < — tenemos que 0 < z < —, siendo a > 1, f es una
x x n

funcién estrictamente creciente y por tanto, 1 < a® < a%. Si hacemos tender = a
1
0T entonces — — 400 y n — +oo. En virtud del teorema 2.4.32 y ejercicio 3 de la

seccién 2.1, tenemos que:
lim o = 1.
z—0t

Si x es negativo. Supongamos —1 < z < 0. Entonces, x = — | x | y tomando

1 1 1 , _1
n = |—|, tenemos que —— < x < 0, por tanto, a”» < a® < 1. Pero, lim a » =
| X | n n—+00

lim — = 1. Esto nos dice que:
n—-—+00 an

lim a® = 1.
x—0~

2. Siz € R, tenemos que : f(z +h) = a®" ; f(x) =a® ; flx+h)— flz) =
a®(a® —1). Cuando h — 0,a” — 1, usando lo demostrado en el ftem anterior. Por
tanto, f(z + h) — f(z) — 0 cuando h — 0.

1 .,
Para el caso en que a < 1, como — > 1, por lo recién demostrado tenemos que
a
xr
— | es continua para todo x. En virtud del teorema 2.4.27 podemos concluir la
a

continuidad de a®. O

Fl siguiente teorema es la generalizacién a variable continua del resultado visto en suce-
siones:

n—-4o0o

1 n
lim <1—1——> =e, neN
n

1 X
Teorema 3.4.21 s lim (1 + —) =e.

r——400 X
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1 T
= lim <1 + —> =e.
r——00 T

Demostracion:

s Six— +oo.

1 T
Sea f(z) = <1 + —> . Esta funcién tiene por dominio al conjunto
x

{x D1+ i > 0} =] — 00, —1[U]0, +00].

Sabemos que si en particular = n entonces,

1 n
lim <1 + —) =e.
n— oo n

Para extender este limite para una variable continua, lo haremos por acotacion.
Si z no es un entero y, como nos interesan los valores grandes de x, existe m € N,
tal que,

m<x<m+1

1 1

1
m x m+1
y por tanto:
1 1 1
1+—>1+->1+——
m T m+1

Como la funcién exponencial es estrictamente creciente cuando la base es mayor que

1, tenemos que,
1\° 1\* 1 v
(1+2) > (1+3) > (1+ 57
m T m-+1

Pero como la funciéon exponencial es creciente en el exponente, significa que para
b>1ym<x<m+1 tenemos que b™ < b* < b™*! Luego,

. 1 m—+1 . 1 T . 1 T . 1 m
<+E> ><+E> >f(x)><+—m+1> ><+—m+1>

Lo que equivale a tener que,

1 m~+1 1 m
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Por tanto,

s Siz — —o0.

Entonces x = —|x| y podemos escribir:
1. ||
— (1— ==l = ||
fla) = (=M = ()
= (1+ L )
|z -1 . [ =1

Six — —o0, |x] = 400, 1 + — 1,y f(|z] = 1) — e, por lo demostrado en el

1
lz[ — 1
item anterior.

Por tanto, lim f(z)=e. O
r——00
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—

x
1 x
Figura 3.41: Gréfico de <1 + ;)
Ejercicios resueltos
1. Determine el dominio de cada una de las siguientes funciones:
a.— f(x)= z>"% b.— f(z) = (senz)® c.— f(z)= (2> —1)V*=
1 x
d — f(l’) — ercsenw e. — f(x) = <i i— 1) f.— f(fL') _ (Se'/l;{l?)r

Solucién:

1. a) D(@**)={zxeR:2 >0} =R".

b) D((senz)®) = {z € R:senx > 0} = | J]2kn, (2k + 1)7].
kEZ

(1‘—1 > {reR: 2?—1>0yz >0} =]1,+o0].

) D
D(earcsenx) { ER:—1§$§1}:[_171]‘

<<ii> )Z{“R‘ii >0}:]_007—1[U]17+oo[.
) D

(Se“> ) :{ ER: Sezx >0 } - { | 12k, (2k+1)7r[] U { U 12k - 1)7772’”[] -

keZ+ keZ~

U

) D
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2. Calcular los siguientes limites:

. 2_ . x . -
a)  lim e®@ 1) b)  lim_ c) lim e % cosx
z—1 z——2 € z—+00
, 2?1 , z—1 , a2
d) lim e »2 e) lim e 22 1) lim ez—1
z——00 z—+00 z—+00

Solucién: La mayoria de estos limites resultan de un calculo directo debido a la
continuidad de ellas.

s lim e@ D =0 = 1.

x—)l
3 3
, x —2
L] hm Er = % = —8610.
r——2 e2T e~

= Este limite debemos calcularlo mediante acotamiendo, debido a que las funcio-
nes periddicas no tienen limite en el 4o0.

—1<cosz<]l < —eT<ePcosz<e ™ <— Ilim —e*< lim e %cosz< lim e *
r—+00 r——+00 r——+00

De donde podemos deducir que

lim e *cosxz =0.

Tr—+00
3 x?—1
221 lim 5
m lim e <2 =ef7—© X =el=¢
T——00
, -1
o1 lim 3
s lim e2? =er—too x? =01
r—-+00
, z?
22 lim
w lim e 1 =er—toor—1 =t = 40,
xr—-+00
3. Dada la funcién
2T - 27%
f(x) = ———

2
a) Analice la continuidad de f en su dominio.
b) Grafique 2 y 277 en un mismo diagrama y deduzca el signo de f.

¢) Demuestre que f es creciente.
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d) Demuestre que f~! existe y es continua.

e) Calcule 11'111 f(z), lm f(z).

1 1
f) Si h(z) = 52“3,9(1‘) = —52_9” demuestre que h’rf (f(z) — h(z)) = 0y
im (f(z) —g(z)) = 0. ;Qué puede deducir de este resultado ?
Solucién:

a) El dominio de f es Ry por ser suma de funciones continuas, f es continua en
cada punto del dominio.

b) Grafique 2¥ y 277 en un mismo diagrama y deduzca el signo de f.

(a) En azul 2”. En rojo 277

Figura 3.42: Gréfico de 2% y 277

Del grafico, se deduce que en R™, la diferencia es negativa, sobre RT, la diferen-
cia es positiva. POr tanto, la funcién tiene un tnico cero en x = 0 y es positiva
sobre R™, y negativa sobre R~.

¢) Es una propiedad de la funcién exponencial con base mayor que 1, el ser cre-
ciente. 2% es creciente y por tanto, 27% es decreciente y —27% es creciente. Asi,
f es suma de dos funciones crecientes, por tanto es creciente.

d) Por ser f estrictamente creciente es inyectiva y f~! existe sobre el recorrido de
f. Ademaés, por propiedad de las funciones continuas f~! es continua.

e) h'Iil flx) = h'r+n 2" =4ocoy lim f(z)= —oo.
, T A
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Que ambos limites sean nulos, significa que :
f(z) ~ h(z)

cuando x toma valores muy grandes.

cuando z toma valores muy pequenos.

En palabras mas simples, significa que en el +o0o el término que determina el
comportamiento de f es 2¥. Andlogamente en el caso del —oo.

3.4.6. Ejercicios propuestos
1. Determine el dominio de cada una de las siguientes funciones:
a.— f(x)=2%"7 b. — f(z) = ™7 c.— f(z)= aV®
d. — f(x) = (tanx)” e.— f(x)= (3¢" —senx)® f.— f(x)= (7 — arctanx)”

g — fl@)= Va2 —4e/*  h.— f(z)= <1+%>~’” i.— f(x) = (arcsenx)”

X
2. Usando el teorema 3.4.21, demuestre que: lim <1 + E) =e% sia€eR.
x

Tr—+00

3. Calcular los siguientes limites:

3.4.7. Funcién Logaritmo

El teorema 3.4.18 nos dice que la funcion exponencial en base a con a > 0y a # 1 es
inyectiva y el teorema 3.4.19 junto al teorema del valor intermedio 2.5.15, nos asegura que
es sobreyectiva . Por tanto, ella es invertible, a esta inversa se le llama funcion logaritmo
en base a.

Definicion 3.4.22 Se llama logaritmo en base a a la funcién:
RT — R
v —y=log,,

De modo que,

y =log, x <= a¥ = z.
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Asi, tenemos las siguientes identidades

log,(a®) = x, para todo z € R.

al°8a® — g para todo z € RT.

14+

| —

—1 1 3
14+
_2 .

(a) 0<a<1
| /

| | |

\ 1 1

—1 1 2 3
14+
_2 |

b)a>1

Figura 3.43: Grafico de log,(z).

subsubsectionPropiedades aritméticas del logaritmo

Teorema 3.4.23 Sean u , v ntmeros reales positivos.

1. log, u - v =log, u+log,v

2. log,u™ =nlog,u; neN
1
3. log, = log, v

4. log, v log, u — log, v
v

281
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5. log,u* =zlog,u;z € R
6. Férmula de cambio base de los logaritmos log, b - logya =1

Definicién 3.4.24 Se llama logaritmo natural o neperiano ' a la funcién inversa de
exp(z) y se denota por Inz.

En particular, se cumplen las identidades:
In(e”) = x, para todo x € R.

In

e™® =g, para todo x € RT.

Valores de referencia

a’ =1 <= log, 1 = 0.

a' =a < log,a=1.

3.4.8. Relacion entre las diferentes funciones exponenciales

La funcién e® tiene la importante propiedad de ser igual a su derivada. Lo que, desde el
punto de vista del célculo diferencial, la hace muy facil de manejar. ademads, cualquier otra
funcién exponencial puede definirse en términos de esta.

a® = e(ln a) T

Andlogamente, todo logaritmo en base a puede expresarse en términos del logaritmo na-
tural.

Inz
log, z = —.
Ina

Teniendo esto en mente, podemos limitarnos a trabajar con las funciones exponencial y
logaritmo en base e.

3.5. Ejercicios resueltos

1. a) Demuestre que log, b -log,a = 1.
X —_—

a
b) Demuestre que h’m0 =log.a =Ina.
r—

et —1
¢) Demuestre que lim
r—0 €T
a® —b*
d) Calcule lim .

z—0 T

=1.

! John Napier (1550-1617)
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Solucion:

a) Sea x =log, by y = log, a. Entonces, por definicién de funcién inversa tenemos
que:

a*=b , VW=a.

Por tanto, (bY)* = b , como la funcién exponencial es inyectiva tenemos que
xy = 1, que es lo que queriamos demostrar.

b) Por continuidad, a® — 1 cuando x — 0. Entonces, f(z) = a® — 1 — 0 cuando

1
mHO,yg(m):ﬁ: — 1—>oocuand0x—>0.
x a® —

Como a* =1+ f(x), z =log, (1 + f(x)). Asi,

a® —1 /()
7 log, (1 + /(@)
1
log, (1+f(=))
f(z)

1

log, (1 + f(2)) 7%)
1

log, (1 + ﬁ)g(l’)

Asi,
,oa® —1 B 1
lim = lim T .
20w et log, (14 L))

En virtud de la propiedad de la funcién g y del limite relevante 3.4.21, tenemos

que:
, Lo , 1\?
Im(1+——=)9 =1m (1+-) =e
@=0"  g(z) 900 g
Por tanto,
L, oat—1 1
lim = = log, a.
=0 log, e
¢) Si en particular a = e, entonces,
r—1 1
lim &= = ~1.

a—0 =  log.e
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3.6. Las funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas que son ciertas combinaciones de la funcién exponencial €%,
aparecen en muchas aplicaciones.

Definicién 3.6.1 Se definen las funciones seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico, tangente
hiperbdlica y cotangente hiperbdlica por las respectivas férmulas:

et —e™ " et +e %
senhw:T, coshy = ———
- senhx e*—e™7* - cosher eF+4+e™ 7
anhz = = cotanh x = =
coshz e*+e 2’ senhxz e* —e @
1 2 1 2
sech © = = , cosech x = = .
coshx e?+4e7® senhz ¥ —e™ 7

Todas ellas estan definidas para todo = en R, excepto la cotanh x y la cosech x que
no estan definidas para x = 0.

La relaciéon fundamental de estas funciones y que, en parte, justifica su nombre es:

cosh? z — senh 2z = 1 (3.9)

La cual puede verificarse mediante un célculo directo. Si escribimos: £ = cosht, y =
senh ¢, la relacién (3.9) puede escribirse como

a2t —y? =1, (3.10)

lo que nos dice que, cualquiera sea el valor de t € (—o0,0), el punto (z,y) = (cosht, senh t)
se mueve a lo largo de una rama de la hipérbola (3.10), la que se encuentra en el primer
y cuarto cuadrante.

Las funciones hiperbdlicas satisfacen algunas propiedades similares a las de las trigo-
nomeétricas como veremos en los siguientes teoremas.
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Teorema 3.6.2 Teorema de adicion
Para todo a,b € R, se tiene que:

cosh(a +b) = coshacoshb -+ senhasenhb
senh (a +b) = senhacoshb+ coshasenhb.
cosh(a —b) = coshacoshb— senhasenhb
senh (a —b) = senha coshb — coshasenhb.
Demostracion:
COSh(a N b) _ eatb + e—(a+b) B e%eb + e—Ge—b (3.11)

2 N 2
Por otro lado:

coshz + senh x = e® coshz — senh z = e ”.

Reemplazando estas igualdades con x =a, b,—a,—b en (3.11) se obtiene el Teorema. [J

Paridad de las funciones hiperbdlicas

= Coseno y secante hiperbdlicas son funciones pares, asi:

cosh(—z) = cos(x), sech (—z)=sech (x); paratodo € R.

= Seno, tangente, cosecante y cotangente hiperbdlicas son funci impares, por lo tanto:

sinh(—z) = — sinh(x) tanh(—x) = — tanh(z)
cosech (—z) = —cosech () cotanh (—z) = —cotanh ()

Identidades de las funciones hiperbdlicas
2 2 2 1
cosh®x —senh“z =1 senh” z = §(COSh 2z — 1)
2 2 2 1
tanh® x 4+ sech “z =1 cosh”z = i(cosh 2¢+1)

cotanh 2z — cosech 2z =1  cosech 2z — sech 2z = cosech ? x sech 2 z

tanh z + tanh y
tanh = tanh(z —y) =

tanh z — tanh y

senh(x 4+ y) + senh(z —y) = 2senhx coshy  senh(x + y) — senh(z — y) = 2cosh xsenhy
cosh(xz + y) + cosh(x — y) = 2 cosh x cosh y cosh(z + y) — cosh(z — y) = 2senh z senh y
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senh(z + y) senh(z — y) = senh? x — senh? y = cosh? z — cosh? y

cosh(z + y) cosh(z — y) = senh? 4 cosh? y = cosh? z + senh? y

1 1

senh 2 + senhy = 2senh 5(1‘ + y) cosh 5(:5 —y)
1 1

senh 2 — senhy = 2 cosh 5(@" + y) senh §($ —y)
1 1

cosh x 4+ coshy = 2 cosh 5(1‘ + y) cosh 5(1‘ —9)

1 1
cosh z — cosh y = 2senh 5(1‘ + y) senh 5(@" —y)

senh 2z = 2senh x cosh x cosh 2z = cosh? z + senh? x
2 tanh
tanh 2z = Lﬁ
1+ tanh“ x
hE =/ eosha — 1) hE = 44/ L cosha 4+ 1)
sen 5 = 5 cosh x cos 5 = 5 cosh z
tanh T coshz — 1 tanh x senh x

2 senh x 2 - coshzx +1
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Graficos de las funciones hiperbdlicas
A continuacion se muestran los graficos de las funciones hiperbdlicas.

-2 -1 1 -2 -1 1 -2 -1 1
-1 4 -14+< =T Pode
-2 - -2 - -2 -
(a) senh(z) (b) cosh(x) (c) tanh(z)
/\ 1+ e ) \
L I S/ I S R
-1 4 -1 4+ Pode
(d) sech (x) (e) cosech () (f) cotanh (z)

Figura 3.44: Funciones hiperbdlicas

3.7. Las funciones hiperbdlicas inversas

Teorema 3.7.1 Las funciones hiperbdlicas inversas.

Las funciones hiperbdlicas senh x, cosh z, tanh z, cotanh x, sech x, cosech x tienen inversas
que denotaremos respectivamente por:

arcsenh x, arccosh x, arctanh x, arccotanh z,arcsech z, arccosech x.

Demostracion:

1. Del estudio del grafico hemos visto que senh x es estrictamente creciente en todo
R, por tanto inyectiva con recorrido igual a R. Asi, existe su funcién inversa de
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R en R. Calculemos su expresién analitica:

x —X

2

2 T

— e

2y 4 /4y? + 4
2

y = senhz < y= = 2y=e

2ue® = e 1= e et —1=0<= ¢ =

e’ = yEVyt+1
r = In(y++y?+1), Pues y — /9?2 —1<0. Asi,

arcsenh z = In(z + V22 + 1).

En cambio la funcién cosh z no es inyectiva sobre R. Puede invertirse sobre [0, +o0]
0 |—00,0] . Para obtener la férmula de esta inversa se sigue un procedimiento similar
al hecho para arcsenh y se obtiene una de las dos posibilidades:

» y = arccosh x = In(x + V2 — 1) , con dominio [1, +o0o[ y recorrido (0, +00) .

= Si se invierte sobre | — 00, 0] , entonces y = arccosh z = In(z — v2? — 1), con
dominio [1, +o0o[ y recorrido | —o0,0] .

1.1
2. arctanhz = —In t
2 1

para z € (—1,1)

1
T ] para z € (—o0,—1) U (1, +00). O

3. arccotanh x = 3 In
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-3 L1 L3

(d) arcsech (z) (e) arccosech () (f) arccotanh (z)

Figura 3.45: Funciones hiperbdlicas inversas

Formas indeterminadas exponenciales el cdlculo de limites que involucran a las
funciones exponencial y logaritmo pueden conducir a formas indeterminadas exponenciales
de uno de los siguientes tipos: 0%, 1%° y oo

Estas pueden ser tratadas usando que e€” es la inversa de Inz. Entonces,

lim g(z) - 1In f(x
ltm f2)/@ = i eo@ @) _  [J5 () ()

Usando la continuidad de la funcién exponencial

Asi, debemos calcular lim[g(x) - In f(x)] quedando, en general, una forma inderminada

algebraica.
Los ejemplos y ejercicios de este tipo de limites se veran en la seccion 4.4.
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del binomio, 7
Fracciones Parciales, 513
Fracciones parciales, 95
Frecuencia
de la sinusoide, 230
natural, 487
Friccién, 488
Funcién, 111, 113, 176
acotada, 111
arcocosecante, 260, 331
arcocoseno, 259, 329
arcocotangente, 259, 330
arcosecante, 260, 331
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arcoseno, 259, 328
arcotangente, 259, 329
Beta, 709
cero de una funcién, 112
circulares o trigonométricas, 200, 202
comparaciéon usando limites, 158
céncava, 322
concavidad, 357, 363
constante, 109
continua, 175, 177
continua a tramos, 177
convexa, 322
cosecante, 209, 211
coseno, 203
cotangente, 209, 210
creciente en sentido amplio o creciente,
111
cuadratica, 109
de Bessel, 787
decreciente en sentido amplio o decre-
ciente, 111
derivable, 297
derivada, 297
diferenciable, 297
estrictamente creciente, 111, 182, 321
estrictamente decreciente, 111, 321
exponencial, 268
extremo, 112
Gama, 708
hiperbdlicas, 280
identidades, 281
paridad, 281
hiperbdlicas inversas, 283
igualdad de funciones, 110
impar, 113, 131
infimo, 198
inversa, 133
inyectiva, 114, 132
lineal no constante, 109
logaritmo, 276
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maximo, 112, 316, 333, 334
minimo, 112, 316, 333, 334
mondétona, 111
par, 113
parte entera, 112, 184, 261
periddica, 113, 224
polinomial, 109
punto de inflexion, 333, 334, 358
racional, 109
representacion grafica de funciones, 116
secante, 209, 211
signo, 196
sinusoidal, 229
sobreyectiva, 114
supremo, 198
tangente, 209
asintotas, 252
limites, 252
trascendente, 199
trigonométrica, 200, 202
derivadas, 303
identidades bésicas, 212

Galileo, 391
Geometria analitica, 374

Hipérbola
asintotas de la, 386
ecuacion, 384
equilatera, 386
focos, 385
hipérbolas conjugadas, 386
vértices, 385
Hipocicloide de cuatro vértices o astroide,
439
Hoja de Descartes, 429

Identidades
de funciones trigonométricas, 212
funciones hiperbdlicas, 281
Igualdad de funciones, 110
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Inecuacién

de segundo grado, 21
de tercer grado, 22

Infimo, 47-49, 52-55, 57
Integracién

de f(x)=aP(az™+b)?p,q,n € Q., 546
de funciones irracionales simples, 544
de funciones racionales, 512, 516

de funciones racionales de z y v az? + bz + c,
549
de funciones trigonométricas, 524
de funciones trigonométricas inversas, 534
P(Inz)dz; donde P(z) es
un polinomio, 540
del tipo /P(aj)(ln x)"dx., 542

del tipo /

P(z)a*dz, donde P(z) es
un polinomio, 539

del tipo /f(a"”) dz., 538

del tipo

del tipo /x"(lnx)mdw; m e N, ne

Z., 541
férmulas béasicas de, 495
fracciones parciales, 516
métodos de
férmulas de reducciéon, 505
fracciones parciales, 512
numeéricos, 678
por partes, 497
por substitucién, 497
substituciones hiperbdlicas, 536
substituciones trigonométricas, 531

Integral

de Riemann, 555, 564, 574, 600, 691, 722
célculo de integrales, 570
propiedades, 594

definida, 561, 564
inferior, 563
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superior, 564 limites laterales, 150
eliptica, 675 Logaritmo natural o neperiano , 278
de primera clase, 676 Lugar geométrico, 380

de segunda clase, 676

de tercera clase, 676
impropia, 691

convergente, 692

de primera clase, 691 =
de segunda clase, 699 Minimo, 316, 333, 334

divergente, 692 Problemas, 458
indefinida, 493, 494 Movimiento oscilatorio
amortiguado, 488
amortiguado y forzado, 488
conservativo, 488

Maéximo, 316, 333, 334
Problemas, 458
Media
geométrica, 93

ejercicios, 504
propiedades, 497
particion, 561
Interseccién de dos curvas, 376

Ntmero
Intervalo e, 85, 267
no acotado, 49 algebraico, 199
acotado, 49 irracional, 265
real, 3, 11, 45
Kepler, 390 densidad, 15
Leibniz, 327 ’ trascendente, 199
Lemniscata de Bernoulli, 402, 403, 447, 451 Ntdmeros
Lemniscata de Gerono, 436 reales, 3
Ley de Tricotomia, 11 Ordenada, 116
Limite Ovalos de Cassini, 452
a la derecha, 150
a la izquierda, 150 Parédbola
de una funcién, 150 directriz, 388
interpretacién geométrica, 154 ecuacién, 387
polinomial, 146, 147, 156 Paridad
racional, 147, 156 de las funciones hiperbdlicas, 281
tangente, 252 Particién de un intervalo, 594
trigonométrica, 248 Pendiente, 378
de una sucesién, 69, 73 Periodo, 233
interpretacién geométrica, 73 de funciones seno y coseno, 204
limites finitos en un punto gy, 149 Potencia
limites infinitos, 138, 141, 145 de exponente cero, 263
limites infinitos en una vecindad de z, de exponente entero negativo, 263

142 de exponente entero positivo, 262
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de exponente irracional, 266
de exponente racional, 263
de exponente real, 268
Principio
de Arquimedes, 49
de induccién, 64
del buen orden, 64
Problemas
de anélisis de curvas, 404
de areas y volumenes de sdlidos de re-
volucion, 668
de continuidad de funciones, 183
de derivadas, 305, 332
de diferenciales, 476
de ecuaciones
con valor absoluto, 38
de funciones
exponenciales, 278
logaritmicas, 278
trigonométricas, 216, 228
de gréficos de funciones, 354
graficos de funciones, 118
de inecuaciones, 25
con valor absoluto, 38
de integrales, 630
elipticas, 683
impropias, 710
de limites
de funciones de variable continua, 159
de funciones trigonométricas, 260
de sucesiones, 87
usando regla de L’Hopital, 350
de longitudes de curvas, 653
de maximo y minimo, 458
de polinomios y series de Taylor, 803
de series
de funciones, 780
numéricas, 752
de supremos e infimos, 52
Producto, 178
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Progresion
aritmética, 64
geométrica, 65
Propiedad
arquimediana de los nimeros reales, 45,
50, 52
de Tricotomia, 11
Punto
critico, 322
de inflexién, 326, 333, 334, 358

Raiz
existencia de raices, 264
g-ésima, 263
Radian, 202
Rapidez del movimiento, 483
Razén de cambio, 476
instantanea, 476
promedio, 476
Recta
normal, 295, 296, 305
pendiente o inclinacion, 378
que pasa por el origen, 377
secante, 294
tangente, 305
Referencia
ceros y signo de las funciones seno y co-
seno, 208
limites de funciones trigonométricas, 248
valores de referencia de seno y coseno,
209
Regla
de Barrow, 612, 694, 702
de I’Hoépital, 341, 350
de la cadena, 302, 311
de Simpson, 680
del trapecio, 678
Resolucién de ecuaciones algebraicas
de grado mayor o igual a 3, 17
de primer grado, 6
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Roce, 488
Rosa

de n pétalos, 453
de cuatro pétalos, 430, 453

Solido de revolucién, 660
Serie

absolutamente convergente , 742
armonica, 741

armonica alternada, 741
binomial, 798, 810

condicionalmente convergente , 742

convergente, 732

criterios de convergencia
Abel, 743
comparacién, 736
comparacién al limite, 737
condicional, 742
de la raiz, 739
Dirichlet, 743
integral, 734
Leibniz, 740
razén o cuociente, 737

de coseno, 797

de funciones, 767
puntualmente convergente, 769

uniformemente convergente, 769

de Maclaurin, 795

de potencias, 773
armoénica, 776
armonica alternada, 776
convergencia, 773
diferenciacién, 772
integracién, 771
intervalo de convergencia, 775
producto, 780
radio de convergencia, 775
suma, 780

de seno, 798

de términos alternados, 740
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de Taylor, formal, 793
divergente, 732
criterio de divergencia, 733

exponencial, 795

Gauss, 752

geométrica, 83, 733, 798

geométrica de razon r, 84

hiperarménica, 736

Kummer, 751

multiplicacién de series de términos po-
sitivos, 745

numéricas, 732

Polinomial, 765

producto, 747

Raabe, 752

suma, 732

suma parcial, 732

término general de, 732

Sucesioén, 65

acotada, 66

convergente, 74

convergente no monotona, 73
creciente, 65

de Fibonacci, 96

de nimeros reales, 63
divergente, 67, 74
estrictamente creciente, 65
estrictamente decreciente, 65
monoétona, 66

monotona acotada, 69
monotona no acotada, 67

Suma

de Riemann, 561, 562, 648, 678, 766
inferior, 558
superior, 558

Supremo, 4649, 53-57

Teorema

de Bolzano - Weierstrass, 179, 192
de densidad de los ntimeros reales, 15
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de la funcién inversa, 326
de recurrencia, 64
de Riemann, 744
de Rolle, 317, 318
de Taylor, 792
de uninicidad del limite de una funcién,
153
de Weierstrass, 181, 192
del coseno, 237, 239
del seno, 237, 239
del valor intermedio, 185
del valor intermedio o de Darboux, 180
del Valor Medio
para integrales, 599, 600
del valor medio de Cauchy, 341
del valor medio de Cauchy, 319
del valor medio de Lagrange, 318
interpretacién fisica, 318
del valor medio para dos funciones, 319
Fundamental de Célculo, 611
unicidad del limite, 74
Torre de pie
accesible, 246
inaccesible, 246
Traslacién de los ejes de coordenadas, 392
Tricotomia, 11

Valor absoluto, 34-36, 38—40, 42
Vecindad de un punto, 141
Velocidad, 483

inicial, 484

instantanea, 483

media, 483



