Capitulo 5
Teorema del Binomio

5.1. Factoriales
Definicién 1

Sea n € NU {0}. Vamos a definir inductivamente n! (se lee n factorial) mediante

1) ol=1
2) (n+1)!=nl(n+1)
Ejemplo 1
3I=2-3=1.2.3=0'-1-2-3=1-2-3=6
nl=n—-1)'n=mn-2)-(n—1)n=11-2-3- - - - (n—2)(n—1)n
nl=1-2-3----(n—1)n

5.2. Coeficientes Binomiales
Definicion 1
Sean n € N, k € NU{0}. Se define el simbolo (Z) ,(se lee " n sobre k") mediante

() -{ e ¥ be

0 si k>n

Ejemplo 1

5 59 1.-2.3-4-5 2
= = :1’ =
(3) o3~ 1.2.1.2.3 0 (3) 0




n n! n n!
= = 1, ( ) = - ].,
(O) n! - 0! n 0! n!

n n! n—1)n
(1) T D1 ((n—ll))! -

Notacion.

Tambien es usual denotar al coeficiente binomial (}), por C}

Propiedad 1

ny n-(n—=1)- - - -(n-k+1)
vksm, (k;)_ 1-2:3- - - -k

Notese que, en ésta fraccion hay en el numerador & factores decrecientes a partir de
n, y en el denominador, los mismos £ factores crecientes a partir de 1.

Demostracion.

(n)_ n! 123 - (n—k)n—-k+1)- - - (n—1)n
k) (n—kNk'  1-2-3---(n—k)-1-2-3- .- -k
~n-(n—=1)- - - (n—k+1)
o 1-2.3.- . . .k
Ejemplo 2

) 5-4-3
= :1
(3) 1-2-3 0

Propiedad 2
D ()=
2 (1) + (kil) - <ZE)

2 1(1) = (171) ke

Demostracion.

VEk <n,

n n! n! n
D ()= B (R =R (ne i)



n n n! n!
2) Q)+(k+1):(n—mmf*m—k—nuk+n!

o kdlan—k nl(n +1)

(n—k)(k+1)! [n+1—(k+D](k+1)

_(n+1
\k+1
n! (n—1)!n

3) k(k):k(n—k)!k‘!:k(”—k>!(k_1)!k

:”m—%ﬂé{1y:"(zii>

V k > n, es inmediato.

El cuadro de nimeros que aparece a continuacién se Ilama triangulo de Pascal, que,
como veremos se puede expresar mediante los coeficientes binomiales.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1

(7)
(1)
(V)

Observemos que las propiedades de los coeficientes binomiales se cumplen en éste
ultimo cuadro, tales como la propiedad 1)como la 2) por ejemplo: la propiedad 1)
se encuentra en cada linea del triangulo y la propiedad 2) para construir una fila en
base a la anterior, exceptiandose el primer y Gltimo elemento de la fila, es decir
supongamos construido el triangulo hasta la cuarta fila , cada elemento de la quinta



fila (excepto el primero y ultimo que son 1) lo construimos sumando los dos
nameros inmediatos a €l en la fila precedente, asi:

) 0)=0) 0)6)=6) () ()=6)-

Demostrar que

Demostracion.
Partiendo del primer miembro, se tiene

G020+ () =16 )+ G+ (o)
(" ()= ()

() ()= )+ () - (8)
0 () (") () - (1) () - ()

El ejemplo 4, nos sugiere la siguiente propiedad

(") =0

k=0

Propiedad 3

Demostracion.

S =) ) () ()
_ (211)+(”;1)+(";2)+ o +(?nn—1)+(2§)



()= () 00) =02+ G = G

Propiedad 4

Demostracion.

i(f) Zi(f) pués (l;) =0 cuando k <r

k=0 k=r

. . "~ [k 1
Entonces vamos a demostrar por induccién que E ( ) = (ni_ 1 )
T T
k=r

1
k 2 1 2
i) Para n=1,se tiene E()z( )@()z() lo que es
c—\r r+1 1 2

verdadero. Note que r en éste caso no puede tomar otro valor que no sea 1.
ii) Seavalido para n, con n > r luego se cumple
" [k 1
Z( ): ("+ > (H.I.)
—\r r+1
Por demostrar para n + 1, 0 sea que
n+1
k n+2
>()-Ch) @
N T+

En efecto



5.3. Teorema del Binomio

Teorema.

Sea n € N,y a,b reales. Entonces,
(a+b)" = (n) a"Fpk

Demostracion.

Por induccién.

i) Paran=1, (a+b)= i(;) a7 s (a4 b) = <(1)>a—|— (Db

k=0
que es verdadero.
ii) Sea valido para n o0 sea se cumple que,

n

(a+0)" = Z (Z) a"Fpk (H.I.)

k=0

Por demostrar para n + 1, esto es

n+1
1
(a+b)n+1 _ Z (n_l: )an—‘rl—kbk (T)

En efecto,

n

n+l n n—ky k
(a+b) —(a-l—b)ko(k)a b

N oy
_ ;(k)a +l-kpk | ;(k;)a kp k1

—_

gt zn: (n) L \ (”) L SRS
=k ok

il

S

gt zw: (Z) Q" ikpk 4 Z (k; ﬁ 1) a"—(k=Dpk 4 pntl
k=1 k=1



_ gt Z[(:) N (kil)]anﬂfkbubnﬂ
k=1

_ gt i(n;: 1) antiokpk oy prl
[

= +

S

1) a/n+1*k bk
k=0

Propiedad 5

2 ()=

k=0

Demostracion.

D (a=8) =[a+ (=0 =3 (}) (=D
=0
B n B LT an_
=2 (et

2) Eligiendo a = b =1 setiene

1+1)" = i(:) 17k 1k o i(Z) — on

k=0 k=0

5.4. Ejercicios Resueltos

3 1
1. Eneldesarrollo (=z* — —)°. Hallar:
2 3x

a) El quinto término.
b) El término que contiene a z°.
c) Eltérmino independiente de .

Solucién.
El término de orden & + 1, en éste caso esta dado por



Tiy1 = (Z) (23;2)916( _ :%)k — (Z)(;)9k( _ %)kx183k, (1)
Por tanto:

. L 9\ 3. 1
a) Elquintotérmino = k+1=5 < k=4 = T; = (4)(5)0( — §)4x6

13 -
b) En (1), se debe tener que 18 —3k =5 < k = 3 lo que nos indica que no
existe tal término pués k& no puede ser fraccionario.

c) De igual forma que en b), se debe tener 18 — 3k =0 < k =6 lo que en este
caso si existe tal término que resulta ser

1= (5) 3P~ 3 = 15

2. Encontrar el coeficiente de z", en

(1—z+2%)(1+ D

Solucion.
Note que
(1 —r+ 1.2)(1 + x)2n+l — (1 + $)2n+1 _ $(1 + $)2n+1 + xQ(l + x)%ﬂ
Debemos buscar el coeficiente de: z”, z" 'y 2" 2en (1+ z)*"*!, asi
2 1 2 1
El coef. de z"en (1 + z)*" ' es ( n ), el coef. de " 'es ( m )
n n—1
2 1
yelde z" 2es ( nt )
n—2
.. 2 1 2 1 2 1
Por tanto el coeficiente de z" resulta: ne — n + nt
n n—1 n—2

: 1 -
3. Si z"seencuentra en el desarrollo de (z + —)", hallar su coeficiente.
T

Solucién.

n

oo 1 =B ()b B ()

k=0 k=0
n—r
2

El exponente de = tomard el valor » cuando n —2k =r & k =



n

luego el coeficiente pedido resulta ( T_lr
2

) , solo hay solucion si n — r es par 0

cero.

4. Probar que los coeficientes de 22 y 3 en el desarrollo de (22 + 2z + 2)" son:

2n1In2y %n(n2 —1)2n L

Prueba.
n n k
2420 4+2)" =S (1) 2k (a4 22)" = ; 2”"“(%)?’” FH
(" +22+2) M(k) (# +22) ko;(/{) i)o "
n k n k i e
20

Para obtener el coeficiente de 22 se debe tener %k + j=2; j < k esto es para:
j=0,k=2y j=1,k =1 portanto dicho coeficiente resulta ser

)7+ ()() 7 -

De igual manera para el coeficiente de 23, k + j = 3; j < k esto es:
j=0,k=3y j=1k =2 portanto

() (3) 2+ () (?) 2! = gn(? - 1) 2!

5. Demuestre que

Solucion.

n k‘ n n kﬂ_n! n
PRI R RN o P
k=1 (kq) k=1 (n—k+DI(k—1)! k=1

1) 1
=n+n-1)+ - +2+1—Zk——n+ _(n;— )

6. Encuentre el valor de n, si (n " 2) ~10

Solucion.



Por la propiedad simétrica (,",) = (}) = ”(”2_1) =10en’?-n-20=0=

ny =5 Y ng = — 4, entre estas dos soluciones solo se considera n = 5.
1 12
7. Encuentre el término central de (:1: + —)
X
Solucién.

" - -
Notemos que (a: + —) tiene 13 términos, luego el término central resulta el
X

séptimo es decir para £ =6 en

12 1 12 12
Thi1 = < . )x”"“(;)k = ( . )x”‘% por tanto T} = ( o )

8. Hallese la relacion que debe existir entre ry n, para que los coeficientes de los

términos de lugares 3ry r+ 2 en el desarrollo de (1 + x)Q”, sean iguales.
Solucion.
2 21 .
En el desarrollo (1 + ) ”’zgo(g)xk; el término de lugar 3res para

k =3r—1 yeltérmino de lugar r» +2 espara k£ = r + 1 luego se debe cumplir
que

(3%1) = (ffl) A (3%1) = (%—?gr—l)) = (fﬁl) e2n-—3r+l=r+l

de donde n = 2r.

9. Demuestre que

(2n) 1-3-5---(2n-1)

n!

Demostracion.
(2n) @) 1-2-3---n(n+1)---(2n—-1)-2n

n n!n! n!n!
1-3-5---(2n-1) 2-4-6---2n
N n! ' n!
135 - @n-1),, 1-2:3- - n

n! n!



_ 135 - (2m-1),,

10. Demostrar para Vn € Z*,

a) n(l+x)" ( ) ( ) ,+n(2)mn71
) 12( )+22(Z> ( )—n2”‘1+n(n—1)2”—2
0 1(2)-2(2) =3 () o

Demostracion.

1 n—l_nil n—1 k
) (ot =3 (")

k=0
n(l+z)" ! = :;;n<n ; 1)301@
_HM k
T -1k
= n(n —1)!
T [n—l—((k—ll)]!l;k . kz —W
:;k(;) = (T) +2(2)$+ C +n(2)xn71
b) Z( )¥ g(’HkQ (Z)zgk(Z)JrZ;k(k—n(Z) (%)

Para la primera sumatoria, haciendo x = 1 en la parte a) se obtiene
n
Y k(})=n2""!
k=1

Para la segunda sumatoria

S k(k Zk —1( ) (k:+2)(k:+1)<k22>

k=1 0

:
w

B
Il



l\D

— n!

(k+2)(k + 1)(n "k —2)l(k+2)!

™

l\')

n—

- n(n—1)(n —2)!
— k:o(k+2)(k+1)<"_k_2>!(k+2)!

n—2 n_2 =
— n—l kz_; n_ _2 (k‘) n(n_l)k—0<
=n(n—1)2"?

Luego, remplazando en (x) resulta

n

Z(Z)k2 =n2" ' 4 n(n—1)2"2

k=1
c) n(1+x)n1:nzin n-l xk:zn:n n-1 gh1
k=0 k o \k—1
~ nn-1D'k % kn! =
TR0k T L=k
"\ /n
= k k1
(1)
Haciendo = = — 1 setiene; 0 = ank(};‘)( —1)*! de donde
k=1
(=205 +3(5) - +(=D"(n)(}) =0
n 2 2n
11. Demostrar [ Z(Z)} =30
k=0 k=0

Demostracion.

Se sabe que kZ:J(Z) =2" & [ i(Z)FZQQ": %(2:)

12. Usando la identidad (1 4 2)*" = (14 z)"(x + 1)", demuestre que

(e (- 22

(n!)




Demostracion.

n

!
Como (14 z)™ = Z(?)xk el coeficiente de =" es (2n) _ 2o (1)

=0 n

Por otra parte el coeficiente de x" en

e =20 2 (0) =R R0

=0 J k=0 =0

se obtiene para k= j,con ky j=0,1,2,...,n por tanto dicho coeficiente en

este caso resulta
n\ 2 n\ 2 n\ 2
C e )
(o) +(1) =+ () )

Como (1) y (2) ambos, son coeficientes de =™ entonces

(0) + (D) e () =

13. Demostrar:
9 3(1) #2() () ()
o ()+(0)+()+ =+ +(5)+
Demostracion.
R ) s Y e > A
por otra parte

(1+2)" = Z(")xf 2)

=0 \J

multiplicando miembro a miembro (1) y (2) resulta

e =3 Y () (1) et

k=1 j=0

Ahora, el coeficiente de z"'en n(1+ z)*" 'es

n(2:,_—11> _ n(Znn— 1) (3)



en ZZk( >( ) 2" 1 seobtienepara k+j—1=n—1< k+j=n

estoes: k=n Aj=0k=n—-1Aj=1;-- - k=1 ANj=n—1.

luego dicho coeficiente es

"G)o) eI ) ()G

y por la propiedad simétrica

GG eI )G 1 ()6)

es decir: 1(7;)2—1—2(7;)2-1— SRR —|—n(z>2 (4)

finalmente (3)y (4) representan al mismo coeficiente, en este caso de ™!

entonces
2 2 2 m—1
(1) 2o (™
1 2 n n

b) De inmediato

wai ()4 (3)-()+ ()=
() = () ()

14. Probar que:

(D) +(D)+a () -+ =)+ ra(i) oo

Prueba.
Previo estableceremos que:

S, = 7;) —Q(Z) +3(§) + -+ (= 1)”‘%(2) =0, para lo cuél

n—1

snzkij(— ’“k( )_nz (Z i)_ng(n:)(_l)k



(1) +3(3) #o(5) -

o(3)a(5) +o(3) - =

y de aqui: (?) +2(Z) +3(§) +4(Z) + - - - - = 2A pero sabemos que
(D)+203) +3(5)+ - n(}) = 2k(}) = n2 eercicio 0

entonces A = n2"2, luego

(1) +3(5)+5(5)+ - =2(5)+a(}) +o(F) + - =n2?

15. Demuestre que:

33 ORTHESTEEd 3 36
Demostracion.
() -2 20) () -6
=2 12" — 1)

S5 () -5Eh () =S (S0

k=1 k=1 k=1

N %{(1 +3) 12" 1)) = %(4" -2 =2""1(2" - 1)

16. Demuestre que:

(g)2+2(?>2+3(g)2+ T —|—(n—|—1)(2)2 = (n;;Q(ZL(Z_nl;l)!

Demostracion.
Notemos que

() +o(0) a() s on(7)' -



(1) +2(o) () o () 1) = Q)+ ()
() (2

Observemos que se han ocupado los resultados de los problemas 13.a) y 12.

17. Demuestre que el coeficiente del término central de (1 + z)*", es igual a la suma

de los coeficientes de los dos términos centrales de (1 4 z)*""

Demostracion.
P . 2
El término central de (1 4 z)*" se obtiene para k =n = ( n) es el coef. del
n
término central.

Analogamente en (1 + z)*" " los términos centrales se obtienen para

2n—1 1 2n —1
k= ——=n-1 ara k=
2 g~ T Y P 2

coeficientes son respectivamente:
2n —1 2n —1 2n—1 2n—1 2n
y luego + = .
n—1 n n—1 n n

18. Demostrar que:

1
+ 3 ="m con lo que sus

a) ki_o(k + 1)(2) o = (1+ x)”_l[l + (n+ 1)z]

0y S 2k +1)(™) 5 = 671 (10n + 6
> () (100 +6)

Demostracion.

n n n

) S-S50
= wn n-l x x)"
; (k:—l) (14 a)



=n(l+z)" e+ (1+2)"

=(1+2)" 1+ (n+1)

n

b) Z(2k+1)(:)5k: i(k+1)(2)5k+§:k(7;)5’f

k=0 k=0

Para la primera sumatoria se hace x = 5, en el resultado de la parte a)

1
= 6""'(5n + 6) +n2(k 1)5’€

k=1

=6""'(5n+6) + Z( >5k+1

= 6" (5n+6) +5n(1+5)""" =6""1(10n + 6)

19. Demostrar que
n _ n—1
(a+ kd)<k) = (2a + nd)2

Demostracion.

n n n n

S ka)(y) = o () +a k() e e (101

k=0 k=0 k=0

n—1
-1
=a2" +dn (n ) =a2" +dn2"' = (2a + nd)2"?

20. Demuestre que

@O+ ()G = e

Demostracion.
o @rn =3 (3) 3 (F)e =2 3 (p) ()=

(14 2)™ = Z Z(n) (n) z"TF~ en esta expresion por una parte el




. 2 : . :
coeficiente de 2" ! es ( nl), por otra parte el mismo coeficiente se obtiene

para
n+k—i=n—1< i—k=1 loque se dapara los siguientes casos de i y

kE:k=0ANi=1k=1ANi=2,....,k=n—1 A i=n dedonde resulta

que, éste coeficiente es (g)(?) + (?)(;) b (ni1>(2)

como ambos nimeros son el coeficiente de =", entonces deben ser iguales, asi

@O+ ()G = e

21. Demuestre que

2%4—2 (Z) B (n1++1;1(1+ 2)

Demostracion.

~ 1 oy < nl(n+1)(n+2)(k+1)
;k—w(k) (k+2)(n—E)E(k+1)(n+1)(n+2)

k=0

1 " /n+2
" it Z<k+2)(k+1)

= v Slies) 2 (i1s)]

~ e [ () e - 2 (003)
“ ez [ ) e -2 (000
“aeeen (e (F) 200




22. Demuestre que

2n\ (4n\  (2n (4n —2 n 2n\ (4n—4\ _yn
0 2n 1 n 2 on N
Demostracion.

Usando la identidad [ (1 4+ z)* — 1]*" = 22"(2 + x)*" se tiene

[(1—|—1‘)2 . 1]271 _ Zn (2]:/)(1 +$)4n—2k( i 1)k

k=0
2n dn—2k
() ()
= _7_0

Para obtener el coeficiente de z%", se debe tener j = 2n con lo que resulta

S ()" = () () - () ()
note que k < n.

Por otra parte el coeficiente de ", en [(1+z)* —1]*" = (2 + 2)™"z?"

2n
2 _ . /2
= Z( n) 22n=Jx?"FJ  se obtiene para j = 0 y esto dé < (?) 22 — 4"
— J

7=0

Por tanto

(o) )= () ()= () (M) ==
5.5. Ejercicios Propuestos

1. Sinplificar:

) Gt g (<>) 9 (an) Gn) ()




(n+1)! — (n — 1)

") K a
Respuesta.
a)n b)in+1) ¢ 5;‘;3)4’ d) = e n+1-1

2. Enel desarrollo

G-2%)

Determine: a) EIl séptimo término.
b) EI término que contiene a z”.
c) Lasuma de los coeficientes de los dos términos centrales.

Respuesta.
567 ) 147
a) — Db) Noexiste. ¢) — —
) 16 ) ) 16

3. Determinar el coeficiente de z!° en el desarrollo

1‘3 )
3r — —
(‘” 6)
Respuesta.

283.5

4. Encuentre el término independiente de x en los desarrollos:

a) <x—%)3n b) (:c+§)3(sc—é>5 C) (2x+1)<1+§>700

Respuesta.

a) (—1)”nf?z;”:)! b) 0 ¢) 2801

.. 1
5. Encuentre el coeficiente de — en el desarrollo de
X

(1+x)(1+é)n

Respuesta.



(2n)!
(n—1)!(n+1)!

6. Determine el valor de k si los coeficientes de z*y de z**'en el desarrollo
(3z +2)" son iguales.

Respuesta.

k=11
7. Encuentre el coeficiente de x*en:

a) (1—2z)(1+42)° b) (1+xz)(1—x)"
Respuesta.

2 5 b % n(n —1)(n — 2)(n — 7)

8. Encuentre el coeficiente de =" en el desarrollo

Respuesta.
2n
n
9. Encuentre el término central en el desarrollo

( 1>2n
T+ =
xT

Respuesta.
2n
n
10. Demuestre que el termino independiente de z en el desarrollo de
1 2
(1 + —) (1+z)"
x

esta dado por (n ;— 2)

11. Encuentre el coeficiente de z"en:- - - - - -

a 1—=z)(1+2)" b) (1+ 2z + 2*)(1+z)"



Respuesta.
2) nl(n —2r+1)
rli(n —r+1)!

(n+2)!

b)

12. Demuestre que:

9 ()0 )+ ()= (1)

b) Z;(;) _ ogntl _q

i=0
13. Si (2+ 3:1:)7 =ag+ a1x + ayx® + - - - + a,x", entonces

apr1 21— 3k
ap 2k +2

y de aqui demuestre que: ap < a1 < az < az y a4 > a5 > ag > ay

14. Calcular el valor de a, a € R; tal que la suma de los coeficientes centrales sea
igual al término independiente de x, en

a \9
)
Respuesta.
— 1 /11
a = — 3 + D)

15. Determine el coeficiente de z~2en el desarrollo

i1+ l)”

Respuesta.
— 1748.

16. Demuestre que

n+l _
() 5 (D) 3 s 0=y
17. Demostrar que
Zn:(1+4+42+ S +4’“—1)(Z) =%(5"—2")

k=1



. L 1\"
18. Determine el valor de n, para que los términos de los desarrollos (x2 + —) y
T

1 n
3 -
<a: +—2> sean iguales.
X

Respuesta.
n=4
. , . 1\"/2n
19. Pruebe que el producto de los n primeros nimeros impares es 2 n!

n

20. Demostrar Vm > n, que

D)D)+ GG = i

21. Demostrar que

12(75) —|—22(T) 4+ o+ (n+1)2(2) —9" 4 3n - 271/—1_‘_”(”_ 1)277,—2

22. Pruebe que

1(2) +2(g) +3(Z) oo +(n—1)(") — 14 (n—2)2!

23. Encuentre el valor de
4 4
(:c + \/5) + (x - \/5)
Respuesta.
2(z* + 122 + 4)
24. Sean m,n y r nameros naturales tales que: » < m 'y r < n. Ocupe la identidad

(14 2)"(1 —z)" = (1 4+ 2)™"" para probar que

(D) (DO ()G -+ ()= (")

25. Demuestre que
"~k 1 1
24+ - ) =— —1)(4 7
2(2)( +k) 15 n(n—1)(4n+17)

26. Demuestre que



1) -2 (D) +3(6) -+ () = o

27. Probar que

@G+ DE G+ + ()0 = o=

28. Demuestre que

2n 2
2n 2n
() ()
kZ:; k n
Sugerencia:determine el coeficiente de z?"en cada uno de los miembros de la
identidad y luego iguale.

(1+2)"1-2)"=1-22)"

29. Si el término del centro del desarrollo de (1 + x)*" es el mayor término, probar
que:

1
— <zr<l+ —
n -+ n
30. Sea (1+x2)2(1+m)”:Co+01x+02:c2+ -+ -y si Cy,C,Cy estan en

P.A.entonces hay sélo dos valores posibles para n, encuéntrelos.
Respuesta.
n=2Vn=3

31. Considerando el desarrollo

2n
14+z+22)" = a2t
k=0
demuestre 1) as,_r = ay

n—1
i) 25 a, = 3" — a,
k=0



