Capitulo 2

Conjuntos

En este capitulo introduciremos el lenguaje de los conjuntos y estudiaremos sus propiedades
haciendo uso de las herramientas de la logica vistas en el capitulo 1. Enunciaremos las
propiedades fundamentales de las operaciones entre conjuntos que constituyen lo que se
conoce como algebra Booleana en honor al matemadtico irlandés George Boole (1815-1864)
quien las introdujo en sus estudios de logica. Pero fué a comienzos del siglo XX con los traba-
jos del matemadtico aleman Georg Cantor (1845-1918) cuando se inici6 el estudio sistemdatico
de los conjuntos. Asi que una parte importante de las matematicas se desarrollé sin hacer
uso de ellos. Sin embargo, hoy en dia son imprescindibles. Se puede decir, sin exagerar, que
todas las teorias matemadticas se pueden expresar en términos de la nocién de conjunto.

En este capitulo comenzaremos a hacer demostraciones. Demostrar es una forma muy
especial de justificar una afirmacién. En una demostraciéon se debe dar un razonamiento
légicamente correcto que tenga como conclusién la afirmacién en cuestion. Las demostra-
ciones son similares a las deducciones que estudidaramos en la seccién 1.2.2. En matematicas
las afirmaciones, para ser consideradas validas, deben ser demostradas. Esta fuera de los
objetivos de este texto el dar una definicién precisa de esta nocion, sin embargo al final de
este capitulo haremos una aproximacién a una definiciéon de la nociéon de demostracién en
matematicas. Esperamos que los numerosos ejemplos de demostraciones que veremos le den
una idea al lector de como hacerlas.

2.1. Nociones basicas

Un conjunto es una coleccién de objetos. Usaremos letras maytsculas como A, B, X para
denotar conjuntos y letras minisculas como a, b, ¢, x para denotar los objetos. Un objeto a
que pertenece a un conjunto X se dice que es un miembro o elemento de X . Escribiremos
a € X para indicar que a es un elemento del conjunto X. En caso que a no pertenezca a
X escribiremos a ¢ X. La expresion a € X puede leerse de varias maneras equivalentes: a
pertenece a X, a es un elemento de X, a estd en X.
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2.1.1. Definiciones por comprension y por extension
Comenzaremos esta seccion presentando algunos ejemplos de conjuntos.

Ejemplos 2.1. 1. Consideremos el conjunto formado por los nimeros 1,2,3 y 4. Deno-
taremos este conjunto con el simbolo

{1,2,3,4}.

Las llaves { } se usardn siempre en las definiciones de conjuntos. Es indiferente el orden
en que se escriban los elementos de un conjunto. El conjunto anterior es igual a

{3,1,4,2}.

Cuando un conjunto se define dando la lista completa de todos sus miembros decimos
que el conjunto estd definido por extension.

2. En muchos casos no es posible o no es facil dar la lista completa de todos los elementos
de un conjunto, en su lugar se da una propiedad que satisfacen tnica y exclusivamente
los elementos del conjunto. Por ejemplo, consideremos el conjunto formado por todos
los niimeros naturales que dividen a 2346. Denotemos con la letra A este conjunto. Si
quisiéramos, podriamos dar la lista completa de todos los elementos de A, pero nos
tomarfia mucho tiempo hacerlo. Por ejemplo 2 € A, 6 € A, 7 & A, i ¢ A. Podemos
expresar la definicion de A de la manera siguiente

A = {n : n es un nimero natural que divide a 2346}.

Este tipo de definiciones, muy frecuentes en matematicas, se llaman definiciones por
comprension. Todas ellas tienen la siguiente forma

{: }

Antes de los dos puntos : (que se leen tal que) se coloca una variable (por ejemplo n, )
que denota los objetos que forman al conjunto que estamos definiendo. Después de los
dos puntos se escribe la propiedad que satisfacen tinica y exclusivamente los objetos
que pertenecen al conjunto en cuestién.

3. Consideremos el conjunto de todos los nimeros naturales que al dividirlos por 5 dan
resto 2. Denotemos este conjunto con la letra A. Podemos verificar facilmente que 7 € A
y 8 € A. Si alguien nos dice un niimero podemos, después de algunos calculos sencillos,
determinar si el niimero en cuestion pertenece o no al conjunto A. Sin embargo, no
podemos dar la lista completa de los elementos de A pues es infinita. Podemos expresar
la definicién de A de la manera siguiente

A = {n:n es un numero natural que al dividirlo por 5 da resto 2}.

Mas adelante veremos otros ejemplos similares.
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Algunos conjuntos en matematicas aparecen con tanta frecuencia y son de tal importancia
que han recibido una notacién especial. Veamos algunos de ellos: El conjunto de los niimeros
naturales se denota con el simbolo N.

N=1{0,1,2,3,4---}.
El conjunto de los nimeros enteros
7_47_37_27_170717273747"'

que esta formado por los niimeros naturales junto con sus opuestos y lo denotamos con Z. El
conjunto de los nimeros racionales, denotado con el simbolo QQ, consiste de los nimeros
fraccionarios, es decir, de las expresiones de la forma > donde n y m son enteros y m es
distinto de cero. Por ejemplo, los siguiente ntimeros son racionales

135 312 3

276 575577
Los ntimeros racionales contienen a todos los enteros, pues la fraccién de la forma 7 representa
al entero n. Por ejemplo, % es el nimero 2 y _TS es el —5.
Los nimeros reales se representan con expresiones decimales finitas e infinitas de la
forma
3,141592653589 - - - 1,414213562373095 - - -

(por cierto, el primero es una aproximacién del famoso ntiimero 7 que corresponde a la mitad
de la longitud de una circunferencia de radio 1 y el segundo es una aproximacién de v/2). El
conjunto de los ntiimeros reales se denota por R.

Teniendo estos conjuntos a nuestra disposicion, ahora es méas facil definir otros conjuntos
por comprension.

Ejemplos 2.2. 1. El orden de los nimeros enteros lo denotamos con el simbolo <. La
expresion n < m se lee “n es menor que m”. También escribiremos m > n para indicar
lo mismo que n < m. En general, también usara el simbolo < para el orden entre los
nimeros reales. El simbolo < se lee “menor o igual que”. Por ejemplo n < m indica
que n es menor que m o que n es igual a m. Esto también se escribe m > n.

Podemos usar < para definir conjuntos. Por ejemplo:
{m:meZy —4<m}

que consiste de todos los enteros mayores que -4. Observe que después de los dos
puntos se escribe la condicién que deben tener los elementos del conjunto que estamos
definiendo. En este caso, pedimos dos condiciones: que sean enteros y que sean mayores
que -4.

2. Consideremos el siguiente conjunto

{m:meQy —4<m}.

35



Notemos la similitud de esta definiciéon con la que aparece en el ejemplo anterior. Sin

embargo, estos dos conjuntos no son iguales, pues _77 pertenece al que acabamos de

definir pero no pertenece al que definimos en el ejemplo anterior (;por qué?).
. También es comun usar la siguiente notacion
{meZ: —4<m}

que de inmediato le indica al lector el tipo de objetos que forman el conjunto que se
define, en este caso, el conjunto contiene sélo nimeros enteros. Es importante que el
lector comprenda que estas dos formas de describir los conjuntos son equivalentes. Es
decir,

{m:-meZy —4d<m}={meZ: —4<m}.

. En general la forma de definir conjuntos por comprension es la siguiente: Tenemos un
conjunto X y una propiedad P. Definimos otro conjunto como sigue

{x € X : z tiene la propiedad P}.

Es decir, la definicién por comprension consiste en separar una parte del conjunto
X por medio de una propiedad: La parte de X que contiene exactamente todos los
elementos de X con la propiedad en cuestion.

. El siguiente es otro ejemplo de un conjunto definido por compresion
{reN: 3<z<8}
En este caso es facil dar una lista completa de sus elementos

{3,4,5,6,7}.

. Recuerde que es irrelevante la letra usada para la variable en las definiciones por
compresion. Por ejemplo

{reN:3<z<8={neN: 3<n<8}

Ejemplo 2.3. Considere el siguiente conjunto

A={r €Z: r=n?>—nparaalginn € {1,2,3,4}}.

El conjunto A estd definido por comprension. Sin embargo, en este caso podemos también
dar una descripcion de A por extension, es decir, podemos dar una lista completa de todos
sus elementos:

nin-—n
1] 0

2 2

3] 6

4] 12
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En resumen, tenemos que

A=1{0,2,6,12}.

Note que la frase “para alginn € {1,2,3,4}”indica que la variable n puede tomar cualquiera
de los valores 1, 2, 3 0 4 y ademas, para hacer la lista completa de los elementos de A, debemos
considerar todas esas alternativas.

O

El primer conjunto definido en los ejemplos 2.2 también suele representarse de la siguiente

manera
{_37 _27 _]-7 Oa ]-7 2a 37 4a e }

Los 3 puntos --- es la manera de decir etcétera en matematicas. El contexto debe aclarar
el significado de - --. Es importante tener presente que este tipo de notacién para conjuntos
es algo ambigua, pues presupone que el lector es capaz de inferir los otros elementos del
conjunto.

[lustraremos ahora otra manera de presentar los conjuntos definidos por comprension.
Considere el conjunto X de todos los niimeros naturales que son el cuadrado de algin
natural. Podemos expresar la definicién de X de la siguiente forma:

X ={n € N: n=m? para algiin ntimero natural m}.

Por ejemplo tenemos que 4 € X, 6 ¢ X, 9 € X, 7 ¢ X. Sin embargo, es mas frecuente usar
la siguiente notacion para describir al conjunto X

X ={m?: m e N}L

Queremos resaltar que estas dos maneras de describir la coleccién de todos los cuadrados de
nimeros naturales son equivalentes, es decir,

{n € N: n =m? para algiin niimero natural m} = {m?: m € N}.

La ventaja que tiene la segunda descripcion, aparte de ser mas corta, es que ella senala
explicitamente el procedimiento que debemos seguir para obtener todos los elementos del
conjunto. En nuestro ejemplo, el procedimiento consiste en tomar el cuadrado de los ntimeros
naturales. Podemos también describir al conjunto X usando la notaciéon ambigua que men-
cionamos anteriormente

{0,1,4,9,16,25,36,49,64, - - - }.

Con esta notacién ambigua uno espera que el lector adivine cudl es el procedimiento que
debe seguirse para obtener todos los elementos del conjunto.
Veamos otros ejemplos que usaremos con frecuencia.

{0,2,4,6,8,10,12,14, 16, - - -} {1,3,5,7,9,11,13,15,- - -}.

El lector seguramente reconocié que el primero es el conjunto de los niimeros naturales pares
y el segundo es el de los nimeros impares. Si quisiéramos evitar la ambigiiedad de los - - -
podemos describir estos conjuntos de la manera siguiente:

{2n: n e N} {2n+1: n € N}.
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A veces se usa o mas bién se abusa del simbolo de igualdad y se describen conjuntos de la
siguiente manera

{2n: n=0,1,2,3,4}.

Esta notacion quiere indicar que la variable n puede tomar los valores 0, 1, 2, 3 6 4. Tenemos

entonces que
{2n: n=0,1,2,3,4} = {0,2,4,6,8}.

Ejemplo 2.4. Considere el siguiente conjunto
A ={6,10,14,18,22,26,30,-- -}

Lo que observamos de los elementos que nos dan de A es que la diferencia entre dos con-
secutivos es 4. Por lo tanto entre el primero 6 y el tercero 14 la diferencia es de 2 - 4. Esto

sugiere lo siguiente:
A={dn+2: neNyn>1}

Insistimos que la dltima descripciéon del conjunto A es mejor que la primera.

2.1.2. Igualdad de conjuntos.

Hemos usado el simbolo de igualdad entre conjuntos de manera intuitiva: dos conjuntos
son iguales cuando tienen los mismos elementos. El concepto de igualdad de conjuntos es
muy simple pero sumamente importante en matematicas y por esta razén lo resaltamos a
continuacion.

Definicién 2.5. Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos. Es decir
A = B si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) Todo elemento de A también pertenece a B.

(ii) Todo elemento de B también pertenece a A.

Dos conjuntos A y B no son iguales si existe un elemento de A que no pertenece a B 6 si
existe algin elemento de B que no pertenece a A. Por ejemplo, si A es el conjunto {1,4,5}
y B es el conjunto {4,5} entonces A # B, pues 1 € A pero 1 ¢ B. Cuando dos conjuntos no
son iguales escribimos A # B.

Ejemplos 2.6. 1. Considere los conjuntos A y B definidos a continuacién

A = {2 : neNy0<n<3}
B = {2,0,16,54}}

Queremos saber si A es igual a B. Por la forma en que A estd definido, podemos dar
una lista completa de sus elementos como lo hicimos en el ejemplo 2.3. Tenemos que

A =10,2,16,54}
Como A y B contienen los mismos elementos, entonces son iguales.
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2. Considere ahora los siguientes conjuntos

A = {1,2)
B = {1,2,3}

Por inspeccién se obtiene que 3 € B, pero 3 ¢ A. En consecuencia, A # B.

Observe que para mostrar que dos conjuntos no son iguales basta conseguir un elemento
de uno de ellos que no pertenece al otro conjunto.

2.1.3. El conjunto vacio

Ahora introduciremos un conjunto muy especial. Consideremos los siguientes conjuntos:

{neN: 1<n<?2} {reR: r? <0}
{geQ: g<0yq>T} {reR:22+1=0}

Estos cuatro conjuntos tienen una propiedad en comin: no contienen elementos. Asi que
todos ellos son iguales (ndtese que cada par de ellos satisfacen la definicién de igualdad de
conjuntos dada en la definicién 2.5). Al conjunto que no tiene elementos se le llama conjunto
vacio y se denota por (.

El conjunto vacio pudiera parecer inttil, pero no lo es. El juega un papel tan importante
en la teoria de conjuntos como lo hace el niimero cero en la aritmética.

2.1.4. Subconjuntos

Otro concepto que estd muy relacionado con la igualdad de conjuntos es el de subconjunto.

Definicién 2.7. Sean A y B dos conjuntos, diremos que A es un subconjunto de B vy
escribiremos A C B si todo elemento de A también pertenece a B.

Simbdlicamente, A C B si para todo x € A, se cumple que x € B.
Ejemplos 2.8. 1. Por inspeccién se verifica que {1,3,4} C {1,2,3,4,5}.
2. Yasabemos que NCZ, ZCQy QCR.
3. Considere los conjuntos
A={neN: nn-1)(n—-2) =0}

B=1{0,1,2,3,4}.

Para determinar si A C B 6 B C A debemos primero conocer los elementos de A. Por
simple inspeccién vemos que 0 € A, 1 € Ay 2 € A jhabran otros? Para que un niimero
natural n pertenezca a A debe satisfacer la ecuacién

n(n—1)(n —2)=0.
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Recordemos que el producto de varios enteros es igual a cero solo cuando alguno de
ellos es igual a cero. De esto obtenemos que n(n—1)(n—2) = 0,s6losin =0,n—1 =10
6 n—2 = 0. Por lo tanto los tinicos elementos de A son 0,1y 2, es decir A = {0, 1,2}.
Ahora es facil verificar que A C B.

Por otra parte, como 4 € By 4 ¢ A, entonces B no es un subconjunto de A. Esto
usualmente se escribe

B¢ A

La relacion de subconjunto satisface lo siguiente:

Para cualquier conjunto A:

0
A

IQNIA
N

. Puede el lector justificar estas afirmaciones?
Observemos que dos conjuntos A y B son iguales si se cumple que A C By B C A. Este
hecho simple lo usaremos repetidamente y por esta razon lo resaltamos a continuacién

Para mostrar que dos conjuntos A y B son iguales, es suficiente mostrar que

ACByBCA

2.1.5. El conjunto potencia

Podemos formar conjuntos cuyos elementos sean a su vez conjuntos. Por ejemplo,

{{1},{2,3},{1,3,6}}

es un conjunto con tres elementos: {1}, {2,3} y {1,3,6}. Otro ejemplo es {} cuyo tnico
elemento es (). Observemos que () € {#} y como () no contiene elementos, entonces tenemos
que O # {0}.

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto dado A se llama el
conjunto potencia o conjunto de partes de A y lo denotamos por P(A).

P(A)={B: BC A}
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Notemos que ) € P(A) y también que A € P(A) para cualquier conjunto A.
Ejemplos 2.9. 1. P(0) = {0}
2. Consideremos el conjunto {1}. Los subconjuntos de {1} son @) y {1}. Por esto
P{{1}) ={0,{1}}.

En general, si un conjunto A tiene un sélo elemento, digamos por ejemplo A = {a},
entonces los subconjuntos de A son () y {a}. Es decir,

P({a}) ={0,{a}}.
3. Si A ={1,2}, entonces P(A) = {{1,2},{1},{2}, 0}.
4. Considere ahora los siguientes conjuntos

X = P({1,2}
Y = P({1,2,3})

Por inspeccién se obtiene que {3} € Y, pero {3} € X, pues {3} Z {1,2}. En conse-
cuencia, X # Y.

5. Si A tiene 3 elementos, digamos que A = {a, b, c}, entonces

P({a,b,¢c}) = {{a,b,c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {0}, {c}, O}

6. Notemos que P({a,b,c}) tiene 23 elementos. Un resultado general, que se vera m4s
adelante, dice que si A tiene n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos. Por
ejemplo, P({1,2,3,4,5}) tiene 2° elementos.

7. Podemos repetir la operaciéon de tomar el conjunto potencia. Por ejemplo, P(P({1})).
Para calcular todos sus elementos recordemos que P({1}) = {0, {1}}. Por esto

P(P{1})) = {{0,{1}}, {0}, {{1}}, 0}
Observe que este conjunto tiene 22° elementos.

8. El tamano de los conjuntos obtenidos al tomar repetidamente el conjunto potencia
crece con mucha rapidez. Por ejemplo,

P(P(P({1,2})))

. 22 . . p .,
tiene 22 = 216 = 65.536 elementos. Si aplicamos una vez més la operacién de tomar
el conjunto potencia, tenemos

P(P(P(P({1,2}))))
2
Este conjunto tiene 92" _ 92 _ 965536 [ntente el lector calcular este ntimero (nece-

sitard varias paginas para escribirlo).
O
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Ejemplo 2.10. Le recomendamos al lector que preste especial atencién al uso de los simbolos
de pertenencia, €, y de inclusiéon, C. Con cierta frecuencia lo estudiantes al comienzo no
los usan correctamente. Por ejemplo, suponga que A C N, las siguiente expresiones son
equivalentes:

3e€ Ay {3} C A

Pero no tiene sentido decir que 3 C A.
En general, observe que decir que = € A es equivalente a decir que {x} C A. Pero puede
ocurrir que no tenga ningun sentido escribir x C A.

2.1.6. Las operaciones elementales

Comenzaremos definiendo la unién y la interseccién.

AUB={x: z€ Abx € B}
ANB={zx: v € Ayx € B}

Observemos que para cualquier par de conjuntos A y B se cumple lo siguiente

ANB C A
A C AUB.

Dados dos conjuntos A, B la diferencia de A menos B, denotada por A\ B, se define
de la siguiente manera

A\B={x:2€ Ayz ¢ B}

Ahora usaremos estas operaciones para definir otra. La diferencia simétrica, denotada
por AaB, se define de la siguiente manera

AaB = (A\ B)U(B\ A)

Observe que x pertenece a AaB cuando ocurre que x € A 6 © € B pero no ocurre que x
pertenezca a ambos conjuntos A y B. En algunos textos se usa el simbolo ¢ para denotar
la diferencia simétrica.

Veamos ejemplos de todas las operaciones que hemos definido.
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Ejemplo 2.11. Sea A={neN: n<7}, B={2n: neNyn<8tyC={n: ne€
Ny n es par}. Entonces tenemos que

AuB = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14, 16}

ANnB = {0,2,4,6}

A\B = {1,3,5,7}

B\A = {810,12,14,16}

AsB = {1,3,5,7,8,10,12,14, 16}

B\C =10

C\B = {2n: n>8yneN}

BaC = {2n: n>8yneN}

ANC = {0,2,4,6)

AnC = {1,3,5,7}U{2n: n>4yneN}

O

Ejemplo 2.12. Imaginese la siguiente situaciéon. Sobre una mesa hay 6 objetos dorados
marcados con las letras a,b,c,d,e y f. Hay cuatro personas A, B, C'y D que deben deter-
minar cuales de esos objetos son realmente de oro y cuales son imitaciones. La elecciéon de
cada persona la expresaremos por un conjunto que contiene las letras correspondientes a los
objetos que la persona considera son de oro.

A=A{a,b,c e, f} B ={a,b,c,d, e}
¢ ={d} D ={e, f}

Ahora bien, los objetos realmente de oro son a y f. ;Quién de las cuatro personas se ac-
ercO mas a la respuesta correcta? Si sélo nos interesara saber quienes eligieron los objetos
correctos tenemos que A seria el que se acercé mas a la respuesta. Sin embargo, si también
queremos incluir la informacién adicional sobre los objetos incorrectos que cada persona
eligio, entonces debemos escoger a D. Pues D mostrd tener mejor criterio que A, ya que
eligio uno sélo de los objetos de oro y ademas eligié sélo uno incorrecto. Por otro lado, A
eligié 3 objetos incorrectos, C' eligié solamente un objeto incorrecto, pero no eligié ninguno
correcto.
Veamos la diferencia simétrica de los conjuntos A, B, C'y D con la respuesta correcta

{a, [}

Anfa, f} = {b,c,e} Bafa, f} ={b,c,d,e, f}

Cofa, f} ={a.d, f} Da{a, f} =A{a, e}
Con este ejemplo vemos que la operacién de diferencia simétrica nos permite estimar qué tan
parecidos son dos conjuntos. El nimero de elementos que tiene la diferencia simétrica entre
la respuesta de cada persona y la respuesta correcta provee de un criterio para decidir cuél
de las personas es la ganadora. En nuestro caso vemos que Da{a, f} tiene el menor niimero

de elementos, por esta razén podemos decir que D es quien mostrd poseer el mejor criterio.
O

Nuestro préximo ejemplo ilustra cémo se puede mostrar una propiedad general sobre las
operaciones sobre conjuntos. El lector deberia prestarle bastante atencién a este ejemplo,
pues el método usado en él se repetira con frecuencia en todo el curso.
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Ejemplo 2.13. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Mostraremos que
A\B=A\(ANB). (2.1)
Por dicho en la seccién 2.1.4 basta mostrar las siguientes afirmaciones:

A\B C A\(ANB) (2.2)

A\(ANB) C A\B. (2.3)

Veamos la primera afirmaciéon. Lo que deseamos hacer es mostrar que cualquier elemento
de A\ B también pertenece a A\ (AN B). Para hacerlo, denotemos con = un elemento
cualquiera de A\ B. Entonces, por definicién de la diferencia, se tiene que x € Ay = ¢ B.
Por lo tanto, también se tiene que x € AN B. Como x se tomd en A, hemos mostrado que
x € A\ (AN B). Ya que x representa un elemento cualquiera de A\ B, podemos concluir
que A\ B C A\ (AN B).

La segunda afirmacién se trata de manera analoga. Tomemos un elemento cualquiera x
en A\ (AN B). Entonces, por definicién de la diferencia, se tiene que x € Ay z ¢ AN B. Por
lo tanto, se tiene que x ¢ B (pues, si no fuera asi, entonces © € AN B lo que no puede ser).
Como z se tomé en A, hemos mostrado que x € A\ B. Ya que x representa un elemento
cualquiera de A\ (AN B), podemos concluir que A\ (ANB) C A\ B.

Lo dicho hasta ahora es una justificacién precisa de que las afirmaciones (2.2) y (2.3) son
validas. En otras palabras, los conjuntos A\ By A\ (AN B) tienen los mismos elementos.
Es decir, la afirmacién (2.1) es vélida.

Este tipo de justificaciones precisas y apropiadas es lo que llamamos rigor matematico
y es la caracteristica principal de las demostraciones en matematicas.

O

Los problemas en matematicas generalmente tratan sobre las propiedades de algiin con-
junto particular, por ejemplo N, Z, Q, R o P(N). El conjunto en cuestién usualmente se
denomina universo o conjunto universal. En relacion a un conjunto universal U prefijado
se define el complemento de un subconjunto A C U, denotado por A°, de la siguiente
manera

A= U\ A

Esta notacion es un poco ambigua pues A¢ depende obviamente del conjunto U que se
use. Tendremos el cuidado de que cada vez que usemos la operacién de complementacion el
conjunto universal U esté claramente especificado.

Ejemplo 2.14. Supongamos que nuestro universo son los nimeros naturales y sea A el
conjunto de ntimeros pares, es decir, A = {2n: n € N} y U = N. Entonces tenemos que A°
es el conjunto de nimeros impares, pues

N\A={2n+1: ne N}
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Ahora bien, si nuestro universo hubiese sido el de todos los niimeros enteros, es decir U = Z,
entonces tendriamos que

A={neZ: n<-1}U{2n+1: ne N}
O

Ejemplo 2.15. Sea A = {n € N : n es divisible por 3 }. Y sea B = {n € N : n no es divisible
por 3 }. Si nuestro universo es N, entonces A = B®y B = A°. O

Otra nocién que se usa con frecuencia es la siguiente. Diremos que dos conjuntos son
disjuntos si no tienen elementos en comin. En simbolos, los conjuntos A y B son disjuntos,
si AN B = (). Un ejemplo de dos conjuntos disjuntos son el conjunto de los nimeros pares y
el de ntimeros impares. Veamos un ejemplo. Considere los siguientes conjuntos:

A={zeR: 2<0} v B={reR: 1<x<2}.

El lector debe convencerse que A y B son disjuntos.
Otro ejemplo de conjuntos disjuntos es el siguiente. Sean A y B dos conjuntos cua-
lesquiera, entonces Ay B\ A son disjuntos. En simbolos:

AN (B\ A) =0.

2.1.7. Diagramas de Venn

Una manera de representar las operaciones entre conjuntos es a través de los diagramas
de Venn. A continuacién presentaremos los diagramas correspondientes a las operaciones
de unién e interseccion:

AUB ANB

Los diagramas correspondientes a las operaciones de diferencia y complementaciéon son
los siguientes:
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A\B Ae

Observemos que usando la operacion de complementacién podemos describir la diferencia
de dos conjuntos de la manera siguiente: Suponga que A y B son subconjuntos de un conjunto

universal U, entonces
A\ B=AnNDB".

Esto lo podemos verificar facilmente usando diagramas de Venn. Haremos un diagrama de
Venn que represente A N B¢y lo compararemos con el que hicimos arriba para A \ B.

N\

AN B¢

Vemos que ambos diagramas determinan el mismo conjunto. De lo anterior obtenemos
otra forma de expresar la diferencia simétrica

AaB = (AN B%) U (A°N B).

ArB
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El siguiente diagrama indica la relacién de subconjunto

Por tultimo, también podemos representar 3 conjuntos usando diagramas de Venn. Por
ejemplo la interseccién de tres conjuntos A, B y C se representa de la manera siguiente.

ANnBNC
Ejercicios 2.1
1. Dé una lista completa de los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

a) {reN: 3<z<9}

b) {1/n*: neN, nespary 0 <n <11}

c){z€eQ: 0<22<10y2* €N}

d) {x € Z: x =n*—n? para algin n € {1,2,3,4}}

e) P(P({1,2}))

2. Lea cuidadosamente lo dicho en los ejemplos 2.2 y determine si las siguientes defini-

ciones son correctas. En caso que lo sea, halle dos elementos del conjunto y en caso
que no sea correcta justifique porqué no lo es.

47



a) A={neN: 3n+2}
b) A={3n+2: neN}
¢) A={re€Q: y+1>6}

d) A={2€Q: z=y+ 1paraalginy € Q con y > 6}
e) A={2x+1€Q: x <6}.

)

f) A={y: yeR}

3. Halle 6 elementos de cada uno de los siguientes conjuntos.

i) {2n+1:neN} (i) {2n:neN}
(iii) {n?:n e N} (iv) {n*—-4:neZ}
(v) {1-n*:neZ} (vi) {2": neN}
(vii) {reQ: 0<r<1} (viii)  P({1,2,3,4,5})

4. Determine si los conjuntos A y B son iguales (revise lo hecho en los ejemplos 2.6):

a) A={2n*: neNy0<n<3}
B ={2,0,8,18}

b) A={n*+1: neNy0<n<3}
B={r€Q: r=n?+1paraalginn € Q con 0 < n < 3}

c) A={neN: n+1>2}
B={neZ: n+1>2}

d) A={neN:3<n<6}
B={z: reNy3<z<6}

e) A={neQ:neN}
B={neN:neQ}

) A=P({1,2})
B={XeP({1,2,3}): 3¢ X}

g9) A={0}yB=10

h) A={0}y B={0,{0}}

i) A={{0}}y B={0}.

5. Considere los conjuntos

A={n: n=0,1,23,4} B={4n+1: n=0,1,2,3}
C={n*: n=1,23} D =1{0,2,4}

., Cudl es subconjunto de cual? Considere las diesiséis posibilidades.
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10.
11.
12.

13.

Considere los conjuntos
A={2n+1:neN} B={4n+1:neN}
C={n*+1:neN} D ={2n:n €N}
.,Cual es subconjunto de cudl? Considere las diesiséis posibilidades.
Para cada uno de los siguientes conjuntos halle una propiedad que sirva para definirlos

por comprension:

i) {0,3,6,9,12,15,18,21, -} (i)  {1,4,7,10,13,16,19,22,---}
(i)  {0,5,10,15,20,25,30,35, - -} (iv)  {0,1,8,27,64,125,216,---}
(v)  {2,4,8,16,32,64, -} (vi)  {7,11,15,19,23,27,31,---}
(vii) {1,8,15,22,29,36,43,50, - -} (viii)  {0,—1,2,-3,4,—5,6,—7,--}

Sean A = {1,3,5,7,9,11}, B = {2,3,5,7,11}, C = {2,3,6,12}, D = {2,4,8}. Deter-
mine por extension los siguientes conjuntos. En las partes (iii) y (ix) considere primero
que el conjunto universal U es

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}

y después resuelva las preguntas (iii) y (ix) usando como conjunto universal a N.
(i) AUB (i) AnC (iii) (AU B)N(C°U D)
(iv) A\ B (v) C\' D (vi) BaD
(vii) (ANC)UB (viii) (AUC)N B (ix) (B°aD®)nA¢
a) Muestre que {1,3}a{2} # {3,4}.
b) Halle un subconjunto C' de {1,2,3,4} tal que {1,3}aC = {3,4}.

Sea A un conjunto. Muestre que ArA =0y Aal) = A.
Muestre que A y A° son disjuntos.
Exprese los siguientes enunciados usando las operaciones elementales entre conjuntos.

a) Todos los elementos de A estdn en B o estédn en C.
b) Si un elemento de A esta en C', entonces también estd en B.
c¢) Los elementos de A y los de B estan en C.

)
)
d) Todo elemento de A o de B pertenece a C' 0 a D.
)
)

a) Haga el diagrama de Venn de los siguientes conjuntos: (AU B)NC, AU(BNC).

b) Halle tres conjuntos A, B y C no vacios tales que
(AUB)NC #AU(BNC(C)

y halle también tres conjuntos D, E y F' tales que
(DUEYNF=DU(ENF).

(Sugerencia: No busque ejemplos complicados, todos los conjuntos pueden ser
subconjuntos de N).
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14. a) Haga el diagrama de Venn de los siguientes conjuntos: AN(BUC), (ANB)U(ANC).

b) Use los diagramas anteriores para convencerse que

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).

15. De manera similar a como se hizo en el ejemplo 2.13 justifique las siguientes afirma-
ciones:
a) ACAUB
b)) ANBC AUB

para cualquier par de conjuntos A y B.

16. De manera similar a como se hizo en el ejemplo 2.13, justifique las siguientes afirma-
ciones:

a) A=(ANB)U(A\ B).

b) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).
¢c) (ANB)\C=(A\C)Nn(B\CO).

d) (A\B)\C=A\(BUC).

17. Las siguientes afirmaciones son falsas. Proporcione conjuntos A, B y C' que no cumplan
con lo expresado.

) AUB = AnNB.

) ANB = AxB.

¢c) (ANB)UC =(ANC)UB.

d) (A\B)\C = A\ (B\ ().
)
)

a

b

e) An(BUC) = (AaB) U (AaC).

A
f) Aa(BNC) = (AaB) N (AaC).

2.2. La légica y las operaciones sobre conjuntos

En esta seccién presentaremos algunas analogias entre los operadores o conectivos logicos
y las operaciones sobre conjuntos. Mas adelante, en la seccién 2.4, continuaremos con este

tema.
Las operaciones sobre conjuntos y los conectivos de la légica proposicional son similares.
En la tabla que sigue senalamos la analogia existente entre ambas
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ANB | pAgq
AUB | pVgq
A¢ —p

Todas las expresiones que involucran la relaciéon de pertenencia € y las operaciones ele-
mentales entre conjuntos se traducen en proposiciones logicas:

re ANB re€Ay xeB
rZ€ ANB r¢A 6 x¢gB
reAUB rcAbzreB
r ¢ AUB r¢gAy x¢B
x € A° g A
x & A° reA

r€e A\ B reAy x¢B
r¢g€ A\ B x4 A 6 xeB

Es importante que el lector comprenda y recuerde esta tabla pues es fundamental para
trabajar con los conjuntos. En particular, observe el significado de x ¢ ANByx ¢ AUB.
Como es costumbre en matematicas, no hemos mencionado el conjunto universal, pues el
contexto debe indicarlo.

2.2.1. Cuantificadores

El lenguaje de la légica proposicional es insuficiente para expresar la mayoria de los
resultados de la matematica. Hace falta introducir otros simbolos. Por ejemplo, la nocién
de subconjunto A C B se define diciendo que todo elemento de A debe pertenecer a B.
La expresion “todo elemento de” ocurre con mucha frecuencia en matematicas y refleja una
de sus caracteristicas mas importantes: la posibilidad de mostrar hechos generales sobre
los elementos del universo que se esté analizando. El simbolo que se usa para abreviar esa
expresion es V, que se lee “para todo”, y se llama cuantificador universal.

Ahora podemos enunciar la definicién de la relacion de subconjunto usando el cuantifi-
cador universal:

ACB Ve(r € A— x € B)

Otro cuantificador que se usa en légica es el cuantificador existencial que se denota
con el simbolo 3 y se lee “existe”. Este cuantificador ocurre, por ejemplo, al expresar que
un subconjunto no esta contenido en otro. En efecto, si A € B, entonces debe existir un
elemento que pertenece a A y que no pertenece a B. En simbolos:
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A¢ B Jr(xr €A N x¢&B)

En la siguiente tabla veremos algunas relaciones entre conjuntos que se expresan usando
cuantificadores.

ACB Ve (r€ A—z €B)
AZB Jr(x€ ANz & B)
A=B Vo (x € A x € B)
A+#B Jr[(re AN g B)V(eg ANz € B)
ANB#0) dz (r € ANz € B)
ANB=0| VYx(xg AVax¢DB)

La tabla anterior también sirve para ilustrar cémo se comportan los cuantificadores cuan-
do se niega una expresion que los contiene. Al negar un cuantificador universal se obtiene
uno existencial y, viceversa, al negar un cuantificador existencial se obtiene uno universal.

=V dx—

=z Ve

También escribiremos 3 en lugar de —3.

Ejemplo 2.16. (i) Considere la siguiente férmula:
-(Vz (r € A— z € B)).

Ella es equivalente a
dz —(r € A— x € B).

Ahora recordemos que —(p — ¢q) es légicamente equivalente a p A —q. Por lo tanto, la férmula
original que estamos simplificando es equivalente a

dr(reA AN x¢&B).
(ii) Veamos otro ejemplo:

“(Jxr(xr €AV xeB) & Ve-(z €AV z€B)
& Ve (re AN ax¢gB)
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Ejemplo 2.17. Las desigualdades con frecuencia se expresan usando V. Veamos algunos
ejemplos. Todo ntimero real elevado al cuadrado no es negativo. En simbolos:

Vo € R (2 > 0).
Todo nimero natural x cumple que z < x + 1. En simbolos:
VeeN (z <z+1).
O

Ejemplos 2.18. También es importante saber cuando una afirmacién cuantificada es ver-
dadera o no.

1. Considere la afirmacion
vn € N (n® < 9) (2.4)

Para mostrar que ella no es valida, basta observar que si sustituimos n por 3, obtenemos
una proposicién falsa. En efecto, 3% = 27y 27 £ 9. El 3 se dice que es un contraejem-
plo de la afirmacién (volveremos més adelante sobre este tema de los contraejemplos).
. Puede conseguir otro contraejemplo?

2. Ahora considere la afirmacion
Vo € R ((z +1)% > 2?).

Vemos entonces que x = —1 es un contraejemplo (verificarlo) y por lo tanto esa afir-
macién es falsa.

Dejamos a cargo del lector encontrar otros contraejemplos (;Puede servir de contrae-
jemplo cualquier nimero negativo?).

3. Considere la afirmacion
In € N (18 < n® + 3 < 20). (2.5)

Para ver si ella es verdadera, debemos hallar un natural que satisfaga la condicién
especificada. Si sustituimos en la expresién n?+3 la variable n por los valores 0, 1, 2, 3,4
obtenemos, respectivamente, 3, 4, 7, 12 y 19. Vemos entonces que al sustituir n por
4, obtenemos la siguiente proposicién verdadera “18 < 42 + 3 < 20”. Por lo tanto, la
afirmacién (2.5) es verdadera, pues al menos existe un natural n tal que 18 < n?+3 <
20.

4. Observemos que la negacion de la afirmacion (2.4) es
In € N (n* >9).

Como (2.4) es falsa, entonces su negacién es verdadera. En efecto, vimos que 33 > 9.
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Ejemplos 2.19. En cada uno de los siguientes casos queremos hallar conjuntos A y B de
nimeros naturales que satisfagan la propiedad indicada.

l.dJzeN(z e ANz € B).

Considere los conjuntos A = {1,2,3} y B = {2, 3,4}. Este par de conjuntos satisfacen
la propiedad indicada, pues por ejemplo cuando x es igual a 2 se cumple que z € Ay
x € B. jQué podemos decir en general?, en otras palabras, ;Cudles pares de conjuntos
Ay B satisfacen esta propiedad? Veamos:

dJreN(xeAANzreB) & JreN((reAnB)
& ANB#0D

Esto nos dice que cualquier par de conjuntos A y B tales que AN B # () satisfacen la
propiedad indicada.
2. freN(x € ANz € B).

En este caso basta tomar dos conjuntos disjuntos, por ejemplo, A = {1,2,3} y B =
{4,5}. Tenemos que no existe = tal que z € Ay = € B.

De lo visto en el ejemplo anterior, tenemos que

PJreN@ecAANrEB) & ANB=10

3. weN(zxeAve e B).

Por ejemplo, A = {1,2,3} y B = {4} satisface la propiedad indicada. Pues haciendo x
igual a 1 se cumple que x € AVx € B. En otras palabras, 1 es un ejemplo de que existe
un x con la propiedad indicada. También 4 sirve como ejemplo. En general tenemos lo
siguiente
dJreN(@xeAVvereB) & dreN((xe AUB)
& AUB#(

Esto nos dice que cualquier par de conjuntos A y B tal que A U B no sea vacio es un
ejemplo donde la propiedad indicada es verdadera.

4. IxeN((x g€ ANz & B).

Considere A = {1,2} y B = {4,5}. Entonces haciendo z igual a 6 se tiene que z ¢ A
y ¢ B. En general tenemos que

reN@gANx¢gB) & JreN(zeAANxe B
< dreN(xe A°N B
< A°NBC£()

Por lo tanto, un par de conjuntos A y B satisface la propiedad indicada si y sélo
si AN B¢ no es vacio. Observe que esto ocurrié con el ejemplo que dimos antes: Si
A={1,2} y B={4,5}, entonces A°N B° =N\ {1,2,4,5}.
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5. reN(x g AV ¢ B).

Los mismos conjuntos A y B que en el ejemplo anterior satisfacen esta propiedad. En
general, tenemos que

dJreN@gAVegB) & dreN(ze AV e BY
& JreN(zxe A°U B°)
& A°UBC#(

6. PreN(x € AV e B).

En este caso, el tnico ejemplo es A = B = (). En efecto,

reN@ecAveeB) & VeeN-(rcAVaeB)
& VeeN((xg€ANx € B)
& VeeN(xe ANz € BY)
& VreN(zxe AN B°)
& A°NB°=N

Ejemplo 2.20. Considere el siguiente conjunto
A={reN: VyeN @z <10+y)}

Para que un nimero natural z pertenezca al conjunto A debe cumplir cada una de las
siguientes condiciones

r < 10+0
z < 10+1
z < 1042
r < 10+3
r < 10+14
r < 10+5
r < 10+6

Hemos colocado : pues el cuantificador “Vy € N” impone una condicién para cada y € N.
Por inspeccién podemos convencernos que A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
O

Ejemplo 2.21. También es frecuente usar expresiones donde aparecen ambos cuantifi-
cadores. Por ejemplo, para expresar que todo ntimero real positivo tiene una raiz cuadrada
lo hacemos de la siguiente manera:

VeeR[z>0— JycR (y*=2)]
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Se puede simplificar esta expresion introduciendo un simbolo para denotar los niimeros reales
positivos, normalmente se usa R*. Podemos entonces escribir la afirmacién anterior de la

siguiente manera:
Vr € RT Jy e R (y* = 7).

Esta expresién usualmente se lee asi: Para todo x en R, existe un y en R tal que y? es igual
a x. Observe que la expresion “tal que” no aparece y en su lugar usamos los parétesis ().
O

Observacién 2.22. Hay algo mas sobre el uso de los cuantificadores que queremos mencionar
brevemente. Las proposiciones que usan cuantificadores se enuncian referidas a un contexto.
Por ejemplo, cuando escribimos Vx ja qué no estamos refiriendo la decir “para todo z”7.
Siempre que se use el cuantificador ¥V debe haber un contexto (a veces llamado el universo
del discurso) donde la variable x toma sus valores. Los mismo podemos decir acerca del
cuantificador 3. En el ejemplo 2.19 el universo fue explicitamente mencionado, pues siempre
escribimos Vx € N o dz € N. Para evitar confusiones es conveniente indicar el universo. Sin
embargo, por brevedad se tiende a no mencionarlo explicitamente.

Ejercicios 2.2
1. Vea el ejemplo 2.18 para responder este ejercicio.
a) Muestre que n = 2 es un contraejemplo a la siguiente afirmacién
vn € N (n* < 15).

. Puede conseguir otro?

b) Considere la proposicién
Ve € R ((x —1)% > 2%).

Muestre que x = 0 es un contraejemplo y encuentre otro.

c¢) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera

Vn €N (33 <n®+2n+1 < 35).
d) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera

In €N (33 <n®+2n+1<35).

2. Muestre que las siguientes afirmaciones son légicamente equivalentes.

a) ACB.
b) Ve(x ¢ AV e B).
c)Ve(x g B—x & A).
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d) B¢ C A°.

En otras palabras, muestre que (a) < (b), (b) < (¢), (¢) < (d) y (d) < (a). Sin embar-
go, se puede trabajar un poco menos, mostrando la siguiente cadena de implicaciones:
(a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

. Muestre que las siguientes afirmaciones son légicamente equivalentes:

ANB=1.

Ve(r € A— o & B).
Ve(r € B—x ¢ A).
Ve(x & BVx ¢ A).

a)
b)
c)

)

d
. Determine si la siguiente afirmacién es valida.

ANB=0) & Ve[(r€e ANc ¢ B)V (¢ ANz € B)]

. En cada uno de los ejercicios que siguen, halle conjuntos A, B, C todos ellos subcon-
juntos de N que cumplan con la propiedad indicada.

a) Ve N(x e ANze BAx & C).

b)VieN(zgA— (xreBvagl)).

c) reN(zreAveeB)AN(z g Ava e ().

d)VteNIyeN(xe A—yeB).

e) Ve NIyeNze A— ((ye BNA)A(y#ux))].

[)VreNJyeN((@zeA—- (ye Bhzx g O)).

. Determine cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y en caso que sean
falsas dé un contraejemplo.

a) Ve R3IyeR (x+y >0).
b) Iye RVz eR (z+y > 0).
c) Vi e RVy e R (22 +y* > 0).
d) Vy e RVx € R (22 +y? > 0).
e) yeRIz €R (22 +y* > 0).

. Simplifique las siguientes formulas siguiendo el procedimiento que se ilustra en el ejem-
plo 2.16.

a) 7 (Fy e RIz € R (2% +y* > 0)).
b) = (Ve e RVy € R (22 +y? > 0)).
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¢) " (VWWeRIzeR[y>0— (z<z<x+y)).

)

d) ~(Vzx3Jy[(r€ ANye B) — xze(C]).
e) " (JzjzeC — (Jy(xre ANy € B))]).
f) "3z [(Fy(xre ANye B)) — xzeC]).

8. Determine al menos un elemento de cada uno de los siguientes conjuntos

J{reN: 32eN(z>2,z2<zyzdivide a z)}.

) {z € N: 3z € N (22 divide a z)}.

c){reR: VyeR(y>0—xy >0)}.

J{reR: yeR(y>0 A zy>0)}.

J{zeR: VyeRI:eR[y>0— (z<z<x+y)]}

9. Considere los siguientes conjuntos

A = {xeN: Six>9 entonces = es impar}
B = {xeN: Sixz+52>10, entonces x < 20}
C = {zeR: 2<10yz>-8}
D = {zeR: z<—-Tox>22}

Determine cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales son falsas.

(i) beA (v) 9e¢C
(i) 10e€A (vi) —15/2€eCnD
(iii) 6¢€B (vii) 35¢eD
(iv) 16€ B (viii) TeBNC

10. Sea A un subconjunto de N. Considere los siguientes conjuntos

= {2 eN: Sixz € A, entonces x es par}
{r eN: xz€ Ay z es impar}
= {r€N: Siz ¢ A, entonces z es par}

SAaQw
|

Muestre que las siguientes afirmaciones son verdaderas independientemente de quién
sea el conjunto A:

4) N=BUC.
b) BND ={xr €N: xes par}.
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2.3. Propiedades de las operaciones entre conjuntos

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades basicas de las operaciones entre con-
juntos. Pero a diferencia de las secciones anteriores, presentaremos argumentos mas precisos
para justificar las propiedades de los conjuntos. Estos argumentos se llaman demostraciones
y son la herramienta fundamental que tienen los matemaéticos para validar sus descubrim-
ientos.

2.3.1. Algunas propiedades de la relacion C

Comenzaremos con una propiedad que se conoce por el nombre de propiedad transitiva.
SiAC By BCC(C, entonces A C C.

La forma como se enuncia la propiedad transitiva es un ejemplo de una afirmacién condi-
cional. Pues ella afirma que A C C' bajo la condiciéon de que A C By B C C'. En el enunciado
de la propiedad transitiva, la hipdtesis consiste de dos afirmaciones: A C By BC C. Y la
conclusién es A C C.

Para mostrar la validez de la propiedad transitiva supongamos que tenemos tres conjuntos
A, By C tales que A C By B C C. Mostraremos que entonces se cumple que A C C'. En
simbolos, lo que debemos mostrar es que:

Ve (r e A—zeC).

Para ver esto, sea x un elemento de A arbitrario (pero fijo). Queremos mostrar que = € C.
En efecto, una de nuestras suposiciones es que A C B y como z lo tomamos en A, podemos
concluir que x € B. La segunda suposicién es que B C (', pero como ya mostramos que
x € B, podemos finalmente concluir que = € C.

Si representamos con un diagrama de Venn que A C By B C C tenemos el siguiente
diagrama

®

Observacién 2.23. La propiedad transitiva de C nos permite usar expresiones como la que
sigue sin que haya ninguna ambigiiedad

ACBCC
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Esta expresion abrevia la conjuncion de tres afirmaciones: A C B, B C Cy A C C. Por
ejemplo, N C Z C Q. Algo similar estamos acostumbrados a hacer con nimeros, pues
escribimos x < y < z en lugar de escribir la expresion mas larga: * <y, y < zy z < 2.

Observacién 2.24. La justificacién de la propiedad transitiva que acabamos de ver es un
ejemplo de lo que en Matematicas se llama una demostracion. Este es ademés un ejemplo
de una demostracion de una afirmacién condicional. El lector debe tomar nota de lo que
hicimos, pues lo encontraremos con bastante frecuencia. A continuacion lo resaltamos.

Para demostrar una afirmacién condicional
suponga que la hipdtesis se cumple
y muestre que la conclusiéon también se cumple.

O

Observacion 2.25. Usualmente la demostracién de una afirmacién como A C C comienza
con frases como: “Fijemos un elemento arbitrario x de A....” o también “Sea x un elemento
arbitrario, pero fijo, de A..”. Recomendamos al lector que use estas expresiones o alguna
otra equivalente cuando esté demostrando afirmaciones como la anterior. O

Otra propiedad de la relacién de subconjunto C es la siguiente:

Ejemplo 2.26. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Mostraremos que:
S1 A C B, entonces B¢ C A°. (2.6)

Para mostrar (2.6) haremos uso de una de las equivalencias légicas vistas en el capitulo 1.
Recordemos que una proposicién condicional es 16gicamente equivalente a su contrareciproca.
En simbolos:

(¢ —¢) & (= — —9).

Por esto, la afirmacion (2.6) es equivalente a la siguiente afirmacién:
Si B¢ ¢ A°, entonces A € B. (2.7)

Por lo tanto para demostrar que (2.6) es valida, basta que mostremos que (2.7) lo es. Supong-
amos que A y B son conjuntos tales que B¢ ¢ A¢ y mostremos que A ¢ B. Como por
hipétesis B¢ € A€, entonces existe un elemento x que pertenece a B¢ pero no a A°. Es decir,
existe = tal que z € B¢y = € A°. En otras palabras, existe x tal que x € By © € A. Esto
precisamente dice que A Z B y asi hemos mostrado (2.7).
O
Otra manera de enunciar la equivalencia logica de dos proposiciones es a través de la
expresion si, y solo si. Es decir, ¢ < 1 dice lo mismo que ¢ si, y solo si ¥. Recordemos,
ademads, que esto ultimo también es equivalente a decir que se cumple simultaneamente que
¢ = ¥y que ¢ = ¢. El siguiente ejemplo ilustra el uso del si, y sdlo si.
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Ejemplo 2.27. Sean A y B dos conjuntos. Entonces se cumple que
AN B = Asi, ysélosi, AC B. (2.8)

En este ejemplo tenemos las proposiciones:

Si AN B = A, entonces AC B (2.9)

Si A C B, entonces AN B = A. (2.10)

Recordemos que cuando decimos que “Q) si, y solo si P” estamos afirmando que las proposi-
ciones (Q y P son equivalentes. Esto significa que () se cumple, si P se cumple y viceversa,
P se cumple, si (Q se cumple.

Ahora demostraremos (2.8). Primero veremos la afirmacién (2.9). Nuestra hipdtesis es
que AN B = A. Sabemos que AN B C B. Luego sustituyendo iguales por iguales (es decir,
sustituyendo A N B por A) obtenemos que A C B.

La afirmacién (2.10) se demuestra de manera similar. Nuestra hipdtesis ahora es que
A C By queremos mostrar que AN B = A. Ya sabemos que ANB C A (;por qué?), asi que
resta mostrar que A C AN B. Tomemos = € A, por hipdtesis A C B, luego x € B y en
consecuencia r € AN B. O

El ejemplo anterior nos dice que, desde el punto de vista de la logica, afirmar que un
conjunto A es subconjunto de otro conjunto B es equivalente a afirmar que AN B = A.

El esquema que hemos usado en la demostracion anterior se repetird con mucha frecuen-
cia y es importante que el lector le preste atencion:

Para demostrar una afirmacion del tipo
Q si, y solo si, P
se deben mostrar las siguientes afirmaciones condicionales:

(1) Si P, entonces Q.
(2) SiQ, entonces P.

Las equivalencias (l16gicas) con frecuencia facilitan la bisqueda de la respuesta a una
pregunta. Considere el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.28. Queremos determinar todos los conjuntos A que cumplan con la siguiente
ecuacion

AN{1,3,5} = A.

Por lo visto anteriormente, sabemos que un conjunto A cumple con esta ecuacion si, y sélo

si, satisface la siguiente condicion
A C{1,3,5}.

Por lo tanto, los tinicos conjuntos que cumplen con la ecuacién indicada son

0,{1},{3},{5}.{1,3},{1,5},{3,5},{1,3,5}.

Por 1ltimo, recordemos que la expresion
13 4 : 2
P, sélo si Q
dice que () es una condicién necesaria para que P ocurra. En otras palabras, esa expresion

equivale a decir que “Si P, entonces )”.

2.3.2. Unién e interseccion

Comenzaremos con algunas de las propiedades de la unién y de la interseccion. En lo que
sigue A, B y C' denotan conjuntos.

la. AUB=BUA Leyes conmutativas
b ANB=BNA

2a AU(BUC)=(AUuB)UC Leyes asociativas
2b AN(BNC)=(AnB)NnC

3a. AU(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC) Leyes distributivas
3b AN(BUC)=(ANB)U((ANC)

4da AUA=A Leyes de idempotencia
b ANA=A

¢ AUPD=A Leyes de la Identidad
4d ANP=10

Estas leyes (junto con otras que veremos mas adelante) se conocen como las Leyes
del algebra de conjuntos o también como las leyes del algebra Boolena en honor al
matemético irlandés George Boole (1815-1864).
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Las leyes conmutativas dicen que el orden en que se unan o intersecten dos conjuntos
es irrelevante. Lo cual es bastante evidente observando las definiciones de la unién y la
interseccion.

Las leyes asociativas son importantes, pues garantizan que el uso de los paréntesis no
es necesario en las expresiones que usan sélo uniones o sélo intersecciones. Es decir, ya que
AU(BUC) = (AU B)UC, entonces podemos definir un conjunto a través de la expresion
AU BUC sin que haya ninguna ambigiiedad acerca de cual conjunto estamos definiendo. De
manera similar podemos escribir A N B N C sin problemas de ambigiiedad. Esto no sucede,
por ejemplo, si tenemos una expresion como la siguiente

AUuBNC.
En este caso no queda claro a qué conjunto nos referimos, pues tenemos dos alternativas

(AuB)NC

AU (BnNCQC).

Estas dos expresiones no denotan, en general, el mismo conjunto (vea el ejercicio 13 de la
seccién 2.1.6). Por esto, el uso de los paréntesis es necesario.

Todavia nos queda por justificar la validez de las leyes distributivas. La demostracion de
esta ley no es tan directa y recurriremos a un argumento un poco mas elaborado.Pero antes
de hacerlo, queremos comentar el significado de las propiedades de las operaciones sobre
conjuntos.

En general las leyes del algebra de conjuntos permiten manejar las operaciones entre
conjuntos y en muchos casos al usarlas se puede simplificar el “cdlculo”. Veamos, por ejemplo,
lo que dice la ley distributiva 3b:

AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).

Observe que en el lado derecho de esta igualdad se realizan 3 operaciones: Primero A N B,
después AN C y por ultimo la unién de los dos conjuntos obtenidos. En cambio, en el lado
izquierdo, solamente hay que realizar dos operaciones: Primero BUC'y después este conjunto
se intersecta con A. Una situacién analoga se presenta con la operaciones de la aritmética +
y -. Por ejemplo, considere la siguiente igualdad:

(3+5)-4=3-4+5-4.

Podriamos decir que la expresion en el lado izquierdo de la igualdad es mas simple que la
del lado derecho, pues para calcularla se necesita realizar menos operaciones.

Ejemplo 2.29. Veamos la primera ley distributiva:
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC). (2.11)

63



Antes de dar una demostracion le sugerimos al lector que haga los diagramas de Venn
correspondientes a AU (BNC)y (AU B)N(AUC) y observe que en ambos diagramas
obtenemos la misma region sombreada. Los diagramas de Venn como herramientas para
guiarnos en nuestros razonamientos son ttiles pero tienen limitaciones. Por ejemplo, cuando
se estd trabajando con més de tres conjuntos los diagramas se vuelven muy engorrosos'.

Ahora comenzaremos la demostracién de la ecuacién (2.11). Mostraremos que el conjunto
AU(BNC) tiene los mismos elementos que el conjunto (AUB)N(AUC), y por lo tanto, por
la definicién de igualdad de conjuntos, concluiremos que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
Comencemos mostrando que

AU(BNC)C(AUB)N(AUQ).
En simbolos, queremos mostrar
Velre AU(BNC) - xe(AUB)N(AuUC)].

Para verlo, tomemos un elemento z, arbitrario pero fijo, perteneciente a AU (BN C) y
mostremos que x también pertenece a (AU B)N(AUC). Por definicién de unién de conjuntos
tenemos que hay sélo dos casos posibles: x € A o x € BN C. Mostraremos que z € (AU
B)N (AUC) en ambos casos.

Caso a: Supongamos que x € A. Entonces © € AU B y también z € A U C. Luego
re(AUB)N(AUC).

Caso b: Supongamos que x € BN C. Entonces x € B y por lo tanto z € A U B. Pero
también tenemos que x € C, luego x € AUC. En consecuencia x € (AUB)N(AUC).

Hemos mostrado que dado cualquier x € AU (B N C'), independientemente de si x € A
osiz € BNC, se tiene que x € (AU B) N (AU C). Esto demuestra que AU (BN C) C
(AUB)N(AUC).

Ya hemos probado la mitad de lo que queriamos. Nos falta mostrar que
(AUB)N(AUC)C AU(BNCO).
En simbolos, queremos mostrar
Ver e (AUB)N(AUC) - z€ AU (BNC)|.

Es decir queremos mostrar que si x € (AUB)N(AUC), entonces © € AU(BNC). Para esto,
sea x € (AUB)N(AUC) un elemento arbitrario. Por definicién de interseccion de conjuntos
tenemos que z € AU B y también que x € AUC'. Consideraremos dos casos: v € Ao x & A.
Mostraremos que z € AU (B N C) en ambos casos. En efecto:

'En el libro Mdquinas légicas y Diagramas de Martin Gardner [6] se estudian otros tipos de diagramas.
Por ejemplo, cuando se trabaja con cuatro conjuntos, Venn propuso usar elipses en lugar de circulos.
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Caso a: Supongamos que x € A. Entonces z € AU (BN C).

Caso b: Supongamos que = ¢ A. Entonces como z € AU B, necesariamente se tiene que
x € B. De igual manera, ya que x € AUC, entonces x € C. Con esto hemos mostrado
que x € BNC y por lo tanto x € AU (BNC).

Hemos mostrado de que dado cualquier z € (AU B) N (AU (), independientemente de
sizx € Aosiz & A, se tiene que x € AU (BNC). Esto demuestra que (AUB)N(AUC) C
AU (BnNCQO).

O

Observacién 2.30. Notemos que la demostracion tiene dos partes. La primera consistié en
mostrar que

AU(BNC)C(AuB)N(AUCQC)
y en la segunda parte mostramos que

(AUB)N(AUC)C AU(BNO).

El lector debe prestar mucha atencion al esquema de esta demostracion, pues lo repe-
tiremos cada vez que queramos demostrar la igualdad de dos conjuntos: Para demostrar que
dos conjuntos H y F' son iguales se demuestran dos cosas: (i) H C F'y (ii) F C H.

Observacion 2.31. (Prueba por casos) La demostracién anterior tiene otra peculiaridad
que deseamos resaltar. El argumento usado se separé en casos. Lo que ocurrié fue lo siguiente.
En la primera parte de la demostracion, una vez fijado un elemento arbitrario x, se separé el
argumento en dos casos: z € A o x € BNC'. Considere entonces las siguientes proposiciones:

re AU(BNQC)
reA

reBNC
re€(AUB)N(AUC)

Lo que queriamos demostrar era la siguiente proposicion:

P—S

n JLO T

El caso a) consistié en demostrar que () — Sy el caso b) mostré que R — S. Ahora la
regla “prueba por casos” (ver la seccién 1.2.1) precisamente dice que

(q—s) N(r—s) =(qVr)—s.

Por consiguiente, concluimos que (Q V R) — S. Por otra parte, por definicién de unién se
tiene que P — (Q V R). Y finalmente, la ley del silogismo hipotético nos asegura que

(p—=(qVr) A ((qgVvr)—s)=(p—s).

En consecuencia, concluimos que P — S. Y esto es lo que queriamos demostrar.

La introduccion de los casos es un recurso que con frecuencia facilita las demostraciones.
En situaciones como esta, se dice que se ha hecho una prueba por casos. Este tipo de de-
mostraciones son bastante comunes en matemaéticas.
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Ejemplo 2.32. Sean A y B conjuntos. Afirmamos que:

Si P(A) = P(B), entonces A = B. (2.12)
En efecto, mostraremos la contrapositiva. Es decir:
Si A # B, entonces P(A) # P(B). (2.13)

Supongamos que A # B. Entonces A € B 6 B € A. Consideraremos estas dos alternativas
por separado.

Caso 1: Supongamos que A € B. Entonces por definicién del conjunto potencia, tenemos
que A € P(B). Pero claramente A € P(A). Por lo tanto P(A) # P(B).

Caso 2: Supongamos que B € A. Entonces, al igual que en el caso 1, se concluye que
B & P(A). Pero B € P(B). Por lo tanto P(A) # P(B).

Como en ambos casos se mostré que P(A) # P(B), entonces podemos concluir que la
afirmacién (2.13) es verdadera y por lo tanto la afirmacién original (2.12) también lo es. O

Es importante verificar que los casos considerados cubran todas las posibilidades. Por
ejemplo, dados dos conjuntos A y B hay tres alternativas posibles:

i) AZB, (i) BZA y(ii) A=B.

En el ejemplo anterior, la tercera alternativa no se considera pues la hipotesis precisa-
mente dice que A # B. Por esto s6lo quedan las alternativas (i) y (ii), las cuales son los casos
que hay que analizar.

En el proximo ejemplo ilustramos otra manera de escribir las demostraciones en la que
queda mas claro cual es la justificacién de cada paso de la demostracion.

Ejemplo 2.33. Ahora veremos una generalizacién de las leyes distributivas. Mostraremos
que para cada cuatro conjuntos A, B, C' y D cualesquiera se cumple que

(AUB)N(CUD)=(AnC)U(AND)Uu(BNC)u(BND,). (2.14)

La manera en que presentaremos la demostracion de esta afirmacién sera diferente de la que
hemos venido usando. Ahora haremos usos de las leyes del algebra de conjuntos que hemos
visto anteriormente.

(AUB)N (C U D)

[(AUB)NC|U[(AUB)N D] Distributiva 3b
(ANCYU(BNC)U[(AND)u (BN D)] Distributiva 3b
= (AnC)U(BNCYUAND)U(BND) Asociativa

O

El lector puede preguntarse por qué la demostraciéon hecha en el ejemplo anterior es
distinta a la hecha en el ejemplo 2.29. En realidad se puede hacer de otra manera. Le
sugerimos que dé otra demostraciéon de (2.14) mostrando las siguientes dos afirmaciones

(AUB)N(CUD) C (AnC)UuAnD)u(BNC)U(BND)

(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND) C (AUB)N(CUD).
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2.5.2. Afirmaciones universales

Las afirmaciones universales son las que tienen la forma siguiente
Vo P(z)

donde P(z) significa que el elemento x tiene la propiedad P. Este tipo de proposiciones
aparecieron con frecuencia al demostrar las propiedades de los conjuntos. Recordemos que
normalmente la demostraciéon de una afirmacién universal comienza con frase: “Sea x un
elemento arbitrario. Mostraremos que x tiene la propiedad P...”

2.5.3. Demostraciones por reduccién al absurdo

Otro tipo de demostraciones, que hasta ahora no hemos usado, es el llamado método de
reduccion al absurdo. Lo ilustraremos con un ejemplo.

Es facil conseguir tres enteros consecutivos a, b, ¢ que cumplan con la ecuacién a?+b*> = c2.
Por ejemplo, 32+4% = 52. Sin embargo, mostraremos que NO existen tres enteros consecutivos
a, b, ¢ que satisfagan la ecuacién a® + b* = 3.

Razonaremos indirectamente. Supondremos que existen enteros consecutivos a, b, ¢ tales
que a® + b = ¢® y mostraremos que esto conduce a una contradiccion.

Como los enteros a, by ¢ son consecutivos, entonces son de la formax —1, z y x + 1. Es

decir,a=x — 1, b=x y ¢ = x + 1 para algin entero x. Nuestra suposicion es que
(x—1)72+2° = (x+ 1)
Efectuando las operaciones obtenemos
2* — 327+ 3z — 14+ 2° =2 + 32 + 32+ 1.

Agrupando tenemos
20 — 322 +3x —1 =23+ 322 + 3z + 1.

2Una locha es una moneda fuera de circulacién que valia % de un Bolivar.
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Agrupando las potencias de x de un lado de la igualdad, obtenemos
3 — 622 = 2.
Factorizando obtenemos
2*(x —6) = 2. (2.22)

En particular, de esta tltima igualdad se concluye que el producto z%(z — 6) es positivo.
Como 22 es positivo, entonces  — 6 también lo es y por lo tanto  — 6 es mayor o igual que
1. Luego z es mayor o igual que 7 y asi 2 es mayor o igual que 49. Luego x*(z — 6) es mayor
o igual que 49, lo cual contradice la igualdad (2.22). Digdmoslo con precisién. Por una parte,
a partir de las condiciones de nuestro problema junto con la negacién de lo que queremos
mostrar hemos establecido la validez de la ecuacién 2.22. Y por otra parte, también hemos
establecido que la ecuacién 2.22 no puede ser valida. Esto es una contradiccion.

El haber deducido una contradicciéon (a partir de la suposicién de que si existian tres
enteros a, b y ¢ consecutivos tales que a®+b® = ¢*) nos garantiza que la suposicién inicial no
puede ser verdadera. En consecuencia tales enteros no existen y con esto hemos demostrado
lo que queriamos®.

En términos generales, si queremos demostrar de manera indirecta que P implica logica-
mente a () lo que debemos hacer es motrar que a partir de P A =) se deduce una contradic-
cién. Pues en este caso, es facil convencerse que P A =@ también es una contradiccion y por
consiguiente (P A =) es una tautologia. Es decir, =P V @ es una tautologia. Pero P — @
es logicamente equivalente a =P V ) y por lo tanto P — () es una tautologia. Esto ultimo
dice que P = Q.

Mas adelante tendremos oportunidad de ver otros ejemplos donde se usa el método de
reduccién al absurdo.

2.5.4. Demostraciones de igualdades

Ahora bien, no todas las demostraciones que hemos hecho han sido exactamente de alguno
de los tipos descritos anteriormente. Le pedimos al lector que vea de nuevo la demostracién
de la asociatividad de A dada en la seccion 2.3.4. Nos referimos a la demostracién de lo
siguiente:

(AaB)aC = An(BaC).

El lector observard que la demostracién consistié en ir transformando la expresién (AaB)aC
(el lado izquierdo de la igualdad) hasta que se “convirtié” en Aa(BaC) (el lado derecho de la
igualdad). En en el transcurso de esa demostracién se usaron algunas de las leyes del dlgebra
de conjuntos (5a, 5b, 7b y 6a) y también un resultado que se habia demostrado previamente
(ejemplo 2.33). Las leyes del dlgebra de conjuntos estipulan la igualdad de algunos conjuntos.
Algunas demostraciones, como la mencionada arriba, consisten en usar esas igualdades para

3Es natural preguntarse si es imprescindible razonar indirectamente. El lector interesado puede tratar de
hacerlo directamente. Muestre que si 3 + (z 4+ 1)3 = (z + 2)3, entonces lo mismo ocurre si en lugar de =
colocamos x — 1. Ahora reflexione si este hecho es suficiente para justificar la afirmacion.
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ir paso a paso transformando una expresion en otra. En cada paso la regla bésica es que uno
puede sustituir una expresion por cualquier otra que sea igual a ella ( “‘sustituir iguales por
iguales”). Este tipo de argumentos es muy frecuente en el contexto del dlgebra.

2.5.5. Resumen

Las demostraciones son similares a las deducciones o derivaciones que vimos en el contexto
del calculo proposicional. Podemos decir que una demostracién de una afirmacion P consiste
de una sucesién de afirmaciones P;, P, ---, P, tales que cada afirmacion P; se deduce de
las anteriores usando algin razonamiento valido y ademas la ultima de ellas, P,, debe ser la
afirmacién P que se queria demostrar. Las proposiciones Py, - - -, P,_; se llaman las premisas
y P, se llama la conclusion. Las premisas pueden ser resultados ya demostrados anteriormente
o proposiciones que se deducen de las definiciones bésicas de la teoria de conjuntos (es decir,
de la relacién €, conjunto potencia, C, etc.). Ahora bien, cuando decimos que se “deducen”
de las anteriores queremos decir que

PNP AN--ANP, = F)i+1

En otras palabras, la proposicién P, es una consecuencia logica de las proposiciones ya
demostradas.

Insistimos en que esto no es una definicién precisa de la nociéon de demostracion. En el
curso de la lectura de estas notas el lector estudiard muchas demostraciones de resultados
muy variados que le ayudaran a formarse una idea mas precisa de lo que se entiende por
demostracion; y algo atiin més importante, ird aprendiendo a como hacerlas y como escribirlas
para que otros las entiendan.

Es comn en los textos de Matematicas indicar el comienzo y el final de las demostraciones
de la siguiente manera: Demostracion....... 0. De ahora en adelante lo haremos asi. Otra
costumbre es llamar Teorema a las proposiciones que se demuestran.
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2.6. Ejercicios suplementarios del capitulo 2

1. De una lista completa de los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

{2+ (-1)": ne N} {1/n: n=1,2,3,4}
P({1,2,3}) NP({2,3,4}) P(N)NN

2. Determine si las siguientes definiciones son correctas. En caso que lo sea, encuentre dos
elementos del conjunto y en caso que no, justifique porqué no lo es.

a) A={z+y: ze€Z}.
b) A={m: me A}.

) A={z eR: (z+2)?}.
d) A={(x+2)*: z € R}
)
)
)
)

o

e) A={reR: (z+2)? =1}
[) A={z: ze€B}yB={z: v € A}.
g) A={x: z € x}.

h)y A={z: x= &x}.
3. Encuentre una propiedad que sirva para definir por comprension el siguiente conjunto:

{3,7,11,15,19,23, - -}.

4. Sean A = {1,3,5,7,9,11}, B = {2,3,5,7,11}, C = {2,3,6,12} y U ={n e N: 0 <
n < 12} el conjunto universal. Determine los conjuntos siguientes:

(a) AnB
(b) (AUC)N(C°U B)
5. Determine si los conjuntos A y B son iguales.
a) A={neN: n+1>2}yB={neQ: n+1>2}
b) A={ne€Z:2<n}yB={neN: 2<n}.

)
)
) A={yeQ: y+3>T7T}yB={z:2€Qyux >4}
d) A={3n—4: neN}yB={re€Q: v=3n—4paraalgin n € N}
)
)

o

e) A={3n—4: neN}yB={reQ: = eN}.
f) A=P{57}) y B={X € P({5,6,7}): 6 & X}

6. Halle conjuntos A y B tales que

a) An{1,2,3} = {3,4,5}aB,
b) Ar{3,4} = BN {2,3,7}.
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10.

11.

12.

13.

14.

Halle dos conjuntos A y B tales que AaB = AU B.
Halle dos conjuntos A y B tales que AnB # AU B.

Sean A, B y X conjuntos con A, B C X. Muestre que existe un conjunto C' tal que
AnC = B.

Use las leyes del algebra Booleana para simplificar las siguientes expresiones
a) [A°\ (B°UC)
b) [((BUC)*\ AJ*
¢) [[AU (BUO))  N[AnN (BNCO)

Muestre las siguientes generalizaciones de la ley de De Morgan: sean A, B, C'y D
conjuntos arbitrarios, entonces

a) (ANBNC) = A“UBUC-.
b) (AUBUCUD) = A°NnB°NC“N D"

Sean A, B y C tres conjuntos arbitrarios. Muestre lo siguiente

a) (A\B)\C C A\ (B\C)

b) A\N(A\B)C B

¢) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
)

d) A\ (BUC)=(A\B)N(A\CO).

Demuestre la siguiente generalizacion de la ley distributiva 3a: Sean A, B, C'y D
cuatro conjuntos arbitrarios.

AU(BNCND)=(AUB)N(AUC)N(AUD).

En los ejercicios que siguen U denotara el conjunto universal, A, B,C'y D denotaran
subconjuntos de U. Demuestre las afirmaciones que se indican. En las partes donde se
hace una pregunta dé una demostracion en caso que sea verdadera y en el caso que sea
falsa dé un contraejemplo.

a) AN B ={si, y sblosi, AC B¢

b) AUB=Usi,ysblosi, BEC A

¢) Si AUB # (), entonces A # 0 o B # ()

d) AN(BUCUD)=(ANB)U(ANC)U(AND)
) (AUB)\C = (4\C)U(B\C)

f) A\B=(AUB)\B

e
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SiACCoBCC, entonces ANB CC
ACByACCsi,ysolosiy, ACBNC
i) AN(BaC)=(ANB)a(ANC)
. Es cierto que AN B = A°U B¢?

g
h

J
k) (Es cierto que (AN)U B = B para todo A, B?

)

)

)

)

)

[) {Es cierto que A\ B = B\ A?
) ;Seré cierto que si AN B =ANC, entonces B = C?

) iSi AUB = AUC, entonces B = C?

n) Serd cierto que si ANB=ANCy AUB = AUC, entonces B = C?
) iSeré cierto que A°AB® = AaB?.

m

n

0
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