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1. Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Si es
verdadera debe justificar senalando él o los teoremas que desmuestran
la afirmacién. Si es falsa de un contraejemplo.

. _ A
(a) Si igré f(z) = 0 entonces ilgé o +00.

Solucién: Falso, tomar f(zx) = x y a = 0 entonces h’r%m = 0, pero
T—>

1 .
lim — no existe.

z—0 T

(b) Si lim f(z) = lim f(z) entonces la funcién f es continua en el
T—a~ z—at

punto a.

24+1 :2<0
Solucién: Falso, tomar f : R — R definida por f(z) =< 0 =0 .
z+1 :2>0

Entonces lim f(z) = lim 22 +1=1, lim f(z) = lim z+1 =1,
z—0~ T—ra~ z—0t z—0t
pero f(0) = 0 # 1. Por tanto los limites laterales existen y son iguales,

pero distintos al valor de la funcién en 0. Entonces f no es continua
en 0.

(c) Si f(z) = 322 + 52 + 2 entonces no existe un intervalo V centrado
en —1 tal que f(z) este en (—1072,1072) para todo z en V.

Solucién: Falso, como h’m1 322 + 52 + 2 = 0 entonces para ¢ = 1072,
T——

existe 0 > 0 tal que si z estd en (—1 — ¢, —1+0) entonces f(z) estd en
(—=1072,1072). Luego para V = (=1 — 4, —1 + J), se tiene que f(x)
estd en (—1072,1072) para todo z en V.



2. Analice la existencia de los siguientes limites. En caso de existir calcule
su valor.

Solucién: Notar que

2 2

7 x 7 :1: 7
Im — = lim — = lim —2=0
z—0~ |ZL‘| z—0" —XT z—0~
2 2
, x , X ,
Im — = 1lim — = lim =0
z—07F |x\ z—0T T x—07t
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Por tanto los limites laterales existen y son iguales, entonces hn% ﬂ
x—0 |T
existe y vale 0.

(b) lim V/sen(z) — /cos(z)

™ _
T—=7 X 1

Solucién: Notar que

— lim (v/sen(z) — \/cos(z)) (y/sen(x) + /cos(x))
o S5 @o5) (Ve + Jeosn)
C lim sen(x) — cos(x)

e=% (z — T)(y/sen(z) + \/cos(z))

Como sen(z) — cos(z) = v/2sen (z — I ), se tiene que

lm sen(x) — cos(x) — lm V2sen(z — I)

a4 (. — %)(\/sen(a:) + \/cos(x)) =% (z — %)(\/sen(x) + \/cos(x))

; sen(z — T) 1
= lim V2 4
oov3 ( (@~7%) ) (wsen(:c) + ¢cos<z>>>

= \/§><1><
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Solucién: Notar que
T +17T o+

g 7+7 0 1+ -5

entonces ) 17
.2t 17 N [ e e 4
lim = = lim 7
z—+oo 1l + 7 z—+oo 14 4
X
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Como lim — =0, por algebra de limites se concluye que
r—+00 I

o wtar 0+0
z—+00 1+TZ7 140

3. (a) Sea f: R — R definida por

FANR
f(x):{xzsen(z) cx#0

0

0 =0

i) Demuestre que h’n% f(z) = 0 usando la definicién.
z—

Solucién: Dado € > 0, debemos mostar que existe § > 0 tal que
si |z| < & entonces |f(x)| < e.

1
2% sen <>’ < |z?| = |z
x

Entonces, dado ¢ > 0, tomar § = /€ entonces si |z] < § = /e
entonces

En efecto, notar que

[f (@) =

If(@)] < |z* < (Ve)? =

Esto demuestra que lim f(z) = 0.
z—0



ii) ;Es f una funcién continua en todo su dominio?.

Solucién: Si z # 0 entonces f es continua en x, por dlgebra de

funciines continuas.
0,5 puntos.

Si & = 0 entonces f es continua por que h’r% f(z)=0.
r—

0,5 puntos.

Por tanto f es continua en todo su dominio.

(b) Sea g : R — R una funcién tal que para todo = en R,
lg(@)| < 7a°

Demuestre que g es continua en 0.

Solucién: Primero demostremos que g(0) = 0.
Como para todo x en R, |g(z)| < 725, se tiene que para z = 0,

0<1g9(0)] <0

entonces |g(0)| = 0, lo que a su vez implica que g(0) = 0.

Ahora veamos que lim g(z) = 0.
z—0

En efecto, como para todo = en R, |g(z)| < 725, se tiene que
—72% < g(z) < 75

Luego, como lim —72% = 1fim 72% = 0, por teorema de acotamiento,
z—0 z—0

HH(I) g(x) = 0. Esto demuestra que g es continua en 0.
T—r



