Pauta Prueba Global de Matematicas 1

Programa de Bachillerato. Universidad de Chile.
Martes 03 Junio, 2012

Tiempo : 120 minutos .
Nombre:

Seccion:

1. Sea f:[—4,4] — R, definida por: f(z) = 1—a?

1422

(a) Indique en qué intervalos la funcién es creciente y decreciente. ; Posee maxi-
mos y minimos?.

(b) Indique en qué intervalos la funcién es céncava hacia arriba y céncava hacia
abajo.

(c) Esboce el grifico de f.
(Justifique cada uno de sus resultados)
Solucién:

(a) Primero calculamos la derivada de f aplicando la regla del cuociente y la
regla de la cadena.

—2z(x? 4+ 1) — (1 — 2?)2x
(24 1)2
—2x3 — 20 — 22 + 223
(1.2 + 1)2
—4x
(1'2 + 1)27

f'(x) =

1



de donde se obtiene que hay sélo un punto critico, a saber x = 0.
(1 pto.).

También podemos ver el tipo de monotonia de f. En este caso es simple dado
que el denominador de la derivada, (2?4 1)?, es siempre positivo y el numerador
—4z indica que f es creciente para —4 < x < 0 (derivada positiva) y decreciente
para 0 < z < 4 (derivada negativa).

(1 pto.).

Ademas, dado el cambio de signo de postiva a negativa de la derivada antes y
después del cero, esto nos dice que en x =0 f alcanza méximo y es f(0) = 1.
Por estar f definida en el intervalo [—4,4], con f(—4) = f(4) = —15/17, posee
minimo en sus extremos.

(0.5 ptos.).

(b) Para analizar la concavidad y puntos de Inflexién, comenzaremos por de-
terminar la segunda derivada de f .

—4(2? +1)* + 4z 2(2* + 1) 2z
(2 + 1)
—4(x* + 1) + 1622
(1'2 + 1)3
1222 — 4
Ry

por lo que los posibles puntos de inflexién de f son los que satisfacen la ecuacién
1222 — 4 =0, es decir z = il/\/g.

(1 pto.).

Observacién: Otra manera de discernir si en el punto critico z = 0 hay maximo o
minino, es evaluando este valor en la segunda derivada y como f”(0) = —4 < 0,
entonces en x =0, f alcanza maximo.



Como el denominador de f”(x) es simpre positivo, sélo debemos analizar el
numerador 1222 — 4.

Los intervalos a considerar son (—4, —1/v/3), (=1/v/3,1/v/3), (1/v/3,4).
Para 2 € (—4,—1/v/3),

—1 2 1 2 2
A <r< —==2">-,=>12x">4=122"—-4 >0,

/3 3

asi f”(x) > 0 cuando z € (—4,—1/V/3), y f es céncava hacia arriba en este
intervalo, lo mismo sucede si 2 € (1/v/3, 4).

Decir que 2 € (—1/v/3,1/+/3) es lo mismo que:

1
|z < —=

V3
2 1 2
= <§,:12m < 4,

asi f"(x) < 0 cuando x € (—1/v/3,1/4/3), y f es céncava hacia abajo en este
intervalo.

(1 pto.).

Dado el cambio de concavidad antes y después de los puntos: z = :I:\/L37 se con-
cluye que la funcién posee punto de Inflexion en dichos valores.

(0.5 ptos.).

(c) Finalmente, se presentan el resumen de los valores f(x) en los puntos que
determinamos anteriormente:

z | flz)
4 |-15/17
-1/V3 | 1/2
0 1
1/vV/3 | 1/2
4 | -15/17

Con todo esto podemos dar una idea del grafico de f
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Figura 1: Grafico

(1 pto.).



Nombre:

Seccién:

. Resuelva los siguientes problemas.

(i) Determine el siguiente limite:

lim cos(2x) — 1

e~ 0  sen(x)

(ii) Si f es diferenciable en a, donde a > 0, evalie el siguiente limite:

Respuesta (i)

z—0

cos(2z) — 1

sin(x)

o @) = f(@)
r—a \/_—\/E

lm (v/cos(2x)) — 1)(y/cos(2x) + 1)

1punto
z—0 sin(z)(y/cos(2z) + 1) P
lm cos(2z) — 1
20 gin(z)(y/cos(2x) + 1)
i cos?x —sin?z — 1
{fm
2=0 gin(z)(y/cos(2x) + 1)
T —2sin’z 1 to
fm un
20 gin(z)(y/cos(2x) + 1) P
) — sin(x)
lim
2=0 (y/cos(2z) + 1)

0
2

0 1punto



Respuesta (ii)

L@ @) () = @)+

M VE—va e (a—va)et va)
) — Sa)(/E VA

r—a T —a

1punto

= lim f@) = fla) (Vr ++/a)| 0,5punto

T—ra Tr — a

TG (0N lfm (v + Va)

= f(a)-2va 1,5punto
= 2Vaf'(a)

Variante:

i L10) g GO SONE Dy,

s A e (V- Ja)(VT T a)

e U@ = F@)(E + Va)

T—ra Tr — a

= lim f@) = fla) (Vr ++/a)| 0,5punto

T—a xr—a

= f(a)-2va 1,5punto

— 2/af'(a)



Nombre:

Seccion:

. Elija sélo uno de los siguientes problemas.

(i) Encuentre la derivada de f(z) = \/cos(z) + sec(z® + 2).

(ii) Encuentre f'(5), donde f(z) = faiels.

Solucion:

(i) Notamos que la funcién f es la suma y composicién de funciones diferen-
ciables, asi que usaremos dlgebra de derivadas para encontrar f’.
Comenzaremos derivamos la suma:

P@) = (Veos@) + (secla® +2))
(1.0) pto.

Ahora, usamos la regla de la cadena para calcular ambas derivadas.

1

a) (y/cos(x)) = ————=(—sen(x)). (2.0) pts.

24/ cos(x)

b) (sec(z®+2)) = sec(x® + 2)tan(z® + 2)(32?). (2.0) pts.

Por lo tanto,

—sen(z)

fl@) = 2y/cos(x)

+ 32%sec(x® + 2)tan(z® + 2).

(1.0) pto.

(ii) Primera forma.
Para encontrar f/(57) primero encontraremos f’ y luego la evaluaremos en
oT.
Notamos que la funcién f es el cuociente y suma de funciones diferencia-
bles, asi que usaremos algebra de derivadas para encontrar f’.
Primero derivamos el cuociente:

, ~ (tan(z))'(1 + sen(x)) — tan(z)(1 + sen(x))’
) = (14 sen(x))?




(ii)

(2.0) pto.

Ahora derivando la suma de funciones y usamos las derivadas que conoce-
mos obtenemos.

fla) = (tan(x))'(1 + sen(x)) — tan(x)((1)" + (sen(x))")
(1+ sen(x))?
sec®(x)(1 + sen(x)) — tan(z)cos(x)
(1+ sen(x))?
sec?(z)(1 + sen(z)) — sen(z)
(1 + sen(x))?

(2.0) pto.

Antes de evaluar f’ en 57 notemos que 57 = m+42-27 y como las funciones
sen(z) y cos(zx) son funciones de periodo 27, podemos concluir que:

sen(bm) = sen(mw) =0, cos(br) = cos(m) = —1 y sec(br) = 1/cos(bm) =

(1.0) pto.
Por lo tanto,
f(5m) = sec®(5m)(1 + sen(5m)) — sen(5m) .
(14 sen(5m))?
(1.0) pto.
Segunda forma.
Usando la definicién de derivada en un punto obtenemos que:
. f(5m + h) — f(57)
/ —
f5m) = Jm, h '
(1.0) pto.

Notemos que 57 = 7 + 2 - 27 y como las funciones sen(x) y cos(x) son
funciones de periodo 2m, podemos concluir que:

(a) sen(bm) = sen(m) =0

(b) cos(bm) = cos(m) = —1

(c) tan(bm) = sen(57r))/cos(57r) = 0.
)

(@) f(5m) = tan(bm

1 + sen(5m) 0

(2.0) pts.

—1.



Ademas la funcién tan(x) es una funcién de periodo 7 por lo que

por lo tanto,

f'(5m)

tan(5m + h) = tan(h),

(1.0) pto.

tan(5m + h)
-0

. 1+ sen(bm + h)

lim
h—0 h

) tan(b5m + h)

lim
h—0 h(1 + sen(5m + h))
. tan(h)

h—0 h(1 + sen(5m + h))

, sen(h) 1
flg% ( h cos(h)(1+ sen(5m + h)))

(%1'36 &;@) (53% cos(h) (1 + 816n(57r n h)))
1

! '1(;03(0)(1 T sen(5m)

(2.0) pts.



Nombre:

Seccién:

. Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de: f(x) = arctg(x® — 1),

en r = /2.

Solucion:

la ecuacién de la recta tangente estd dada por: y — f(v2) = f/(v2)(z — V/2).

Para esto hay que determinar f’(z) donde f(x) = arctg(z* — 1), derivando
tenemos que: f'(z) = : -2z,

@212

luego
FV2)=3-2v2=V2
Ademas f(\/§) = a?"C?fg(\/§2 —1) =arctg(l) = T

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente nos queda:

1.5 puntos.



Nombre:

Seccién:

. Sea f(z) = cos(z). Demuestre que |cos(z) — 1| <z, Vax >0.

(Indicacion: Use el teorema del valor medio de derivada en un intervalo conve-
niente.)

Solucion:

Considera y = cos(xz) derivable en |0, z|

En tal abierto, se tiene que 3y’ = cos'(x) = —sen(x)

Ademés sabemos que, |sen(z)| <1en R

Tenemos entonces por TVM que 3 ¢ € o, z] tal que;

y—y(0) =9'(c)(z —0)

1.5 puntos.

Tomando valor absoluto:

ly = y(0)] = ' (c)|z — O <= [ cos(x) — cos(0)] <1 |z — 0|

De donde:
|cos(z) — 1] < |z|,Vx >0

Que incluso es valida para x = 0, o sea:

|cos(z) — 1] < z,Vz >0



OTRA SOLUCION:Trigonométrica

cos(x) — cos(y) = —2 sen(x ;— y) sen(x ; y)
De donde, .
| cos(x) — cos(0)] = 2| sen(x ) en(m ; )|
O sea, .
x x
|cos(xz) — 1] = 2]sen(§)\ * \sen(§)| < 2% 1% |§] < ||
Por tanto,

|cos(z) — 1] < z,Vz >0



Nombre:

Seccién:

. Sea f(t) = 2sen(wt + 7).

(a) Grafique f(t), para ¢ € [0; L]
(b) Para qué valores de t € R*, f alcanza méximo y minimo.

Solucion:

(a)

f(t) =2sen(mt 4 7).
Parametros:
Amplitud=2,

Velocidad Angular =7, = Periodo= 27“ =2
Desplazamiento eje Y: t = —1/4.

En —1/4<t<—-1/4+2, tenemos:
Vmedio =0ent; = -1, to=—1+3-2, t3=—1+2.

V.Maximo=V.medio + Amplitud =2 en t; = —}1 +
V.Minimo=V.medio - Amplitud = —2 en t; = —}1 +

Interseccion con eje Y en: f(0) = 2sen(n/4) = 2‘/75 =2
Grafico: 0<t< %



3
2 A L Y S
Y : 3/4 rd \\
1114 1544

T N\: 1Y\

/ ¥ !
s \\i 15 / xz’ ! 25 \\é 3%/
4 va \ / R Y,
; s / or4 \\‘,/’
3

Figura 2: Grafico

(b)

Valor Maximo :
2senm(t+1)=2 & w(t+1) =72+ 2knr
0.5 puntos.

& t+i=1+2k

0.5 puntos.

Los valores de t > 0 para los cuales f alcanza méaximo son los t € {% +2k, k€
NuU{0}}

0.5 puntos.
Valor Minimo :
2senm(t+ i) =-2 & 7w(t+ %) = 37” + 2k

0.5 puntos.

& t+1=3+2k



Los valores de t > 0 para los cuales f alcanza un minimo son los

te {3+2k ke NU{0}}.

0.5 puntos.



