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1. Grafique f: D — R donde D esta dado en cada caso y f se define en
cada caso.

a) f(z) =2*—3x+1, donde D = R.
b) f(z) = =, donde D = R.
c) f(z) = mm—jl, donde D — {1}.

d) f(x) =2* —22% + 7, donde D = R.

e) f(r) = =, donde D =R — {—1,1}.

2. Herdén de Alejandria en el siglo I de nuestra era, aseguré que el area de

un tridngulo es
Vo —a)p—b)(p - o)

donde p es el semiperimetro del triangulo de lados a, b y c. jEsté usted
de acuerdo con Herén?.

3. El teorema del Seno dice que

a b c
K= sen(a) - sen(pB) - sen(7)

donde a,b y ¢ son los lados de un triangulo de vértices A, By C, el
angulo en A es a, el angulo en B es  y el dngulo en C' es . De una
interpretacién geométrica a K.



10.

. Si x es tal que cos(z) # 0, muestre que tan(z) = tan(z + 7).

Si tan(z) = 1, sin hacer célculos encuentre el valor de cos(z) — sen(x).

Demuestre que |sen(z)| < |z|, para todo x € R.

Encuentre una interpretacién geométrica para tan(z). Haga lo mismo
para cot(z), sec(z) y csc(x).

Encuentre todos los z € R tale que sen(x) + cos(x) = 0.

Encuentre todos los € R tales que 3sen?(x) + cos?(x) + cos(x) = 0.

Calcule los siguientes limites:

Xz

lim
%) 230 sen(x)

b) lim sen>(t)

t—>0 ( 3

t)
( )

x%O
1 —
d) lim —COS(””)
x—0 x

e) lim |sen(z) — sen(a)l
Tr—a

f) h’_r)n cos(x) — cos(a)

sen(a + h) — sen(a)

9) Jim h
B) lim cos(a+ h) — cos(a)
h—0 h

tan(x) — sen(z)

i) lim

=0 z3tan(z)



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

J) lim arcsen (sen(x))

x—0 X

, x
k) glcli)r(l) arctg ($2 n 1>

)

2

[) lim arctg(

T—r—00

Demuestre que si |z — y| < € entonces |sen(z) — sen(y)| < e. Ayuda:

Note que
2sen r—y cos Yy
2 2

Demuestre que para cualquier valor de x € R, se tiene la igualdad

|sen(z) — sen(y)| =

cos*(z) — sen*(x) = 1 — 2cos*(x)

Encuentre sen(2x) conocidos sen(x) y cos(z). Haga lo mismo para
cos(2z) y tan(2x).

(Es cierto que sen(arccos(x)) = +/1 — 22, para cualquier x € [—1, 1]7.

Grafique las funciones siguientes:

(a) f: R — R, definida por f(x) = se
(b) f: R — R, definida por f(z) = co
(c) f:R — R, definida por f(z) = sen(z) + cos(x).

Una rueda de radio 2 metros gira a razoén de 10 vueltas por minuto, en
torno al origen. En el instante ¢ = 0 hay un punto A en la ubicaciéon
(2,0). Describa la altura y(t) del punto A con respecto al tiempo. Gra-
fique la funcion y(t).

Sea f: R — R definida por

sen(2x) i o # 0
— 3x
/() { A siz=0

Determine el o los valores de A de manera que f sea una funciéon con-
tinua.



18. Sea f : (—g, g) — R definida por

tan(z) .
o) = { wen(s) SL £ 0

A siz=0

una funcion continua. ;Cudl es el valor de A?.

19. Considere la funcién f : [1,00) — R definida por
f(x) = arctan(Vz? — 1)

Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto

(2, £(2))-

20. Calcule la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) = tan?(sec®(\/7x))
b) f(z) =x — 3sen(z)

¢) f(x) = xsen(3x) + cos(x?)

d) f(x) = \/seln(m) + tanl(x)
e) f(z) = sen (tan (V1 + z3))
/) f(@) = arctan (35)

g) f(x) = 2?cos(arcsen(z? — 3))

21. Sea f: R — R, definida por

sen(x)
m={" 17

Demuestre que f es diferenciable en todo R.

22. Sea f: (’” ’r) — R, definida por

22
tan(z)
_] = =#0
f(x)—{ 1 x=0

Demuestre que f es diferenciable.
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23.

24.

25.

26.

27.

Un mecanismo circular hace mover un piston, de tal forma que en el
segundo t su posicién es

z(t) = 5+ 3cos(2t)

(a) Calcule la velocidad del pistén en cada segundo t.
(b) Determine la maxima velocidad del pistén.

Una estrella variable Cefeida tiene brillantez que aumenta y disminuye
de manera alternada. La estrella de ese tipo mas visible es la Delta
Cefeida, para la cual el intervalo entre los momentos de maxima bri-
llantez es de 5,4 dias. La brillantez promedio de esta estrella es de 4.0 y
su brillantez cambia en £0,35. En vista de estos datos, la brillantez de
la Delta Cefeida en el tiempo t, donde éste se mide en dias, se modela
por la funcién:

B(t) = 4,0 + 0,35sen (g—qt) .

(a) Halle la razén de cambio de la brillantez después de ¢ dias.
(b) Grafique B.

Se ha modelado la duracién de la luz del dia (en horas) en la ciudad
de Filadelfia en funcion del dia ¢ del afio por:

L(t) = 12+ 2,8sen (2 (t — 80)).

Use este modelo para comparar como aumenta el nimero de horas de
luz de dia en Filadelfia el 21 de marzo y el 21 de mayo.

cos(x)
2+sen(x)

Encuentre los puntos sobre la curva y = , en los cuales la tan-

gente es horizontal.

Una banda eléstica cuelga de un gancho, con una masa sujeta en su
extremo inferior. Cuando se tira de la masa hacia abajo y luego, se deja
en ibertad, vibra verticalmente en un movimiento armnico simple. La
ecuacion del movimiento es s = 2cos(t) + 3sen(t), t > 0, donde s se
mide en centimetros y t en segundos. (Tomando la direccién positiva
la correspondiente hacia abajo).

(a) Encuentre la velocidad en el instante ¢.
(b) Grafique las funciones velocidad y posicin.



Ejercicios Resueltos

1. Demuestre la identidad

costy) — cos(x) =2 sen (45 sen (%)

Respuesta:

Observemos que

vy _ v,y r-y_r_ Y
2 272 Y T2 T2 2
Por lo tanto, si anotamos a = g y 3= % la identidad se escribe en la

forma:
cos(28) — cos(2a) = 2 sen(a + 3) sen(a — 3)

Basta entonces probar esta ultima identidad.

Considerando las siguientes identidades ya conocidas:
cos(2a) = cos’a — sen’a
cos(28) = cos?B — sen?f
sen(a + ) = sena cosf + senf cosa
(

sen(a — ) = sena cosfl — senf cosa

obtenemos que:
cos(28) — cos(2a)) = cos?f — sen?f — ( cos’a — sen’a)

= (cos?’ — cos?a) + ( sen’a — sen?f3) (1)
y

sen(a+p) sen(a—p) = ( sena cosf+ senf cosa)( sena cosf— senf cosa)
= sen?a cos?3 — sena cosf senf3 cosa
+ senf3 cosa sena cosf — sen?f cos?a
= sen?a cos?f — sen?f cos’a

= (1 — cos?a) cos? — sen?f3 cos’a

= cos’8 — cos’a (2)
= (1— sen?p) — (1 — sen’a)
= sen’a — sen’f (3)

2

donde usamos la identidad ya conocida: cos?c + sen?a = 1.
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Si en (1) reemplazamos (2) y (3) obtenemos:
cos(2f) — cos(2a) = 2 sen(a + ) sen(a — 3)
que es la identidad que queriamos demostrar.

1
. (a) Demuestre que lim — = 0.

r—0o0 U
(b) Demuestre que lim — = 0.
T——00 I
Concluya de que para cada p € N se tiene que lim — = 0.

z—+oo P
Solucién:

a) Recordemos que para una funcién f : [a,00[— R se tiene por
definicién que lim f(z) = L si dado ¢ > 0 (que suponemos es
T—r 00

muy pequeno) existe K > 0 tal que
r>K=|f(x) - L| <e.

1 .
Luego, para probar lim — = 0 consideremos un ntumero £ > 0

T—00 I
(pequeno), cualquiera. Debemos encontrar K > 0 tal que si = es
1
mayor que K entonces |— — 0] < €.
x
. 1 1
Observamos que si z > K > 0 entonces |— — 0| = —
x x

Debemos encontrar K > 0 tal que:

1
> K — - <e¢.
T

Ahora bien, como ¢ > 0 sabemos por la Propiedad Arquimediana
de los ntmeros naturales que existe un ntmero natural K € N

1
(por tanto K > 0) tal que e < €. Para este numero K se tiene:

1 1 1
r>K—-<—=<ege=——<e.
x K €T

Es decir, este nimero K € N cumple con lo que buscabamos.

1
Esto prueba que lim — = 0.

T—00 I

Observamos que como K € N entonces x > K > 1. Entonces,
para cada p € N se tiene que 2P > = (pues z > 1).



1
Y esto implica que — < —.
N

Entonces, para cada p € N, dado ¢ > 0 elegimos K € N tal que

1
74 < & (Prop. Arq.) y tenemos que

1 1
r>K—— < —-<e.
xP x

1
Es decir, lim — = 0.
z—o0 P

1
b) Para demostrar que lim — = 0 basta notar que

T—r—00 x
.1 , 1 .1
Im —=1lim —=—1lm —=-0=0.
T——00 I r—00 —I T—00 I

3. Pruebe que si f : [a,b] — R es continua, y es derivable en |a, b| con
f'(x) = 0V €la,b] entonces f es constante en [a, b].

Solucién: Probaremos que f(x) = f(a) para todo = € [a, b]. Para ello,
tomemos = €|a, b] cualquiera y probemos que f(x) es igual a f(a).

Tenemos que f : [a,z] — R es continua, y es derivable en |a, x[.

Luego, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢, €|a, z| (¢, es un punto

que necesariamente depende de z) tal que w = f'(c,).
Pero por hipétesis, f'(c,) = 0, por lo tanto, J@) = Jta) =0.
r—a

Necesariamente, f(z) — f(a) =0, por lo que f(z) = f(a).

Asi, para cualquier x € [a,b] se tiene que f(x) = f(a), lo que implica
que f es constante.

4. Pruebe que si f : [a,b] — R es continua con f(a) = 0, y es derivable
en |a,b[ con f'(x) > 0 Vz €la,b| entonces f(x) > 0 Vz €la, b|.

Solucién: Probaremos que f(x) > f(a) = 0 para todo z €]a,b]. Para
ello, tomemos z €|a,b] cualquiera y probemos que f(z) es mayor a

f(a)=0.

Tenemos que f : [a,z] — R es continua, y es derivable en |a, x|.



Luego, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢, €]a, z| (¢, es un punto
que necesariamente depende de z) tal que

f(z) = f(a)

Tr—a

Pero por hipétesis, f'(c,) > 0, por lo tanto, > 0.

Como = — a > 0, necesariamente f(z) — f(a) > 0, por lo que f(z) >

f(a).

Asi, para cualquier x €|a, b] se tiene que f(z) > f(a) =0.
. Pruebe quesi f : [a,b] — R es continua y derivable en ]a, b con f'(z) >
0 Vx €la, b[ entonces f es estrictamente creciente.

Es decir, 1,25 € [a,b], 21 < 20 = f(z1) < f(22).

Respuesta: Dados x1, 25 € [a,b], x; < x9 por Teorema del Valor Medio
(se cumplen todas las hipdtesis necesarias para aplicar este teorema
(verifiquelo)), existe ¢ €]xq, 2| tal que

flae) = fla1) (o).

To — X1
Como por hipétesis f/(c) > 0 y ademés zo — 1 > 0 vemos que necesa-
riamente f(z3) — f(x1) > 0.

De modo que f(z9) > f(x1) que es lo que querfamos concluir.

. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas con f(a) = g(a), y ambas
derivables en |a, b[ con f'(x) > ¢'(z) Vx €]a, b|.

Pruebe que f(x) > g(z) Vx €]a,b].

Solucién:

Consideremos la funcién auxiliar h(z) = f(x) — g(z).

Esta funcién cumple todas las hipétesis del ejercicio anterior (Ej. ?77),
por lo que h(z) > 0 Vx €la,b)].

Esto significa que f(x) > g(z) Vx €]a, b].

. Pruebe que | sen(t)| < ¢ para todo ¢ > 0.
Solucion:

Usaremos el Teorema del Valor Medio.



Observamos que, | sen(t)| < 1 para todo t € R, por lo que para t > 1
la demostracién es trivial.

m
Observamos también que sen(t) > 0si 0 <t < 5

por lo que | sen(t)| = sen(t) en el intervalo |0, g]

T
Como 1 < 5 concluimos que basta probar sen(t) < t para todo t €

Sean f(t) =ty g(t) = sen(t) continuas y derivables en el intervalo

Entonces f(0) = ¢(0) y f'(t) =1> cos t = ¢'(t) para todo t €]0, g]

Vemos que estas funciones f, g cumplen todas las hipotesis del ejercicio
anterior (Ej. 77).

Por lo tanto, ¢g(t) < f(t) para todo t €0, g]

Es decir, sen(t) <t para todo ¢ €]0, g]
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