Introducciéon
“Saber es poder
comprender es tolerar”

La idea que me motiva a escribir estas notas esta sustentada en la firme creencia que, “una
condicién necesaria y suficiente para que en algin instante se produzca aprendizaje de algo es
que, la interseccién entre los deseos de ensenar del que ensena, y los deseos de aprender del que
aprende, sea no vacia.”

Lo anterior es con seguridad una muy dificil tarea, no obstante poseo la esperanza que estas
notas ayudaran en parte, a generar la motivacién en los actores para que ingresen a esa ”in-
terseccion.” Por esto espero que con estos apuntes se consiga al menos alguno de los siguientes
objetivos.

Dar informacién introductoria y bésica a los estudiantes de un primer curso de Algebra.

Servir de hilo conductor para que los estudiantes recorran las primeras ideas algebraicas
hasta llegar a las bases del algebra Lineal, y puedan posteriormente reflexionar, respecto de las
ilimitadas aplicaciones que esta disciplina posee.

Generar un ambiente de didlogo permanente, entre el Profesor y el Estudiante del cual se
concluya al menos que, “lo abstracto deja de serlo cuando se hace tangible en la mente, y se
plasma a través de la mano.”

Motivar al estudiante a profundizar dia a dia, cada uno de los topicos discutidos en clases,
usando la bibliografia de apoyo sugerida por su profesor, para que se concreten y conecten la
teoria y la préctica.

Motivar al profesor, para que complemente estas notas, ddndoles la contundencia y versatil-
idad necesaria para mantener vivo en el estudiante su interés por la asignatura.

Estas notas estan distribuidas en dos tomos, en el primero de ellos se hace énfasis en estruc-
turas algebraicas y en el segundo abordamos definitivamente temas de algebra lineal y algunas
de sus aplicaciones més frecuentes.

Deseo enfatizar que desde hoy estas notas estaran en constante revisién con el inico objetivo
de mejorar y asi llegar a ser alguna vez, un razonable material de apoyo, para la ensenanza y
aprendizaje de esta disciplina.

Este primer trabajo se realizé en el marco del proyecto de docencia “Construccién de un
libro de Algebra para el primer ano de Ingenieria Civil ” con el apoyo y financiamiento

de la Vicerrectoria de Docencia y Extension.

Finalmente debo agradecer el inestimable trabajo de la Profesora Gabriela Penailillo, quien
con esmero y dedicacion corrigié y ademads propuso ideas en la construccion de estas notas.

Ricardo Santander Baeza



CAPITULO 1

Matematica Basica

1. Contenidos

(1) Polinomios

(2) Adicién de Polinomios
(3) Producto de Polinomios
(4) Divisién de Polinomios

2. Introduccion

2.1. Comentarios y Definiciones.

La idea aqui es introducir informalmente el concepto de polinomio, el cual serd abordado
posteriormente desde el punto de vista de las estructuras algebraicas'.
El punto de partida serd un elemento que “ segin parece todos conocemos en mayor o
menor medida 7, EL NUMERO interpretado de una manera altamente intuitiva:

i, Qué es un numero 7. Probablemente buscando una buena respuesta podriamos pasar por
todas las épocas citando personajes fabulosos como: Pitagoras, Hermes, Hiram, entre otros, sin
encontrar una respuesta satisfactoria, sin embargo todos tenemos nos guste o no, una idea que
nos deja tranquilo respecto de lo que un ndmero es, probablemente la méas comun de las inter-
pretaciones, sea asociar un ntmero con la idea de cantidades de cosas, por ejemplo un maestro,
tres malos albaniles, nueve escogidos caballeros, etc. Asi que para una primera aproximacion
nos contentaremos con lo que él representa.

En esa direccién observemos los ejemplos:

(1) Caso del 33

33 3-10+3

= 3.10"+3-10°
(2) Caso del 987

987 9-100 4+ 87

= 9-102+8-101 +7-10

Wer capitulo estructuras algebraicas
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(3) ¢ Cudl es la idea ? 6 § Cémo se hace 7

La idea es que en la representacién en potencias del nimero 10 ( cosas del tipo
10™), aceptamos como coeficientes ( los nimeros que multiplican a las potencias de 10)
nimeros mayores o iguales a 0 y menores que 10, y lo hacemos asi:

33 : 10 = 3
- 30 1 0
_— = 33=3-10"+3-10

3

Para el ntimero 987 tenemos que

987 : 100 = 9
~ 900
o < 987 =910 + 87

87

Ahora, aplicamos el proceso al nimero 87 y obtenemos:

(2) - = 87=8-10"' +7

Finalmente sustituyendo, obtenemos que:
(3) 987 =9-10% +8- 10" +7-10°

Definicién 2.1.1.

Dado un numero natural n, (n € N). Si
n=a,10°+as 110 4 - +a;10" + ag10% (0 < a; < 9);(0<j < s)

entonces

(4) N = QsOs—105—205_3 - - - A201 G0

La llamaremos representacién del nimero n en base 10

Observacién 2.1.2.

La idea de representar un nimero de la forma (4) no es una exclusividad del nimero 10,
ma&s ain si uno se fija en la idea central obtiene un algoritmo o procedimiento para representar
numeros en cualquier base entera.



2. INTRODUCCION
En efecto
(1) Por ejemplo n = 10 lo podemos representar en base “2”, como sigue
10 = 8+2
= 1.-2241.2!
= 1-2240-2241-2140-2°

Asi que,

10 = 1010 ( base 2)

(2) Para n = 33 tenemos que
33 = 2-16+1
= 2.20 41

= 2°+1

= 1-2240-2440-2340-224+0-2" +1-2°
Luego,

33 = 100001 (base 2)

(3) Para n = 10 en base 3 tenemos
10 = 9+1
= 3%+1
= 1-32+41-3°
= 1:3240-3'+1.3°

Asi que,

10 =101 ( base 3)

(4) Para n = 33 tenemos que
33 = 27+6
= 3*+2-3

= 1-3340-32+2-3140-3°
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Luego,
33 = 1020 (base 3)
Observacion 2.1.3.
Es posible representar un nimero n, (n € N) en base m, (m € N), es decir,
(7)  n=agaq-1---ar1ap (basem) <= n=am?+-- -+ aym' +agm® (0 < a; <m)
pues:
(1) Las potencias de m estan definidas, es decir, m® = 1 y m” - m! = m"*?

(2) Los coeficientes a; de la representacién en base m verifican la propiedad 0 < a; < m,
esta propiedad permite ver a m no como el niimero que es, sino como un “simbolo ”

(3) Por tanto, para obtener una estructura similar debemos llevar en consideracién estas
propiedades...

Definicién 2.1.4. Definicién informal de polinomio.

Una expresion se llama un polinomio en la variable “x”, y con coeficientes en los ntimeros

reales si:

(1) Es de la forma:

(8) p(z) = ag + a1 + asx® + azx® + - + a,z"
(2) Los numeros ag, donde s =0,1,2,...,n, se llaman los coeficientes del polinomio y son
en este caso numeros reales.
(3) La variable z satisface las propiedades:

(a)  no es un nimero complejo

(4) Los exponentes son nimeros enteros no negativos, es decir n € (Z* U {0})

Ejemplo 2.1.5.

(1) p(z) = 04 0x + 0% 4 02> + - - - + 02™; se llama el polinomio nulo y lo escribiremos de
la forma abreviada: p(z) =0

(2) p(x)=1-3-2%2+2°

(3) ale) = V3o + 2
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(4) De acuerdo a estudios hechos por la policia la cantidad de robos por cada 100.000 habi-
tantes, a partir de 1990 puede calcularse aproximadamente por el polinomio:

(9) r(z) =251 —17.24 - 2 + 1.76 - 2
(a) ¢{Cuéntos robos por cada 100.000 habitantes habra aproximadamente en 19907

Para este caso, tenemos el siguiente analisis del problema:

1990 es el primer ano asi que en 7(z) debemos hacer z = 0, esto es:

r(0) = 251 —17.24-0+ 1.76 - 0?
= 251

(b) {Cuéantos robos por cada 100.000 habitantes habré aproximadamente en 20007
Para este caso, debemos hacer en r(z), z = 10, esto es:

(10)

251 — 17.24 - 10 4+ 1.76 - 102
= 251 —172.4+ 176
~ 2b5

r(10)
(11)

(c) ;Cuantos robos por cada 100.000 habitantes habra aproximadamente en 20107
Para este caso, debemos hacer en r(z), z = 20, esto es:

251 — 17.24 - 20 4+ 1.76 - 202
610

(d) iSera posible que en algin instante los robos se aproximen a cero por cada 100000
habitantes?
Para este caso, debemos hacer en r(z) = 0,esto es:

(12) r(20)

Q|

251 —17.24 -2 +1.76-22 = 0
I
17.24 4 /(17.24)2 — 4 - 1.76 - 251
v 2.1.76
_17.24 +/297.2176 — 1767.04
B 3.52
17.24 + /—1463.8224
_ 17 63.8 4R
3.52

La conclusién es que esta formula indica que es necesario tomar otras medidas
adicionales, caso contrario la delincuencia triunfarg.!!!

Definicién 2.1.6. Grado de un polinomio

Llamaremos grado de un polinomio al mayor exponente de la variable x, cuyo coeficiente es
distinto de cero.

Notacién: d(p(z)) = grado del polinomio p(z)
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Ejemplo 2.1.7.
(1) (1 + 323 —227) =7
(2) 9an) =0 ap € (R —{0})

(3) 02+ 3z — 52?2 +21) =4

Para concluir esta seccion haremos una formal pero muy 1til definicién
Definicién 2.1.8.

Igualdad de polinomios

Sip(r)=ao+arx+- -+ ax" y q(x) =by + bix + -+ + byx™ entonces

(13) p(z)=qx)<=n=m A a=b (i=0,1,2,...,n)

3. Adicién de Polinomios

3.1. Motivacion.

(1) Sabemos que la adicién o suma de ntmeros se realiza en la forma usual; por ejemplo:

3 31 3285
(14) + 4 + 02 + 0015
7 33 3300

Esta forma de disponer los niimeros para sumarlos no es al azar, en realidad corre-
sponde a un ordenamiento légico, por ejemplo en base 10:

3-10° 3-101 +1-10° 3-10°+2-10% +8- 10" +5-10°
(15)  + 4-10° 4+ 0-10'+2-10° + 0-10°4+0-102+1-10"+5-10°
7100 3-10"+3-10° 3-10°+3-107+0- 10" +0-10°

(2) Otras posibles escrituras, que emulen la escritura en base 10.

Base 2: En este caso tenemos por ejemplo:
e2=1-2140.22=2=10 (base2)
e 10=1-22+0-224+1-2140-2°=1010 (base2)
e 12=1-224+1-2240-2140-2°=1100 (base2)

Por otra parte,

2 = 0-22 + 0-22 + 1-28 + 0-2° (base2)
+ 10 = 123 + 0-22 + 1-28 + 0-2° (base2)
12 = 1-235 + 1-22 + 0-21 4+ 0-2° (base2)
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(3) Para concluir esta motivacién observen que nuestros polinomios se escriben ”

x 7, aunque ya dijimos que x no es un nuimero, sin embargo podemos imitar el pro-
cedimiento para sumar representaciones numéricas con las debidas precauciones; por

ejemplo:
Ejemplo 3.1.1.

Sipx)=5+x+222+3 2% +2°y q(z) = 4o + 322 — 7T2* entonces aplicando el formato
utilizado para la representaciéon de los niimeros en las diversas bases tenemos que:

p(x) = 5z° + 22! + 0z? + 322 + 0z* + 1-2°
+
a(z) = 02° + 4! + 322 + 0z> + (=7)z* + 02®
pl@)+q@@) = (G+02° + @2+4z' + (0+3)2® + @B+0)2® + 0+ (=)' + (1+0)2®
Luego,
_ 1 2 3 4 5
(16) p(z)+qz) = 5 + 62! + 322 + 3z Tt o+ x

Definicién 3.1.2.

Si p(x) = ag + a1x + apa® + azz® 4+ -+ anz™ y q(z) = by + bix + by 4 b3xd + - - - + by
tal que d(p(x)) =n, d(q(z)) = m y n < m entonces

p(x) + q(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + (az + ba)a* + (as + b3)x> + - - - + (am + b )z™

representard la adiciéon de polinomios o la forma de sumar dos polinomios.

Ejemplo 3.1.3. Suma de polinomios
(1) Sumemos los polinomios: p(x) = x> + 5z — 2 y q(z) = 32> + Tz + 4
Solucion

p(z) + q(z) = 42% + 122 + 2

en base
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(2) Sumemos los polinomios: p(x) = 4x3 + 2x +21 y q(x) = 2% + =
Solucion

p(z) + q(z) = 42® + 2° + 3z + 21
Observacién 3.1.4.

Si recordamos que la resta de dos reales puede ser interpretada como la operacién inversa
de la adicion, esto es:

(17) a—b=a+(-b)
Asi por ejemplo,
45-12 = (4-10'+5-10% — (1-10' +2-10°)

= 4-10' +5-10° + (—1) - 10 + (—2) - 10°
= 4-10'4+5-10°—1-10' —2-10°

= 3-10'+3-10°

= 33

Lo anterior permite definir, la resta de polinomios como sigue:

Definicién 3.1.5.

Si p(x) = ag + a1z + asx® + azz® 4+ -+ apz™ y q(z) = by + byx + b 4 b3ad + - + bpa™
tal que d(p(x)) =n, d(q(z)) = m y n < m entonces

p(z) — q(z) = (ag — bo) + (a1 — by)x + (az — bo)ax? + (az — b3)ax® + -+ + (am — b)) 2™

representard la sustraccion de polinomios o la forma de restar dos polinomios.

Ejemplo 3.1.6. Resta de polinomios
(1) Restemos los polinomios: p(x) = 2> +5x — 2 y q(x) = 322 + Tz + 4
Solucion

p(x) —q(z) = —22% — 22 — 6

(2) Restemos los polinomios: p(x) = 4a3 + 2z + 21 y q(v) =22 +x
Solucion

p(z) —q(z) =42® —2? + 2+ 21
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Definicién 3.1.7.

Notaremos al conjunto de polinomios como:

(1) Rlz] = {p(x)=ao+az+---+apz" | neN}

(2) Rslz] = {p(x) € Rlz] [ (p(z)) < s} U {0}

3.2. Propiedades de la Adicion de Polinomios.

(1) Propiedad Asociativa
Si p(x) = ap+ a1z + -+ + apa™ € Rlz], q¢(x) = b+ bz + -+ + bpa™ € Rlz] y
r(x) =co+ 1z + -+ cpa”™ € Rz entonces
(18) p(@) + [g(x) +r(2)] = [p(z) + q(2)] + r(2)

En efecto

p(z) + [g(x) + r(x)] = (ap+arz+ -+ apz™) + [(bo+ bix + - + bpa™)+
(co+ 1z + -+ cpa™)]

= (ag+az+---+apnz™) +[(bo +co) + (b1 +c1)z+ - + (by + cy)2"]
= (a0 + [bo + co]) + (a1 + [b1 + c1])x + - - + (an + [bn + cp])2™)
= (lap + bo] + co) + ([a1 + b1] +cr)x + - - + ([an + bp] + cn)2™)
= ([ao + bo] + [a1 + bi]z + - + [an + bu)2") + (co + 17 + -+ + cp2™)

= [(ao+ a1z +--- 4 apnz™) + (bo + brx + - - - + byz™) |+
(co+crx+--+c—na™)

= [p(z) + q(2)] + r(z)

(2) Existencia del polinomio neutro aditivo

Sip(z) =ap+ a1z + - -+ apz™ € R[z] entonces

En efecto
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(20)

(21)
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p(x)+0 = (ap+arxz+---apz™)+ (0+0x+--- 4 0z")
= (ap+0)+ (a1 +0)x + - (ap + 0)z"
n

= at+taxr+---an

= p(z)

(3) Existencia del polinomio inverso aditivo

Sip(z) =ap+ a1z + - - + apz™ € R[z] entonces

p(z) + (=p(z)) = 0

En efecto

p(x) + (=p(x)) = (ao+ a1z + -+ ap2™) + (=[ap + a1z + - - - + ana™])
= (ao+ a1z + -+ apx") + (—ap — arx — - -+ — apz™)
= 0+0x+---+0z"

= 0

(4) Propiedad Conmutativa
Sean p(z) € R[z] y ¢(z) € R[z] tal que:

p(z) =ay+ a1z + -+ apz™ y q(x) = by + bz + - - - + byz™ entonces

p(x) +q(z) = q(x) + p(x)
En efecto
p(x)+q(x) = (ap+ a1z +---+apa") + (bo + b1z + - + bya™)
= (ag+bo) + (a1 +b1)x + - + (an + by)z"
= (bo+ao) + (b1 +a1)w +--- + (by + an)z"
= (bo+biz+---+byx™) + (ap + a1z + -+ + apx™)

= q(z) +p(z)

(5) Propiedad del grado de la adicién de polinomios
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Sip(z) =ap+arx+---+anz™ € R[z] y q(x) = bo+bix+- - -+bpz™ € Rlx| entonces

(22) I(p(x) + q(x)) < méximo{d(p(x)), (q(x))}

4. Producto de Polinomios

4.1. Motivacién.

(1) Sabemos que la multiplicacién de nimeros nos dice que 3 - 11 = 33, pero también ten-
emos que:

3-11 = (3-10%-(1-10* +1-10%)
= (3-10%-((1-10%) + (3-10%) - (1-10%)
= (3-1)-10°*1 4 (3-1) - 100

= 3-10' +3-10°

(2) Como 231 - 27 = 6237 entonces en base 10

231-27 = (2-1004+3-10+1-10°)-(2-10+7-10°)
= (2-10°43-10"+1-10%) -(2-10+7-10°)
= (2-10®)-(2-1047-10°) +(3-10%) - (2-10+7-10°) 4+ (1-10°) - (2-10 + 7 - 10°)
= (2-10%)-(2-10) +(2-10%)(7-10°) + (3-10%) - (2-10) + (3 - 10*)(7 - 10°)+

(1-10%) - (2-10) + (1-10%)(7 - 10%)
= 4-10°+14-10%246-10%2 +21-10" +2-10+7-10°
(23) = 4-10°+ (10" +4-10°) - 102 +6-10% + (210" +1-10°) - 10" +2- 10+ 7 - 10°

= 4-10°+10°+4-10*4+6-10> +2-10* +1-10" +2-10+7-10°
= 5.10°+12-1024+3-10' +7-10°
= 5-10° + (10" +2-10%) - 10% +3-10* +7- 10°
= 5-10°4+10%+2-1024+3-10" +7-10°
= 6-10>+2-102+3-10" +7-10°

= 6237

La forma y sélo la forma de multiplicar los nimeros en base 10, sugiere definir el producto
de polinomios como sigue:

Si p(x) = ag + a1z + asx? + azz® y q(x) = by + by + byx? son dos polinomios de grado 3 y
2 respectivamente entonces imitando la idea podemos hacer lo siguiente:
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p(x)-q(z) = (ap+ a1z + azx® + asz?) - (bg + byw + bx?)
= (ap + a1x + azx?® + azz3)bg + (ag + a1z + azx?® + asz3)bir+
(ag + a1x + asx? + azx®)box?
= (agbo + arbox + agboz?® + azbor3) + (agbiz + a1b1x? + asbya® + azbyzrt)+
(aobox? + ar1box® + agbox* + azbox®)
= agbox® + (a1by + apb1)x + (azbo + a1by + agba)x? + (asbo + azby + a1by)x3+

(a3b1 + a2b2)x4 + a3b2x5

La idea anterior nos permite generar una definicién de polinomios:

Definicién 4.1.1.

Si tenemos los polinomios p(x) = ag + a1z + agx? + - - - + apz™ y q(x) = by + byw + box® +
<o+ b,x™ entonces

(24) p(x) - q(x) = co + 12 + coa® + c32” + -+ + Cppma T
donde
co = aobo
c1 = arbg + agbs
c2 = agby + a1by + apbe
c3 = agby + azby + a1bs + agbs
En general

cs = asbyg + as—1b1 + as_oba 4+ - - - + agbs_o + a1bs—1 + agbs 0<s<n+m

Ejemplo 4.1.2.

Sip(x) =2+ 5z — 423 y q(x) =  — 72? + 62* entonces el producto es el siguiente:

p(2)g(x) = co+ 1z + cox? + czxd + cqrt + c520 + a8 + cra”

= 042z — 922 — 3523 + 8x* + 225 + 025 — 2427
= 22— 922 — 3523 + 8z + 225 — 2447
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Donde,
co = agbg = 0
c1 = aibg+ aghy = 2
ca = agby+ aiby + apbe = -9
c3 = asby+ azbi + arbs + apbs = =35
¢y = agby+ asby + agbs + a1b3 + agby = 8
cs = asbg+ asby + agbs + asbs + a1bs + agbs = 2
ce = apbo+ asby + asbs + agbs + azbs + a1bs + apbs = 0
cr = arbo+ agbi + asby + asbs + asbs + 21bs + a1bg + apby = —24

4.2. Propiedades del producto de polinomios.

(1) Propiedad distributiva

Si p(z) = po + pre + p2x® + - + pa™; q(z) = qo + QT + @ + -+ gua™ y
s(x) = sg + s12 + 5222 + - -+ + s4x! donde n < m < t entonces

p(x)-qx) = co+crx+cox® + ez -+ cugpma™t™
p(x)-s(x) = do+dix+dex® + dszd + - - + dp 2™
Donde,
¢ = Prqo + pr-1q1 +pr—2g2 + - + p2gr—2 + P1¢r—1 + Poqr 0<r<n+m
dr = prso+pr—151 +pr—282 + -+ Pasr_2 + P15—1 + Posr 0<r<n+t
Ahora,
p()[g(x) +s(x)] = (po+p1x+p2x®+ -+ ppz™) - [(q0 + s0) + (q1 +s1)x 4+ + (¢ + s¢)2]
= wg+urw + -+ Uy (%)
Donde,

ur = pr(qo + 80) + pr—1(q1 +81) + -+ polq + st) 0<r<n+t

Pero,
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ur = pr(go+ S0) +pr—1(q1 +s1) + -+ polq + s¢)
= DPrqo + PrSo + Pr—191 + Pr—181 + - - + Poqr + PoSt
= (prgo +pr—1q1 + -+ +poqt) + (Prso + pr—151 + -+ + PoSt)

= ¢ +d 0<r<n+t ()
Sustituyendo (*) en (**), tenemos que

p(x)[q(x) + s(x)] = wo+urxr+ -+ upppa™

= (co+do)+ (c1+di)x+ -+ (cpgt + dpyg) "t
= (co+az+- 4 cppz") + (do + diz + -+ + dpz™ )

= p(x)q(z) + p(z)s(z)
Asi que

(25) p(@)[q(z) + s(z)] = p(z)q(x) + p(z)s(z)
(2) Existencia del elemento neutro multiplicativo

Si e(x) = 1 entonces para cualquier polinomio p(z) tenemos que

p(x)e(z) = (po+prz+pea?+ - +pua") - (1+ 0z +0z? + 023 + - + 0z")
= po+pix+p2r® + - 4 pua”

= p(x)

(3) Propiedad asociativa

(26) [p(z)q(x)]s(x) = p(z)[q(z)s(x)]

Es un buen ejercicio!!!

Observacién 4.2.1.

Sabemos que para polinomios, el proceso inverso de sumar es restar, es decir, si sumar significa
hacer entonces restar significa deshacer y viceversa. Pregunta sel producto de polinomios tiene
proceso inverso?
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La pregunta tiene sentido, pues el concepto de inverso esta ligada directamente a la con-
struccion de algoritmos (procedimientos, formulas) que permiten realizar operaciones en forma
rapida y eficiente, por ejemplo la formula:

1
1 dolar = 550 pesos <= 1 peso = 550 dolar

Nos permite usar sin problemas las monedas délar y peso indistintamente, pues a la hora de
comprar podemos hacer lo siguiente:

Si un articulo vale 300 dolares entonces sacamos la calculadora y hacemos

300 délares = 300 - 1dolar
= 300 - 550 pesos
= 165000 pesos

Por el contrario si un articulo vale 165000 pesos y solo tenemos ddlares entonces sacamos
la calculadora y hacemos

165000 pesos = 165000 - 1 peso

1
= 1 - —_— 3
65000 ) dolares

= 165000 dolares
N 550

= 300 dolares

Como se ve la existencia de una operacion inversa esta ligada a la “resolucion de ecua-
ciones” “es decir, cuando vale la equivalencia en el caso aditivo

(27) r+a=b<=zr=b—a

O en el caso multiplicativo

(28) ax:b<:>x:§ (a #0)

Por ahora seguiremos actuando en forma intuitiva y haremos lo siguiente.

5. Divisibilidad
Idea 1 ( Hay que partir de alguna parte )

i, Qué significa que % =47
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(a) Interpretacién practica

parte 1 parte 2 parte 3 parte 4
(b) Interpretacién bésica
8 2 4
(=) 4-2
0 (resto)
Idea 1’ Ahora ; Qué significa que % =4.57
(a) Interpretacién practica
ted
parte 1 parte 2 parte 3 parte 4 | Do
(b) Interpretacién bésica
9 2 4
(=) 4-2
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Conclusion:

8§=2-440 A 9=2-4+41

Equivalentemente

nojoo
Il
W
_l_
o
>
\e]Ne)
I
W
+
N[ —

Definicién 5.0.2.

Sin y m son dos numeros enteros entonces diremos que n divide m si existe un
numero entero s tal que m =n - s. En simbolos podemos escribir como sigue:

nlm <= (3s;s€Z) : m=n-s

Idea 2 ; Cémo generalizar estas ideas ?

Podemos copiar el algoritmo anterior, en algunos casos conocidos:

(a) Como 2?2 —1= (z—1)(z+1), pues (v —1)(x+1) = 2> +x—2—1 = 22— 1 entonces

- [ |
()xQ—x//

z+1
(-)

XF1

0
Es decir,
0
(29) x2—1:(x+1)(;13—1)—|—x_1

(b) Como x2 — 1 = (z — 1)(x + 1), entonces las soluciones de la ecuacién 22 — 1 = 0
sonr=1loz=-1
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(c) Si escribimos f(x) = 22 — 1 entonces estamos construyendo una férmula llamada
funcién que estudiaremos en el capitulo 2, por ahora esta formula funciona como
sigue:

(30) fla)=a*>-1, a€R

Es decir,

f2 = 22-1 = 3
f(=2) = (=2?-1 = 3
f(6) = 52-1 = 24
fy = 12-1 =0
[ = (121 =0

Observacién 5.0.3.

Este concepto serd discutido en el capitulo 4

fle)=0 = (z-0)|f(z)

<= el resto de la division

f(x):(x—c)esO

Observacién 5.0.4.

St f(l’) =ao+a1r + GQ.’L'Q + a3x3 + - 4 apa™ entonces
(i) f(c) = ao +aic+ asc® + a303 + - +a,c

(if) f(c) =0 <= (z —)|f(2)

6. Aplicaciones

(1) Factorizacién.
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(a) Descomponer en factores la expresién 3 — 1

Solucion:

Si f(z) = 23 — 1 entonces f(1) =1 — 1 = 0, luego podemos dividir:

P -lix—l=z22+2+ 1

) 3 _ .2

° —x

22— 1

O

r—1

(‘):p—l
0

Luego,
23— 1= —-1)(a®+z+1)

3

(b) Descomponer en factores la expresiéon z3 — 3>

Solucion:

Si f(z,y) = 23 — 3> entonces f(y,y) = y> — 3> = 0, luego podemos dividir:

z° — %Y
SN
ny_ny
2 3
NTY, Y
Ol
0

Luego,

? —y? = (v —y)(2® + 2y + )

(c) En general

—2 n—3

2=y = (- )@ 2" Py 2" ey

(2) Radicacion.
2.1 Precisemos lo que entenderemos por radicacién:

Si 22 = 9 ;Cuénto vale x?
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e En primer lugar, buscamos un niimero que multiplicado por si mismo nos de 9
e Resolver la ecuacion significa para nosotros despejar o ”dejar x sola”
rs

e Sabemos que (z°)" =z

entonces

D=

=9 = (2)7 = (9)7 = z = (9)
2.2 Notacion: Raiz cuadrada
xzza; a20<:>x:a% ==+

2.3 Notacién: Raiz n-ésima

" =a; mnpar;a>0
"™ =a; n impar

Ejemplo 6.0.5.
(1) V16 =4
(2) V-27=-3
(3) Factoricemos (v/Z — \/7)
ca=Vi<=uz=ad> N b= y=y="0
o -0 = (a-b)(a+d) = z-y = (V- HVT+)

Equivalentemente

r—1Yy - T —
VA

e Como,

" — yn — (.’L’ _ y)(q:n—l + xn—2y + xn—3y ot yn—l)
entonces para a = " y b = y" tenemos la férmula:

a—b=(¥/a— VB(Va)"™ + (Ya) 2(VB) + (Va) (VD) -+ (VB )

Equivalentemente

B0 e = (VAT () (a0 e (VT
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6.1. Ejercicios Propuestos.

(1) Factorizacién directa de trinomios

Descomponga en factores:

(a) ple) =% —a

(b) p(z) = 223 + 622 + 10z
(c) p(x) = 223 + 622 — 10w
(d) p(x) = 2* — 52% — 36
(e) p(x,y) = 3zy + 152 — 2y — 10
(f) px) =22y +6x+y+3
(2) Factorizacién de trinomios usando sustitucién

Consideremos el trinomio; p(z) = (x —2)? + 3(x — 2) — 10 entonces podemos desar-
rollar el siguiente procedimiento o algoritmo:

Etapa 1: Seau=xz—2
Etapa 2: Sustituyendo en p(x) tenemos que

(32) p(z) = (. —2)? +3(z — 2) — 10 <= q(u) = u* + 3u — 10

Etapa 3: Resolvemos la ecuacién de segundo grado para la variable u.

349440

q(u) =0 5
—317
<
<1:> {
= q2)=0Vq(-5)=0
= () (u— )(u+5)

Etapa 4: Volvemos a la variable original y obtenemos:

p(z) = ((z—=2)=2)((z—-2)+5)
- 3)

Usando el procedimiento anterior factorice los siguientes:

(a) p(x) = (z —3)2 +10(z — 3) + 24
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(b) p(x) = (x+1)2 - 8(x +1) + 15
(c) plx) = 2z +1)2+3(2z +1) — 28
(d) p(x) = (3z — 2)? — 5(3z — 2) — 36
(e) p(z) =6(x —4)> +7(x —4) -3
(3) Planteamiento y resolucién de ecuaciones polinomiales
A modo de ejemplo, consideren el problema:
Una sala de clases posee 78 sillas universitarias. Si el nimero de sillas por fila es
uno mas que el doble del nimero de filas entonces determine el nimero de filas y de
sillas por fila.

FEtapa 1: Planteamiento del problema

Si z es la variable que representa el nimero de filas entonces z(2z + 1) representa
el nimero de sillas por fila, asi que

(33) x(2x 4+ 1) = 78 representa el nimero total de sillas

Etapa 2: Resolvemos la ecuacién 222 +x — 78 = 0

—1++14624
4
—1+£25

4

22+ —-T8=0 < x=

— T =
13

— z=6Vr=-—
X X B

Etapa 3: Decidimos la factibilidad de los resultados:

Como el numero de filas es un natural, asi que desechamos x = Y yvax=06esel

resultado posible y hay 13 sillas por fila.
(a) Determine dos enteros consecutivos cuyo producto sea 72

(b) Determine dos enteros cuyo producto sea 105 y uno de ellos debe ser uno mas que
el doble del otro.

(c) El perfmetro de un rectdngulo mide 32 cm y su 4rea es de 60 cm?. Determine las
dimensiones del rectangulo.

(d) Si el largo de un rectangulo excede en 2 cm al triple de su ancho y su édrea es 56
cm?. Determine las dimensiones del rectangulo.

(e) La suma de las dreas de dos circulos es 657 centimetros cuadrados. Si el radio del
circulo mayor mide un centimetro menos que el doble del radio del circulo menor
entonces determine el radio de cada circulo.
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(4) Divisién de polinomios
Realice las divisiones que se indican:

(a) (22 — Tz —78) + (z + 6)
b) 223 +22 -3z +1)+ (22 +2-1)
(c) (5a®+ Ta® — 2a — 9) + (a® + 3a — 4)
(d) (2n*+3n3 —2n% +3n—4) = (n? +1)
(e) (@®+1)= (z+1)
() (z°=1)+(z—1)
(5) Ecuaciones con radicales
Resuelva las ecuaciones
(a) Ve +2=7-Vz+9
(b) V224 13z +37=1
) Ve +19— vz +28=-1
(d) Va+1=4
(e) V3x—1=—4

(f) V3z—1=+/2—-5z

7. Preliminares sobre Logica Matematica

7.1. Contenidos.

(1) Proposiciones

(2) Conectivos

(3) Tablas de verdad
(4) Equivalencia Légica
(5) Implicacién Légica
(6) Cuantificadores

(7) Demostraciones

23
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7.2. Proposiciones.
Para demostrar que una situacién es correcta o incorrecta, deben ocurrir algunas cuestiones que
de tan naturales que aparentemente son, ni siquiera nos damos cuenta de su existencia.

En efecto

e Para demostrar la veracidad o falsedad de ”algo”, debe existir una situacién, la cual
debe ser decidida de acuerdo a ciertas claves enmarcadas en un sistema comprensi-
ble(légico) para los que estan involucrados en el suceso.

e Dicha situacion para ser infalible en su decisién, debe poseer dos y sélo dos ”opciones
de v; Inicio del periodo de presentacién de antecedentes de parte de los académicos
?erdad” es decir,verdadera o falsa (creible o no creible).

e La argumentacién total debe estar compuesta de una sucesién de estas situaciones las

cuales interactuan armoniosamente, ya sea para obtener un valor de verdad verdadero
o un valor de verdad falso.

Definicién 7.2.1.

Llamaremos proposicion légica a una oracion declarativa que es verdadera o falsa, pero nunca
ambas.

Ejemplo 7.2.2.

P: Algebra es una asignatura anual de Ingenieria Civil en la Usach.
q 22 =6

r: Colo Colo es el mejor equipo de futbol de Chile

Obviamente, p y q son proposiciones y aunque me pese I no es una proposicion, pues un hincha
de la ”u”, por ejemplo no comparte mi idea.

7.3. Generacion de Proposiciones y Tablas de Verdad.

Si p y ¢ son proposiciones entonces

(1) A cada una por separado le podemos asociar una expresién gréafica o "tabla de ver-
dad”de la forma:

(34)
1

donde, 0 representa el valor de verdad falso(apagado) y 1 representa el valor de
verdad verdadero(encendido).
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(2) La proposicién negacién de p se obtiene con la tabla de verdad:

p|~Pp
(35) 0] 1
1 0

(3) A partir de p y ¢ podemos obtener las siguientes proposiciones:

e Conjuncion o producto légico de p y ¢

plalpig
0(0] 0
(36) o[1| o
1/0| 0
101] 1

Sintetiza el concepto de interseccién en el sentido que: p A ¢ serd verdadera sélo si
Py q lo son simultdneamente.

e Disyuncién o suma légica de p y ¢

plalpVvy
0[0] 0
(37) 01| 1
10| 1
11| 1

Sintetiza el concepto de unién en el sentido que: Para que p V g sea verdadera
basta que una de ellas lo sea.

e Implicacién logica de p y ¢

plalp=q
00 1
(38) 01 1
110 0
1)1 1

Sintetiza el concepto de relacién causal, en el sentido que p = ¢ sera falsa sélo
cuando la hipétesis p es verdadera y la conclusién ¢ es falsa. Caso contrario la
nueva proposicion es verdadera.

e Bicondicional légico de p y ¢

(39)

O = O

— =0 o3
»—tOO)—tH

1

Sintetiza el concepto de equivalencia, concepto central en el proceso de clasificacién
y p < q sera verdadera sélo cuando ambas tengan el mismo valor de verdad.
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7.4. Tautologias y Contradicciones.

(1) Una proposicién se dice compuesta si es formada por mas de una proposicién.

Ejemplo 7.4.1.
Si p, ¢ y r son proposiciones entonces aj : pA (g Ar) es una proposiciéon compuesta

(2) Una proposicién compuesta se llama una Tautologia si su valor de verdad es siempre
verdadero independiente del valor de verdad de las proposiciones que la componen.

Ejemplo 7.4.2. Tautologia

a:~ (~p)<=p

En efecto
pl~p|~(~p) | <=|p
0] 1 0 1 10
110 1 1 |1
T

(3) Una proposicién compuesta se llama una Contradiccién si su valor de verdad es siempre
falso independiente del valor de verdad de las proposiciones que la componen.

Ejemplo 7.4.3. Contradiccion

a: pA~p
En efecto
pl~p|pP|AN|~Dp
0| 1 (0]0| 1
110 |1]0] O
C

7.5. Ejercicios Resueltos.

(1) Demuestre que son equivalentes pA(¢Ar)y (pAg)Ar (asociatividad de la conjuncién)

En efecto
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plalr|gAr | pA(gAr) <= |pAqg|(pAg AT
0[0[0] O 0 1 0 0
olo[1] o 0 1 0 0
olt]|o| o 0 1 0 0
ol1]1] 1 0 1 0 0
1jolo]| o 0 1 0 0
1{o]1] o 0 1 0 0
1{1]0] o 0 1 1 0
111] 1 1 1 1 1

(2) Demuestre que son equivalentes p A (¢qV r)y (pAq)V (p Ar) (distributividad de la
conjuncién respecto de disyuncién)

En efecto
pla|r|gVr|pA(gVr)| < |pAg|pAT|(PAgV(pPAT)
0/0[0] 0 0 1 0 0 0
olof1] 1 0 1 0 0 0
ol1]{o| 1 0 1 0 0 0
o/1[1] 1 0 1 0 0 0
110/0] 0 0 1 0 0 0
1{o]1] 1 1 1 0 1 1
1/1]0]| 1 1 1 1 0 1
1]1]1] 1 1 1 1 1 1

(3) Demuestre que son equivalentes ~ (pV q) y (~p A~ ¢q) (ley de De Morgan para la
disyuncién)

En efecto

pla|~p|~q|pVqg|~(pVyq | |~pA~gq
ojo[ 1T [ 1] 0 1 1 1
ol1| 1] 0| 1 0 1 0
1ol 0|1 1 0 1 0
11 00| 1 0 1 0

7.6. Ejercicios Propuestos. Demuestre que son tautologias las siguientes proposi-
ciones:



rrrtrrrrrrrrr LY

1. MATEMATICA BASICA

(~pV~q)
qAp

qVp

(PN AT
(pAg)V(pAT)
p

p

Q B aQ =3 s

3

7.7. Reglas de Inferencia.

Ley de De Morgan de la conjuncién
Conmutatividad de la conjuncién
Conmutatividad de la disyuncion
Asociatividad de la conjuncién
Distributividad de la disyuncién
Idempotencia de la disyuncién
Idempotencia de la conjuncién

Neutro de la disyuncién; C contradiccién
Neutro de la conjuncién; T tautologia
Inverso de la disyuncién; T tautologia
Inverso de la conjuncién; C contradiccién
Dominacién de la disyuncién; T tautologia
Dominacién de la conjuncién; C contradiccién
Absorcion de la disyuncion

Absorcién de la conjuncién

Contrapositiva de p = ¢

El problema puede ser enunciado como sigue:

Si p1,p2,...,Pn ¥ ¢ son proposiciones légicas entonces cudndo

28

L ~(pAg)
2. pAgq

3. pVgq

4. pA(gAr)
5 pA(qVr)
6. pAp

7. pVp

8. pAC

9. pAT

10. pV~p
11. pA~p
12. pAT

13. pvC

4. pV(pAg)
15. pA(pVq)
16. p=g¢

Motivacién 7.7.1.

(40)

Es una tautologia?

(pLAP2 A~ App) =>¢q

Existen varias e importantes formas de resolver o demostrar el problema, y dada la impor-
tancia de estas leyes las enunciaremos como teoremas

Teorema 7.7.2. Modus Ponens o Método de Afirmacion
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Si p y q son proposiciones entonces

es una tautologia

En efecto

PN (p=q)] = q

pla|lp=q|pAp=q|[pANp= 9] =1¢
0jo] 1 0 1
0oj1| 1 0 1
1{o] o0 0 1
1] 1 1 1

Teorema 7.7.3. Implicaciéon Légica o Ley del Silogismo

(42)

(43)

Sip, q y r son proposiciones entonces

es una tautologia

En efecto

(p=N(@g=r)]=p=r

pla|rilp=qlq=r | p=9AN(g=71)|= |p=T
0jo[o] 1 1 1 1 1
ojlo|1| 1 1 1 1 1
o/1]0] 1 0 0 1 0
o[1/1| 1 1 1 1 1
1loflo|l o 1 0 1 0
1{o|1] o 1 0 1 1
1{1]0] 1 0 0 1 0
1l1f1| 1 1 1 1 1

Teorema 7.7.4. Modus Tollens 0 Método de Negacién

Si p y q son proposiciones entonces

es una tautologia

(p= )N ~q=n~p

29
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En efecto

plalp=q|~q|p=N~q| = |~p
00 1 1 1 T | 1
0|1 1 0 0 1|1
1ol o 1 0 1 ]0
1)1 1 0 0 1] 0

Teorema 7.7.5. Método de Contradiccion o Reduccién al Absurdo

Si p es una proposicion y C una contradiccion entonces

(44) (v~p=0C)=p

es una tautologia

En efecto

p|l~p|C|~p=F|(~p=F)=p
0| 1 0 0 1
1] 0 0 1 1
Corolario 7.7.6.
(45) [(PLAP2 A App) =gl = [P1 AP2 A App A~ q) = (]

En efecto

Si hacemos p = (p1 Apa2 A -+ A pp) entonces

p=—q < pA~qgq=—>qN~q
— pA~qg=—C

7.8. Ejercicios Resueltos.

(1) [(p=r)AN(~p=q) N(g= s)] = (~ r = s) es una inferencia logica

En efecto

p=r)N(~vp= 9 N(g=3s) = (~vr=r~pAN~p=q)N(g=5)
~—_——
contrapositiva
= (vr=q)Ng=3)
~——
silogismo
—= ~r=35
——

silogismo
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2) [(p= A (g= (rAs))A(~rV(~tVu)A(pAt)] = u
En efecto

Si hacemos w = [(p = @) A (g= (r As)) AN (~7rV (~tVu))A(pAt)] entonces

w = (p=(TAs)A(~rV(~tVu)A(pAt) silogismo
= (p=7r)A(~rV(~tVu)Ap [(a A b) = a]tautologia
= pA(p=r)A(~rV(~tVu)) conmutatividad de A
= rA(~rV(~tVu)) Modus ponens
= rA((~7rV~t)Vu) Asociatividad de Vv
= rA(~ (T At)Vu) De Morgan
= rA(~7Vu) [(a A b) = a]tautologia
= (rA~7r)V(rAu) distributividad de A en Vv
= CV(rAu) ley del inverso
= rAu ley del neutro
= u [(a A b) = b]tautologia

7.9. Ejercicios Propuestos.

(1) Demuestre usando tablas de verdad que son validas (tautologias) las proposiciones si-
guientes:

(@) pA(p= g Ar]=[(pVq) = 7]

(b) [(pAg) = rIA~gA(p=r~71)]= (~pV ~q)
(©) [lpV(gvrIn~g = (pVr)

d) [p=a)AN~q=~p

(e) [(pVaA~pl=q

) [(p=r)Alg=r)]=[pVq) =]

(8) (PAg)=p

(h) p=(pVaq)

Q) [p= N =s)ApVr)]=(qVs)

0 lp=aNr=s)N(~qV~s)]=(~vpV~r)

(2) Demuestre justificando paso a paso, (usando propiedades no tablas de verdad)las sigu-
ientes proposiciones:

(a) [pA(gAT)] =~ [pV(gAT)

(D) [((~pVa) = 1) A (r = (s V) A~ s Amu) A(~ u =5 £)] = p
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©) [p=AN(~rVs)A(pVr)] = (~q=5s)
d) [eA~gArf=[pAT) V4]
€ pAlp=aN(~qVr)]=r

® = (@g=r)AN(~qg=~p)Apl =T

7.10. Uso de Cuantificadores.
Una forma natural de generar proposiciones es a través de férmulas para hacer proposiciones,
como por ejemplo:

(1) p(z): x es un natural mayor que 3

En este caso

Si notamos por I el conjunto de naturales x para los cuales p(x) es verdadera y
por O el conjunto de naturales x para los cuales p(z) es falsa entonces

= {x € N|p(z) verdadera} = {4,5,6,...}

I
(46) O = {ze€N|p(z) falsa} = {1,2,3}

(2) q(z,y) :rcReyeRAZZ+9%2 =1

En este caso
I es como veremos més tarde es un circulo con centro en (0,0) y radio 1 y O es el resto
del plano cartesiano R?

Definicién 7.10.1.

p(x1,29,...,xy,) se llama una férmula proposicional definida en un conjunto A si:
e Cada x; para 1 = 1,2,...,n son variables en A, es decir pueden tomar valores en el
conjunto A.

e Para cada sustitucién de las variables en A la férmula se transforma en una proposicion
l6gica.

Ejemplo 7.10.2.

(1) Ya observamos que [p(x) : = es un natural mayor que 3|, es una férmula proposicional
y en particular tenemos:

(a) p(1) es falsa
(b) p(2) es falsa

(c) p(3) es falsa
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(d) p(x)es verdadera para cada x € Ny x >4

Asi p(x) es verdadera para algunos nimeros naturales y también p(x) es falsa para
algunos numeros naturales.

Definicién 7.10.3.

Si p(x) es una férmula proposicional entonces
e 7 Para algin z; p(z)” es una proposicién y la notaremos por [3z; p(x)].
e 7 Para un tnico z; p(x)” es una proposicién y la notaremos por [3! z; p(x)].
e 7 Para todo x; p(x)” es una proposicién y la notaremos por [Vz; p(x)]

Ejemplo 7.10.4.

Definamos en R las proposiciones:
(1) p(z) : x>0
(2) q(z) : 22 >0
(3) r(z): 22 -32—-4=0
(4) s(z):22-3>0
entonces
(a) 3z : (p(z)Ar(z)) es verdadera, pues existe 4 € R tal que p(4) y r(4) son verdaderas.

(b) Vz : (p(xr) = q(x)) es verdadera, pues para cualquier valor real a, g(a) es ver-
dadera.

(¢) Vz : (q(x) = s(x)) es falsa, pues por ejemplo ¢(1) es verdadera y s(1) es falsa.

La siguiente tabla especifica el comportamiento de los cuantificadores (3) y (V)

Proposicion Verdadera Falsa

Jz : p(x) Para al menos un a, p(a) es verdadera | Para cada a, p(a) es falsa

V@ p(x) Para cada a, p(a) es verdadera Existe a tal que p(a) es falsa

Jxz :~ p(x) | Existe a tal que p(a) es falsa Para cada a, p(a) es verdadera
Vz :~ p(xz) | Para cada a, p(a) es falsa Existe a tal que p(a) es verdadera







CAPITULO 2

Aritmética Natural

1. Contenidos

Introduccién?

Sumatorias

Induccion Matemética
Progresiones

Teorema del Binomio

2. Introduccion

(1) Asumiremos que el conjunto de nimeros reales (R, +, -, <) es un cuerpo ordenado com-
pleto .

Después de esa suposicién podemos garantizar la existencia del neutro aditivo 70" y

el neutro multiplicativo 717 en R. Asi que podemos sumar estos elementos a voluntad,
es decir:

(47) {0,0+1,0+1+1,0+1+1+1,...}={0,1,2,3,...} CR

La idea més basica posible, para definir el conjunto de nimeros naturales es motivada
por ( 47), en esa direccién hacemos.

Definicién 2.0.5. Diremos que un conjunto I C R serd llamado 7 Conjunto Induc-

tivo 7 si:
e lec]
ekel—=k+1ecl
Ejemplo 2.0.6.

1
e RRT — {5} son conjuntos inductivos.

e R — {10} no es conjunto inductivo.

Lema 2.0.7.

Si A y B son conjuntos inductivos entonces AN B es un conjunto inductivo
En efecto

e Por demostrar que (p.d.q.):

lpara profundizar lo dicho en este capitulo les sugiero ver [2], Mi Profesor y Amigo Q.E.D.

35
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—1eANB

—-ke AnNB= (k+1)€ ANnB
e Informacion (datos, input):

le A
keA= (k+1)c A

leB
ke B=— (k+1)e B

— A inductivo —> {

— B inductivo = {
e Demostracion propiamente tal:
Como, ANB ={u|u€ AANu€ B} entonces del item Informacion, sigue que:
-1€eANleB=1€ANB
— ke ANB=kec ANk € B= (k+1) € AN(k+1) € B= (k+1) € ANB

o Lo que demuestra que AN B es un conjunto inductivo.

Definicién 2.0.8.

Llamaremos conjunto de numeros naturales, N a la interseccion de todos los conjuntos
inductivos de R, es decir.

N = n{l : |I CR, Iinductivo }
= {1,2,3,4,...}

(2) Llamaremos una sucesién de niimeros reales a una ” regla que pone en correspondencia

de manera tnica los elementos de N con niimeros reales”. En los capitulos siguientes
nos referiremos latamente a este tipo de reglas las cuales las agruparemos bajo el con-
cepto de relacién. Por el momento notarems a las sucesiones como sigue:

f+ N — R
n o+ f(n)=fa

Ejemplo 2.0.9.

(a) Si fn, =n+ 1 entonces los posibles valores de esta sucesion son del tipo:

Img(f) ={2,3,4,5,...} donde Img significa imagen de la sucesion

1
(b) Sia, = — entonces los posibles valores de la sucesion son:
n

1
Er

(an)pnen \ {an},en = Img(f)

Ry

11
Img(a) = {175,5,

(c) Adoptaremos la notacion:
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3. Induccién

3.1. Objetivos.
Que el Estudiante:

(1) Se familiarice con el uso del Simbolo de Sumatoria.
(2) Comprenda que en esta primera instancia el Simbolo de Sumatoria, aparece como una

opcién que permite simplificar la escritura de grandes volumenes de datos, para facilitar
la propia comprension de estos.

(3) Use el Método de Induccién para verificar propiedades algebraicas.
(4) En forma natural observe que el simbolo de Sumatoria junto al Método de Induccién

se constituyen en una herramienta eficaz, que permite manipular de manera eficiente
situaciones de una mayor complejidad

Esta seccion estard basada en los siguientes principios bésicos:

Teorema 3.1.1. Principio de Induccion.

Sea k € N y F(k) una formula proposicional, es decir F (k) puede ser verdadera o falsa en
k, (sélo una de ambas) y supongamos que F satisface las propiedades:

e F(1) es verdadera
o F(k) verdadera implica que F(k + 1) es verdadera, para cada k € N entonces

F (k) es verdadera para todo k € N

En efecto
e p.d.q. F(k) es verdadera (Vk; k € N)
e Datos
— F(1) es verdadera
—keN A F(k) verdadera = F(k + 1) verdadera
e Demostracién propiamente tal:

(1) Basta mostrar que el conjunto

(48) I ={k eR| F(k) es verdadera }

Es inductivo.
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., Por qué 7
Por lo siguiente:
-~ N=n{l : |I CR, I'inductivo } = N C I (VI;I inductivo)

— Luego si vale para ( 48) entonces vale para N
(2) Manos a la obra:

De los datos sigue que:
(a) 1 €1 (F(1) es verdadera)
(b) Si K € I entonces F(k) es verdadera y luego F'(k + 1) es verdadera, es decir

(k+1) €1l
e Finalmente [ es inductivo y F'(k) es verdadera (Vk; k € N)

Teorema 3.1.2. Teorema de Recurrencia

Sea © € R y g una funcion definida sobre R y con wvalores reales entonces existe una dnica
sucesion (an)nen tal que:

e a==x

e Para cada n, any1 = g(ay)

Ejemplo 3.1.3.

(1) Construccion de potencias.

Sea x € R arbitrario y define la funcion real a valores reales, g(r) = r-z, (Vr;r € R)
entonces existe una unica funcion a tal que:

(a) a(l) ==
(b) a(n +1) = g(a(n)) = a(n) - x

(¢c) Asi tenemos

a(l) = x

a2 = a(l+1) = glal)) = a(l):x = z-2 = 2a?

a3) = al2+1) = ga?) = a2)x = 222 = 2

a(4) = aB+1) = gaB) = fB)z = 2.2 = 2
a(n —l— 1) = an+1) = gla(n)) = an)-z = 2"-x = !

Definicién 3.1.4. Potencias de un real

Dado x € R definimos 2' =z y 2"t =2" .z

(2) Costruccion de factoriales.
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Definicién 3.1.5. Factoriales

Sin € N entonces n!, se llama n-factorial.

(3) Construccion de sumatorias

Dada una sucesion de niimeros reales (a;);en), podemos construir una nueva sucesion
usando recurrencia, como Sigue:

1
(a) s1 = ag = Zai
i=1

n
(b) Sn+1 = Sntany1r = (a1+ax+--+ay) tap = Zaz’ + apy1
=1

Luego, tenemos la sucesion (sp)nen tal que:
n
sn:Zai:al—i-az—i-ag%—---—i-an, para cada n € N.
i=1

Definicién 3.1.6. Dada una sucesion de niimeros reales (a;);cn), entonces

n
(49) 5n22a12a1+a2+a3—|—---+an
i=1

Se llama la sumatoria de los primeros n-nimeros de la sucesion (a;)ien

(4) Construccion de Progresiones aritméticas

Dado x € R y d € R define por recurrencia la sucesion:

aq = X
nt1 = ap+d; neN
Definicién 3.1.7. A = {ay1,a9,as,...,} C R, serd llamada una Progresién Aritmé-
tica de diferencia d si
(50) n+1 =ap+d; neN

(5) Construccion de Progresiones geométricas
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Dado x € R y r € R define por recurrencia la sucesion:

al = X
Ap+1 = Qp T (n eN)
Definicién 3.1.8. G = {aq, a2, as, ..., } C R, serd llamada una Progresion Geométrica

de razon r € R —{0,1} si

(51) pt1 = Qp T (n eN)
(6) Construccion de matrices:

(a) Matriz fila o columna (ciclo de largo n)

Consideramos una sucesion A = {a1,as,as,...,an} entonces podemos construir
una fila o columna como sigue:

Para una fila tenemos.
® ayj =a;, para j=1,2,3,...,n,
L] F.':( aj; aiz2 ais ... QA1n ) o

Para una columna tenemos:

® a;1 =a;, part=1,2,3,...,n
ai
ai2

o (:=| 013
A1n

4

(b) En realidad esta implicito el concepto de sucesion doble "a;;”, sin embargo pode-

mos hacer la siguiente construccion:

Dados n - m elementos en R, los ordenamos por como sigue:
(1) a;; parai=1,2,3,...,nyj=1,2,3,....m
(2) Parai=1:

(3) Si J=1,2,3,...m copia a;;
caso contrario vaya a (4)

4 {sii:1,2,3,...n haceri=1i4+1 e ir a (3)

caso contrario fin

Luego, lo que consequimos es lo siguiente:
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a1 a2 aiz -+ Qaim
21 A2 a3 -+ aA2m
(52) A= (aij) = a31 asz2 asz - a3m
anl1 Ap2 Aap3z - - Anm

Definicién 3.1.9. Una ezpresion del tipo ( 52), serd llamada una matriz real de n-filas y
m-columnas (orden n x m)

El conjunto de matrices lo notaremos como sigue:

(53) Mg (n x m) = { matrices de orden n x m}

3.2. Propiedades de las sumatorias.

Si (ai)(1<i<n) ¥ (bi)(1<i<n)son dos sucesiones reales entonces:

n

(1) Z(al + bl) = Zai + Zbl
=1

i=1 i=1
En efecto
n n n
e p.d.q. Z(ai +b;) = Z a; + Z b;
i=1 i=1 i=1
e Datos:

n
—Zai:a1+a2+a3+-"+an
i=1

— ) bi=bi+bytbz+--+by
=1

n
— Z(ai+bi):a1—|—b1+a2—|—b2+a3—|—b3~l—--~+an+bn
=1
e Luego,

d (ai+b;) = ar+bit+ay+by+ag+bs+- - +an+by
i=1
= (a1 +az+azg+ - +ap)+ (b1 +ba+bg+-+by)

n n
= Z a; + Z b;
=1 =1
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n

n
(2) Sic € R entonces Zc-ai = C-Zai
i=1 =1

En efecto

n

e pd.q. : Zc-ai:c'zn:ai
=1

i=1
n

e Datos : Zc-ai:c-a1+c-a2+c-a3+---+c-an
=1

e Luego,

E c-a; = c-a1+c-ay+c-az3+---+c-ap

= ¢ (a1 +a2+az+-+cap)
n
= C.Zai
i=1
n S n
(B)Zai:Zai+ Zai 1<s<n
i=1 i=1

1=s+1
En efecto
n S n
e p.d.q. Zai = Zai + Z a;
i=1 i=1 i=s+1
n
e Datos : Zai =a;+as+az+---+ay
i=1
e Luego,
n
Zai = ar+axtaz+---+as+as41+--+ap
=1
S n
DTS o
i=1 i=s+1
n
(4) Z(ai —Qit1) = Q1 — Ap41 (Propiedad Telescépica)
i=1
T r+t
(5) Z a; = Z ai—t (Propiedad del reloj)
=S8 1=8+t

Ambas se las dejo como ejercicio.

3.3. Ejercicios Resueltos de Sumatorias.
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(1) Calcule la siguiente sumatoria :

(54) S=)3

Solucion

(i) Por definicién de sumatoria sabemos que

100

(55) Zai:a1+a2+a3+'--+algo
=1

(ii) El punto ( 55), motiva definir, la siguiente férmula:

(56) a; = 3 para i=1,2,3,...,100 ;este es el rango de variacién de i
Es decir,
ay = 3
a9 = 3
a0 = 3

(iii) Finalmente, aplicando (55) y (56) en (54) tenemos:

100

5:23

i=1
= a1 +as+az+---+ao ver (55)
= 34+3+---4+3 (100 — veces)
= 300

La primera conclusién que se puede obtener de ( 54), es que podemos cambiar o
substituir el nimero 3 o mejor la constante 3, por cualquier otra constante ¢, lo
mismo que el natural 100, puede ser cambiado por un natural n € N. Asi por
ejemplo:

— Parac=1yneN

n
(57) dl=l4l4l---+l=1-n=n
=1

(n veces)
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— En general, para ¢ € R y n € N tenemos que:

(58) Zc:c-n

(2) Calcule la siguiente sumatoria

(59) S =

(2

(2 + 3i)

9
=1

Solucion

(i) Por definicién de sumatoria sabemos que

9
(60) Za¢:a1+a2+a3—|—-~-+ag
i=1

(ii) El punto ( 60), motiva definir, la siguiente férmula:
(61) a; = (2 + 3i) para i=1,2,3,...,9 ;este es el rango de variacién de i

Es decir,

a = 243-1
a = 243-2

ag = 24+3-9

y
(iii) Finalmente, aplicando ( 60) y ( 61) en ( 59) tenemos:

9
S = > (2+30)

i31

= Zai ver( 61)
i=1

= a;+as+ag+---+ag ver( 60)

= 2+3-)+(2+3-2)+---+(2+3-9)

= 18+43-45

= 153
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Si observamos la solucion del problema anterior tenemos que:

Asi que, usando la definicién de sumatoria es posible resolver los problemas, pero

9

> (24 30)

i=1
9

>

ar+as + ag + -+ ag
2+3-)+(2+3-2)+---+(2+3-9)
242+2+---4+2+43-(14+2+3-49)

9 - Veces

224-3 Zz

2 9—|—3 45

usando sus propiedades se ocupa menor tiempo.
(3) Supongamos verdaderas en N, las siguientes formulas:

(1) ” Suma de los primeros n-nimeros naturales ”

(i) Calcule

100

S=> i

=8

45
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Soluciéon
100
D i=1+2+434+7+B+9+10+-+100)
i=1 7
1=1
Luego,
100 7

di=> i = (8+9+10+-+100)

=8
Por lo tanto,
100 7
S =iy
i=1 i=1

100(100+1)  7(7+1)
2 2

= 50-101-7-4
= 5050 — 28
= 5022
Conclusién:
n n -1
(66) i:Zi— i para m < n
i=m =1 i=1
(ii) Calcule
20
(67) S=> (i*—5i°+3i—4)

=12
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Solucién

20 20 20 20
(-5t +3i—4) = Y i*-5) P+3) i-4
=12 1=12 =12 =12

[t

20
Z 1
=12

11

-~y

=1

+

(s R

=1

= [B2)7- [uos [maa)

5 [11 12- 23] +3 [20 21] -3 [11512] _

4[20 — 11]

= 28320

(4) Demuestre que

ZZ—H—H

Demostracion
n
dio= 1+42+43+--+n
=1

= n-04+Mnm-1D+-4+n—-—(n-2)+(n—(n-1))

= (n4+1-1D)+@m+1-2) 4+ (n+1—(n—1))+

= n+l —-(1+2+3---+n)
——
n-veces

n
= n(n+1) Zz

Asi que,
n
2) i=n(n+1)
i=1
Y luego,
ii _n(n+1)
i
=1

Alternativa,

(n+1—n)

47



48

2. ARITMETICA NATURAL

Z(z +1)2—i2=(mn+12-1 (Propiedad telescépica)

i=1
Pero,
n n
Z(z +1)? —i? = 2(22 +1) (suma por su diferencia !)
i=1 i=1

Igualando términos en ( 68) y ( 69), tenemos que;

n(n+1)

n n
2) itn=(m+1 1= i=——
=1 =1

Podemos usar directamente esta propiedad para calcular:

S=> (i—1)
=1

En efecto

Alternativa 1:

Seau =1—1entoncesi=1,2,...,n—=u=0,1,2,3...,(n— 1), asi que:

S:Zu

Alternativa 2:

= Y i->1
i=1 i=1
_ n(n;—l)_n
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(5) Demuestre que

noo n+l _ q
Z d=2 " aZ1Na#0
= a—1
Solucién:
n n ) n
@)Y d = Y oY
=0 =0 =0

= (a+a’+dd+a'+ - +a"+a") - (I+a+a®+ad+a+

— an+1 -1

Luego, despejando tenemos que

an-‘rl -1

(70) 2=y
=0

Ahora use (x), para calcular

Solucién:
100 i 100 —1
> (35) = 12()
2 2 2
i=1

99 1 i
_ 1
- 42 (3)
=0

Aplicando directamente (%) para a = %, tenemos que:

2.(3) - 1(H)

3.4. Ejercicios Propuestos de Sumatorias.

5
(1) Calcule Y 3(i* — 1)

=1

49
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(2) Calcule:

° 1
i=4
(3) Calcule la sumatoria:

40
S=> i(i+1)
i=10
(4) Si
B 1<k<a00
T Yk +1)2 1100 < k< 200

entonces calcule la sumatoria

(5) Demuestre que

3.5. Ejercicios Resueltos de Induccion.

(1) Demuestre usando Induccién matemética que la férmula proposicional.

. 1
F(n): Zz = @ Es verdadera (Vn;n € N)
Solucién

(i) Verificamos que F(1) es verdadera.

Por una parte Zz =1 y por otra 101+1) 5 D — 1. Asf que

=1

1
1) S 1+1

i=1

.

Luego, de ( 71) sigue que F(1) es verdadera

(ii) Hipdtesis de Induccidn.
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F(k), es verdadera. Es decir,

b . k(k+1)
=1 - 2

(2
(iii) Tesis de Induccién.

Por demostrar que (p.d.q) F(k + 1), es verdadera. Es decir p.d.q.

k1

S = (k+1)((k+1)+1)
- 2

1=1

— (k+1)(k+2)
= 2
En efecto

k+1

k k+1
Soio= i+ > i
i=1 i=1 i=k+1
(H)  k(k+1)

5+ (k+1)
k(kr1)+2(k+1)

(k+1)(l<:2+2)
2

Luego, F(k + 1), es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

(2) Demuestre usando Induccién matemética que la férmula proposicional.
n .
F(n): Zin_l =1+ (n—1)2". Es verdadera (Vn;n € N)
i=1
Solucién

Etapa 1. Por demostrar que F'(1) es verdadera.

Por una parte;
1
it = 120
i=1
Por otra parte;

1+(1-1)2' = 14+0-2
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Asi que,

1
doi2t=141-1)2!
i=1

Luego, F(1) es verdadera
Etapa 2. Hipdtesis de Induccién
F (k) es verdadera.

Esto es.

es verdadera.
Etapa 3. Tesis de Induccion
Por demostrar que F(k + 1) es verdadera

e.e p.d.q.

k+1 '
Zz'zH =14 k2k+!
=1

En efecto
k+1 '
doit =y a2 (k4 1)2k
=1
B (k=102 4 (k+ 1)2
= 1+ 2k2%
— 1 +k2k+1

Luego, F(k + 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

(3) Demuestre usando Induccién matemética que la férmula proposicional.
F(n): 10" 4+ 3 - 4™"2 45 es divisible por 9. Es verdadera (Vn;n € N)
Solucién

(i) Verificamos que F(1) es verdadera.
100 +3-41%245 = 10+3-64+5
= 104+192+5

= 207
= 9-23
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Asi que, F(1) es verdadera.

Hipotesis de Induccidén.

F(k), es verdadera. Es decir, existe un elemento numérico que depende de la
posicién k, diagamos g(k) tal que:

108 +3-452 4 5=9.¢(k)

Tesis de Induccidn.

(H)

Por demostrar que (p.d.q) F'(k+ 1), es verdadera. Es decir p.d.q. existe g(k + 1)

tal que
1051 L g g(B+D+2 4 5

9-q(k+1)

En efecto

La "filosofia” que se puede emplear para resolver este tipo de problemas es la si-
guiente:

(1) Hacemos la divisién entre 10*+1 4 3. 453 15y 10% 4 3. 4¥+2 + 5. Es decir
10541 4+ 3. 43 45 107 +3-4F2 45 =10
(=)
107 430 - 4F2 4+ 50
—18 - 42 — 45

(2) Luego, aplicando la definicién de divisién tenemos:

10F 43453 45 = 10[10% + 3 472 + 5] + [—18 - 4%F2 — 45]
) 10[9 - q(k)] + 9[—2 - 4F+2 — 5]
= 9[10- q(k)] +9[-2 4**2 — 5]
= 9([10- g(k)] + [-2 - 452 —5])
= 9(10-g(k)] —2-4"2 —5)
q(k+1)
= 9-q(k+1)

Luego, F(k + 1), es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

3.6. Ejercicios Propuestos de Induccién.

Demuestre us

ando Induccién matemadtica que son verdaderas (Vn;n € N)

22

n( (2n +1)
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" 1 n
Z(2i+1)(2i—1) Tt 1

=1
Y @Bi-1)= g(?m +1)
=1
S 3n—1

i—1
23 2
=1
1 1 2
Z—i(z’+1):n(n+ )(n+2)

2
=1
it =14 (n—1)2"
=1
- 3n—1
Z(Si—2):L
=1 2
12_~_32+52+”_+(2n_1)2:n(2n—1§(2n+1)
O
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) n+1

1 2
1'2+2'3+3-4+-~+n(n+1):n(n+ ;<n+ )
n(n+1)(4n —1)

1-243-445-6+---+(2n—1)(2n) =

3
n(n+1)(n+2)(n+ 3)
4

12342344345+ +nn+1)(n+2)=
2 — " es divisible por (z — )

.,L,Zn—l + an— 1

es divisible por (z + y)
n® + 2n es divisible por 3

2" 4 (—1)""! es divisible por 3

10" 4 3 - 4" 4+ 5 es divisible por 9
5% 4 (—1)"*! es divisible por 13

7?" +16n — 1 es divisible por 64

1+x)">14nz,siz>-—1

4. Progresiones

4.1. Objetivos.

Que el Estudiante:

(1) Este en condiciones de verificar que un conjunto de nimeros satisface las propiedades
que definen a una progresién aritmética o geométrica.
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2) En forma natural observe que el ordenamiento de los elementos de un conjunto en
q ]
progresién permite obtener rapida y eficientemente por ejemplo: cada término en forma
independiente o determinar la suma de sus elementos en cualquier instante.

4.2. Propiedades de las progresiones aritméticas.

(1) Si A ={ay,as,as,...,} CR, es una Progresién Aritmética de diferencia d entonces

ny1=a1+n-d; neN

En efecto
e pd.q. any1 =a1+n-d; neN
e Datos

Si A ={aj,as,as,...,} C R, una Progresién Aritmética de diferencia d entonces
de (50) tenemos que

as = ai1+d
as a2+d:(a1+d)—i—d:a1—|—2d
ag = az+d=(a1+2d)+d=a;+3d

e Luego, el método sugerido es Induccién, para probar que la formula
F(s): ant1 =a1+n-d; n €N, es verdadera (Vn;n € N).Asi que:

— p.d.q. F(1) es verdadera.
aj+1 =az = a1 +d.
Asi que F(1) es verdadera
— Hipdétesis de Induccion:

Suponemos que F(k) es verdadera, es decir

ar =a1 + (k—1)d (H)

— Tesis de Induccion:

p.d.q. F(k+1) es verdadera

A1 = ap + d
(g) a1+(n—1)d+d
= a1 +nd
— Asi F(k+1) es verdadera.

e Luego,

Gn41 =0a1+n- d (Vn;n € N)
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(2) Si A ={ai,ag,as3,...,} CR, es una Progresién Aritmética de diferencia d entonces la
suma de los n-primeros términos se obtiene de la férmula.

n %(2a1 + (n—1)d) (Vn;n eN)
Sp = Zai = V
i=1 5(a1 + an) (Vn;n € N)

En efecto

o pda > ai= g(2a1 +(n - 1)d)
i=1
e Datos
ap=a1+ (n—1)d

e Demostracién, hacemos induccién para concluir que la férmula es verdadera (Vn;n €
N):
- n
F(n): Zai = —(2a1 + (n — 1)d), para cada n € N.
i=1 2
— p.d.q. F(1) es verdadera

Por una parte:
1

Zai = ay y por otra parte; %(2@1 +(1-1)d) = % - 2a1 = ay,
i=1
Asi que F(1) es verdadera.

— Hipotesis de induccion:

suponemos que F(k) es verdadera, es decir:

i k
> ai= 5 (201 + (k = 1)d) (H)
=1

— Tesis de induccién: p.d.q. F(k+1) es verdadera.

En efecto
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k+1

Sk+1 = E Qaj
i=1

k
= Z aj + Q41
i=1
%(2@1 + (kﬁ — 1)d) + a1

= k@ay + (k- 1)d) + (a1 + kd)

2kay +k2d—kd+2a; +2kd
2

2a1 (k+1)+k(k+1)d
2

= g 4 kd)
— Asi, F(k+1) es verdadera.

Luego,
= n
Zai = 5(2a1 + (n—1)d) (Vn;n € N)
i=1
En particular, como a; + (n — 1)d = a,, entonces

Y ai = 3(2a+ (n—1)d)
i=1

= 5(a1+ a1+ (n—1)d])
= (a1 +ap)

13

(3) En particular, como aplicacién inmediata tenemos que la suma de los n-primeros nat-
urales es:

Zz’ = 2(1+(n-1)-1)

n(n+1)
2

4.3. Propiedades de las progresiones geométricas.

(1) Si G = {a1,a9,as,...,} C R, es una Progresiéon Geométrica de razén r entonces:

ant1 =ap - (Vn;n € N)

(2) sn = gai =a [rn _” (Vn;n € N)

r —

Las demostraciones son ejercicios.
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4.4. Ejercicios Resueltos de Progresion Aritmética.

(1) La suma de tres niimeros en progresion aritmética (p.a) es 27 y la suma de sus cuadra-
dos es 293. Determine tales ntimeros.

Solucién
Una estrategia para resolver este tipo de problemas puede seguir la siguiente rutina:

e Resolvemos el problema en abstracto, es decir, suponemos que los
numeros z,y, 2z son la solucion del problema.

Ahora matematizamos el problema, sea

(72) A={z,y,z}
el conjunto que posee los nimeros pedidos
e 7 Obligamos al conjunto A”, que satisfaga las propiedades del problema:
— A esuna p.a. siysélosiexistede R, talquey=x+dy z=2x+2d. Asi
sustituyendo en ( 72) tenemos
— Sabemos que = 4+ y + z = 27 y entonces:
y—d+y+y+d = 27

(74) 3y = o7
y =9
— Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 74) en ( 73), tenemos
(75) A={9-4d,9,9+d}

— Sabemos que 22 + y? + 22 = 293 y entonces:

9—-d)?+92+(9+d)? = 293
(76) > = 25
d = 45

e Chequeamos la solucién obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en ( 76) en
( 75), obtenemos:

Casol. d=5

A={9-5,9,9+5} ={4,9,14}
Caso 2. d = -5

(2) Sien una p.a. el quinto término es 15 y el décimo es 30 entonces determine la p.a.
Solucion

e Sea
(77) A={aj,az,a3...}
la p.a. pedida.
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e Si A en ( 77) es la p.a. pedida entonces los a;, verifican la siguiente propiedad
genérica:

(78) air1=a1+1i-d (Vl,’l > 1)

e En particular, as = a1 +4d y a19 = a1 + 9d. Asi que matematizando el problema
tenemos:

a1 +4d =15 . -
(79) a1 + 9d = 30 —=d=3 A a1 =3

e Sustituyendo los resultados obtenidos en ( 79) en ( 77), obtenemos:
A={a1,as,a3...} = {3,6,9,12,15,18,...}

(3) La suma de tres niimeros en progresién geomfrica (p.g) es 26 y su producto es 216.
Determine tales niimeros.

Solucion

(i) Sea
(80) G ={z,y,z}
el conjunto que posee los nimeros pedidos

(ii) 7 Obligamos al conjunto G”, que satisfaga las propiedades del problema:

e Gesuna p.g. siysolosiexister e R,r£0yr#1talquey=xz-ry
z =z - 2r. Asi sustituyendo en ( 80) tenemos

(81) G=1{Zyy-r}

e Sabemos que x -y - z = 216 y entonces:

Loy (y-r) = 226
(82) y? = 216
y = 6

e Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 82) en ( 81), tenemos

(83) G:{g,ﬁ,ﬁ-r}

e Sabemos que = 4+ y + z = 26 y entonces:

94—6—1—6-7’ = 26
,
6 +6r4+6r2 = 26r

3r2—10r+3 = 0

r=3 V r=-
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(iii) Chequeamos la solucién obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en ( 84) en

( 83), obtenemos:

Casol. r=3

A=1{2,6,18}
Caso 2. d= =

A ={18,6,2}

(4) La suma de tres nimeros en p.a. es 30. Si al primero de ellos se le agrega 1, al segundo
5 y al tercero 29 se obtiene una p.g. Determine ambas progresiones.

Solucion

e Sean
A= {x7 Y, Z}
G={z+1,y+5,2+29}
La p.a. y p.g. pedidas respectivamente.

e Segun los datos la matematica involucrada es la siguiente:

— Aesunap.a. siysélosiexiste d€ R, tal que y=x+dy z=x+2d. Asi
sustituyendo en ( 85) y ( 86) tenemos

A={y—dy,y+d}

G={y—d+1,y+5y+d+29}

— Sabemos que z + y + z = 30 y entonces:

y—d+y+y+d = 30
3y = 30
y = 10

— Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 89) en ( 87) y , ( 88)tenemos
A= {10 - d,10,10 + d}

G ={11—d,15,39 + d}
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— Sabemos que G es una p.g. siy sélo si

15 (39 +d)
92 =
(92) (11 —d) 15
De ( 92) obtenemos
(39+d)(11—d) = 225
429 — 28d —d* = 225
(93) d*+284—-204 = 0
d=6 V d=-34
e Chequeamos la solucién obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en ( 93) en
(190) y ( 91) obtenemos:
Casol. d=6
(94) A={4,10,116} AN G ={5,15,45}
Caso 2. d=—-34
(95) A ={44,10,—-24} NG = {45,15,5}

(5) Considere las progresiones:

G = {91,92,93,.--} progresién geométrica
A = {3,as,as3,...} progresién aritmética

tal que
® g3 =12y gr =192
11 50
DIEDI
i=1 i=1
Determine la diferencia de la progresién A
Solucion
Etapa 1 : Salida
Sea d la diferencia de la progresién aritmética A = {3, a9, as,...}

Etapa 2 : Datos

(i) Si G es una progresién geométrica entonces
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2
_ _ gr-re = 12
g3 =12Ng; =192 <+ g6 = 192
4 _ 192

< = 12
— r1=16
= r=2 N g =3 (%)
(ii) Aplicando (*) tenemos que
L= a 321 —1) = 2(6 4 49d
D190 = 2= 0 = 3( ) = 7 (6 +49d)
<= 6141 = 150 + 1225d
< 1225d = 5991

N __ 95991
d= 1225

4.5. Ejercicios Propuestos de Progresiones Geométricas.

(1) Calcule la suma de 101 términos de la progresién

A:{%,?)\/g,...}

(2) Intercale 24 medios aritméticos entre 10 y 30
(3) Intercale n + 1 medios aritméticos entre —x? y 22

(4) ¢ Cuhantos términos de la progresién A = {3, —1, —5,...}, se precisan para obtener una
suma igual a -15750 ?

(5) La suma de n términos de una p.a. A = {ay,as,as, ...} es 2n + 3n?, para cada n € N.
Determine el término de la posicién r.

(6) El p-ésimo término de una p.a. es q y el g-ésimo es p. Determine el m-ésimo término.

(7) La suma S, de los p primeros términos de una p.a. es igual a ¢ y la suma de sus ¢
primeros términos es p. Calcule la suma de sus p + ¢ términos.

(8) La suma de los p primeros términos de una p.a. es igual a La suma de los ¢ primeros
términos con p # ¢. Demuestre que la suma de los p + ¢ primeros términos de la
progresién es igual a cero.

(9) Sea A = {a1,as,a3,...} C R" una p.a. con diferncia d. Demuestre que
() an — ax 1
i =n-
d
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(ii) Z n-1
\me Van + a1

(10) Determme el décimo término y la suma de los 10 primeros términos de la progresion

G=1{-3,3V3,-9...}

(11) Determine el décimo término y la suma de los 10 primeros términos de la progresién
111

C=rye!
P 2 2 . P
(12) El tercer término de una p.g. es —37 el sexto, TR Determine el octavo término de la

progresién.

1 1
(13) El cuarto término de una p.g. es -3 ¥ el sexto, —3 Determine la suma de los 10

primeros término de la progresion.

(14) Considere la p.g. G = {3,6,12,...}. ; Cudl debe ser la diferencia de una p.a. cuyo
primer término es 3, y la suma de los 11 primeros términos de la p.g. sea igual a la
suma de los 50 primeros términos de la p.a.?

(15) Interpolar 5 medios gedmetricos entre v/2 y 729v/2

(16) Interpolar n-1 medios geémetricos entre x y xy

125
(17) El producto de tres ntimeros en p.g. es o7 y la suma de los productos de esos ntimeros,

65
dos a dos, es 5 Determine la razén de la p.g.

(18) La suma de tres nimeros en p.g. es 3 Si al primero se le resta 5 y al dltimo se le

35 . . .
resta 3 se obtiene una p.a. Determine ambas progresiones.

(19) Se quiere construir un muro de ladrillo en forma triangular, para ello cada fila debe
contener 4 ladrillos menos que la fila inmediatamento anterior.

e Si en la primera corrida hay 585 ladrillos y en la tdltima hay 1 ladrillo entonces
determine la cantidad total de ladrillos que se necesitan para construir el muro.

e Si el total de ladrillos es 15.000, cual es el nimero maximo de corrridas que pueden
ser construidas.

(20) Una casa vale $ 20.000.000. Determine el valor de la casa al cabo de 8 anos si esta cada
ano se deprecia en un 2%.

5. Teorema del Binomio

5.1. Objetivos.

(1) Que el Estudiante este en condiciones de determinar cada término en un desarrollo
binomial dado.

5.2. Propiedades de los factoriales.
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(1) n'=(n—-1)In (Yn;n € N, donde 0! :=1

En efecto

n!l =

(2) Si definimos para n € N,k € Ny k < n el numero combinatorio

(4)= o

entonces
n n
@ (1) =("%)
En efecto
n - n!
k o (n — k)k!

n!

(n—Fk)!(n—(n—k))!

n
n—=k
En particular, valen las siguientes:

(i) <6‘>:<Z>:1,hacerk::0
(i) <?>:<nﬁl>:n,hacerk:1

o (") == (7)

En efecto
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n+1 B (n+1)!
( k ) T K(n+1—k)
nln + 1)

Kl(n+1— k)

nl(n+1)
El(n —k+1)!

n! (n+1)
K (n—k+1)!

n! (n+1)
B (n—k)n—k+1)

n! (n+1)
Kln—k)! n—(k—1)

K
(c) (21”:7211(

En efecto

n+1\ (n+1)!
<k:+ 1)  (k+D!n—k)!

B nl(n+1)
= B(E+ (- k)

n! n+1
Elln—k)! k+1

B n n+1
 \k) k+1

(@) <kii1> ::%{i§ <Z>

En efecto
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(k: i 1) T (kv 1)!(2!— k—1)!

n!

Kk+1)(n—k—1)!

n! 1

k_!' (k+1)(n—k—1)!

n! n—k

ko (k+1)(n—k)

n! n—=k
El(n—k)! k+1

_ (Z)Z—llf
@ (1) ()= ()

En efecto

<Z> + (k ¥ 1) - k;!(nni )k + 1)!(2!— k1)

nl(k +1) 4+ nl(n — k)

(n—k)(k+1)!
~ onl(k+1+n—k)
 (n—=k)(k+1)
B nl(n+1)
 (n—k)(k+1)!

B (n+1)!
T (n—=k)(k+1)!

_ (n+1
o \k+1
Teorema 5.2.1. Teorema del Binomio

SineN,aeR ybeR tal que a+ b # 0 entonces

(a+0)" = Z <Z> a" P
k=0
En efecto
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e p.d.gq. (a+b)"= <Z> a"kpk
k=0
e Datos

Como n € N entonces la propiedad debe valer para los naturales y entonces estudi-
amos usando induccion, la validez de la formula:

F(n): (a+b)" = Z (Z) a"*v*  (Yn;n e N)
k=0
— p.d.q. F(1) es verdadera

Por una parte tenemos que

(a+b)! = (a+b) y por otra parte

L1 1 1
Z <k> an—kbk _ <0> al—ObO + <1) al—lbl —a+b
k=0

— Hipdtesis de induccion

Supongamos que F(n) es verdadera, es decir

(a+0b)" = zn: (Z) a" ko (H)

k=0
— Tesis de induccion: p.d.q. F(n+1) es verdadera

En efecto

(1) Desarrollando F(n+1) tenemos que:

(a+b)" = (a+b)"(a+0)

W a1 i (Z) a"kpk

k=0

n

> (Z) a" Rk ;i:o <Z> a"kpkL (%)

k=0

(2) Aplicando la propiedad del reloj a la sequnda parcela tenemos que:

n n+1

N\ n—kpk+l _ n n+l—kik
S (3)atre = % (1)t
k=0 k=041

n+1
_ Z (k ﬁ 1> ik

k=1
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(3) Reemplazando en (%) tenemos que:

n n+1
(a+ b)n+1 _ (Z) v RHLpR 4 Z (k ﬁ 1) Tk
k= k=1

Y nt1 — (n n—k+1pk = n n+l—kpk N\ n+l
0>a +k_1<k>a b+kz_1<k_1>a b+<n>b

1 n+1 + (Z) an—k-i—lbk + Z <k ﬁ 1) an—l—l—kbk + <Zi 1) bn+1
k=1

k=1

I\ 41 - n n ntl—kpk n+1\ 01
Jar e (1) + (u20) oot (G0
+
k

n

o+

n

o+

(
(
(
(s n+l+z<n+1> ot (20 e

+
0
+1<
=0

— Asi que F(n+1) es verdadera.

n 1) n+1—kyk

?T‘

e Luego,

n

(a+bm=3Y" (Z) a” P

k=0

5.3. Ejercicios Resueltos del Teorema del Binomio.

(1) Considere el desarrollo binomial.
1 n
B=|(z—- 3 (n € N)

Demuestre la siguiente afirmacién.

Si existe un término digamos, que contiene a x 4™

de 4.

entonces n debe ser un multiplo

Solucion
Etapa 1 : Salida

Sea tgs11 el término pedido.
Etapa 2 : Datos

(i) Sitsy1 es el término pedido entonces
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e = (1) @y

= (’;) a5 (~1)°

—4m aparece en el término ts4+1 entonces

(i) si x
T =g —  _4dm =n —4s
= 4s—4dm=n

= 4(s—m)=n

”

Conclusién : ” n es un multiplo de 4.”

(2) Determine el término independiente de x en el desarrollo de

(2 +1)(1 + %)15

Solucion

Por el teorema del Binomio se tiene que:

(14 2)15 = zn: (Z) 1n—k(%)k _ Zn: <Z> ok .~k

k=0 k=0

Luego:

2z +1)(1+2)P = (2x+1)i<z>2kxk

k=0

= 2 Z (Z) ok p—k + (Z) ok =k
k=0 0

k=

_ ~ (n k+1_—k+1 — (n E ok
= 2 2
> () e 2 (1)

k=0 k=
Luego, el término T serd independiente de x, si y sdlo si:

[-k+1=0 AN k=0<=k=1 A k=0]
De donde,

(3) Demuestre que

69
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Demostracion
2n m, 2n m, n n 2
k=0 k=0 k=0

(4) Determine el coeficiente de 2™ en el desarrollo de (1 + %)2"

Solucién

Por el teorema del Binomio se tiene que:

+5 = ﬁf(iﬂﬁnkéﬁ = ff(iﬁ4k#

k=0

Luego en el término t;41 aparece 2", si y sélo si & = n. Por tanto el coeficiente del

término t,41 es
2n
Cn+1 == < >4—n
n

(5) Demuestre que si C' es el coeficiente del término que contiene a z® en el desarrollo

binomial
1 3n
(-2)
T
entonces
In —a (3n)!
n)!
C=(-1) In—a | 3n+a |
4 ' 4
Solucién

(i) Sea tp41 el término que contiene a x® entonces

teer = (3?”) (k. <_%>k

In x9n—3k
= (=) (=)

(ii) Sea,

3n

(96) o= ()

(iii) Ahora, 2%, aparece en el término txy; si y sélo si

o =9n — 4k



5. TEOREMA DEL BINOMIO 71

asi que,

_9n—a

Finalmente, sustituyendo el valor de k, obtenido en ( 97) en ( 96) y operando
tenemos:

In—a 3n
In—a

9n—a (3n)!

(6) Si  {an} es una Progresién Aritmética de primer término 5 y diferencia 7 entonces
calcule

> ()

Solucién

Como {a,} una Progresién Aritmética de primer término 5 y diferencia es 7
entonces

an=5+7n—-1)=-24+17n

Asi que:
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(7) Aplicacién
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(prop.del reloj)

7 Aceptaremos algunos resultados que seran demostrados maés tarde ”.

Si desarrollamos el binomio (1 4 z)" tenemos que

1+a)" = i(z) -

= 1l+nz+

n(n —1) 2 n(n —1)(n — 2) 3

RO ERC RN

n(n—1)<~(n—s+2)x571

2! 3! vt

(s —1)!

.
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El resultado que usaremos, puede ser intuitivamente descrito como sigue:

Si x| <1y n <0 entonces (1+ z)™ puede ser aproximado por un numero finito de
términos en la ecuacién descrita encima.

Ejemplo 5.3.1.

Determinemos el valor aprozimado de (1,02)™* con cuatro cifras significativas.

Solucion

(1+0.02)7*

(=9(=5)

) (=4)(=5)(=6)(=7)
2!

I (0.02)* + - -

(0.02)* + (_4)(2&(0.02)3 +

= 1+4(—4)(0.02) +

= 1-0.08+0.004 — 0.00016 + 0.0000056 + - - -

0.9238456

. Ejercicios Propuestos del Teorema del Binomio.

Determine el séptimo término en el desarrollo binomial:
(2 —y)"?

Determine el noveno término en el desarrollo binomial:

N 15
2+3)

(2+3

2

. ;. . € . .
Determine el término que contiene — en el desarrollo binomial:
Yy

T y? 8
T
Determine el decimocuarto término del desarrollo binomial:

2 1 \20
22 —
Y 2xy?

si uno de los términos en el desarrollo binomial

22 160
xi_
X

es de la forma a - 7%, Determine el valor de a.
Determine el término independiente de = (si existe) en los binomios:

n
Demuestre que Z <;L) =2"
i=0

Determine los cuatro primeros términos de las siguientes expresiones:
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| =

() (1+a)e

(9) Compute cada una de las expresiones con cuatro cifras significativas:
(a) (1.01)72

(b) (1.03)~2
(c) +/(1.02)
(d) /(1.05)
(e) V33

(f) V17



CAPITULO 3

Preliminares sobre Funciones

1. Contenidos

e Relaciones
e Funciones

2. Relaciones

2.1. Objetivos.

Que el Estudiante:

(1) Determine si un conjunto es una relacién.
(2) Determine el dominio , la imagen y el grafico de una relacién.
(3) En forma natural observe que existen relaciones importantes que permiten dotar a los

conjuntos con una o mas estructuras que poseen propiedades interesantes, las cuales le
permiten manipular y calcular de manera eficiente situaciones de una mayor compleji-

dad.

(1) Producto Cartesiano.

Definicién 2.1.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios entonces llamaremos ”Pro-
ducto Cartesiano” al conjunto

(98) AxB={(a,b)|ae ANbe B}
En particular, si A = B, anotamos:
(99) A2 =AxA={(a,b)|ac ANDE A}
Ejemplo 2.1.2.

(a) Sea A={n e NU{0} |0 <n <3} entonces



76 3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES

La idea es que podemos graficar estos puntos, en un sistema adecuado, como el
siguiente:

3 e . . .

2 e . . .

1 e ° ° °
° ° °

0 1

Figura 1

(b) De la Figura anterior, podemos escoger aquellos elementos que tienen la segunda
Componente nula, es decir, el subconjunto de A2.

(a,b) € A% | b= 0}

Ax{0} = {(a,b
{(0,0),(1,0),(2,0),(3,0)}

Su gréfico seria del tipo:

Figura 2

(¢) Podemos graficar uniones de productos cartesianos, por ejemplo:

Ax {0y U{0} x AU{(a,b) € A2 | a = b}
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Su gréfico seria del tipo:

3 e °
2 e .
1 e °
° °
0
Figura 3

(d) Sea A =R entonces R? el plano cartesiano serfa el conjunto:

R? = {(z,y)| s e RAy € R}

Su gréfico es del tipo:

Eje y
Plano R2
(0,0) Eje z
Figura 4

(e) Podemos escoger la diagonal de R?, es decir el conjunto:

A(R?) = {z,y) e R*| = =y}

Su gréfico es del tipo:

7
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Eje y
rectay =x
(0,0) Eje x
Figura 5

Entonces del producto cartesiano de dos conjuntos, podemos extraer subconjuntos que
nos interesen, evidentemente que cuando se hace una seleccion de algunos elementos
del conjunto de pares, debe haber exactamente una condicién o criterio seleccionador,
o mejor una relacion comun deben tener los elementos escogidos, esta idea motiva la
siguiente definicién.

Definicién 2.1.3.

Un conjunto R es una relacion de A en B si RC A X B

Notacion:

RCAxB<+<=ARB
Equivalentemente:

(a,b) e R<=aRD
Ejemplo 2.1.4.

(1) R=A X B es una relacion pues Ax BC Ax B
(2) R=0 es una relacion pues ) es subconjunto de todos los conjuntos.
Estas relaciones son llamadas relaciones triviales.
(3) Si definimos en R2:
(@1, 1) R(22,42) <= 21 = 22 Ay1 = Y2

entonces R es la relacion de igualdad en R?

Observen que cada elemento de R?, esta relacionado sélo consigo mismo, el objetivo de

esta relacion es mds bien saber cuando dos pares son diferentes.

(4) Define en Z x (Z — {0}) la relacidn ~ como sigue:

(p,q) ~ (Ta 3) — PS =qr
entonces podemos observar lo siguiente:
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(a) (p,q@) ~ (p,a) (V(p.q); (p.q) € ZxZ - {0}

En efecto

pqg =pq = (p,q) ~ (p,q)
(b) Si (p,q) ~ (r,s) entonces (r,s) ~ (p,q)

En efecto

(P, q) ~ (1, 8) <= ps = qr < sp=rq=> (1,5) ~ (p,q)
(c) Si(p,q) ~ (r;8) A(r,s) ~ (t,u) entonces (p,q) ~ (t, u)

En efecto

(p.q) ~ (r,8) = ps=qr
(rys) ~ (t,u) = rt=su
U
qrt = qsu
4
pst = qsu
U
pt = qu (s#0)
U
(p.q) ~ (L)

(5) Conclusiones
Si definimos el conjunto:

{(
{(

(r,q)

r,s) € Lx(Z—A{0}) | (r,s) ~ (p,q)}
r,s) € Z x (Z—{0}) | ps = qr}

entonces

e (n,a)#0  (V(p,a);(p,q) € Z x (Z—{0})
En efecto

Sigue directamente de (4a)

e (p,q) es un conjunto infinito (V(p,q); (p,q) € Z x (Z —{0})

En efecto

(p,q) ~ (r,s) ~ (qr,qs) ~ (ps, qs)
Asi que,

(p,q) = {(ps,qs) € Zx (Z—{0}) | s € Z}
e Si(r,s) € (p,q) entonces (r,s) = (p,q)
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En efecto

— p.d.q. (r,s) = (p,q), equivalentemente

p-d.q. (r,;s) C(p.a) A (p.q) C(r,s)

— Datos

(r,s) € (p,q) entonces (r,s) ~ (p,q), es decir, (r,s) = (pu,qu), para algin

u € (Z—-{0})
— Demostracion:
(a,b) € (r,s) = (a,b) ~ (1)
(r,s) ~ (p,@) A (4c) = (a,b) ~ (p,q)
= (a,b) € (p,q)
= (r,5) C(p,q)
Analogamente:
(av b) € @ — (a7 b) ~ (p, Q)
(r,s) ~ (p,q) A (40) = (p,q) ~ (1,3)
= (a,b) € (r,s)
= (p,q) C (r,s)

N
&
=
)
~—
D)
—~
3
V)
~—
N
=
)
S
~
S
S
=)
)
»

Q3

Por ejemplo;

2 _ 2s
(3) = {Else@—{on}
.o Z2 2.4
) _37 37 67
Con algin trabajo mds se demuestra que los numeros racionales pueden ser construidos de esta
forma, la idea es que:

Z x (2 —{0})

— :Qz{@IPGZ,qe(Z—{U})}
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Ahora, ; porque el abuso de lenguaje ¢

0-{Lpezqe@-(on)

Por lo demostrado antes, por ejemplo:

Esta construccion es muchisimo mds general, pero por el momento eso es del dominio de los
Algebristas Conmutativos.

Definicién 2.1.5.

Sea R una relacidn en el conjunto no vacio A, es decir R C A? entonces

(1) R se llama una relacion refleja o reflexiva si
(100) aRa (Vaja€A)
(2) R se llama una relacion simétrica si
(101) aRb=bRa
(3) R se llama una relacion transitiva si
(102) aROANbDRc=—aRc
Ejemplo 2.1.6.

(1) Sea A =R entonces
A(R?) = {(z,y) e R* | z =y}

Es una relacion refleja y simétricaa
(2) R={(z,y) eR?| x =y} U{(2,3)}, Es refleja y no simétrica
(3) S = {(z,y)R? | 22 + 42 = 1}, es simétrica, no refleja y no transitiva, pues:
e 124+12=2=(1,1)¢ S
e (1,0) e SA(0,1) € S, pero (1,1) ¢ S

(4) Define en Z x (Z — {0}) la relacion ~ como sigue:

(p,q) ~ (r,8) <= ps = qr

entonces la relacion ~ es transitiva
Definicién 2.1.7.

Sea R una relacién en el conjunto no vacio A, es decir R C A% entonces R se llama una relacion
de equivalencia si es refleja, simétrica y transitiva.
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Ejemplo 2.1.8.

Define en 7 x (Z — {0}) la relacion ~ como sigue:

(p,q) ~ (r,8) <= ps=qr

entonces la relacion ~ es de equivalencia

Teorema 2.1.9.

Sobre las relaciones de equivalencia.

Sea R una relacion de equivalencia en el conjunto no vacio A entonces

() a={beA|] aRb}#0 (Va;a€ A)

2)bca=a=b

0
(3)anb= 6
a=>

(4) &4 ={alacA}=|Ja

La demostraciéon tedrica del teorema anterior es similar a la dada en el caso de los racionales,

pero podemos analizar graficamente este teorema, analizando graficamente la relacién que con-
struye los racionales:

Definicién 2.1.10.

Si R C A? es de equivalencia entonces el conjunto @ se llama clase de equivalencia del elemento
a.

Ejemplo 2.1.11.

Si R =~ entonces:

6:(071):{"' ,(0,—1),(0,1),(0,2),"‘}

Consideremos por ejemplo el grafico de (0,1) y (1,1):
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Figura 6

Definicién 2.1.12.

Sea R una relacién en el conjunto no vacio A, es decir R C A? entonces R se llama una relacion
antisimétrica si:

aRb N bDRa=—a=b
Ejemplo 2.1.13.

(1) En la clase de los conjuntos define la relacion de subconjunto, es decir:

ARB+—= ACB

entonces "C” es una relacion antisimétrica.

(2) La relacion "<” definida en R es antisimétrica. (ver [2])
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Definicién 2.1.14.

Sea R una relacion en el conjunto no vacio A, es decir R C A? entonces R se llama una relacion
de orden si:

(1) R es refleja
(2) R es antisimétrica

(3) R es transitiva

Ejemplo 2.1.15.

(1) La relacion de C en la clase de conjuntos es una relacion de orden.

(2) La relacion 7<” definida en R es de orden.

2.2. Elementos importantes de una relacion.

Sea R una relacién del conjunto no vacio A en el conjunto no vacio B, entonces

(1) Llamaremos dominio de R al conjunto:

dom(R)={ac A|(I;be B):a R b}
Es decir en el dominio coleccionamos las primeras componentes de los pares ordenados
que en ella aparecen.

Ejemplo 2.2.1.

Sea A =N y B =7 entonces define:
R=1{(m,2) e NXZ| m+ 2% =20}

entonces

dom(R) = {4,11,16,19,20} C N

(2) Llamaremos Imagen o recorrido de R al conjunto:

Img(R)={be B|(Ja;ac A):a Rb}

Es decir en la Imagen coleccionamos las segundas componentes de los pares ordenados
que en ella aparecen.

Ejemplo 2.2.2.

En el ejemplo anterior:

Img(R) = {0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4} C Z
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(3) Llamaremos Imagen de a € dom(R) al conjunto

(103) R(a)={be B|aRb}
Ejemplo 2.2.3.

En el ejemplo anterior tenemos:
(a) R(4) = {4,4)

(b) R(11) = {3,—3}

(c) R(16) = {2, -2}

(d) R(19) = {1, -1}

(e) R(20) = {0}

(f) R(3) =0

(4) Llamaremos Preimagen de b € Img(R) al conjunto

RYb)={acAlaRb}
Ejemplo 2.2.4.

en el ejeemplo anterior tenemos:
(a) R™'(4) = {4}

(b) R (~4) = {4}

(¢) R71(3) = {11}

(d) R7(~3) = {11}

(e) R7(2) = {16

(f) R7(~2) = {16}

(8) B7\(1) = {19}

(h) R (~1) = {19}

(i) R71(0) = {20}

() R7'(5) =10
2.3. Construccién de Relaciones.

(1) Sea A un conjunto no vacio entonces llamaremos relacién identidad de A, al conjunto:

1a={(a,a) € Ax A}
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La identidad de A se acostumbra a llamar la diagonal de A
(2) Sea R una relacién del conjunto no vacio A en el conjunto no vacio B, entonces lla-

mamos relacion inversa de R a la relacion:

R '={(b,a) e Bx A| (a,b) € Ax B}

(3) Sean R C Ax By G C Bx C, donde A, B y C son conjuntos no vacios entonces
llamaremos funcién composicién (o compuesta) de las relaciones R y G al conjunto:

(GoR)={(a,c) e AxC|(Fb;beB):a RbAVG ¢}

Ejemplo 2.3.1.

Consideremos en A ={1,2,3,4}, B ={a,b,c} y C ={p,q,r, s}, las relaciones:

R =

(1,a), (2,¢), (3,b), (4,¢)} C Ax B
G = {(

a,p), (¢,q),(a,r),(c,8)} € BxC

A

entonces tenemos que:
(a) (GoR)={(1,p),(1,7),(2,9),(2,5),(4,9),(4,5)} CAxC
Observen que dom(G o R) = {1,2,4} C dom(A) = {1,2,3,4}
(b) (R™1 o R) ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)} = 14
(c) (RoR™) ={(a,a),(c,c), (b,b)} = 15
(d) (G oG) ={(a,a),(c,c),} C 1B

(e) (GoG™) ={(p,p);(q,0), (r,7),(s,5), } = 1c

2.4. Generalizaciones.

(1) Dado un conjunto A no vacio podemos extender el concepto de producto cartesiano
naturalmente a "n-dimensiones”, es decir:

An:{<a17a27"'7an) ’%EA,(ISZSn)}

Ejemplo 2.4.1.

El espacio tridimensional lo escribimos como:

R} ={(z,y,2) |t € R,y € R,z € R}

Graficamente lo podemos representar como:
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Figura 7
(2) Consideremos en A™ los elementos x = (a1, as9,...,a,); y = (b1,ba,...,b,) entonces
definimos
r=y<—a;=b; Vi;i=1,2,....,n)
Observacion 2.4.2. Sean A; con i = 1,2,...,s una “familia finita” de conjuntos no vacios
entonces

S
RCHAi:Ale2x~--><As
=1

la llamamos una relacion ”s-dimensional”.

2.5. Ejercicios Resueltos.

(1) Determine el conjunto
C={(z,y) eR?| (z+y,z —y) = (2,0)}
Solucién

"Recuerde que para pertenecer a un conjunto, hay que ser igual a un
miembro del conjunto”
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(104)

(105)

3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES
Asi que, manos a la obra

(r,y) €C <= (2,9) €R? A (z+y,z—y) =(2,0)

r+y=2
zr—y=20

>

— (x,9) € R?

— (z,y)€R? AN z=y=1
Luego,
¢={11}
(2) Si A, By C son conjuntos entonces demuestre que:

ACB=AxCcBx(C

Solucién
"Recordamos que la idea de ”C”, es en este caso. Si A es parte de B entonces A
cruz C es parte de B cruz C”

Ahora, matematizando tenemos que:
e Datos (hipdtesis),

ACB<—=zxcA=—zx€B
e p.d.q.
(a,c) e AxC = (a,c) e BxC
Manos a la obra:

(a,c) e AxC <= ac€ANcel
= a€B ANce(l
——

hipdétesis

= (a,c)e BxC

Lo que demuestra (104).
(3) Sea n € N fijo.Define en Z la relacién =, como sigue:

m=t méd (n) <= Fr;reZ):(m—t)=rn

Demuestre que = es una relacion de equivalencia.
Notacion:
m =t mbd(n), se lee m congruente a ¢t médulo n.

Solucion
Entendiendo el problema:
e ; Qué hace esta relacién 7.

Por ejemplo, para fijar ideas tomemos n = 3,

— 18 = 30, pues (18 — 30) = —12 = 3 - (—4). Observe que 30 = 18, pues
(30-18)=12=3-4
— 17211, pues (17—-11)=6=3-2
— 13225, pues (13 —5) =8 # 3 - por cualquier entero
En la practica, observe lo siguiente:
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18 3 = 6 30
18 30
- A _
0 0
~— ~—
resto resto
17 3 = 5 11
15 09
_ A\ -
2 2
=~ ~~
resto resto
13 3 = 4 )
12 09
_ A\ -
1 2
~~ ~~

resto resto

Asi, podemos aventurar una primera conclusion:

89

10

Dos enteros estan relacionados para n = 3, si al dividir cada uno por 3,
poseen el mismo resto y este serd 0 6 1 6 2. Caso contrario no estan rela-

cionados
e En general, tenemos lo siguiente:

m=>=t médn <= @GrreZ):(m—t)=rn
< (GrreZ):m=rn+t

Es claro entonces que t es congruente a muchos enteros m, médulo n.

Cuantos y Quienes 7.

Para determinarlos definamos el siguiente conjunto.

ttn)={meZ|m=t mdéd (n)}

2

t(n) o t, si no hay confusién, lo llamaremos la clase de ¢, médulo n.

Podemos explicitar méas este conjunto, haciendo lo siguiente:

ttn) = {meZ|m=t mébd (n)}
= {meZ|(3@rreZ):m=rn+t}

= {m+t|reZ}

Para n = 3, por ejemplo:
Parat =0

0 = {meZ|m=3r+0}

= {..,-9,-6-3,0,3,6,9...}

Parat=1
1 = {meZ|m=3r+1}
= {...,-8-5-2,1,4,7,...}
Parat =2

D N

= {...,-7,-4,-1,2,5,8,...}

{meZ|m=3r+2}
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(106)

(107)

(108)
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Ahora, en primer lugar; cualquier otro entero ¢, al dividirse por 3, los
unicos restos posibles son de acuerdo a la forma de dividir, 0,1 6 2.

En segundo lugar;

Z=0UlU2
0oNT=90
0N2=10
1Nn2=10

En general, al dividir cualquier entero por un entero n, fijo los Unicos restos
posibles son; 0,1,2,....n—1y

n—1

z=J

i=1
i£j=iNj=10
Mostremos finalmente que las congruencias médulo n son una relaciéon de equiva-
lencia.
(i) Propiedad refleja : (m = m médn Vm;m € Z)
m—m=0=n-0 (VmymeZ)=—m=m médn
Luego, la relacion es refleja.
(ii) Propiedad Simétrica : (m =t méd n =t =m méd n)
Sabemos que:
m=t médn<= (Ir;reZ):(m—1t)=rn
entonces

(t—m) = ~(m—1)

= —rn
~—
aplica (106)

= (=r)n

como r € Z entonces (—r) € Z as®1que t ¥ m méd n

Luego, la relacién es simétrica.
(iii) Propiedad Transitiva: (m =t méd nAt=s médn = m=s mbdn)

Sabemos que (;, Por qué ?7):

m=t médn<= (Ir;;m €Z): (m—t)=rin

t=s médn <= (Iro;rg €Z): (t—s) =ran
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Luego,

(m—s) = (m—s—t+t) (trato de hacer operativos(107) y (108))
= (m—t)+(t—2s)

= rn -+ ren
~—

(107)  (108)

= (ri+mr)n

Como 1 € Z y 19 € Z entonces (r1 +r2) € Zy m=s mbd n.
Luego, la relacién es transitiva.

Asi que, 2 mdd n es una relacion de equivalencia.

2.6. Ejercicios Propuestos de Relaciones.

(1) Determine el valor de verdad (esto es (e.e.) verdadero o falso), de las siguien tes
sentencias:
(i) (—3,33) € N2
(i) ©° C @2
(iil) (1,2,7,/3) € R?
(iv) R® c R*
(v) R2NR2 =R
(2) Suponga que los conjuntos no vacios XY, Z, satisfacen las propiedeades: X C Z e
Y C Z. Demuestre que
() XCY = XxYCYxXY
(i) XCY=XxXCXxY
(3) Define en Q7 los racionales positivos, la relacién:

(109) qiRg «— (Fpip€Z):qu- () ' =3
(i) Demuestre que (109) define una relacién de equivalencia
4
(ii) Determine <5> ={%eQt|4¢R3}
(4) Suponga que R; y Ry son relaciones de equivalencia. Demuestre que Ry N Ry es una

relacién de equivalencia.
(5) Define en Z la relacién

(110) mRn <= (Ju;u e NU{0}): (n—m) =u

Demuestre que (110) es una relacién de orden.
(6) Sean R; y Ry dos relaciones de orden, definidas en los conjuntos A y B respectivamente.
Define en A x B la relacién:

(111) (CL, b)(Rl X Rg)(a,, b/) <— aRla’ VAN bRQb,

Demuestre que (111) es una relacién de orden.

3. Funciones

Sean A y B dos conjuntos no vacios. Diremos que f es una funcién del conjunto A en el
conjunto B si:
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(1) f C Ax B, es decir f es una relaciéon de A en B.
(2) dom(f) = A
(3) f(a) ={b€ B|a f b} posee un tnico elemento (Va;a € A) (ver (103))
Luego, una funcién es una relacién especial pues;
e Su dominio coincide con el conjunto de salida de la relacién.

e Todo elemento del dominio posee una tnica imagen.

Notaciones posibles:

f: A — B 4 L B a€A— f(la)=beB
a +—— f(a)=0 a — b

Ejemplo 3.0.1.

(1) aeN+—— fla)=2-a+3€Z

En este caso tenemos que por ejemplo:
¢ f)=2-1+3=5
¢ f(2)=2-2+3=7

e cic.

r+1
3

(2) 7€ R — f(a) =
Aqui tenemos:

e cic.

I R L ey ——

FEn este caso tenemos:

of<51,) g>:9
of<_§ _:li):()

e cilc.

4) v € (R—{2}) — f(z) =

Ahora observamos que

T — 2
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1
J f(o):—§
e f(3)=1
° f(2)=4A

Los elementos que pueden ser procesados para obtener informacion, corresponde a lo
que llamamos en la seccion anterior dom(f).

Definicién 3.0.2.

Sea f una funcion entonces

(1) Llamamos dominio de f al conjunto
dom(f)={a€ A|(3;be B): f(a) =b}
En particular, si A= B =R entonces
dom(f) ={z e R f(z) € R}
(2) Llamamos imagen o recorrido de f al conjunto
Img(f) = {b € B | Ga;a € dom(f) : f(a) = b}
En particular, si A= B =R entonces
Img(f) ={f(z) | v € dom(f)}
(3) Llamaremos grdfico de f al conjunto
graf(f) = {(a,0) | b= f(a)}
Ejemplo 3.0.3.

Considere la funcion real f(x) = =

(1) Determinemos el dominio de f.

xedom(f) <= ze€R AN f(x)eR

— zeR A 1eR
<~ xR A x#0
— zeR—-{0}

Asi
dom(f) = R — {0}

(2) Determinemos la imagen o recorrido de f.

y€img(f) < y= f(x) para algin x € R
— y=12 tal quex #0
— v=,cR-{0}
— y#0
— yeR-{0}

Ast
Img(f) =R - {0}
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(3) Determinemos el grifico de f.

Pegraf(f) = P=(n.f(x) A f@)=> w40

Si notamos x >> 0 cuando x es grande, grande y x << 0 cuando x es pequeno, pequeno
entonces

(112) x>>0= f(z) << 0

(113) r << 0= f(z)>>0
Luego, de (112) y (113), sigue que el grdfico de f es:

Figura 8

Ejemplo 3.0.4.

Definamos f : R? — R? tal que f(x,y) = (z + v, 3z + 3y) entonces

(1) Determinemos dom(f)
(z,y) ER? = (z+y)eRA(z—y)ER
= (z+y,3z+3y) € R?

Luego,
dom(f) = R?
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Determinemos Img(f)

(u,v) € Img(f) <= (3(z,y); (z,y) €R?) : f(z,y) = (u,v)

= (5+y,30+3y) = (u,0)

r + Yy = u

3r + 3y = v
+ vy U
= v
+ y = 3

<~ wu=35 V 3u=v
Ast que,
Img(f) = {(u,v) € R?| v=3u}
= {(u,3u)| u € R}
Luego, esta funcion transforma el plano en una recta, mds precisamente tenemos:

(z,y) € R? — f(x,y) = (z +y,3z + 3y) = (u,3u) € {(u,v) € R* | v=3u}
Graficamente la situacion puede ser vista como sigue:

RZ RZ

Figura 9

3.1. Clasificacion de funciones.
Observacién 3.1.1.

Sabemos que toda relacion R, digamos R C A x B tiene una relacion inversa R~ C B x A

tal que R"'o R € A(A) y Ro R~ € A(B). Sin embargo para una funcion podemos tener
problemas, estudiemos un ejemplo para fijar ideas.
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Ejemplo 3.1.2.
(1) Sea f: R +— R, tal que f(z) = 2% entonces
o dom(f) =R, puesv € R = 22 € R
o Img(f) = {2? |« € R}
Si definimos f~! : Img(f) — R entonces por ejemplo:
o f71(4) ={2,-2}, 4 Cudl de los dos ?
o [71(9)=1{3,-3}
e cic.
entonces f~1 es una relacion que no es funcion pues, existe al menos, (en realidad
muchos) un elemento que posee mds de una imagen.

Asi que una condicion es que f~1(x) = {tenga un inico elemento}.

(2) Sea f:Z+—— R, tal que f(z) = 2z entonces

o« f14) = {2)
« f13) =7
o [71(0.5) =/
e cic.

Luego, otra condicion necesaria es que dom(f~1) = Img(f)

Definicién 3.1.3.

Sea f: A+—— B una funcidn entonces diremos que f es inyectiva si

x1 # x en el dom(f) = f(x1) # f(x2)
Fquivalentemente
f(@1) = f(z2) = 21 =22

Definicién 3.1.4.

Sea f: A+ B una funcion entonces diremos que f es sobreyectiva si
Img(f) =B
Definicion 3.1.5.

Sea f : A — B una funcion entonces diremos que f es biyectiva si f es inyectiva y f es
sobreyectiva

Ejemplo 3.1.6.
Sea f : R? — R? tal que f(z,y) = (z + ¥,z — y) entonces
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(1) Verifiquemos si f es inyectiva
fx,y) = f(z2,92) = (z1+y1, 21 —y1) = (¥2 + Y2, 72 — Y2)

1 +yY1 = T2+ Y2
T1— Y1 = T2 —Y2

= 221 =229 N\ 2y1 = 2y9
= T1=T2/AY1 =12
= (21,01) = (z2,92)
Luego, f es inyectiva
(2) Estudiemos la sobreyectividad de f.
El algoritmo es el siguiente:

e p.d.q Img(f) = R?, es decir p.d.q. Img(f) C R? y R? C I'mg(f)

e Como f : R? —— R? entonces naturalmente Img(f) C R?, asi que sélo debemos
demostrar que R? C Img(f)

e Sea (u,v) € R? entonces p.d.q existe (x,7y) € R? tal que f(x,y) = (u,v), es decir
f sera sobreyectiva si y sélo si tiene solucién en R?la ecuacién f(x,y) = (u,v)
Luego,

f(:z,y):(u,v) A (ZE+y,£L’—y):(U,U)

Tty = u (1)

rT—y = v (2)
U+ v U—

e e
—_——— —_———

(1+(2) 1H-(2)

Asi que,

(3) Entonces f es sobreyectiva

Definicién 3.1.7.

Sean f: A+—— By g: B+ (C, dos funciones entonces adaptamos la definiciéon de composicién
de relaciones para funciones poniendo,

(g o f) A — C
a — (gof)(a)
donde.

(go f)la) =g(f(a))  (Va;a € A)

Teorema 3.1.8.
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(g o f) es una funcién de A en C.

Demostracion: Es un buen ejercicio.

Ejemplo 3.1.9. Definamos la "relacién inversa”, en (3.1.6)

. R — R?
(u,v) — f(u,0)
Tal que

Uu+v u—ov

f_l(uvv):( 9 ' 9

)

entonces por una parte

(f_l o f)(x,y) = f_l(f(l“,y))

= f_1($+y,ﬂj‘—y)

(x+y+xfy r+y—(z—y) )
2 ) 2

= (z,y)
Luego,

Por otra parte

(fof_l)(x7y) = f(f_l(JI,y))

+ —y a+ —
= (g - o
= (=)
Asi que tambien en este caso:
(fof™) =1g

Definicién 3.1.10.

Sea f: Av+—— B una funcion. Diremos que f, es una funcion invertible o que tiene inversa si
existe una funcion g : B —— A tal que

fog = 1B
gof = 1a
A una tal funcion la lamamos la inversa de f y la notamos f~', es decir g = f~*
Ejemplo 3.1.11. Si f es como en (3.1.6) entonces f es invertible y

[ ay) = (2 22 Y

2 72
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3.2. Ejercicios Resueltos de Funciones.
(1) Sea f(x) =

o dom(f) =R —{2}

entonces

e Para la imagen de f, tenemos que:

y €img(f) <= vy = f(z) para algin x € R
1
<— y=—— tal que z # 2
r—2

1472
<:>.’L’:+y

eR—-{2}

— y#0
<~ yeR-{0}

e Observe con atencién lo siguiente:

(114) r—2>>0 = z>>2 A f(z)<<0
(115) r—2<<0 = z<<2 A f(z)>>0

Luego, de (114) y (115), sigue que el gréfico de f es:

Figura 10

(2) En general tenemos las siguientes posibilidades ” horizontales ”:

99
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Figura 11

1
y=——0b<0
X

Figura 12

9

(3) Para los casos ” verticales 7, tenemos
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Figura 13

Figura 14

(4) Finalmente estudiemos la relacién,

(116) fz) = a (a>0;b>0;a <b)
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Tratemos de aplicar lo anterior a la relacién (116):

— Dividimos; esto es:

z—a : x—b = 1
() -t — z=p=1+i%
—a

— Aplicando lo estudiado antes a la relacién f, su grafico es del tipo:

e Leyendo el grafico hacemos a f una funcién, poniendo:
dom(f) = R — {b}

Img(f) =R —{1}
Luego,

Ffo R={b} — R—{xl}_

o fla) =20

—-b

(5) Define T : R3 — R2?, tal que T'(x,y,2) = (x +y + 2,7 — y — 2) entonces

(a) Es claro de la definicién que dom(T) = R?
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(b) Para la imagen de T, tenemos:

u€ Img(T) <= u€R*AT(v)=u para algin v € R3

= u=(ur,uz) A T(v1,v2,v3) = (u1,us2)
< u:(ul,UQ)/\(Ul—l-Ug-l-Ug,Ul—UQ—Ug):(ul,UQ)
= u=(u,uz) A vLtvetes o
V] — Uy — V3 = U
= u=(u,uz) A vy =52 Ay ug =T
= u=(u,up) A v = (U2 gy, W2 )
Luego,
(117) Img(T) = R?
Podemos comprobar lo anterior calculando directamente; es decir:
U + U2 U] — U2
T(U) = T( 92 y U2, 2 - U2)
ur +u U — U up +u UL — U
:(12 2+U2+1 2_02’122_1]2_1 2—1—112)
Ul tu2 Ul —u2 up Uz Ul — U2
= 2 T2 T3 2 )
= (Ul,UQ)
Asi la férmula
ul + u2 Ul — U2

(118) T2 g, S = ) = (i, w2)

dice que T es sobreyectiva

(¢) La férmula (118) nos permite verificar que 7' no es inyectiva, pues por ejemplo:
(1,1) =7(1,3,-3) A (1,1)=T(1,5,-5)
(d) Un problema interesante es ; cémo transformar 7' en inyectiva ? o j qué tan no
inyectiva es 17

La idea es caracterizar de alguna forma la propiedad T'(v) = T'(q) y v # g, es decir
los conjuntos importantes son del tipo:

(119) T u) ={veR® | T(v) =u}

(i) De salida, la sobreyectividad de T, nos garantiza que 7! # ()
(ii) Supongamos que v € T~ H(u), v’ € T (u) y v #v'. Asfsi v = (vi,v2,v3) y
v' = (v, v}, v4) entonces vale la igualdad.

(120) (v1 + vo +v3 — V] — vh — Vi, V] — vy — v3 — V] +vh +vh) = (0,0,0)
Ahora,
Tv—v) = T(v;—v],vy — vy v3— vj)
= (v1 —v] + vy — vy + vz — V5,01 — V] — U2+ vy — U3 + Vh))
= (0,0,0)

De lo anterior podemos concluir que si existe u # 0, tal que T~!(u) posee
més de un elemento entonces

(121) veT Y u)Av € T7Hu) = (v —72") € T71(0,0)



104 3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES

(iii) Ademds, como 7'(0,0,0) = (0,0) entonces T no es inyectiva porque 7~1(0,0)
posee mas de un elemento. En este caso el conjunto en cuestion es:
ueT10,0) <= u=(z,9,2) ANT(z,y,2) = (0,0)
— u=(r,y,2)AN(z+y+z,x—y—2z) =(0,0)

r+y+z = 0

— u=(r,y,2) A r—y—z = 0

— u=(r,y,2) N[z =0Az=—y]
Finalmente,

(122) 7710,0) = {(0,y,~y) | y € R}

Geometricamente la linea 771(0,0) se transforma en el punto O = (0, 0)

(0,0)

(6) Sea T : R3 — R3, tal que T'(z,y,2) = (x — y,x + 2y + 3z, 2 + y) entonces
(a) T es inyectiva.

En efecto
supongamos que T'(z,y,z) = T(2',y/, 2') entonces

T(x,y,z) =Ty, 2

0

(x—y,x+2y+3z,x+y)= (2 =y, 2" +2¢ + 32, 2" +v)

Luego,
(1) z—y = 2’ -y
(123) (2) z+2y+32 = o' +2y +32
(3) z+y = 24y

Haciendo (1)-(2) tenemos que 2x = 22'. As{ que
(124) r=2a

Sustituyendo (124) en (1), tenemos que —y = —y'. Asi que
(125) y=y



(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)
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Sustituyendo (124) y (125) en

—~

2) tenemos que 3z = 32’. Asi que

N

/
=z
Por tanto conjuntando, (124), (125) y (126), concluimos que T es inyectiva.

—~

Observen en particular, que 771(0,0,0) = {(0,0,0)}

(b) T es sobreyectiva.

En efecto

Debemos resolver para (p,q,r) € ﬂRS dado la ecuacién,

T(z,y,2) = (p,q;7)

Equivalentemente, resolvemos el sistema

(1) z—y =p
(2) z+2y+3z = ¢
(3) x4y = r
Haciendo (1) + (3), tenemos que 2z = p+r. Asi que
x_p+r
2
. p+r ,
Sustituyendo (129) en (1), tenemos que —y =p. Asl que
_r-pr
2
Sustituyendo (129) y (130) en (2), tenemos que ptr +2 [T gp} + 3z =q. Asi

que
2q+p—3r
r=—
6
Sustituyendo (129), (130) y (131) en (127), tenemos que:

p+r r—p 2q+p—3r
p—
1( 5 T 6 ) (p,q;7)

Finalmente, la ecuacién (132), garantiza que T' es Sobreyectiva y ademds nos per-
mite construir su inversa 7!, definida por:

_ p+r r—p 2q+p—3r
T 1(p7Q7T):< 9 ' 9 6 >

Como una forma de verificar la eficacia de su trabajo, calcule y comprube que:

ToT 'p,qr)=p.qr) A T 'oT(pqr)=(p,qr)

(7) Sean f y g dos funciones reales tales que f o g es bien definido. Si f inyectiva y g
inyectiva entonces f o g es inyectiva.

En efecto

(i) Pdg. (fog)(@)=(fog)ly) = z=y

(ii) Datos. f(u) = f(t) = u=tyg(s) =g(r) = s=r
(iii) Ejecucién:

(feg)x) =(fog)ly) — flg(x)) = fl9(y))
= g(x) =g(y) f inyectiva
== =Y g inyectiva
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3.3. Ejercicios Propuestos de Funciones.

(1) Si f(z) = —= entonces determine:

. 1 .
(2) Si f(z) = it entonces determine:
(i) dom(f)
(i) Img(f)
(iif) (1)
. 1 .
(3) Sl'f(a:) = CE ) entonces determine:
(i) dom(f)
(i) Img(f)
(iii) f((1,5))
(4) Sea f(x) = i i_ 2 entonces determine:
(i) dom(f)
(i) Img(f)
(iii) graf(f)
—2: <0 _
(5) Sea f(x) = % . entonces determine:
(i) dom(f)
(i) Img(f)
(iii) graf(f)
2 —4
(6) Sea f(x)=4¢ z—2 SR entonces determine:
1 T =2

(i) dom(f)
(i) Irng(f)
(iii) graf(f)

4. Relaciones Trigonométricas Basicas

4.1. Introduccién.

Consideremos la siguiente situacion geométrica:
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Cy
Cs
Cs
&
al
A By By Bj By
Figura 15

En la figura todos los tridngulos son rectangulos y valen las relaciones:

B.1C . ByCy . B3y . B4Cy B Cateto opuesto
AC,  AC,  AC;  AC,  hipotenusa
ABy ABy  ABy  ABy  Cateto adyacente
AC;  AC,  AC;  AC,  cateto opuesto
BCy  BCy  B3C3  ByCy  Cateto opuesto
AB,  AB,  AB;  AB, cateto adyacente

Definicién 4.1.1. (Definicion Bdsica de las funciones trigonométricas)

Denominaremos:
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. ) . Cateto opuesto
Seno del dngulo o al cuociente sin ¢ = ———
hipotenusa

Cateto adyacente

Coseno del dngulo o al cuociente cos o = :
hipotenusa

Cateto opuesto

Tangente del angulo o al cuociente tan a =
cateto adyacente

Cateto adyacente
Cotangente del dngulo o al cuociente cot o = Y

cateto opuesto

hipotenusa

Secante del dngulo o al cuociente sec a =
cateto adyacente

hipotenusa
Cosecante del dngulo o al cuociente csca = _potentisa
cateto opuesto

Para una mayor informacién al respecto ver la bibliografia adicional y en particular a [2,
p.136]

4.2. Funciones Trigonométricas.

(1) Medicién de angulos: Usaremos para nuestras definiciones un circulo de radio 1 y
con centro en el origen, es decir tenemos el conjunto:

(134) St {(zy) e R |22+ =1}

Su disetio es:

\l
Figura 16

Algunas observaciones:

(a) Fijaremos el origen o punto de partida (es imprescindible hacerlo) del circulo S!
en el punto (0, 1), para poder contar las vueltas. De acuerdo a esto tenemos que
una vuelta corresponde a 360 grados, es decir:
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(135) Una vuelta = 360-1°

(b) Consideraremos un angulo positivo si se toma en como en la figura (contrario a
los minuteros del reloj !!!), y negativo en el otro sentido.

(c) Existe otra alternativa para medir dngulos; esta tiene que ver con el perimetro del
circulo:

(i) El 4ngulo a mide un radidn si la longitud del arco que subtiende PO es un
radio

(ii) Una vuelta corresponde a 27 radianes, es decir:

(136) Una vuelta = 27 -1lrad
(d) Comparando (135) y (136) tenemos que:

o 2w
1° = % -1rad
(137) 360-1° =271 -1rad = (Y
lrad = 360 1°
2

(e) Luego, tenemos por ejemplo que:

e lrad ~ 57.29°

e 180° = 7wrad
o 90° = gmd
e 60° = %md
e 45° = %rad
e 30° = %rad

27 s
15°=15-1°=15-— -1 = —
e 15 5 5 360 rad 12rad

(2) Definicién de las Funciones Trigonométricas

De acuerdo a la definicién (4.1.1) tenemos que en el circulo S' podemos hacer las
definiciones de las funciones trigonométricas como sigue:

Definicién 4.2.1.

(a) Funcion Seno:

(138)

sen : R
T
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(b) Funcion Coseno:

cos : R — [-1,1]
(139) x — cos(x) =xp
(¢) Funcion Tangente:
(140) tan(z) = Sene definida para los x € R tal que cosz # 0
cos

(3) Algunos valores de las funciones Seno, Coseno y Tangente

¢ 3
(a) Angulos 0, g,ﬂ', 2™ 27 :

Funcion
—— | seno | coseno | tangente
Angulo
0 0 1 0
7r o
3 1 0 no definida
s 0 -1 0
3 o
3™ -1 0 no definida
2m 0 1 0
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. T
b) Angulos —, — :
(b) Angulos =,

)
2
Figura 17

Entonces

Funciéon
——— | seno | coseno | tangente
Angulo
T 1 1
= -V3 = 3
3 2 2 ?
1 1 3
T = | 23 Vo
6 2 2 3
(¢) Angulos % :
(0,1)
4

1.0
O B ——
Figura 18
Entonces
Funcién
——— | seno | coseno | tangente
Angulo
s 1 1
— V2| =Vv2 1
4 2\/_ 2\/_

(4) Propiedades inmediatas de las funciones trigonométricas

111
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Si consideramos nuevamente el circulo S*

(p, Yp)

Figura 19

Entonces
(a) Periodicidad

Como « le corresponde el punto(z,y,) vy a (a+27) le corresponde el punto(zp, y;)
entonces tenemos que,

sen(a) = sen(a + 2m), cos(a) = cos(a + 2m) y por tanto, tan(a) = tan(a + 27)

Por otra parte, las funciones definidas sélo dependen del punto (z,,,) en S* que
posee perimetro 27. Asi que una vuelta es la menor longitud necesaria para que
un angulo y por tanto una funcion trigonométrica se repita, a este menor nimero
lo llamamos el periodo de la funcién trigonométrica.

Conclusion 4.2.2.

Las funciones Seno y Coseno son periddicas de periodo 27, y la funcién y Tangente
es periddica de periodo wes decir:

sen(a) = sen(a+ 2km) (ke€Z)
cos(a) = cos(a+2kmw) (ke€Z)
tan(a) = tan(a+kmr) (k€Z)

(b) Paridad
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Observemos que por construccién tenemos que:

sen(a) = ypAsen(—a)=—-y, = sen(—a)= —sen(«a)
cos(a) = xp Acos(—a) =1z, = cos(—a) = cos(a)
tan(a) = g—z Atan(—a) = —g—z = tan(—a) = —tan(«a)

Conclusion 4.2.3.

1. Seno es una funcién impar
2. Coseno es una funcién par
3. Tangente es una funcién impar

(5) Sus graficos son:

.
eec e e

eecccccccoe

DR R N I I I Y

.o

Figura 20 y =sinz
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eee0c0c0cc0cc00ccccco e Seccecccccccccccccce RN

2ol

2T

eecccccccfhoecccccccccde

W laga——oE

eeccccccccochocccccccccde
.

eeccccccccochocccccccccde

eeeeeccecccccccoe ececccccccflleccccccce

—1 | —Periodo=2mr—

.
@e0e0cccccecccccccce L R ]

.o
oo

.

Figura 21 y =cosz

|
No|
3
|
3
|
(VB
(aw]
V]
3
N|
ﬂoﬂ

Periodo

Figura 22 y =tanx

(6) Otras funciones trigonométricas

(a) Funcién Cotangente:

1
cot(x) = fan(a) definida para los « € [R — {nw|n € Z}]
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(b) Funcién Secante:

1
sec(z) = cos(@) definida para los x € [R — {(2n — 1)%]71 € Z}]

(¢) Funcién Cosecante:

1
csc(z) = sen(@) definida para los x € [R — {nw|n € Z}]

(7) Identidades Basicas
Lema 4.2.4.

sen’a + cos? a = 1 (Va; a0 € R)

en efecto

Por construccién tenemos que :cg + yf) = 1, luego tenemos la identidad bésica:

sen’a+cosa = 1
Observacién 4.2.5.

Consideremos en el circulo unitario S* la situacion siempre posible!!!.

Figura 23
Tal que:

o La medida del dngulo IOB es igual que la medida del dngulo AOC
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e Si /10C =a y LZIOA = (3 entonces ZIOB = o — (§ y tenemos que:

d(I, B) d(A,C)

<

V/(cos(a — B) — 1)2 + (sen(a — 3) — 0)2 V/(cos a — cos 3)2 + (sena — senf3)?

=

(cos(a — B) — 1)? + (sen(a — B) — 0)? (cos o — cos B)? + (sena — senf3)?

2 — 2cos(a — ) 2 — 2(cos acos 3 + senasenf3)

<= Il < I

cos(a — f3) cos a cos § + senasenf3

Hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 4.2.6.

cos(a — ) = cos acos B + senasenf

Consecuencia 4.2.7.

(a) cos(a+ 3) = cosaccos f — senasenf3

En efecto

cos(a+ ) = cos(a—(—0))
= cosacos(—f3) + senasen(—f3) ( aplica (4.2.6))

= cosacos 3 — senasen3 (paridad del coseno e imparidad del seno)

cos(a + B) + cos(a — 3)

(b) cosacos 3 =

2
En efecto
cos(a+ ) + cos(a — 3) = 2cosacosf
4
cosacos — cos(a + ) + cos(a — )

2

cos(a — f3) — cos(a + 3)
2

(c) senasenf =
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En efecto
cos(aw — f3) —cos(a+ ) = 2senasenf
4
senasenf = cos(a — 3) ; cos(a+ f3)
(d) cos2a = cos? a — sen’a
En efecto
cos2a = cos(a+ a)

= COSxcCcosa — senasenc

= COos« COS2 o — 8677,20[

(e) sena = cos (g - a)

En efecto

T T T

cos| = —a) = cos—cosa-+ sen—senc
2 2 2
= 0-cosa—+1-senc

= Ssenax

(f) cosa = sen (g — a)

En efecto
(5-9) = =(G-(G-9))
sen|—-—a) = cos(=——(=—«a
2 2 2

(g) sen(a+ () = senacos B+ senf cos «

En efecto

sen(a+ ) = cos (g — (a+ ﬂ))

- (5 -o) )
= oS (g — a) cos 3 + sen (g — a) senf3

= senacos 3 + cos asenf
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h) Otras identidades que pueden ser demostradas como las anteriores son:
que p
(i) sen(a — B) = senacos 3 — senf3 cos a

(ii) sen2a = 2sena cos a

tan o + tan 0
t 1 _tanatansd
(iii) tan(a+ ) 1 —tanatan g
. tan o — tan 3
tan(a — f) = ———————
(iv) tan(a — ) 1+ tan o tan 3
2t
(v) tan2a = L(;
1 —tan“«
1 —
(vi) sen? (g) ==
9 2
a) 1+ cosa

-T2
(viii) tan? (g) _ L-cosa
2) 1+ cosa

(8) Aplicaciones

(a) Resolucién de Tridngulos

Definicién 4.2.8.

Resolver un tridngulo significard determinar los lados y los dngulos de un tridngulo.

Observacién 4.2.9.

(i) De acuerdo a la definicion debemos encontrar una relacion entre los lados

a,b,c y los dngulos a, 3,

(ii) Consideremos la situacion geométrica.
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C
a
b
«
A c B
Figura 24
Tal que: A=(0,0) ; B=1(c0) ; C = (bcosa,bsenc) entonces
a> = (c—bcosa)®+ (0 — bsena)?

= ¢® —2bccosa + b? cos® a + b?sen’a

2

= ¢® —2bccosa + b*(cos® a + sen’a)

= b+ % —2bccosa

Asi hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 4.2.10. Teorema del Coseno
En un tridgulo cualquiera con sus elementos dispuestos de la forma:

C

Figura 25
Tenemos las siguientes relaciones:
a? =b>+ % —2bccosa

b2 =a® + ¢ — 2accos 3

119
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c? =a®+b%> —2abcosy

(iii) Observemos que:

b2 42— g2
a® =b>+ % —2bccosa  — cosa:u
2bc

N3

2 2 .2\ 2

senfa = 1 (Pte-a
2bc

~ (a+b+o)bt+c—a)latc—b)(a+b—rc)
B 4b2%¢c?

Un cdlculo analogo, para la relacién b*> = a® + ¢ — 2accos 3 nos da que:

(a+b+c)(b+c—a)(a+c—b)a+b—rc)

2
sen“3 =
4a2c?
Por tanto:
4% Psen’a = 4a’c?sen?s
senq sen(3
a b

De igual manera se puede mostra que

Senc seny

a c
Lo que estamos mostrando es que vale el teorema

Teorema 4.2.11. Teorema del seno
En un tridgulo cualquiera ABC' tememos las relaciones:

sena  senf  senry
a b c
En realidad lo que vale es que ambos teoremas son equivalentes!!!

Ejemplo 4.2.12.

Resuelva un triangulo ABC' si sus lados miden a = 90; b = 70; ¢ = 40:

Solucion

cosa =

Luego o = 107°
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analogamente

cosf =

Luego B ~ 48°
finalmente: v =180 — a — B = 25°

(b) Ecuaciones Trigonométricas

Definicién 4.2.13.

Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion donde las variables o incognitas solo
aparecen en los argumentos de las funciones trigonométricas.

Ejemplo 4.2.14. e sen’s = tanx

e senxr +cosx =1

Observacién 4.2.15.

Dada la periodicidad de las funciones trigonométricas, si una ecuacion tiene una
solucion x entonces tiene infinitas soluciones de la forma x + 2kw; k € Z.

Ejemplo 4.2.16.

En la ciudad de Boston el nimero de horas de luz diurna d(t) se puede calcular a
través de la ecuacion trigonométrica:

2T
d(t) = —(t — 12
(t) 3sen365( 79) +

Con t dias yt = 0 correspondiente al 1 de enero. ; Cudntos dias del ano tienen
mds de 10.5 horas de luz diurna ?

1. Resolver el problema significa encontrar a y b tal que se verifica la relacion
0<a<t<b<365 cond(a)=d(b) =105



122 3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES

2. Resolvamos la ecuacion para determinar a y b.

2 2
3sen——(t —79) + 12 = 10.5 <= sen——(t —79) = —0.5

365 365
2T 2T
—(t —=T79) = 210° V —(t—179) = 330°
365( ) 365( )
I
t~292 VvV ~ 414
U
t~292 V t=x414 — 365 =49

Por tanto mds de 10.5 horas de luz habrd entre a = 49 y b = 292, es decir 243
dias al ano.

(¢) La funcién Sinusoidal

1. Recordemos que los graficos de las funciones seno y coseno son:

.‘:::ooo cee

N age——oE

.
@ecessccscscscccccce

—1 | ——Periodo=2m— :

Figura 26 y =sinz
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OO A A I A I A A I I )

Seccccccccccccccccce

eeecee0ccecccccccoe

(141)
(142)

eeccccccccochocccccccccde

.o

wola

2T

eeccccccccochocccccccccde

ececccccccfhoeccccccce

—1 | ——Periodo=2m—

@e0ececcccccccccccce

oo

Figura 27 y =cosz

De lo anterior podemos observar lo siguiente:

(i) Desarrollando el seno y el coseno de suma de dngulos tenemos:

sinfa + 3) = sinacosf + sinffcosa y

cos(w — 3) = cosacos 3+ sinasin

entonces de ( 141), sigue que

. 7T . ™ . T
sm(x—i—§) = s1nmcos§+sm§cosa:

= sinz-0+1-coszx
= cosx

Conclusion 4.2.17.

La funcion coseno se obtiene trasladando la funcién Seno en

en 90°

Asi por ejemplo del grafico de seno observamos que:

cos0 = sin(()-i-g)
T
= sin—
2

=1

eecccccccfhoecccccccccde

123
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analogamente de ( 142), sigue que

T 7T . . T

cos(r — =) = cosxcos— + sinzsin—

2 2 2
cosz-0+4sinz -1

= sginz

Conclusion 4.2.18.

La funcién seno se obtiene trasladando la funcién coseno en —
en —90° o 270°

T
50

Asi por ejemplo del grafico de coseno observamos que:

. T ™ ™
sin— = cos(= — =)
2 2 2
= cos0
=1

(ii) como se ve las figuras, 1 y 2 la amplitud de ambas ondas es 1, sin embrago
podemos alterar dicha amplitud, digamos ” A”, a voluntad facilmente, mul-
tiplicando por el valor deseado.

En general, para A € R arbitrario tenemos que:

A

. . .
ee 00000000 ee000ccccccccce D N R A A I I I W A Y eec00c0cccccccsgesscgpgmpoccccoce
.

.

$gccccccce
.
o®

S llas e —oE e

eeeccccccce

g
.
.
.
.
.
.
.
o

.
D A A N I Y DR R X I P R @ecessccccsccccccce

——Periodo=21— °

|
N

Figura 28 y = Asinz
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RN

eeccccccce
eeccccccce
eeccccccce

S lleg e —oE o

eeeccccce

eeeccccccce
.

eeecccccccoe

.
eeeceececccccccoe ececccccccflleccccccce @e0e0cccccecccccccce ®eccecsccssecesccscscccce

: —A| ——Periodo=27— : .
Figura 29 y = Acosx
(iii) De las figuras (1) y (2), podemos ver que el periodo de ambas funciones es
27, sin embargo podemos alterarlo a voluntad como sigue.
Por ejemplo para;
.

(A) y = sin(3)
. 1 .
Beeeeeeeg AR ATALRLRITITITTEE] ERLYRLYS AR AN R LR LR LR R ALRY

eeeccccccee

.
.
@000 0cccccccccccccccccccccooo o0 e o e%0e’e 0 0 o

-1

.
.
eeccccecccccccclolocccccccccce © 0%ee% o o o

@000 cc0000000 0

Periodo=4r
Figura 30 y =sin

I8

(B) y = 3cos(2x)
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(143)
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eeccccee

eeccccccce
eeccccccce
eeccccccce
eeccccccce
eeccccccce

)

eegeccccccccee

eecccccccce
eeeccccce
eeeccccce

eececccccce

segeecccccccce

.o

. .

Periodo=n

Figura 31 y = 3cos2z

.
® 00000 o0 o eec0c0ccce e

Periodo=n

desfase=— %

Figura 32 y = sin(2z — 7)

2. Funcién Cosenusoidal
Definicién 4.2.19.
Llamaremos funcion sinusoidal genérica a una funcion del tipo:

f(z) = asinwz+ beoswz

Ejemplo 4.2.20.
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.
eecececccccccccccfoceccccccce

-1

Figura 33 y =sinz + cosz

Observacién 4.2.21.

Consideremos la funcion sinusoidal genérica ( 143) entonces
f(x) = asinwz+bcoswzr

V& B

asinwz + bcoswz
= Va?+ b2
Ve ?

_(m

) [asinwz + b cos wz]

= Va2+b2 { sinwx +

cos wx] (+)

a b
N N

Ahora, podemos ver directamente que:

a 2 b 2 a? b2
[\/a2+b2] +{\/a2+b2} R
a?® + b?

a? + b2

Luego, existe un dngulo, llamado por ejemplo ¢ tal que:

b a

144 COS Y = —F—————— N sinp = ———
(144) Y VE e PV p

127



128 3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES

En efecto,

: b
(cos i, sin ) = (w w)

Figura 34

Sustityendo en (*) tenemos que:

sinwzx + COS WI

% b
T — a2 + b2 L -
fle) Va? +b? Va? +b?

= Va? + b2(sin g sin wx + cos p coswx)
A

= Acos(wx — @)

3. Propiedades de f(z) = Acos(wz — @)

(i) f es periddica

En efecto

fle+T) = Acos(w(xz+T)— )
= Acos(wx +wl — o)

Pero la funcion coseno es periddica de periodo 27, asi que:

2
f(z) = f(z+27) = Acos(wz + 27 — ) = wT =2r =T = ﬁ
w
Conclusién 4.2.22.
g . 27 . 27
f es periddica de periodo T = m y se llama frecuencia a |w| = T
w
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(ii) Para ver el desfase hacemos lo siguiente:

Acos(wx —¢) = Acos [w <:J: - g)]

Luego, f esta desfasada en L
w

Es decir;

@000 00000000000000000000000000 00

b
w

@000 0ceccccccccccccccccccccccccccclecccccccccccccccccoc o @000 000000000000000000000000 e

—A

Figura 35 y = Acos(wz — )

(9) Funciones Trigonométricas inversas
(a) Funcién arcoseno o sen™!
Por definicién sabemos que:
e dom(sen) =R
e Img(sen) = [—1,1]
e La funcién seno es sobreyectiva
e La funcién seno no es inyectiva, pues por ejemplo sen(0) = sen(w) = 0y

0 # 7. sin embargo podemos hacerla inyectiva haciendo cirugia (cortando
adecuadamente) en el dominio como sigue:
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wola

Figura 36 y=sinz z¢€[-F, 7]

entonces definimos:

(145) sen™' : [-1,1] — [-Z, 7]
x —  y = sen (z)
Luego tenemos por definicién que
y=sen (r) <= x=sen(y)
Definicion 4.2.23.
La funcion definida arriba, sen™' se llama la funcion inversa de seno y tambien
se denota arcoseno.
Ejemplo 4.2.24.
(i) arcoseno(zr) =0 <= = = sen(0) =0
(ii) arcoseno(z) = g == sen(g) =1
™ 7r
(iii) arcoseno(x) = g T = sen(—i) =-1
(b) Funcién arcocoseno o cos™!
Definicién 4.2.25.
Llamaremos arcocoseno o cos™ ! a la funcidn:
(146) cos™t : [-1,1] +—— [0,7]
x — gy =cos ()

Ejemplo 4.2.26.
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(i) arcocoseno(z) =0 <= x = cos(0) =1

(ii) arcocoseno(x) = g s 7 = cog (g) 0
(iif) arcocoseno(z) = T <= x = cos(n) = —1

(c) Funcién arcotangente o tan~!

Definicién 4.2.27.

Llamaremos arcotangente o tan™" a la funcion:

-1, T E)
(147) tan R +— < 5
r — y=tan (z)

Ejemplo 4.2.28.

(i) arcotangente(x) = 0 <= = = tan(0) =0

. T T
(ii) arcotangente(x) = 1= tan <Z) =1

(d) Analogamente definimos las otras funciones inversas:
(i) y = cot™1(x) = arcocotangente(x) <= x = cot(y)
(ii) y = sec™!(x) = arcosecante(z) <= x = sec(y)

(iii) y = csc™t(z) = arcocosecante(x) <= x = csc(y)

Ejemplo 4.2.29.

2
(i) Determinemos el valor de la expresion: sec (arcotangente <§>>

Solucion

2 2
e u = arcotangente 3) = tan(u) = 3

o Construimos un tridngulo rectangulo que verifique la definicion de la
funcion tangente.



132 3. PRELIMINARES SOBRE FUNCIONES

e Finalmente para resolver el problema, basta calcular sec(u).

V13

2
sec(u) = - sec(arcotangent@(g)) =

w

(ii) Resolvamos la ecuacién 5sen’z + 3senx — 1 =0 en [0, 27]
o Sea u = senx entonces 5sen’x +3senx —1=0<=5u’>+3u—1=0

e Resolviendo la ecuacion cuadrdtica tenemos que:
-3+ v29 -3+ v29
U= ——"— <= sen(r) = —————

10 10
¢

sen~! {_3‘{6/@} ~ 0.2408

sen™1 [—3—@} ~ —0.9946

e Finalmente las soluciones son
— x1 = 0.2408
— 22 =m — 0.248 = 2.9008
— a3 =m+ 0.9946 = 4.1361
— x4 = 27 — 0.9946 = 5.2886
(iii) Verifiguemos la identidad: arcoseno(x)+arcocoseno(x) = g parax € [—1,1]
Solucion

e Sea u = arcoseno(x) y v = arcocoseno(x), luego x = sen(u) y x =
cos(v)
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o Ahora como sen(u+ v) = sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u) entonces:

sen(u+v) = 22+ /1 —cos2(v) /1 — sen(u)
= 22+ /(1 —22)2
= 2+ (1-2?)
= 1
Ast que

u+ v = arcoseno(l) = g

4.3. Ejercicios Propuestos.

T V2+2

(1) Si cos = 9 calcule:
(a) seng y tang
3 3 3
(b) cos g y sen% y tan g
(o) o o7 ¢ o
c) cos — y sen— y tan —
g v Y
7 7 7
(d) cos % y seng7r y tan %
(e) cos 1 y sen— y tan 1
16 16 16

(2) Desarrolle y reduzca las expresiones:
(a) (cosx + senz)? + (cosz — senx)?

(b) (acosz + bsenz)? + (acosx — bsenz)?. Si a y b son reales.

(c) sen? = + !
1—cosx 1+ cosz

(3) Demuestre que las siguientes funciones son periddicas y determine su periodo:

(a) f(z) = cos3x
(b) f(z) = cosbx
(¢) f(x) = sen2x
(d) f(z) = senbx
(e) f(x) = senbx + cosbx
(4) Determine si son pares o impares las funciones:
(a) g(z) = 2x + 3 + sen3zx

(b) g(x) = cos(3x?) + sex
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(c) g(z) = sen(2x) cos(3x)
(d) g(z) = cos?z + cos 3z

(5) En los siguientes ejercicios usaremos el siguiente vocabulario:
Si un observador en el punto X avista un objeto O entonces el dngulo que forma la
linea visual del objeto con la visién normal de sus ojos es el dngulo de elevacion del
objeto O, (Si este se encuentra sobre la horizontal), o dngulo de depresién del objeto
O si esta bajo la horizontal.

~..--¢elevacién L
R ETERTRTRTPTPEPEPEPRREE Visién normal
“--.depresién

Suelo

Figura 37

(a) Desde un punto al nivel del suelo y a 135 metros de la base de una torre, el 4ngulo
de elevacién a la parte mds alta de la torre es 57°20’. Calcule la altura de la torre.

(b) Desde un punto P ubicado al nivel del suelo el dngulo de elevacién de la parte més
alta de la torre es 26°50’. Desde un punto que esta a 25 metros m4s cercano a la
torre y en la misma linea con P y la base de la torre, el dngulo de elevacién de la
parte alta es de 53°30’. Calcule la altura de la torre.

(c) Desde lo alto de un edificio que mira al mar, un observador avista una lancha que
navega directamente hacia el edificio. Si el observador esta a 100 pies sobre el
nivel del mar y el dngulo de depresiéon de la lancha cambia de 25° a 40° durante
el periodo de observacion. Calcule la distancia que recorre la lancha.

(6) Resolucién de tridngulos:

(a) Resuelva los tridngulos:
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(a) a=60% b=20; ¢=30
(b y=45° b=10; a=15
(¢) B =150° a=150; ¢=30
(dy =13 c¢=14; a=287
(e) a=2; b=3; c=4

(f) a=10; b=15 c¢=12

(b) El d4ngulo de una esquina de un terreno triangular mide 73°40" y los lados que se
unen en esta esquina miden 175 pies y 150 pies de largo. Calcule la longitud del
tercer lado.

(c) Para hallar la distancia entre los puntos, A y B un agrimensor escoge un punto C
que esta ubicado a 420 yardas de A y a 540 yardas de B. Si el angulo AC'B mide
63°10’. Calcule la distancia entre A y B.

(7) Resuelva las ecuaciones trigonométricas:

(a) sen(x) = —
(b) 2cos(z) —v3=0
(c) 2cost+1=0
(d) tan?z =1
(e) sen’r + senz — 6 =0 (x €10,2x])
(f) 2cos’x + cosz =0 (xz € 1]0,27])
(g) sen?z + senz —6 =0 (x €10,27])
(h) 2tanx —sec?r =0 (x € ]0,27])
(i) 2sen®z + sen’x — 2senx — 1 =0 (x €[0,27])
(8) Grafique y determine: Amplitud, periodo, desfase de las funciones:
(a) y = sen (z - g)

(b) y = 3sen (;1: + %)

(c) y = sen (%x _ %)

(d) y = cos (:1:— g)

(e) y=cos(2x —m) +2

1
f) y= -
(f) v senx

(9) Determine el valor exacto:

(a) tan(arcotangenteld)
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(b) sen (arcotangente (—%) — arcoseno (%))

(c) tan (arcotangente (%) — arcocoseno (%))

)

N[

(d) tan (arcocosen (3) — arcoseno (—
(10) Verifique las identidades
x
a) arcosenor = arcotangente————
(a) g —
(b) arcocosenox + arcocosenoy/1 — x? = g (x €10,1])

1
(c) arcotangentex + arcotangente— = (x >0)
x
5. Relaciones Basicas y Geometria Analitica
El ambiente de trabajo serd el plano R?, es decir

u € R? — u=(r,yy Az eRAyeR
(148) Y
(1,91) = (2,92) = T1=T2AYy1 =¥

Y su diseno es el tradicional:

Eje y
(w1,91)
oooooooooo?
(72,72)
NERI I Y )
(0,0) Eje z
Figura 38

Observacién 5.0.1.

Si hacemos P = (x1,y1) y Q = (x2,y2) entonces podemos calcular la distancia de P a Q, como
sigue.

Etapa 1: Completamos el dibujo de la figura anterior:
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Lje y
P = (z1,y1)
B@ = (m2,y2)
R: :
(0,0) Fje x
Figura 39

Etapa 2: Aplicamos el Teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo PRQ y obtenemos:

PQ’ PR’ + RO’

<

PQ V(Y2 —y1)? + (z2 — 71)2 distancia de P a Q

Etapa 3: Finalmente definimos la distancia de P a QQ como sigue

(149) d(P,Q) = /(y2 — y1)? + (w2 — 21)?

Ejemplo 5.0.2.

) ) = = V2
(2) d((4,2),(0,0)) = (4-02+(2-0)2 = 2v5
(3) d((2,3),(23) = V2-22+(B-3?2 = 0

5.1. Propiedades de la Distancia entre puntos.

(1) d(P,Q) 20y d(P,Q)=0+=P=0@Q
(2) d(P,Q) = d(Q, P)

(3) d(P,Q) <d(P,R) + (R,Q)
5.2. Funcién Lineal.

Definicién 5.2.1.

Una funcion se llamard funcion lineal si existen a € R y b € R tal que

(150) I(z) =az+b (z€UCR)

137
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Ejemplo 5.2.2.

(1) l(z) =2z +4
(2) l(z)=—z+1
(3) l(x) =5z

(4) U(z) =3

Observacién 5.2.3.

Sil(z) = ax + b tal que x € U C R es una funcion lineal entonces para determinar la funcion
completamente basta con conocer el dominio U, a y b

Casol: a =0

En este caso {(z) = b =z € U, la llamamos funcién constante y su grafico es el
conjunto:

(151) C(z) ={(z,y) eR?| (x € U) Ay = b}

Asi que tenemos los tres casos posibles

(a) U=[-3,3] A (b>0)

Eje y

(0,0) Eje z

Figura 40
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(b) U=[-3,3] A (b=0)

Eje y

Figura 41
() U=[-3,3]A(b<0)
Eje y
Eje z
(0,0)
y=>0
Figura 42

Caso 2: a #0

En tal caso, el gréafico de [ es del tipo:

L(z) = {(z,y) € R* | y = az + b}

Como a € R — {0} entonces tenemos dos subcasos:
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e a>0
En tal caso el comportamiento es el siguiente:
1 < X9 — axr1 < axy

— ar1+b<axry+b
— l(a;l) < l(xg)

Es decir que el grafico es del tipo:

Eje z

Figura 43

Esta es la definicién de una funcién creciente, es decir

(152) | /= (11 < w9 = l(71) < I(2))

e a<0

Para este caso el comportamiento es el siguiente:
1 < Ty —> ari > ars
— ar1+b>axo+b

- l(xl) > l(.CCQ)

Es decir que el grafico es del tipo:
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Ejey

Eje x

l(x)=ax+b
Figura 44

Esta es la definiciéon analoga para una funcién decreciente, es decir

(153) I\ (21 < 22 = U(21) > U(22))

Observacién 5.2.4.

(1) Sabemos que si [(x) = ax + b es una funcién lineal con dominio U C R entonces su
grafico es el conjunto de puntos:

(154) L(z) ={(z,ax +b) |z € U C R}

Al grafico (154) lo llamaremos linea recta y a la ecuacién y = ax + b la llamaremos
ecuacién canodnica de la recta y lo notaremos como sigue:

(155) L:y=ax+b

Asi que de ahora en adelante tenemos la siguiente férmula proposicional.

(156) u€ L <= u=(xo,y) Nyo=axo+b

Ejemplo 5.2.5.

SiL:y=2x—1 entonces

e (2,3) € L,pues3=2-2-1
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e (3,2)¢ L, pues2#2-3—1=5

(2) Consideremos la recta L : y = ax + by supongamos que P € Ly Q € Ly P # Q

entonces
Pel — P:(scl,yl)/\ylzax1+b
QeL <= Q= (v2,y2) Ny2=axa+b
Asi que,
y1. = ary + b
PelnQel «— v = amy + b

= y1 —y2 =a(x; — x2)

Y1 — Y2

) .ZUl?é.%'g
xr1 — T2

Ademsds sustituyendo en la primera ecuacién el valor de a tenemos que

y1=axr1+b <= b=y —an;

b:y1—<yl_y2)x1
X1 — T2

y1(r1 — x2) — (Y1 — Y2)71

— b=
r1 — T2
1 — Yi1xo — Y1x1 + y2r
b:yll Y12 — Y121 +~ Y221
T1 — X2
T1Y2 — Y122
1 — T2

Conclusién 5.2.6.

De la observacién anterior sigue que, dados P = (z1,y1) y @ = (z2,%2) vy P # Q entonces
existe una unica recta L que pasa por P y () cuya ecuacién canodnica es de la forma;

(157) y = <y1 - y2> . T1Y2 — Y122 (331 4 £U2)
Tl — T2 Tl — T2

Definicién 5.2.7.

a=AL"Y2 (z1 # z2) se llama la pendiente de la recta L.
Tr1 — X2

Ejemplo 5.2.8.
Determine la recta que pasa por los P = (1,2) y Q = (—3,5)

Solucién
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Etapa 1: Sea L : y = ax + b la recta pedida
Etapa 2: Anélisis de los datos del problema:
e (1,2)eL<—=2=a-1+D
e (-3,5)eL<—=5=a-(-3)+b
e Luego,

2 = a + b

(1,2) e LA(-3,5) € L <~— 5 — —3a + b

[
w
Il
o
Q

e Sustituyendo el valor de a tenemos que

11
b+a:2:>b:2+%:>b:z

Etapa 3: Sustituyendo en L tenemos que la ecuacion pedida es:

3 11
y=——a+ —<=4y+3x—-11=0
4 4
Observacién 5.2.9.
Existen otras formas de la ecuacion de la recta como por ejemplo:
ax+by+c=0 < by=—ax—c
c

a

Definicién 5.2.10.

La ecuacién ax +by+c=0cona € R, b € Ry c € R, se llama ecuacién general de la recta.

Ejemplo 5.2.11.

Determinemos la pendiente de la recta 3z + 5y —4 =0

Solucién

3r4+5y—4=0 << bHy=-3z+4
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Luego, la pendiente es a = —%

Otra forma de representar una recta, dada su pendiente y un punto se conoce como la
ecuacién ” punto - pendiente ”:

Definicién 5.2.12.

Si P = (z1,y1) entonces la ecuacién de la recta que tiene pendiente a y pasa por P es dada
por:

(158) y—y1 = alz—x1)

5.3. Clasificacion de Rectas.
(1) Rectas Paralelas

Consideremos las recta L :y =2z + 1y L' : y = 2z + 2 entonces sus graficos son
de la forma:

Eje y y=2xr+2

y=2x+1

/ Eje x

Figura 45

Definicién 5.3.1.

SiL:y=apx+by, yL :y=apx+0by son dos rectas. Diremos que L es paralela a
L/(L ” L/) S7 ayj = ay,

Ejemplo 5.3.2.

Determine la ecuacion de la recta L que pasa por el punto P de interseccion de las
rectas L' :y=3x—1y L" : y = —x + 5 y que es paralela a la recta L que pasa por
los puntos Q = (1,1) y R = (—4, 1)
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Solucién
Etapa 1 Sea L : y = az + b la recta pedida
Etapa 2 Anailisis de los datos:

Etapa 2.1 Si P = (zo,yo) entonces

PelNl'" «— PecL'APeclL’
<~ Yyp=3x9—1 AN yg=-—-x9+5

3zo — 1 = o
—x9g + 5 = 1y
<— 4xg=
3 7

< $0256y0:§

37
Luego, P = (5, 5) Ademas retornando a la Etapa 1, tenemos que

3
Pel g =50 +0b (ecuacién 1)

Etapa 2.2 Si L" : y = cx + d entonces

Qel" = l=c+d
Rel" + —1=-dc+d
4
Qel"ARel" — o7 Tz
< Hc=2
— c=-ANd=-

2 3 2
Luego,L’”:y:ngrgyLH L’”<:>a:g

29
Etapa 3 Sustituyendo en (ecuacién 1) tenemos que b = 10

Finalmente,
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Eje y L
LI/I
Eje z
Figura 46
(2) Rectas Perpendiculares
Si graficamos lasrectas L:y=ao+1y L :y=—x+1
Eje y L
Eje z
Ll
Figura 47
Observamos que ambas rectas son perpendiculares y que ap -ap =1-(=1) = —1.

Esta es la situacién general para este tipo de comportamiento, asi que por ahora lo
definiremos a la espera de una posterior demostracion.

Definicién 5.3.3.

SiL:y=arx+br, yL :y=apx+br son dos rectas. Diremos que L es perpendicular
a /(L LL)siap-ap =-1
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Ejemplo 5.3.4.

Determine la ecuacion de la recta L que pasa por P = (2,3) y es perpendicular a la
recta y = 2x — 4

Solucion
Etapa 1 Sea L : y = ax + b la recta pedida

Etapa 2 Andlisis de datos

(2,3)eL < 3=2a+b (ecuacion 1)

Ll(y=2x—4) <= a-2=-1

— a=-—

Sustituyendo en la (ecuacion 1), tenemos que b = 4

Etapa 3 Conclusion

L:y=——-x+4
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Ejey

~ L,

/ Eje x

Figura 48

(3) Distancia de un punto a una recta

Etapa 1 Consideremos la situaciéon geométrica:

P = ($17y1)

L:ax+by+c=0
Figura 49
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Etapa 2 Llamaremos distancia del punto P a la recta L a la distancia d(P, L) = d(P,Q)
como en la figura

b= (ifl,yl)
b

d(zé, L)

Q L:ax+by+c=0
Figura 50

Etapa 3 Determinemos esa distancia aplicando el concepto de perpendicularidad de rectas.
Etapa 3.1 Determinamos la recta L’ que pasa por P y es perpendicular a la recta L.

. a .z
Como la pendiente de L es m = —— entonces usando la ecuacién punto

pendiente (158) la ecuacién de L' es
b
y—y=_(-z1) < ay—ba+(br1—ay)=0

Etapa 3.2 Ahora intersectamos las rectas L y L', para ello debemos resolver el sistema:

ar + by + c =0

ay — br + (br1—ayy = 0 (+)

Las solucién del sistema (*) es

Q=

b2z — aby; — ac —abxy + a’y; — be
a? + b2 ’ a? + b2

Etapa 3.3 Finalmente calculamos la distancia de P a Q; d(P, Q).
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(d(P,Q))*

b2z — aby; — ac 2 —abxy + a’y; — be ?
are )T a2 + 12 —a

b2z — aby; — ac — a’xq — b2:1;1>2 N (—abm + a?y; — be — a’y; — b2y1>2

X
X
¥

—aby; — ac — a’xy 2 —abxy — be — by 2
T 2 1 p2
a®+b

a? + b2

a(byy +c+a:61)>2 <b(am1 +c+by1)>2

a? +v? a? +b?

a(byr +c+ax1)®  b*(awy + c+ byp)?
(a? +b%)? (a? +b%)?

(byr + ¢ + ax1)?

= (a®>+b?) CEADE

(by1 + ¢+ ax1)?
a? 4 b2

Definicién 5.3.5.

La distancia de un punto P = (x1,y1) a la recta L : ax + by +c¢ =0 es dada por

~ [(byr + e+ axy)?
(159) d(P,L) = \/ g

5.4. Ejercicios Resueltos.

(1) Una compania de arriendo de autos cobra una cantidad fija més una cantidad por
kilémetro. Si el arriendo de un auto el lunes costé 70 ddlares por recorrer 100 kilémetros
y el jueves costd 120 ddlares por recorrer 350 kilémetros. ; cudl es la funcién lineal que
la compania utiliza para cobrar sus cargos diarios.?

Solucion

Etapa 1 Sea L : y = ax + b la funcién lineal pedida, donde x representa los kilémetros e
1y el precio
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Etapa 2 Evaluamos para determinar a y b

100z + b = 70

(100,70) € LA(350,120) € L <= o000 )~ o0

<= 250z =50

x—S—O
250

!

<—— x=02Ab=50

Lego,
l(x) = 0.2x 450
Asi que la compania cobra una cuota de 50 délares de cargo fijo, mas 0.2 ddlares

por kilémetro.

Etapa 3 Graficamente la solucién se ve como sigue:

y = 0.2 4 50

50

Figura 51

Supongamos que existe otra compaiia cuya funcién de cobro es dada por la férmula
y = 0.3z + 25, es decir tiene un cobro fijo de 25 délares y 0.3 ddlares por kilometro. ;,
Cuadl de las dos empresas es mas conveniente para usted.?

En este caso la situacion geométrica es la siguiente:
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y=0.3z+25
25
Figura 52
Comparando ambas situaciones tenemos
y=0.3z+25

y = 0.22 4 50

250

Figura 53

Como se ve en la figura el punto de intersecciéon I = (250,100) el cual puede ser
calculado via un sistema de ecuaciones. La interpretacién del punto de equilibrio es: ”
Para viajes de menos de 250 kilémetros debe usarse la segunda compania y
para viajes de mas de 250 kilémetros debe usarse la primera”

5.5. Ejercicios Propuestos.

(1) Determina la ecuacién general de la recta dados los siguientes datos
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(a) P=(1,2)y Q=(-2,4)
(b) P=1(0,0)y @=(3,3)
(c) P=(1,2)ya=5 (a es la pendiente)
(d P=(2,-3)ya=-2

(e) Intersecta al eje x en (4,0) y al eje y en (0,-2)

(2) Demuestre que los puntos son los vértices de la figura que se indica:
(a) P=(-3,1); Q@ =(5,3); R=(3,0);S = (-5,-2) Paralelogramo
(b) P=(6,15); @ = (11,12); R = (—1,—8);S = (—6,-5) Recténgulo

(¢) P=(-3,0); @ =(3,0); R=(8,0) Tridngulo

(3) Determina la ecuacién general de la recta dadas los siguientes condiciones
(a) P=(1,1) y es paralela a la recta 2x + 3y — 5 =0
(b) P =(0,4) y es perpendicular a la recta 3x — 2y +5 =10
(c) Pasa por la interseccién de las rectas 2x+7y+4 =0y 42 —3y+5 = 0 y es paralela
a la recta bx — 2y — 9 = 0.
(d) Es paralela a eje x y pasa por P = (7,3)

(4) Un bebé pesa 5 kilos al nacer y siete anos después pesa 28 kilos. Suponga que el peso
P en kilos esta relacionado linealmente con la edad ¢t en anos.

(a) Determine P en términos de t.
(b) ;Cudl serd el peso del joven cuando tenga la edad de 18 anos?.
(¢) (A qué edad pesard 82 kilos?.
(5) Una compania de arriendo de autos cobra una cantidad fija por dia mas un adicional
por kilémetros. Si al rentar un carro un dia se paga 80 ddlares por 200 kilémetros y

otro dia se pagé 117,5 ddlares por 350 ddlares. Determine la funcion lineal que rige el
cobro diario de la companfa.

5.6. Funcion Cuadratica.

Definicién 5.6.1.
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Una funcién se llamara funcién cuadratica sobre U C R, si existen a € R, b € Ry c € R tal
que

(160) q(z) =ar’ +bx+c (xrcUCR)

Si U = R entonces q(z) = az? + bx + ¢, se llama funcién cuadratica.
Ejemplo 5.6.2.

(1) Uz) =2

(2) q(z) =222 +42 -5

(3) I(x) = —22+1

(4) l(z) =22+ 32— 6
Observacién 5.6.3.

(1) Si q(x) = az® +br + c tal que * € U C R es una funcién cuadrética entonces para
determinar la funcion completamente basta con conocer el dominio U, a, by ¢
(2) Consideremos la ”funcién cuadratica basica o méas simple” q(z) = 22

(a) Su gréfico como se ve facilmente es definido por el conjunto
(161) C={(x,y) eR? |y =2"} = {(2,2”) |x € UC R}

Su grafico es de la formas:

Figura 54

(b) Anélogamente para g(z) = —22 tenemos que su gréfico es del tipo:



(162)

Caso 1:

Caso 2:

(163)
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Figura 55

(c) De sus graficos y de los célculos directos sigue que:

qg(—x) = q(x) simetria respecto del eje y

a=20
En este caso g(x) = bx + ¢ es una funcién lineal, ya estudiada.

a#0

En este caso podemos hacer lo siguiente

q(z) = az?+br+c

Luego,

b2 4ac — b?
—azx®+b = — - -
¢(z) =azx*+br+c <= qx)=alz+ g + 1a
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Observacion 5.6.4.
b dac — b? b 4dac—b?
(1) ¢ (‘ﬁ) = <T> = <_%’T> € graf(q)
(2) Ahora, respecto de la imagen o recorrido de q tenemos que
y€Img(q) <= y=ax’+bx+c (para algin z € R)
ar® +bxr + (c—y) =0

~ —b£/b? —4a(c—y)
N 2a

]

— T
— b —da(c—y) >0
— b’ >4a(c—vy)
— b2 > 4ac— 4day
< day > 4ac — b*
dac — b?
= ay> ———
4
4ac — b* b 4dac— b
(a) Si a > 0 entonces y > ac4— yV = <—2—,GCT> es un minimo y la
a a a
pardbola abre hacia arriba.
4ac — b? b dac — b
(b) Sia < 0 entonces y < % yV = <—2—,GCT> es un mdzimo y la
a a a

pardabola abre hacia abajo.

(3) En particular, como

—b+ Vb2 —4ac

ar’? +br+c=0 < z=
2a

stgue que

(a) Si b? — 4ac > 0 entonces la pardbola intersecta al eje x en a lo mds dos puntos a
saber:

—b+ Vb2 — dac

2a

(i) b* —dac>0 =z =

—b
(ii) b2—4ac:0:>x:%

(b) Si b2 — 4ac < 0 entonces la pardbola no intersecta al eje .

Definicién 5.6.5.
b 4dac— b2)

Si q(x) = ax?®+bx+c es una funcion cuadrdtica entonces al punto V = (—2—, 1
a a

lo llamaremos el vértice de la pardbola y a la recta x = ~%g la llamaremos eje de
a
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simetria de la pardbola.
(4) Finalmente los grdficos posibles para una funcién cuadrdtica son:

(i) Caso : a > 0A (b? — 4ac) > 0

Figura 56

(ii) Caso : a >0 A (b* —4dac) =0

Figura 57

(iii) Caso : a > 0 A (b? — 4ac) < 0
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Figura 58

(i’) Caso : a < 0A (b —4dac) >0

Figura 59

(ii’) Caso : a < O A (b? — 4ac) =0
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Figura 60

(iii") Caso : a < O A (b* —4dac) <0

Figura 61

Ejemplo 5.6.6.

(1) Sea q(x) = 2% — 4z + 3 entonces

(a) a =1, luego la pardbola abre hacia arriba.
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(b) b? — 4ac =4 > 0, luego la pardbola intersecta al eje x en dos puntos, a saber:

P = (#,0) — (1,00 A P— (4;—2,0) — (3,0)

-4 -4
(¢) El vértice de la pardbola es: V = <—7, T) =(2,-1)

(d) Asi que su grdfico es del tipo:

Figura 62

5.7. Relaciones Algebraicas en el Plano y Geometria Analitica.

Definicién 5.7.1.

Llamaremos un Lugar Geométrico® al conjunto de puntos del plano que satisface una condicion
geométrica.

Ejemplo 5.7.2.

(1) Circulo

(a) Determine y grafique el Lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un
punto fijo dado en el plano.

Solucion

IToda curva de segundo grado puede ser considerada como el lugar geométrico de los puntos cuya distancia
a un punto fijo, llamado foco y a una recta fija, llamada directriz estdn en una relacién constante, llamada
excentricidad.
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Etapa 1 Sea O = (h, k) el punto fijo dado en el plano y llamemos C' al lugar geométrico
pedido.

Etapa 2 Traducimos el espanol a la matemdtical!!:

— Fquidistar significa estar a la misma distancia, asi que los elementos
de O se encuentran todos a la distancia r del punto centro C

— Luego, Q € C <= d(Q,0) =r

— Finalmente,

(164) C = {QeR?|d(Q,0)=r}

Etapa 3 Caracterizamos y graficamos el lugar geométrico C

RQeC — QeR’Ad(Q,0)=r
= Q=) BN =
—= Q=(z,9) eREA(z—h)>2+ (y—k)?=1r?

Etapa 4 Su grdfico es el siguiente:

Figura 63

Definicién 5.7.3.

El lugar geométrico definido encima se llama circulo de centro en O = (h,k) y
radio r. Y lo notaremos por su ecuacion canonica:

(165) C: (x—h)2+(y—k)?=r
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(b) Consideremos la ecuacion x? + y* + 4z — 6y + 9 = 0 entonces podemos hacer lo
stguiente:

2?4yt dr—6y—9=0 <= (2*+4z)+ (> —6y)+9=0

SEONONE

<~
2 2

(7o (8- () -
= (@4 + 22D+ -6y+(3)2-9) =-9
— (+2 -4+ @wy-37-9=-9
— (=+2*+@wy-3%*=-9+13
— (=+2)%4+@y-3>%=4
= (- (-2)"+@-3)" =

Luego, la ecuacion representa a un circulo de centro O = (—2,3) y radio r* =
de=r=4=2

Su diserio es de la forma:

Figura 64
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(c) En general consideremos una ecuacion del tipo, %+ y? +ax + by +c = 0 entonces
P tar+by+e=0 = (2®+ax)+ @ +by) =
2 2
= ++<)_<ﬁ> +b+9—é——
x° + ax 5 Yy 5 5) =—¢
= Y (@ (5 ) - (2) =-
T 2 YTy 2) ~°°
= +9)2+ A +(9>2+ A%
S YTa) =T 2

Luego, la ecuacion x> + y* + ax + by + ¢ = 0 representa un circulo si
a\2 b\ 2 , a b
(5) + <§> > c y su radio es O = (—5, —§>

5.8. Ejercicios Propuestos.
(a) Escriba las ecuaciones candnica y general de los circulos. Ademds grafique cada
circulo.
(i) O:(3,5) yr=2
(i) O:(-1,1) yr=3
(iii) O:(0,0) yr=1
(iv) O:(=3,-1) yr=+2
v) O:(2,-1) yr=2V3
(vi) O:(3,3) yr=4
(vii) O : (0,-2) yr =32
(b) Determine el centro, el radio y grafique cada uno de los circulos:
() 22 +y?>+22 -6y —6=0
(i) 22+ 92 + 62— 10y +18 =0
(iii) 322 + 3y* — 30z + 6y +3 =0
(iv) 22 +y*-16 =0
(v) 42?2 +4y? + 42— 32y +33 =0
(vi) 6z + 12y + 40 — 922 — 9y? = 0

(vii) 22 +y2 =0
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(¢) Determine la ecuacion del circulo con centro en el origen y que pasa por el punto

P =(1,V3)

(d) Determine la ecuacion del circulo que pasa por los puntos P = (1,2), Q@ = (4,3) y
R=(2,-3)

(e) Determine la ecuacion de la recta L, que es tangente al circulo de ecuacion C' :
22 +y% =25, en el punto P = (3,4). Grafique C y L

(f) Determine la ecuacion del circulo que pasa por el punto P = (1,—1) y su centro
es el punto de interseccion de las rectas, t+y—1=0 y 2x+3y+2 = 0. Grafique
el circulo y las rectas.

(2) Elipse

Determine y grafique el Lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya suma
de sus distancias a dos puntos fijos I y Fs, llamados focos es igual a una constante y
esa constante es mayor que el largo del segmento F1Fy

Solucion

Etapa 1 Sean Fy = (—¢,0) y F5 = (¢,0) los focos fijos y que F1Fy < 2a y que el centro del
lugar geométrico es en C' = (0,0) y llamemos E al lugar geométrico pedido.

Etapa 2 Traducimos el espanol a la matemdticall:
() Q € B = d(Q. Fy) + d(Q. F») = 2
(ii) As? que,
E : dQ F)+dQ,F) =20 (%)

(iii) Ahora buscamos otra relacion entre d(Q, F1) y d(Q, F»)

oRr - Gl Rip | = QR -dQR) =@t~
— d(Q,F1)? —d(Q,F)? = 4zc
= (d(Q,F1) —d(Q, F2))(d(Q, 1) +d(Q, F2)) = 4xc
— (d(Q,F1)—d(Q, F))2a = 4zc
— d(Q,F)—d(Q,F) = % (%)

(iv) Con (x) y (x%) formamos un sistema de ecuaciones,

d(Q, F1) +d(Q, F2) 2a

dQ,F1)=a+ % : sumando,

22¢c | =
d(Q7F1) _d(QaFQ) =
a d(Q, Fy) =a— & restando.
a
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(v) Sustituyendo en d(Q, F1)? y d(Q, F»)? tenemos que:

cx\ 2
(a+;> = (z+0)?+y°

c2ax?

a2—|—2cx+—2 = x2+20m+02+y2
a
il
at + Pt = a2 +a®P 4 Py
0
a2y — 22? + o222 = at — a2
0
(@2 -2 +a*? = (a2 —A)a?

Como a® > ¢ entonces (a® — %) > 0 y como a® — 2 = (y/(a? — ¢2))? entonces

podemos llamar b> = a®> — ¢ y tenemos la ecuacion

IL‘2 y2

Etapa 3 Finalmente caracterizamos el lugar geométrico £

QEE — QeR’ANd(Q,F))+d(Q,F,)=2a

=1

(167) = Q=(z )E]RQ/\x—Q—l—y—Q—l
- )y CL2 b2_

Etapa 4 Su grdfico es el siguiente:

(07 _b)
Figura 65

Definicién 5.8.1.

El lugar geométrico definido encima se llama elipse de centro en O = (0,0) . Y lo
notaremos por su ecuacion canonica:

(168) E . 4l
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Observacién 5.8.2.

(a) Dada una elipse con centro en C = (h, k)

A(h,b)

V'(—a,k) V(a, k)

A'(h,—b)
Figura 66

consideraremos los siguientes elementos bdsicos:

Centro de la elipse : C=(h,k)

Eje mayor (focal) : VV’

Eje menor . AA

Focos o By = (—c,k); Fo=(c,k) yc=+a?—b?
av',v) : 2a

d(A,A) ;20

d(C,F1)=d(C,F;) : c<a
L c

Ezcentricidad D e=—

a

(b) De acuerdo a la posicion del eje mayor tenemos dos ecuaciones candnicas:

Definicién 5.8.3.

(i) La elipse con centro en C = (h,k) y eje mayor paralelo al eje x tiene la
ecuacion canonica:

x — h)? — k)2
( ! N ! )
a b
(ii) La elipse con centro en C = (h,k) y eje mayor paralelo al eje y tiene la
ecuacion candnica:

(169) =1
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(170) 72 + 2= 1
Su grdfico es de la forma:
Figura 67
Ejemplo 5.8.4.
Grafique la conica:
(171) 202 +y? —dx +2y+4=0

Solucion

Etapa 1 Completamos cuadrados

207+ —dr + 2y +4=0 < 22 —dz+y°+2+4=0
= 2@ —224+1 -1+ +2y+4-4)+4=0
= 2x-12-2+(y+22=0
— 2x-12+(y+2%*=2
22
= (x—1)2+(y+2) =1

Luego la conica es una elipse con centro en el punto C' = (1, —2).
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Etapa 2 Graficamos la elipse:

|
w

|
[N

|
—_
[\]
w

Figura 68

5.9. Ejercicios Propuestos.
(a) Determine la ecuacion candnica y general de las elipses y grafiquelas:

(i) V = (£5,0) y A= (0,43)

(ii) Focos en (—2,1) y (4,1) y eje mayor 10
(iii) Focos en (—3,0) y (—3,4) y eje menor 6
(iv) Centro en (1,—-2), eje horizontal 8 y excentricidad e = Z
(v) Focos en (—2,2) y (4,2) y excentricidad e = %

(b) Grafique y determine los elementos de las elipses:

(i) 2> +4y> —16 =0

(i) 1222 +y*—36 =0
(iii) 22 + 8z +9y? + 36y + 16 =0
(iv) 42? — 24z +y? + 4y +24 =0

(v) 92% — 362 +4y? — 24y +36 =0

2 2

x
(¢c) Demuestre que la recta tangente a la elipse o + Y —1enpP= (zo, o) tiene

b2

como ecuacion:

(172) — +=1
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(d) La orbita de la tierra es un elipse, con el sol en uno de sus focos. La distancia
mazima del planeta al sol es de 94.56 millones de millas y la minima es de 91.45
millones de millas. 5 Cudles son los semiejes menor y mayor de la orbita terrestre
y cudl es su excentricidad ?

(3) Hipérbola

Se llama Hipérbola al lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya diferencia
de sus distancias a dos puntos fijos Fy y Fa, llamados focos es igual a una constante y
esa constante es menor que el largo del segmento FFy

e Haciendo cdlculos similares a los hechos en la elipse obtenemos para la Hipérbola
dos ecuaciones:

Definicién 5.9.1.

(a) La hipérbola con centro en C = (h, k) y eje mayor paralelo al eje x tiene la
ecuacion candnica:

(173) (x ;2h)2 Wy ;214;)2 ,

(b) La hipérbola con centro en C = (h, k) y eje mayor paralelo al eje y tiene la
ecuacion candnica:

(y—Fk)?* (z—h)?
b2 a?

e Su grdfico es de la forma:

(174)

Figura 69
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e O bien de la forma:

Figura 70

e Los elementos bdsicos de una hipérbola son:

Centro o C=(h,k)
Eje transversal : V'V’

Eje conjugado : AA’

Focos : Py =(—c¢k); Fy = (¢, k) ( eje transversal paralelo eje )
d(V, V/) : 2a
d(A, A" - 2b
2 2
Directrices oy = a_; y = _a
C c
. c
Ezxcentricidad : y=—
a

Ejemplo 5.9.2.

Identifique la conica:

(175) 922 — 4y® — 36z +8y—4=0

Solucion
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Completamos cuadrados

922 —dy® 362+ 8y —4=0 <= 9(x—2)?—4(y—1)% =36

(@-27 -1 _,
4 9

Luego la conica es una hipérbola con centro en el punto C' = (2,1).

5.10. Ejercicios Propuestos.
(a) Determine la ecuacion candnica y general de las hipérbolas y grafiquelas si:

(i) Focos en (£4,0) y vértices en (£1,0)
(ii) Focos en (0,%3) y vértices en (0,+2)
(iii) Vértices en (£3,0) y excentricidad g
(iv) Veértices en (£4,0) y pasa por el punto (8,3)
(v) Centro (2,2), eje transverso horizontal de longitud 6 y excentricidad 2
(vi) Centro (—1,3), vértices en (—4,3) y (2,3) y focos en (—6,3) y (4,3)
(b) Grafique y determine los elementos de las hipérbolas:

(i) 22 —y? -2z +4y =4
(ii) 922 — 4y? + 182 + 8y — 31 =0

(iii) 4y* — 922 — 18z — 8y —41 =0
(iv) 22 4+ 4z — 9y? + 5dy — 113 =0

(v) —4a? + 242 + 16y? + 64y — 36 =0
2 2

(¢c) Demuestre que la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola $—2 - ‘Z—Q =1enel
xx
punto P = (xo,y0) es de la forma —20 — % =1
a

(4) Parabola

La pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya distancia a
una recta fija (directriz) es igual a la distancia a un punto fijo (foco).

e Partamos considerando el grafico posible de la pardbola de acuerdo a estas condiciones:

(1) Eje focal paralelo al eje y
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x=h eje focal

directriz

Figura 71

En este caso, la ecuacion candnica de la pardabola con vértice V (h, k) y foco F(h, p+
k); p>0y directrizy = —p+ k es:

(176) (x—h)> = 4p(y—k)

(2) Eje focal paralelo al eje x

Figura 72

En este otro caso, la ecuacion canonica de la pardbola es:

(177) (y—k)?* = 4p(z—h)

Ejemplo 5.10.1.
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Determine la ecuacién candnica y grafique la conica:

(178) 2? — 2z —4y+13=0

Solucién

Etapa 1 Completamos el cuadrado posible:

Luego la cénica es una parabola con vértice en el punto V' = (1, —1) y para calcular su
foco hacemos lo siguiente:

dp=4 = p=1

Asi que la pardbola abre hacia arriba, pues su foco es F' = (1,0)
Etapa 2 Graficamos la parabola.

3__
21T
oF
$
!
.0....0—204'—....:..00......00.

Figura 73

5.11. Ejercicios Propuestos.
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(1) Determine la ecuacién candénica y general de las pardbolas si:
(a) Vértice en (0,0) y foco en (3,0)
(b) Vértice en (2,3) y foco en (2,1)
(c) Vértice en (—1,—1) y foco en (—3,—1)
(d) Foco en (1,2) y directriz en x = —1
(e) Foco en (—2,1) y directriz en z = —4
(f) Foco en (0, —3) y directriz en y = —2
(2) Grafique y determine los elementos de las elipses:
(a) y> — 122 =0
(b) 22 —4x —4y =0
(c) 422 +4r +4y +13 =0

(d) 4y*12y +92 =0
(3) Demuestre que el punto de la pardbola 3? = 4pz més cercano al foco es el vértice

4) Demuestre que la ecuacion de la recta tangente a la parabola 2 — 4px en el punto
P = (Janyo) €s

2pr — Yoy + 2pxo =0



CAPITULO 4
Preliminares sobre Grupos

Contenidos

e Introduccion a los Grupos
e Homomorfismos de Grupos

1. Introduccion

Definicién 1.0.1.

Sea C un conjunto no vacio. *x se llamard una operacion binaria si

x : OxC +— C
(c1,02) —— c1xco
Es una funcion. “Es decir la funcién *, privilegia la idea de combinar ”dos elementos”
de C para obtener un nuevo elemento de (', de aqui el nombre de binaria.

Ejemplo 1.0.2.

(1) Define la operacion binaria:

+  ZXZ +—— Z
(c1,c2) V= c1+c2
FEs decir la suma o adicion usual de enteros es una operacion binaria.

(2) En general la adicion de reales y el producto de reales constituyen ejemplos de ope-
raciones binarias.

(3) Sea Z = {z € Z | z > 0}, es decir los enteros positivos entonces define en ", la
operacion binaria:

Wb {mm(a,b) sia#b

a sia=2"b

Por ejemplo:
o 2%5=2
o 3%3=3

e cic.
(4) En Z define la operacion binaria:

axb=a-+b+ 12

Por ejemplo

175
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e 2x3=17

o 1x1=14

o 5x(—12) =5

e En general, a* (—12) = a (Vaj;a € Z)

2. Introduccion a los Grupos

Objetivos

(1) Que el Estudiante determine si un conjunto, junto con una operacién binaria constituye
un grupo.

(2) Que el Estudiante determine si una funcién definida entre grupos es un homorfismo.

(3) Que el Estudiante observe que la forma natural de clasificar estructuras se obtiene a
través de isomorfismos.

Definicién 2.0.3.

Sea G un conjunto no vacio y * : G X G — G una operacion binaria entonces diremos que
(G, ) posee estructura de grupo o es un grupo si x satisface en G las siguientes propiedades:

(1) g1 % (g2 % 9g3) = (g1 * g2) * g3, es decir x asocia los elementos de G
(2) (Zeq; eq € G): tal que (Vg; g € G) tenemos :

g*xeg=4g A eG*¥g=4g
e lo llamaremos genericamente neutro de G

(3) Para cada g € G existe ¢’ € G tal que:

gxg =g *xg=ec
El elemento ¢’ se llama genéricamente el inverso de g y es usual notarlo como:

g/ _ g—l
Si ademds * satisface la propiedad conmutativa en G, es decir:
(179) gixge=g2%g1 (Vg1; 91 € G), (Vg2; g2 € G)

entonces (G, *), se llama grupo Abeliano o Conmutativo.

Ejemplo 2.0.4.

(1) (Z,+) es un grupo abeliano, en este caso:

o ez =0

(2) (Q,+) es un grupo abeliano, en este caso:

.eQ:IZO
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a1 a
SO
(3) (R,+) es un grupo abeliano, en este caso:
® CR — 0

e =—r
(4) (N, 4+) no es un grupo, pues 0 ¢ N, y —1 ¢ N, es decir no tiene solucion en general en
N la ecuacion.
z+n=0

(5) (Z,-) no es un grupo, pues no tiene solucion en general en Z la ecuacion:

a-r=2=b

es un grupo abeliano, en este caso:

(8) Sea G = R"™ = {(x1,22,23,...,2,) | z; € R (i =1,2,...,n)}, si definimos en R" la
operacion binaria:

(w1, 22,23, ..., Tn) + (Y1, Y2, Y35 - - -, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, 23 + Y3, ..., T + Yn)

entonces (R™,+) es un grupo abeliano (Vn; n € N), en este caso
e cgn = (0,0,0,...,0), es el neutro aditivo.

L4 (CC17"172,$3, cee 73511)_1 = (_$la —x2, —T3, .. .,—CCn)

3. El grupo de matrices

Dado un conjunto de datos, un problema siempre interesante es como ordenarlos de una
forma répida y eficiente, es claro que la rapidez y eficiencia dependen de las necesidades que
plantea la situacién; en esta direccién tenemos por ejemplo la forma como se ordenan los depar-
tamentos en un edificio A de n-pisos. Una forma seria la siguiente: El departamento a;j, esta en
el piso i y ocupa la posicién j en dicho piso; de esta forma A = (a;;) es una buena representacion
del edificio, esto es:
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a1 a2 a3 ... Qim

21 Qa2 a3 ... Qa2m

(180) A= a31 az2 a3z ... azm
| An1l An2 ap3 ... Qnm |

Definicién 3.0.5.

A serd llamada una Matriz de n-filas y m-columnas ( orden n x m) sobre R si A es de la forma

de (180).

Notacién:
Mg (n x m) = { matrices de orden n x m sobre R}

Mg (n) = Mg (n x n)

3.1. Algunas Matrices Especiales.

Sea A = (ai;) € Mg(n x m)

(1) A serd llamada Matriz fila si n = 1. Por ejemplo

A:(2 3 =5 7 0) fila de largo 5

(2) A sera llamada Matriz columna si m = 1. Por ejemplo

columna de largo 5

B
I
N b~ w =

9
(3) A serd llamada Matriz nula si a;; =0 (Vi;1 <i <n);(Vj;1 < j <m). Por ejemplo

(0)(2x3) = (8 8 8) nula de orden 2 x 3

(4) A sera llamada Matriz cuadrada si n = m. Por ejemplo

2 —4 9
A= 1 5 0 cuadrada de orden 3
-1 7 18

(5) A sera llamada Matriz diagonal si:
en=m
® a4 = 0siz 75']

Por ejemplo

o O

diagonal de orden 3

BN

I
O O N
o oo
—
[0¢)
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(6) A sera llamada Matriz identidad si:

en=m
1: 1=73
o 4 —
K 0: i#j
Y se denota por I,
Por ejemplo
1 00
Is=10 10
0 01

(7) A sera llamada Matriz triangular superior si:

identidad de orden 3

en=m
® a;;=0sii>j
Por ejemplo
2 3 7
A=|0 5 4 triangular superior de orden 3
0 0 11

(8) A sera llamada Matriz triangular inferior si:
en=m
e a;;=0sii<j

Por ejemplo

0
0 triangular inferior de orden 3

(9) A sera llamada Matriz simétrica si:
en=m
* aij = aji

Por ejemplo

simétrica de orden 3

179
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Por ejemplo

0 3 7
A= -3 0 4 antisimétrica de orden 3
-7 —4 0

(11) A’ serd llamada Matriz traspuesta de A si: A" = (aj;) € Mg(m X n) Por ejemplo, si

2 3 7 2 8 3
A=1]8 5 4 entonces A'= {3 5 0
3 0 11 7 4 11
En general A simétrica si A = A' y A antisimétrica si A = —A!
(12) A sera llamada Matriz de Fourier si:
en=m
eaj=wy  0<i<(n—-1;0<j<(n-1).
Donde,
2w L. 27
Wp = COS — — i 8in —
n n
Por ejemplo,
0-0 01
_ | W2 W _ |1 1 — 2r A
OFQ—[W%,O w%'l]_[l _1} wg—cos2 ZSIH2— 1
i or o 1 3
o 3= |1 w3 wi |, w3 =C€0S— —18in — = —— — i——
L (.U3 W3
11 1 1
r— 1 - —1 ? - 2r 2
e [y = 1 -1 1 -1 s W4_COSI_ZSIHZ__Z
|1 i =1 —i

(13) Mas tarde volveremos por mas matrices importantes en las aplicaciones....

3.2. Adicion de matrices.

(1) Igualdad de Matrices

Sean A = (a;j5) € Mg (n x m) y B = (b;j) € MR (n x m) entonces definimos:

(181) A:B<:>aij:b¢j (1§2§n),(1§j§m)
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(2) Adicién de matrices

Sean A = (a;j) € Mg (n x m) y B = (b;;) € MR (n x m) entonces definimos una
operacién interna ”+”, como sigue:

+ : Mg (nxm)xMg(nxm) — Mg (nxm)
(A, B) — A+ B
Tal que
(182) A+ B = (a;j + bij)
. o [23 9 -2 3
Ejemplo 3.2.1. Si A = [ 10 7 } y B = [ 3 8 _7 ] entonces
2 3 9 -2 3 6
A+B_[107]+[ 38—7]
[0 6 15
B 4 8 0
En general,
[ a11 a2 a1z ... aim | [ b1 bz bz ... b |
az1 a2 a3 ... Q2m bar bao b2z ... bom
A+B = asy azx aszy ... a3m | 4 | bsr bs2 b3z ... bam
L anl Aap2 AaAp3 ... 0pm i L bni b2 bn3 coo bym ]
[ (a11 +b11) (a2 +bi2) (a3 +b13) ... (a1, +bin)
(a21 +b21) (a2 +b22) (a3 +ba3) ... (azn + b2p)
— (a31 +b31)  (as2 +b32) (asz+Db33) ... (asn+ b3n)
i (aml + bml) (amQ + bm2) (am3 + bm3) cee (amn + bmn) ]

(3) Propiedades de la adicién de matrices
(1) (A+B)+C=A+(B+C(C) (Asociatividad)
En efecto;

Supongamos que

(aij) & MR (n X m))
(bz’j) & MR (n X m))
(aij) € Mg (n x m))

(183)

Qe
Il
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entonces
(A+B)+C = ((aij) + (bij)) + cij ( usamos (183))
= ((aij +bij)) +¢ij ( usamos (182))
= ((aij +bij) + cij) ( usamos (182))
= (ayj+ (bj+ciy))  (usamos la asociatividad de K)
= aij + ((bij) + (ci5))  (‘usamos (182))
= A+(B+0) ( usamos (182))

La importancia de la asociatividad estriba en que la operacién inicialmente definida
para dos sumados se extiende naturalmente a un ntimero finito de sumandos.

(2) (0)(nxm) es el elemento neutro aditivo en Mg (n x m)
En efecto;
Supongamos que A = (a;;) € Mg (n x m)) entonces

= (ai; +0)
= (a;) ( usamos la propiedead del neutro de R)
= A
Asi;
(184) A+ (0)nxm) = A= (0)xm + A (VA; A € Mg(n x m))

(3) Si A= (ai;) € Mg (n x m) entonces —A = (—a;;) es el inverso aditivo
En efecto;
Supongamos que A = (a;;) € MR (n x m) entonces
A+-A = (a;)+ (—as)
= (i — ay)
= (0)(nxm)
(4) A+ B=B+ A (VA; A = (ai;) € Mg (n x m); (VB; B = (bi;) € Mg (n x m)

En efecto;
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A+B = (aij)+ (bi)
= (aij + bij)
= (bij + aij)
= (bij) + (as)
— B+A

Corolario 3.2.2.

A—B=A+(—B) en Mg (n x m)

Luego, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 3.2.3.

(Mg (n x m),+) es un grupo abeliano

4. Grupo de polinomios

Definicién 4.0.4. (Una definicion alternativa)
Un polinomio p(x) con coeficientes en R en la 7indeterminada x”, es una suma formal infinita
de la forma:

[e.e]
E a;ir’ = ag + a1z + agx® + -+ apx" + - -
i=0
donde los coeficientes a; € R son nulos, salvo para un numero finito de valores de i.

Ejemplo 4.0.5.

(1) p(z) =2+ 3z + 02% — 523 + 0x* + 025 + - - - = 2 4 32 — 523
2) g(x) =0+2+ 022 + 023 + 02 + 25 +--- =2+ 2"
(3) h(z) =0+ 0x+0z2+--- =0

(4) En general, notaremos un polinomio de la forma,

p(x) = ao+ a1z + azr® + -+ + apz”  (n € NU{0})
Definicién 4.0.6.

El conjunto de polinomios serd notado como:

(185) Rlz] = {Za:ﬁ | (a; €R),(n € NU {0})}

i=0
Observacién 4.0.7.

Sea p(x) € R[z]| entonces tenemos dos casos posibles:
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Caso 1. Existe al menos un i tal que i # 0 en tal caso p(x) # 0 y el mayor de los i no nulos es
llamado el grado del polinomio y lo notamos Op(x)

Caso 2. Caso contrario todos los a; son cero, en este caso decimos que p(x) es el polinomio nulo
y lo notamos p(x) = 0 y decimos que su grado no existe.

Ejemplo 4.0.8.

(1) p(x) =2+ 32 — 523 = Ip(x) = 3
(2) q(z) =z + 25 = Op(x) =5
(3) En general,
p(x) = ap + a17 + agx® + -+ + apz™ A a, # 0= 9p(x) =n

4.1. Adicién de polinomios.

(1) Igualdad de polinomios

n m
Sean p(z) = Z aix’ y q(x) = Z b;z" dos polinomios entonces
i=0 i=0

pl@)=q(z) = n=mAa;=b (Vi;i=1,2,...,n)
(2) Adicién de polinomios

n m
Sean p(x) = Zai:ri y q(x) = mei en R[z] entonces definimos la operacién
=0 i=0

binaria.

+ : Rlz] xR[z] +— R[z]
(p(2),q(x)) — p(x)+q(2)
Tal que

(186) p(x) +q(z) = Y (a; + b)a’

=0
Ejemplo 4.1.1.

(a) Sip(x) =1+2x—32°y q(x) = —4 + 3z + 422 + 725 + 227 entonces

p(z) + q(z) = =3 + bz + 422 + 42° + 227
(b) Sip(z) =3 — 2% y q(x) = 23 entonces p(z) + q(z) = 3

Observacion 4.1.2.
En general por la forma de sumar dos polinomios tenemos en los ejemplos que:

I(p(x) + q(x)) < max{0p(x),dq(x)}

(3) Propiedades de la adicién de polinomios
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(1) Sip(z), ¢(x) y r(x) son elementos de R[z] entonces

[p(z) + ()] + r(z) = p(x) + [g(z) + ()]

En efecto

Si p(x Z a;z’, q(x Z biz' y 7( Z ¢;x' entonces

=0
[p(z) +q(z)] +7(z) = [Z a;z’ + Z bix' | + Z cix'
i=0 i=0 =0

n

= Z[ai + bi]xi + Z cixt

=0 =0

n

= > ([ai+bi] +c—i)a’

=0

n

= Z(a, + [bz‘ + CZ]):L’Z

=0

n n
= Z a;zt + Z[bz + ¢i|x
i=0 i=0

n
= E a; " +
=0

= plx) +lg(z) +r(z)]
Luego ”+” es asociativa en R[z]

1=0 =0

(2) egrjy] = 0 es el neutro en R[z], respecto de ”+”, pues

p(z) +0=p(x) A O0+p(z)=p(x) (vp(2);p(z) € Rlz])
(3) Sip(z Zalm entonces [p(r)]~! = —a;x' = —p(z), es el inverso de p(z) en
=0 =0
R[z], respecto de ”+”, pues

.

p(z) + [p(x)]™t = Z azt + Z —a;z’
i=0 i=0
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) Sip(z Z aiz’y q(x Z b;z' entonces
=0

p(x) + q(fv) = Q(w) +p(z) (Vp(z);p(z) € Rz]), (Yq(z);q(z) € Rlz])

Luego, hemos demostrado el teorema

Teorema 4.1.3.

(R[z],+) es un grupo abeliano.

Corolario 4.1.4.

Si definimos R, [z] = {p(z) € R[z] | dp(z) < n} U {Og,[s} entonces (R,[z],+) es un grupo
abeliano (Vn; n € N). Observe que R, [z] es el conjunto de todos los polinomios hasta grado n
unidos con el polinomio nulo.

5. Un ejemplo de grupo no conmutativo

Consideremos un conjunto A, para fijar ideas, con tres elememtos, quizés los vértices de un
tridgulo, o tres personas distintas sentadas en una mesa o mejor;

A={1,2,3}
Define a partir del conjunto A el nuevo conjunto:
(187) S3(A) ={p: Ar— A| ¢ es una funcién biyectiva}

Problema 1. ; Quién es S3(A) 7
Veamos:

e Sabemos que ¢ € S3(A) <= ¢ inyectiva y sobreyectiva. Asi que para cada uno
de los elementos de S3(A) podemos adoptar la siguiente notacién:

1 2 3 : .
wo <1 9 3> inyectiva sin duda

V1 <1 § > inyectiva sin duda
Y2 <;) 3 i’) inyectiva sin duda
Y3 <; ? g) inyectiva sin duda
w4 <§ ? g) inyectiva sin duda
5 <; g i’) inyectiva sin duda

Son las unicas!!!. Asi que

S3(A) = {1s,(4), 91, P2, P3, P4, P5 )
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e Define en S3(A), la operacién binaria composicién de funciones:

o : S3(A) —  S3(A)
(0ir i) > (piow;)

e (S3(A),0) es un grupo no abeliano.
En efecto
(i) Aprendiendo a operar:
1 2 3 1 2 3 1 2 3

(P20 0a) : (3 2 1)0(2 1 3) - <2 3 1> -
Trabaja por definicién, es decir lees asi:

En p3 el 71 va al 2”7 y en @2 72 va al 27, luego, 71 va al 2”.
En g3z el ”2vaal 1” y en 3 71 va al 3”7, luego, "2 va al 3”.
En @3 el 3 vaal 37 y en o3 "3 va al 17, luego, "3 va al 1”.

(ii) De acuerdo a esta forma de operar, tenemos que en general:

poowpi=wi N @piopo=wi (i=1,2,3,4,5)
Luego, ¢o = 1g,(4) es el neutro en S3(A)

(iii) Buscando los inversos:

x (p1) ' =p1

* (p2) 7t =2
-1 _

* (03)7" =3
-1 _

* (04)™" = @5
-1 _

* (05)7" = ¢4

(Iv) @30 pa =1 # p20p3 =5

Luego, (S3(A), o), es un grupo no conmutativo (o no abeliano).

6. Homomorfismos de grupos

Motivacion

Consideremos para fijar ideas los conjuntos: Mg(1 x 2), Ry[z] y R? (en esta direccién no
aporta mayor informacién el hecho de tomar "n” elementos en vez de 2) entonces podemos hacer
las siguintes observaciones y preguntas:

(1) (Mg(1 x 2),+), (Ry[z],+) v (R?, +) son grupos abelianos, cada uno con su operacién
binaria correspondiente.
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(2) ¢ Es diferente sustantivamente el arreglo de dos datos en forma de; columna o de fila o
de par ordenado ?

En esta direccion tenemos lo siguiente:

e Podemos colocar entre estos conjuntos biyecciones naturales, a saber:

MR(l X 2) »L Rl[a:]

(188)
(all 012) — a1 + a12x
-1
ail +apr —— (an a12)
ap +az +—— (ag,a1)
-1
(a,b) — a+bx
(au a12) —  (a11,a12)
Rz Y Mg(1x2
(193)

(a11,a12) +— (a1 an2)

e Por ejemplo, la funcién ¢ satisface la siguiente propiedad:
Si A= (a11 alg) y B= (bn b12) entonces

p(A+B) = ¢[(ann a2) + (b bi2)]
= ¢ (a1 +bi1 a2+ bi2)
= ay1 + b1 + (a12 + bi2)x
= ai1 +anx + b1 +baw
= ¢(A) +¢(B)

Observen que A + B representa la suma de matrices fila de orden (1 x 2) y
©(A) + ¢(B), representa la suma de polinomios hasta de grado 1.

Se puede comprobar directamente que las otras funciones satisfacen una propiedad
similar en su contexto, asi que vamos a archivar esta propiedad en una definicién.

Definicién 6.0.5.

Sean (G, *) y (G',x) dos grupos y h : G — G’ una funcién. Diremos que h es un homomorfismo
de grupos si satisface la siguiente propiedad.

h(uxv) = h(u) *h(v) Vu;u € G), Vv;v € G)
Ejemplo 6.0.6.

(1) (188), (189), (190), (191), (192), (193), son homomorfismos de grupo.
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(2) Define h: R — R? tal que h(x,y) = (v + 2y, 3z —y) entonces h es un homomorfismo
de grupos

En efecto

Seau € R? yv € R?, p.d.q. h(u+v) = h(u) + h(v)

uw€eER? = u=(r1,11)
veER? = u=(z2,y2)

N3
utv = (1 + 22,91 + y2)

Luego,

h(u + ) h(xz1 + x2,y1 + y2)

(1 + 22+ 2(y1 + y2),3(21 + 22) — (Y1 + ¥2))
(x1 + 22 + 2y1 + 2y2, 321 + 3x2) — Y1 — ¥2)
(z1 + 2y1, 321 — 1) + (T2 + 2y2, 372 — y2)
h(z1,y1) + h(z2,y2)

= h(u)+ h(v)

(3) Sea h : Mg (n) — R tal que para A = (a;j) € Mg (n), h(A) = Za“ entonces h es
=1
un homomorfismo de grupos.

En efecto

Sean A = (a;j) € Mg (n) y B = (bjj) € Mg (n). p.d.q. h(A+ B) = h(A) + h(B)

h(A+B) = h(aij+ bij)

n

= Z(aii + bis)

1=1

n n
= Z ai;i + Z bii
=1 i=1

= h(A)+ h(B)
(4) Sea h : Ro[z] — Ra[z] tal que para p(x) = ag + arx + azx?,
h(p(z)) = a1 — asx + aga?
En efecto

Sea q(x) = by + iz + baz? € Ry[x].
p-d-q. h(p(z) + q(x)) = h(p(x)) + h(q(z))
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h(p(z) + q(x)) = h(ap+ a1z + asx® + by + byw + baz?)
= h(ag + b + (a1 + b1)z + (az + b2)z?)
= (a1 +b1) — (az + b2)x + (ag + bg)x?
= aj + by — asx — box + apx? + byz?
= a1 — asx + agx?® + by — baxw + box?

= h(p(z)) + h(q(z))
Definicién 6.0.7.

Si (G, %) y (G', %) son dos grupos entonces notaremos

(194) Hom(G,G') = {h: G+ G’ | h homomorfismo}

Lema 6.0.8. (Una condicion necesaria)

(1) Si h € Hom(G,G') entonces h(eg) = e

En efecto
h(e) — hegreq)  ( propiedad del neutro)
— hleg)xhlec)  (he Hom(G,G")
h(ec) * (h(ec))™ % h(ec)
eqr = h(ec)

(2) Si h € Hom(G,G") entonces (h(g))™' = h(g™1)

En efecto

ecr = h(eq)
= h(gxg™h)
= h(g)xh(g™h)
\(3

e = h(g)xh(g™h)
\(8

(h(g)™" = h(g™")

Definicién 6.0.9.
Sea h € Hom(G,G'") entonces

(1) ker(h) ={g € G| h(g) = eq'} se llama el nicleo del homomorfismo h

(2) Img(h) ={h(g) € G’ | g € G} se llama la imagen del homomorfismo h
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Observacién 6.0.10. (caracterizando la inyectividad)
(1) De (6.0.8) sigue que ker(h) # 0

(2) Sea h € Hom(G,G'") y supongamos que h es inyectiva entonces

g € ker(h) ? h(g) = eqr
h(g) E h(eq) ( ver (6.0.8))
g = eG (h inyectiva )
I
ker(h) = {ec}

(3) Reciprocamente, supongamos que ker(h) = {eg} entonces

h(g1) = h(g2) T h(g1) * (h(g2)) " = eq
h(g1) * h((g2)"") lT e
h(gr * (g2)™") =  eq
I
g1 % (g2)~t € ker(h)
I
g1 % (g2)7" =  ew
I
g1 = g2

Luego, hemos demostrado el siguiente importante teorema:

Teorema 6.0.11.

Sea h € Hom(G,G") entonces
h inyectivo <= ker(h) = {eq}

Ejemplo 6.0.12.
Sea h : R3 — Ro[z] tal que h(a,b,c) = a + bx + cx? entonces

e h es un homomorfismo de grupos
En efecto
Sean u = (a1,b1,c1) € R? yv = (az, by, ca) € R® entonces

h(u+v) = h(a1+ag,b1+b2,cl +62)
= aj+ay+ (b1 +bo)x + (c1 + co)x?
= (a1 + biw + c12?) + (ag + bax + cox?)
= h(al,bl,cl) + h(a2,b2,62)
= h(u)+ h(v)

e h es inyectivo

191
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Sea u = (a,b,c) € R®, de acuerdo al teorema debemos mostrar que
ker(h) = {(0,0,0)}, as? que

u € ker(h) <= wu=(a,b,c) € R Ah(u) = ep,[y

,¢) € R A h(a,b,c) =04 0z + 022
)y €R3 Aa+ b+ cx? =0+ 0z + 0z?
)

) ER3A(a=0Ab=0ACc=0)

(RN

Luego, h es inyectivo

Observacién 6.0.13.

Recordemos que si f es una funcion de A en B entonces f sobreyectiva si Img(f) = B entonces
ahora podemos intentar responder la prequnta planteada en 6.

Definicién 6.0.14.

Sea h € Hom(G,G'") entonces h se llama un isomorfismo de grupos si h es biyectiva, es decir h
es inyectiva y sobreyectiva.

En tal caso diremos que G y G’ son isomorfos y notaremos G = G’

Ejemplo 6.0.15.
(1) R* = Mg (1 xn)
En efecto

Basta definir el isomorfismo canonico:

h R" — Mg (1 x n)
(2?173?27 e 79€n) — (931 T o ﬂﬁn)
(2) R =Ry [a]

En efecto

Basta definir el isomorfismo canonico:

h R+ — R, [z]
(ag,a1,...,an) +— ap+arx+---+ apa”
(3) Luego, como grupos tenemos (¥n;n € N):
R" = MR (1 X n) = Rnfl[l’]
Definicién 6.0.16.

Al conjunto de isomorfismos entre los grupos G y G’, lo notaremos com:

Is0(G;G") = {h € Hom(G,G") | h isomorfismo }



6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 193

6.1. Ejercicios resueltos.

(1) Si definimos en Z la siguiente operacién binaria:

Zx7 s Z
(a,b) — axb

tal que a xb = a + b+ n, donde n es un entero fijo; entonces el par (Z, ) es un grupo
abeliano.

En efecto
(i) P.d.q. (Z,x*) es una estructura cerrada
En efecto

Como (Z,+) es cerrada (+ la adicién usual de enteros) entonces
axb=a+b+neZ (Naj;aecZ)(Vb;beZ)

(ii) P.d.q. (Z,x*) es una estructura asociativa

En efecto

(axb)xc = (axb)+c+n

= (a+b+n)+c+n como (Z,+) es asociativo
a+(b+n+c)+n como (Z,4+) es conmutativo

a+(b+c+n)+n

= a+(bxc)+n

= ax(bxc)

(iii) P.d.q. en (Z, %) existe elemento neutro.
En efecto
Debemos resolver en Z la ecuacién a x e = a (Va;a € Z)

axe=a <= at+e+n=a
<~ e=—"Nn

Asi, ahora podemos comprobar directamente que e = —n es el elemento neutro
respecto de la operacion *:

Es decir;

ax(-n)=a+(-n)+n=aA-n*xa=-n+a+n=a (Va;a € Z)

(iv) P.d.q. en (Z,*) cada elemento admite inverso.
En efecto

Para cada a € Z, debemos resolver en Z la ecuacién a xa’ = —n (Va;a € Z)
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axa' =e <= a+ad+n=-n
= d=—-a—-2n

Asi, ahora podemos comprobar directamente que

a~! = —a — 2n es el elemento inverso de a en Z respecto de la operacién x:

Es decir;

(v) Finalmente, (Z,*), es un grupo conmutativo o Abeliano

En efecto

a*xb = a+b+n
= bt+a+n
= bxa

Observacién 6.1.1.

Observamos que
(1) Sin =0 entonces (Z,*) = (Z,+)

(2) Si por ejemplo n = —5 entonces
(i) axb=a+b—5

(i) e=5
(iii) et = —a + 10

2

(iv) Si definimos x* = x*x entonces podemos resolver ecuaciones, como por

ejemplo;
(195) 2?4 2%x—-1=0
Solucion
0 = 2242xx—1
= z2+2x—-5+24+2x-5-1
= 3z—-9
Luego, x = 3

(3) En general la operacidn * transforma un grupo en otro grupo, o bien traslada
la estructura en —n unidades.
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(2) Determine la matriz A = (a;;) € Mg (1000); tal que

i<
(196) aij:{Z Z_j
0 :i>7

Ademis calcule la "traza,” (en simbolos ¢r) de la matriz A donde:

(197) tr(A) = a;

Solucion

(i) De la definicién hecha en (196) tenemos que, por ejemplo:
ass = 2 pues la "fila 2 es menor que la columna 3”

azgo = 0 pues la "fila 3 es mayor que la columna 2”
Despues de lo anterior tenemos que:

a1 a2 a3 ... A11000 1 11 1

agy ag2 ass ... @21000 0 2 2 2

asy as2 aszz ...  A31000 - 0 0 3 3
a10001  @10002 G10003 --- @10001000 0 0 0 ... 1000

(ii) Finalmente,

1000-1001
- 2

= 500500

(3) En el conjunto de matrices Mg (2), considera el siguiente subconjunto:
(198) S={AeMg (2)| A= A"}

Donde A, es la matriz traspuesta de la matriz A. En simbolos.

(199) Si A= < ai;p ai2 ) entonces At _ ( ajl azi >

a21 Q22 a2 a2

Asi por ejemplo:
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. 1 3 0 -1
o(35) o (07)
representan dos ejemplos de elementos de S.

En general para entender al conjunto S, hacemos lo de siempre:

AeS < AeMr(2)nA=A"

ailr a2 ail a2 ail a2
— A= A =

a1 a2 a1 a22 a1 a2

ailr a2 ail a2 ail az1
— A= A =

a1 a2 a1 a22 a2 a2

a1l = ai

ailr a2 a2 = a1
— A= A

a1 a2 a1 = a2

a22 = 22

a a
<= AZ(H 12)/\@1226121

az1 G2

a a
A— (911 012

a2 a2

(i) Observen que si A = (a;5) € S'y B = (b;;) € S entonces
A+ B = (aij + bij)
Luego, A+ B € Mg (2).

Ahora . ,
(A+B)" = (ai+by)
(aji +bji)

Conclusion A+ B € S

a1l a2

Ademds, es claro que; (0) = (0 8) €ESysi A= <a12 aso

0
—A — —ail —ai2 c S
—ai2 —a ’

Asi que (S, +) es un grupo abeliano.
(ii) Observen tambien que si A € S entonces

. ail 0 0 a19 0 0
4 = <0 0>+(a12 0>+<0 a22>

€S s es

) € S entonces

(4) Consideren la funcién, T : R3 — R3, tal que

(200) T(l‘,y,Z):($+2y+2,$—y—2,2’)

(i) Demostremos que T' es un homomorfismo de grupos.
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p.d.q. (por demostrar que)
(201) T(u+v) =T(u) + T(v) para cada u y v en R?

Sean u € R? y v € R? entonces
3 _
u€eR’ = u=(uy,us, us)
vER3 = v = (vy,vo,v3)

Luego,

u+v= (U1+U1,UQ+UQ,U3—|-’U3)
Asi que:
T(u+v) = T((ug+vi,ug + v2,u3z + v3))

= ((ul + Ul) + 2(11,2 + UQ) + (U3 + Ug), (u1 + 1)1) - (U2 =+ UQ) — (U3 + 1}3),
,(U3+U3))

= (u1 +v1 + 2ug + 2vy + u3z + v3, U] + V] — Uy — V3 — U3 — U3, U3 + V3)
= (u1 + 2ug + us,u; —uz —uz,uz) + (v1 + 2v2 + v3,v1 — V2 — V3, V3)
= T(u1,u2,u3) + T(v1,vo03)

= T(u)+T(v)

Asi que hemos verificado (201) y entonces T' es un homomorfismo de grupos.
(ii) Calculemos el "Nucleo de (T')” o kernel de T o ker(T).
u € ker(T) <= u€R3AT(u)=0ps
— u= (u1,uz,u3) NT((u1,u2,us)) = (0,0,0)

<~ u=(u1,uz,uz) A (us + 2ug + uz, u; — ug — us,ug) = (0,0,0)

ur + 2ups + uz = 0
< u:(ul,u2,u;;)/\ up — us — wugz = 0
us = 0

u = (ug,ug,us3) A |ug =0A uy i— 2u9 z 8H

Ui U2

— u=(u1,ug,uz) Auz=u; =uy =0
= u=(0,0,0)
< ker(T)={(0,0,0)}
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(iii) Determinemos la imagen de 7T'.

veEImg(T) <= veERIA(FuueR3):T(u) =v

= v = (v1,v2,v3) AT (ui,u2,uz) = (v, v2,v3)

U + 2us 4+ uz = v
<— v=(v,v2,U3) A U1 — Uy — U3 = U
us = U3
ur + 2up = v —v3
< v =(v1,v2,03) N\ |uz =v3 A
(v1,v2,v3) 3=USA Ly = us et
— 1):(1)1,1)2,'03)/\[U3:’03/\ 3us = Ul—’U2—2’U3]
1)1—?}2—2113
U = —3
= v =(v1,v2,03) A |uz =v3A . 3 + 20 + vy
1 =
3
. v3 — 2vg +vp v — V2 — 203
Luego, tenemos que existe u = 3 , 3 ,v3 |, tal que

2 —vg — 2
(202) T (Us - ;)2 - vl, & v; v37U3> = (v1,v2,v3)
Asi concluimos que T es sobreyectiva, pues
Img(T) =R3
En particular, si definimos la funcién H : R? — R3 tal que
2 —vg — 2
(203) H('Ul, V2, 'U3) = <U3 ks ;)2 ! ) A U; U ) ’U3>

entonces de (202) y (203), sigue que:

(T o H) (’Ul, V2, 1)3) = T (vs+2§2+v1 7 vl*v?))*Qvg 7 1)3)

v3+2v2+v1 v1—v2—2v3 v3+2vo+tvy

v1—v2—2v3
— B — g, vg)

= (v1,v2,v3)
Anéalogamente,
(H o T)(uy, up, u3) = (u1,us,us). Es decir,T posee inversa y H, la es. Es decir H = T~

6.2. Ejercicios Propuestos.

(1) Sea A = (a;;) € Mg (100). Determine la matriz A correspondiente en cada caso:
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1 i<y
® 4 —
" 0 : en otro caso
J 1<y
o ;5 =
K 1 : en otro caso
ity 1>
P
" 1 —j : en otro caso
i2—j2 i<y
® 4 —
Y : en otro caso

(2) Calcule T'r

—~

A) (traza de A) en el ejercicio anterior.
(3) Demuestre en Mg (3) que:

o (A=A

e (A+B)!=A"+B

o A=A = (ay) = (ai)

(4) En Mg (3) determine los conjuntos

e Sy={AeMg (3)| A= A"} matrices simétrica de orden 3.

o ASy={Ae€Mg (3)| A= —-A'} matrices antisimétrica de orden 3.

(5) Demuestre que:
e AcMg (3) = A+ Al € Sy
e AcMyg (3) = A— Al € AS,
(6) Demuestre que Sa N ASa = {0, (3)}
(7) Demuestre que Mg (3) = Sa + ASa
Notacién: Mg (3) = S4 @ AS4
(8) Define una nueva operacién en Mg (2) como sigue:
(a)=( ) oew

Consideremos el siguiente conjunto:

) S (Y R e

1 0 1 1
e Muestre que (0 O)GGy<1 1>EG

e Demuestre que (G,+) es un grupo

199
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s ({1 )-(5 D)

Demuestre que G = G’
(9) En R3 define la operacién A(z,y, z) = (Az, Ay, A\z) para A € R. Demuestre que:

e R3 = ({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)})
e R3 = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)})

(10) Sea T : R +—— R3 tal que T'(x,y,2) = (x — y,x — 2,y — )
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos.

e Demuestre que 7T no es un Isomorfismo.
o Grafique ker(T)

(11) Sea T : R3 — R3 tal que T'(x,y,2) = (x — y,x — 2,9)
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos.

e Demuestre que 1" es un Isomorfismo.
e Determine 7!

(12) Sea T : R3 —— R? tal que T(z,y, 2) = (v —y,2)
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos.

e Demuestre que T' es sobreyectivo.

e Grafique ker(T)

(13) Sea T : Mg (3) — R tal que T'(a;;) = iaii
i=1

e Demuestre que T" es un homomorfismo de grupos.
e demuestre que 7' es sobreyectivo.
e Determine ker(T)

(14) Sea T : Mg (3) — Mg (3) tal que T'(a;j) = (aji)
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos.
e demuestre que 1" es un isomorfismo.

(15) Sea T : R3 —— R3 tal que T(z,y,2) = (x —y,z — 2,%)
e Demuestre que T o T es un Isomorfismo.

e Determine (T'oT)~!
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(16) Sea (G, *) un grupo y

T : G — G una funcién tal que

e T es un homomorfismo de grupos
e T#(0)yT+#1Ig
e ToT=T
Demuestre que T no es inyectiva.
(17) Sea T : Ro[z] — Ra[z] tal que T(ag + a1x + a2x?) = as + apx — a12?
e Demuestre que 7" es un homomorfismo de grupos
e Demuestre que 7' es un isomorfismo
e Determine 7!
(18) Sea T : Ry[z] — Rs[z] tal que T(ag + a12 + azx?) = agx + %xz + %x‘g
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos
e Determine Img(T)

(19) Exhiba un isomorfismo entre los grupos R, [z] y R*™ y Mg (1 x (n + 1))

(20) Complete las siguientes sentencias:

2 22

oSeaA:<2$_1 0

). Si A = A? entonces x =
e Si A es simétrica entonces A — A? =

e Si A es una matriz triangular superior entonces A’ es

e Si A es una matriz diagonal entonces A! =
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CAPITULO 5

Introduccién a la teoria de anillos

Contenidos

e Introduccién a los anillos

Anillo de matrices

El cuerpo de niimeros complejos

Anillo de polinomios

Fracciones parciales

1. Introduccion a los Anillos

Objetivos

(1) Que el Estudiante determine si un conjunto, junto con dos operaciones binarias consti-
tuye un anillo.

(2) Que el Estudiante determine el determinante de matrices de orden pequeno.
(3) Que el Estudiante concluya que el determinante decide la invertibilidad de una matriz.

(4) Que el Estudiante concluya que los procesos invertibles son fundamentales en el mod-
elamiento y manipulacion cientifica de los datos.

Definicién 1.0.1.

Sea A un conjunto. Diremos que (A, x,0) posee la estructura de anillo si
(1) (A, %) es un grupo abeliano

(2) (A, o) es asociativo, es decir, (Ya;a € A), (Yb;b € A), (Ve;c € A) tenemos que:
(aob)oc = ao(boc)
(3) (A,x*,0) es distributiva, es decir, (VYa;a € A), (Vb;b € A), (Ve;¢ € A) tenemos que:
ao(bxc) = (aob)x(aoc) distributividad izquierda
(bxc)oa = (boa)x(coa) distributividad derecha

Si ademds en (A,0) es conmutativo y existe neutro ep, respecto de la operacion o es decir,
(Va;a € A), (Vb;b € A) tenemos que:

aob=boa A aoey =epoa=a

203
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Entonces (A, *,0) se llama un anillo conmutativo con identidad ey .
Ejemplo 1.0.2.

(1) (Z,+,-), es un anillo conmutativo con identidad 1.
(2) (Q,+,-), es un anillo conmutativo con identidad 1.
(3) (R,+,-), es un anillo conmutativo con identidad 1.
(4) Si definimos el conjunto:

22 = {2z2|z€Z}

entonces (27,4, -), es un anillo conmutativo sin identidad.

Definicién 1.0.3.

Sea (A, x,0) un anillo con identidad ey entonces a € A se dice una unidad o invertible en A si
eriste b € A tal que aob=-ey yboa = ey y llamamos unidades de A al conjunto:

U(A) = {a€A|a esuna unidad}
Ejemplo 1.0.4.

1) EnZ, U(Z)={-1,1}

(2) EnQ, U@Q) =Q—{0}

(3) BnR, U(R)=R- {0}

2. El anillo de matrices

Sabemos que (M, +) es un grupo abeliano asi que, para hacer un anillo de las matrices
debemos definir un producto asociativo y distributivo.

2.1. Producto de matrices.

Sean A = (aj;) € Mg(n x m) y B = (bj;) € Mg(m X s) y entonces definimos la operacién
producto de matrices por

Mg(n xm) x Mg(mxs) —— Mg(n xs)
(A , B) — A-B

Tal que si A = (a;j) y B = (b;j) entonces A- B = C donde C = (¢;5), y

m
Cij = Y ikbi;
k=1

(204)

Ejemplo 2.1.1.
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1 35
(1) SeaA<2 7 0>yB entonces

— N =
O© g W

0
-3
2

S U

2 69 1 49
A'B_<16 55 —21 43)

(2) Supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones lineales:

a1171 + a12w2 + a1373 + aqrs = by
a2171 + a2 + a3w3 + agary = by
a3171 + agar + az3r3z + agary = b3 (%)
4171 + 4272 + a4373 + a44T4 = by
a5171 + 5272 + 5373 + asaTy = by

entonces (x) puede ser escrito en forma matricial como sigue:

a1171 + a12w2 + a1373 + aury = by ailr a2 a3 a4 " by
a2171 + a2 + a3w3 + agary = by a1 a2 a3 a4 Il by
a3171 + aga®2 + az3r3z +azry = bz | = a3l Q32 assz a4 ; =| b3
4171 + 4272 + 04373 + AaTy = by a41 Q42 A43 Q44 963 by
as5171 + asoT2 + as53r3 + asary = by as; as2 as3z G54 4 bs

(3) Supongamos que tenemos tres tiendas, digamos A, B, C, y cada una de ellas tiene en
stock dos articulos, arty y arts, distribuidos como sigue, la tienda A posee 2 arty y 4
arty; la tienda B posee 5 arty y 7 arty y la tienda C posee 4 arty y 3 arts entonces
podemos distribuir segun la matriz:

A B C

M (art x tiendas) = arty | 2 g Z
1

arts | 4 7 3

entonces
. ( 11 )-M(artxtiendas) = ( 6 12 7 ) representa la cantidad total de articulos

por tienda.

o M(art x tiendas) - = ( 1}1 ) representa la cantidad total de articulos del

o

tipo uno y dos en stoc

2.2. Propiedades del Producto de matrices.

(1) A-(B-C)=(A-B)-C
En efecto

Si A = (aij) € Mg(nxm), B = (b;j) € Mg(mxs)yC = (ci;) € Mg(sxt) entonces



206 5. INTRODUCCION A LA TEORIA DE ANILLOS

(1) B-C = (d”) donde dij = Zbikckj
k’;l
(2) A- (B . C) = (eij) donde €ij = Zaipdpj
p=1
Asi que;
€ij = Zaik‘dk‘j
k=1
= Qi (Z bkrcrj>
k=1 r=1
= (Z aikbkr> Crj
r=1 \k=1
Finalmente:

(2 A-(B+C)=A-B+A-C

En efecto

Si A= (aij) € MK(TL X m), B = (blj) S MK(TI’L X S) y C =

entonces

A-(B+C) = (aij)[(bij + cij]
= (dij)

m
donde, d;; = Z a;ik[br; + ckjl. asi que
k=1

dij = Y aplbe + cx)
k=1

m
= > laik - by + ik - i)
k=1

m
= azk bk] + Z aif; Ck]
k=1 k=1

3

(dij) = A-B+A-C

A-(B+C) = A-B+A-C
Analogamente tenemos que:
(B+C)-A = B-A+C-A

Luego, hemos demostrado el siguiente teorema

(Cij) € I\\/JIK(m X S)
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Teorema 2.2.1.

(Mg(n),+,-) es un _anillo no conmutativo con identidad I, (Vn;n € N)

En efecto

Si A = (aij) entonces
AL, = (t;)

donde tij = Y 1 aikbr; = aij. Asi que A = ().

Analogamente

I,-A = A

B = (1 2) tenemos que

1
0 0/)Y 3 4
9
4

-(

Ahora, observamos que por ejemplo, para A = (

A-B =

N
o O
O =
W =

w
O =~

Sy

N

Il
PN I
NallZNal~ P

W =

(o

Asi que, A-B#B-A

2.3. Ejercicios propuestos de producto de matrices.

(1) Verdadero o Falso
o (-A) = (41
o (A+B)t=A+ B!
e A-B=(0)=A=(0)vB=(0)
e (k1A)(k2B) = (k1k2)AB
o (-4)(-B) = —(AB)
e Se Ay B son simétricas entonces AB = BA

e Si podemos multiplicar A - A entonces A es cuadrada
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(2) Sea A = < _i _g ) entonces determine el conjunto:

S = {BecMg(2)|B*= A}

(3) Demuestre que (A - B)t = B'- A' ( siempre que el producto tenga sentido )

(4) Un contructor tiene contrato para construir tres (3) estilos de casa: moderno, mediterrdneo
y colonial. La cantidad de material empleada en cada tipo de casa es dada por la matriz:

Fierro Madera Vidrio Pintura Ladrillo

M oderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

e Si el va a construir 5,7 y 12 casas de los tipos moderno, mediterrdneo y colonial
respectivamente, jcuantas unidades de cada material seran empleadas?.

e Suponga ahora que los precios por unidad de fierro, madera, vidrio, pintura, ladrillo
sean 15,8,5,1 y 10 unidades monetarias, respectivamente. j Cual es el precio uni-
tario de cada tipo de casa 7.

e ; Cudl es le costo total del material empleado ?

(5) Consideremos la matriz:

01111
10110
01010 (%)
00101
00010

Una red de comunicacién tiene cinco locales con transmisores de potencias distin-
tas. Estableceremos para la matriz (x) las siguientes condiciones:

(i) ai; =1 significa que la estacién ¢ transmite directamente a la estacion j.

(ii) a;; = 0 significa que la estacién i no alcanza a la estacién j. Observe que a;; = 0
significa que una estacion no transmite directamente para si misma.

e ; Ctial serd el significado de la matriz A> = A - A. Observe por ejemplo que si
A? = (¢;j) entonces
5
Cq2 = Za4kak2=0+0+1+0+0:1
k=1
Ademss el tnico valor no nulo 1 proviene del producto ays - azo = 1. Esto significa
que la estacién 4 transmite para la estacion 2 a través de una retransmision por la
estacion 3, aunque no exista una transmisién directa de 4 a 2.

e Calcule A2

e ; Cnal es el significado de 13 =27
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e Discuta el significado de los términos no nulos, iguales a 1 y mayores que 1 de
modo que pueda justificar la afirmacién:
” La matriz A? representa el niimero de caminos disponibles para
ir de una estaciéon a otra con una tnica retransmision.”

e ; Cial es el significado de las matrices A + A%, A3y A+ A% + A3

e Si A fuese simétrica ; qué significaria ?

3. Unidades en el anillo Mg(n)

3.1. Determinantes.

Motivacion 3.1.1. Consideremos el sistema de ecuaciones

a;nlxr + aipgy b1
a1 x + axy = b

Resolver el sistema significa encontrar el valor de x ey de tal forma que se satisfagan ambas
ecuaciones simultdineamente.

Ahora como el sistema se puede reescribir matricialmente como.

all  ai2 x _ by
az1 a2 Yy bo

entonces resolver el sistema significa encontrar el valor de la matriz X = < Y >

Equivalentemente encontraremos la matriz X si y sélo si la podemos “despejar ”, es decir.

1
r\ _ (a1 a2 by
(3)=Con2z) (%)
ain a2

az1 a2
contrar?, en cualquier caso, la respuesta la sabremos sdlo si somos capaces de resolver el sistema.

-1
Entonces la pregunta es s quién es < ) ¢ y sexiste siempre? y ses fdcil de en-

anx + apy = b ai1aer + ajpany = biax
anx + axy = b as1a12r + azaiy = baaio
(a11a22 — ag1a12)r = brage — baags

Analogamente,
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a1z + apy = b ajlaaix + ajga1y = biag
an1z + asy = b azia;ix + axgany = ban
(a11a22 — a1a12)y = baay — brag

Luego el sistema tiene solucion si y solo si (aj1a22 — ag1ai2) # 0

Mds ain, ahora estamos en condiciones de responder el problema para este caso:

birage — baai2

< P > _ 11022 — 421012 - < T >
Y beain — biag 4
11022 — a21012
birags — baaiz
a11a22 — a21012 < aq
- a
beayy — brag 21
11022 — G21012
a22 —a12
ajjagy — asla aj1agy — ag1a
11G22 21012 1122 21012 <b1 > B <a11
—apy a1 b2 a1

a11G22 — 21412  A11022 — (21012

. . a1 a .
Si definimos para A = ( 1 a12 > su determinante como:
22

a21

det(A) = a11a92 — a21Qa12

entonces tenemos lo siguiente:

El sistema matricial

all  ai2 x _ by
az1 a2 Yy bo

Tiene solucion si y solo si

(1) det(4) #0, y
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brazs — baai2

o ( ) > B det(A) y

4 beair — biag
det(A)
a9 —a12
-1 a11a22 — G210 a11a22 — a216
3) (all aly > _ 11G22 21012 11422 21012
az1 422 —ag ai

11022 — A21G12  A110A22 — (21012

En el caso general podemos definir de la siguiente forma:

Si A € Mg(n), paran > 2y A = (a;j) entonces
det(A) = Z YANTR IR (Método de Laplace)
k=1

representa el determinante de la matriz A, calculado por la fila “/”; donde :

(1) A;; = matriz obtenida de la matriz A eliminando la fila i y la columna j.

Ejemplo 3.1.2.

1 2 3
SiA=14 5 6| entonces
7 8 9
5 6 4 6 4 5
() 0w 5 ()
2 3 1 3 1 2
o Ay = <8 6) A Agp = (7 9> N Az = (7 8)
2 3 1 3 1 2
° A31 = <5 6) A A32 = (4 6> A A33 = <4 5)

(2) Ay = (—1)*) det(A;;) para (i = 1,2,...,n);(j = 1,2,...,n), representa el cofactor
de la posicién ij.

Ejemplo 3.1.3.

Si A= entonces para la fila uno (1) tenemos:

N &~ =
o Ot N
© O W

A =(=12*=3) A Ap=(-1)°-6) A Ap=(-1)*-3)
Asi que para esta matriz tenemos:
det(A) = Anan + Apaz + Ajzars
(=3)-14+6-2+(-3)-3
=0
Aunque el desarrollo de Laplace calcula un determinante, no obstante su proceso recurrente es

demasiado caro en tiempo para matrices de tamano grande, asi que es necesario mejorar tal
método obteniendo consecuencias utiles desde la definicién:
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(1) Si A = (ai;) € Mg(n) entonces det(A) = det(A?)

En efecto

det(A) = Z A = ZAsjasj
k=1 s=1
(2) Si A = (a;j) € Mgr(n) posee una fila o una columna nula entonces det(A) =0

En efecto

det(A) = Z Aji - 0 =0, calculando por la fila nula
k=1
(3) Sea a € R; av # 0 entonces podemos definir una funcién como sigue:

MR (n) — MR (n)
A — B

Donde, B = A, salvo que posee la fila ¢ multiplicada por a.

Ejemplo 3.1.4.

1 2 3 1 2 3
(Lo —3Ly) |4 5 6] =112 15 18
7 8 9 7 8 9
entonces
det(L; <« aL;)(A) = adet(A)
En efecto

det(B) = det((L; —— aL;)(4)) = > Ayaay
k=1

n
= a) Ajag
k=1
= «adet(A)
(4) Definamos la siguiente funcién permutacién de filas como sigue:

Mg(n) —— Mg(n)
A — B

Donde, B = A, salvo que posee permutada la fila ¢ con la fila j.

Ejemplo 3.1.5.

123 45 6
(Li— L) |4 5 6] =12 3
789 789

entonces
det(Li — LH—l)(A) = — det(A)

En efecto
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det(B) = det((Li «— Lis1)(A) = > Auiiai

n

= > (=) det(A)ain,
k=1

= - Z (H—k) det(Ax)ak

= —§:Am%k
k=1
= —det(4)

Ejemplo 3.1.6.

1 2 4 5
det<4 5)——3 A det(1 2)—3

(5) Si A posee dos filas (o columnas) iguales entonces det(A) =0
En efecto

Esta propiedad es un corolario de la propiedad anterior, pues si la fila ¢ y la fila j
son iguales entonces

det(A) = det((L; «— L;)(A)) = —det(A)

1 2
det(1 2>:0

Las siguientes propiedades quedaran de ejercicios:

Ejemplo 3.1.7.

(6) Si definimos la funcién:

Mg(n) (Li — L; + aL;) Mg(n)
A — B

Donde, B = A, salvo que posee sustituida la fila 7 por la fila i més « veces la fila j
entonces

det(A) = det((L; — L; + aLj)(A))

Ejemplo 3.1.8.
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1 2 3 @ LadL) 1 2 3
det |4 5 6 TTEY det [0 -3 -6
7 8 9 i 7 8 9
(Ls—sL3—T7L1) (12 3
Y et |0 -3 -6
i 0 -6 —12
[/[—3 —6
= det _<—6 _12”
= 0
(7) Adicién en una fila:
i at - A1n T r/ a1 ... ain \ ] F/ a1 ... ain \]
det bii+cia ... bin+cin = det b ... bin + det Ci1 ... Cin
L anl . Ann h L an1 e Ann h L an1l . Ann i

(8) Determinante de un producto

det(A-B) = det(A)-det(B)

3.2. Ejercicios resueltos de determinante.

(1) Si A = (ai;) es una matriz triangular entonces det(A) = ai1 - - ann
En efecto

Aplicamos la definicién por la primera fila si es triangular inferior, o por la primera
columna si es triangular superior.

(2) Calculemos usando propiedades el siguiente determinante:

01010

-1 a 0 0 O

A= 00 a 00
-1 0 0 a O

00 00 a

Solucion



o
oo -

(3) Demuestre que

En efecto

SO e OO

O OO
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8 01 0 1
0 (definicién) —1 a 0 O
0 - 1 00 a0
-1 0 0 a
a
0 1 0 1
(La—Ls—Lo) - -1 a 0 O
a 0 0 a O
0 —a 0 a
(deﬁn:icién) (1) 2 (1)
—a 0 a
(definicién) 2 1 1
= a .
—a a
(deﬁn:icién) 243
1 1
y 2z | = @-yly-2)(—-2
y2 22
(Ly—sLo—zLy) 1 1 1
2—Lo—xly
= 0 (y—=) (2-=)
1'2 y2 22
1 1 1
T2
e N R
0 (y*—2%) (*—2?)
(definicién) (y — x) (Z — .’E)
B (y* —2?) (2% —2?)

= (y—2)(2* —2?) = (z —2)(y* — 2%)

= (y—z)(z—2)(z+2—y—x)

= (y —2)(z —2)(2 = y)

= (z —y)(y —2)(z — )

215
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3.3. Ejercicios propuestos de determinantes.

(1) Dadas las matrices A = <1 g) y B= <g :;) Calcule explicitamente:
(a) det(A+ B)
(b) det(A) + det(B)

(2) Sean A € Mgr(n) y B € Mgr(n) dos matrices. Determine si son verdaderas o falsas las
siguientes afirmaciones:

(a) det(24) = 2det(A)
(b) det(A?) = (det(A))?
(c) det(A;;) < det(A)

(3) Dada la matriz

w O Ut
== W W
NN ==
=N RN

Determine:
(a) Ass

(b) det(Ags3)
(c) Az

(d) det(A)

(4) Calcule el determinante de las siguien
tes matrices:

|
N\
w
o

o A =det 4 1

|
N\
o
o

o A =det

W
(@)
(@)}

ot
|

N\

o

o A =det

= w o N
|
= N
|
= O
o N O



217

3. UNIDADES EN EL ANILLO Mg(n)

—
co o3 Oz_uﬁ,b
|
(o) > lap)
oo 3 9 1#[
oW oo
o © <K
I Voo —
+~ +~
Q Q
< <
Il Il
< <
[ [

~ ~ |
co vo o
o - o
coow o _
oo ocoo - o o
cooco v
coo
Socoocoo
o )
[¢D] (D]
e} e}
I 1
< <
. .



218 5. INTRODUCCION A LA TEORIA DE ANILLOS

atf af 0 0 0 0
1 a+p  apf 0 0 0
0 1 a+p 0 O 0
(5) Si A(n) = i ) . : . € Mg(n).
0 0 0 1 a+8 af
0 0 0 0 1 a+f

Demuestre que

det(A(n)) = (a + B)det(A(n — 1)) — det(A(n —2))  (n>3)

(6) Sea A = (a;j) € Mg(3) tal que det(A) = 3. Calcule el determinante de las siguientes
matrices

o det((L; «— L3)(A))
o det((L; «— L2)(A))
o det((Ly — 2L2)(A))
(Ll — 73L1)
e det ({(L2—>2L—2) (A)>
o det((L1 — L1 — 3L2)(A))

(7) Demuestre que :

1+x T2 T3 o Ty
T 1+ 2o T3 A Ty n
det T T2 1+x3 ... T, = 14+ E X
: : : T i=1
T 9 rs3 oo 142,

(8) Sea A € Mg(n) tal que A = —A?, es decir A es antisimétrica. Demuestre que
det(A") = (—1)"det(A)

(9) Sea A € Mg(n) tal que A = —A%. Demuestre que
n impar = det(A4) =0

(10) Sea A € Mg(n) tal que A5 =0y A5~! £ 0, una tal matriz se llama matriz nilpotente.
Demuestre que det(A) =0

(11) Sea A € Mg(n) tal que A% = A, una tal matriz se llama matriz idempotente. Determine
det(A)

3.4. Determinante y matriz inversa.
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Recordemos que si A = (aj;) € Mgr(n x m) y B = (b;;) € Mgr(m x s) entonces A- B = C,
donde C' = (¢;5) € Mg(n X s) tal que

m .
1<1<n
R {133‘9
k=1
Ejemplo 3.4.1.
1 2 3 3 1 -5 8 12 -21
0 1 2 1 4 -2]=13 6 -10
0 0 1 1 1 —4 1 1 -4

En particular, si A = (a;j) € Mg(n) entonces A* =A-A---A (s veces) y A° € Mg(n)
Observacién 3.4.2.

Sea I, = (a;;) € Mgr(n) la matriz identidad de tamarnio n entonces

(1) Diremos que A es una matriz invertible o no singular o una unidad en Mg(n) si existe
B € Mg(n) tal que A- B= B-A=1I,, en tal caso notamos B = AL,

(2) SiU(n) = {A € Mg(n) | A invertible} entonces U(n) es un grupo no abeliano con el
producto de matrices.

(3) Sea A € U(n) entonces
AeUm) < (BA A TeMp(n):A-A =1,
—  det(A- A7) = det(I,)

—  det(A)-det(A™ ) =1
1

—1\ _ _ —1
= det(A)#0 A det(A™) = det(A) (det(A))
Ast, nuestra primera conclusion es:
(205) A e U(n) = det(A) # 0 Adet(A™) = (det(A))~*

(4) Sea A € Mg(n) tal que A = (a;;) entonces sabemos que A;; = (—1)"7 det(A;;), es el
cofactor de a;; asi que podemos construir a partir de los cofactores de la matriz A una
nueva matriz en Mg(n) definiendo:

A= (Ay)
Ejemplo 3.4.3.
2 10 [ -19 19 —19
Si A= -3 1 4 entonces A = -5 10 -—11
1 6 5 4 -8 5

Finalmente, llamaremos adjunta de la matriz A a la matriz:

adj(A) = A
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Ejemplo 3.4.4.

Para la matriz A del ejemplo anterior tenemos que:

t

~19 19 —19
adj(A) = | —15 10 —11
4 -8 5

19 —-15 4

= 19 10 —8

~19 —11 5

Observen que en este ejemplo tenemos que

2 1 0 —-19 -15 4
A-adj(A) = -3 1 4 19 10 -8
1 6 5 —-19 -—-11 )
= 19I5
= det(A)Ig,
Asi que en este caso:
1
Ah = ——adj(A
der(A) Y A)

El resultado anterior no es una casualidad, en realidad tenemos el siguiente:
Teorema 3.4.5.
A-adj(A) =det(A), =adj(A)- A
Se lo dejo de tarea y le sugiero que lo verifique para casos pequenios para después
generalizar al caso n.

Conclusién 3.4.6.

SiU(n) = {A € Mg(n) | A invertible} entonces

AeU(n) <= det(A) #0

En tal caso,

det(A™1) = A A7l =

adj(A)
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3.5. Ejercicios resueltos de matriz inversa.

(1) Sea < 161 i ) entonces

(i) Como det(A) =6-4 —11-2 = 2 entonces existe A~!, usando el teorema anterior
podemos calcular la inversa:

@a=( "4 )
o) i) = 3y )
w34 (B )

(2) Sean A € Mr(n) y B € Mg(n) entonces
AeUn)ANBeU(n)= A-BeU(n)

En efecto
AcUn) <= (BA LA 1eUn))
BeU(n) < @B LB leU(n)
entonces
(AB)(B7'A™Y) = ABB HA!
= AILA7!
= AA!
= I,
Luego,

(AB)"! = B7'A™!

3.6. Ejercicios propuestos de matriz inversa.

(1) Determine det(A) y si es posible A~! para las siguientes matrices:

(1)
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|

°

I

Il

(an}
TN =
— o =

°
/
(NG EEy—
[
~_

1 1 11
1 2 —1 2
eAd=147 1 91
1 3 3 2

3 —-12 -2 —6
—2 10 2 )
-1 6 1 3

4 -1 2 =2
3 -10 0
[ ]
2 3 1 0
o 7 1 1
(2) Demuestre que
AcU(n) < A ¢ U(n)
-3

(3) Sea A = ( Z (1 ) > Determine el conjunto:

UA)={acR|AcU?2)}

—a  (a—1) a+1)
(4) Sea A = 1 2 3 . Determine el conjunto:
2-a) (¢+3) (a+7)

UA) ={acR|AcU3)}
(5) Sea A € Mg(n). Demuestre que

A¢U(n) = A-adj(A) = (0)
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cosf sind

(6) Demuestre que A = < —ginf cosb

) € U(2) y determine A~!

4. El anillo de polinomios

4.1. Preliminares.

Sabemos que:

p(z) € Rz] <= p(z) = Zaiwi
=0

Y que (R[z],+) es un grupo abeliano, con la adicién definida por:

p(x) +q(x) = Z a;ixr’ + Z bz
=0 =0

= Z(al + bl)$z

=0

Observacién 4.1.1.

”Casi naturalmente” aprendemos a realizar la multiplicacion de polinomios, (casi siempre sin
saber que lo son), por ejemplo:

(ap + a1z)(bo + b1x) = apbo + apbiz + ar1bpx + a1bya?
= apbo + (aghy + arbo)zx + arbyz?

Siguiendo esta ley de formacion hacemos la siguiente:

Definicién 4.1.2.

n m
Sean p(zr) = Z aizt yq(x) = Z biz' entonces
i=0 =0

n+m .
p@)glz) = 3 el

1=0

tal que

%
ci=Y aghir (0<i<n+m)
k=0
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Es decir,
co = aopby
clT = a0b1 + a1b0
ca = apby + a1bi + azby
Cnd+m = aObn—i-m + albn—l—m—l + aan+m—2 + -+ an-i—mbO

4.2. Algunas Propiedades de R|z].
(1) Sip(z) € Rlz], q(x) € R[z] y r(x) € R[z] entonces

(206) p(@)(q(e)r(z)) = (p()q(x))r(z)

(2) Sip(z) € R[z], ¢(x) € R[z] y r(x) € R[x] entonces

(207) p(z)(q(z) +r(z)) = p(x)q(x) + p(x)r(v)

(3) Sip(z) € R[z] y ¢(x) € R[x] entonces

(208) p(z)g(x) = q(z)p(x)

(4) Existe el polinomio identidad, definido por:
(209) 1 = 140zx+02?+0z% 4+ 02"

En efecto

Para (207), por ejemplo tenemos que:

p()(a(x) +r(x) = 3 a [Zbixwzcixi]
=0 =0 =0

=0

1=0

2n
= E di.%'l
=0
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donde,
i
di = Y an(bik+cik)
k=0
i i
= > agbik+ > apcii
k=0 k=0
4
i i
d;xt = Z apb i + Z apci— | T
k=0 k=0
Luego,

p(@)(q(z) +r(x) = px)g(z) + p(z)r(z)

De (206), (207), (208) y (209) sigue el siguiente:

Teorema 4.2.1.

(Rlz], 4+, ) es un anillo conmutativo con identidad 1

De acuerdo anuestro desarrollo, en esta nueva estructura podemos definir el concepto de
homomorfismo de anillos comno sigue:

Definicién 4.2.2.

Sean (A,x,0) y (A, «',0") dos anillos y h : A — A’ una funcién. Diremos que h es un homo-
morfismo de anillos si

e h(ax*b) = h(a)* h(b)

e h(aob) = h(a)o h(b)

Observacién 4.2.3.

(1) Como (R[x],+,-) es un anillo con identidad entonces podemos prequntar ; quienes son
las unidades de este anillo 2.

Sea p(z) = Z a;x' € Rlz] entonces
=0
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p(z) e UR[z]) (361(37); g(x) = bia' € R[ﬂf]) : p()g(x) =1
=0

<= zn:aixizn:biwi =1
i=0 i=0
n

<= Zcixi =1

i=0
n i '
<~ Z [Z akbi_k] =1
i=0 Lk=0
U
i

Zakbi—k = 140z+0z2+0234 - 402"
k=0

Asi tenemos el sistema de ecuaciones:

aobo =1
apb1 +a1bg = 0
apby + a1by +azbp = 0

aogban + a1boan—1+ - +agmpby = 0

Asi que ag #0 ya; =0 (Vi; 1 <i<2n) y entonces Op(x) = 0, es decir p(x) € Rz],
osea que los unicos polinomios invertibles son los polinomios constantes no nulos.
Luego,

URR]) = R-{0}

(2) Los R inducen una "accion” funcional sobre los polinomios, si los reinterpretamos como
sigue:

(a) Para cada r € R podemos definir naturalmente la funcidn o(r) como sigue:

Donde,

=0
n
= Zaﬂ“i
=0
= p(r)

Ejemplo 4.2.4.
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e p(2)(1+ 22 —23)=1+22-23=-3

e p(—1)(1+a3) =1+ (-1)3=0

(b) Para cada r € R p(r) satisface las siguientes propiedades:

e o(r)(p(x) + q(x)) = @(r)(p(z)) + (r)(q(x)), es decir
e(r)(p(x) +q(z)) = p(r)+q(r)

o p(r)(p()q(x)) = @(r)(p(x))p(r)(q(x)), es decir

Luego, para cada r € R ¢(r) es un homomorfismo de anillos, al cual llamaremos
7 homomorfismo evaluacion.”

(¢) Problema: Si o(r) es un homorfismo de anillos. ; Cual serd su nicleo (kernel) 2.

p(z) € ker(p(r)) < ¢(r)(p(z)) =0
<~ p(r)=0
Asi que
(210) ker(o(r)) = A{p(z) € Rlz]| p(r) =0}

Ejemplo 4.2.5.
(14 23) € ker(p(—1)), pues o(—1)(1 +2%) =0

Lo anterior nos permite definir, por ahora abstractamente el concepto de "raiz de
un polinomio”

Definicién 4.2.6.

r € R se llamard una raiz o cero, de un polinomio p(x) € Rlx| si p(x) € ker(p(r)),
equivalentemente p(r) = 0

(3) Volveremos a estudiar mds adelante otras propiedades relevantes y ttiles de R|x]

5. El cuerpo de Nimeros Complejos

5.1. Ideas informales.
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(1) Consideremos el conjunto de los nimeros naturales N, sabemos que ellos poseen muchas
bondades, entre ellas el tener un primer elemento y de ser ordenados:

m<n <= (@mreN):m+r=n
Lamentablemente, la ecuacién

(211) m + x = n tiene solucibn en N <= m <n

En general la solucién de la ecuacién independiente de la condicién (211) implicaria la
existencia de los elementos de la forma {—n | n € N} U {0}; es decir agregamos un el-
emento neutro y el correspondiente inverso para cada elemento, respecto de la adicién
de naturales, pero al hacer eso obtenemos los nimeros enteros Z ( claro que existe
una construccién precisa y bella de estos, puede ser encontrada en el libro sistemas
numéricos de Bravo).

(2) Asi, como es sabido (Z, +) es un grupo abeliano y tiene solucién tnica en Z la ecuacién:

m+z = n (meZ);(neZ)

No obstante, siguiendo la misma linea de razonamiento encontramos que la ecuacion:

(212) m-x = n tiene solucién en Z <= n es un multiplo de m

En general la solucién de la ecuacién independiente de la condicién (212) implicaria la
n

existencia de los elementos de la forma {— |neZAmeZ;m# O}; es decir agreg-
m

amos los correspondientes inversos para cada elemento, respecto de la multiplicacion,
pero al hacer eso obtenemos los niimeros racionales Q ( claro que existe una construccion
precisa y bella de estos, puede ser encontrada en el libro sistemas numéricos de Bravo).

(3) De la misma forma que antes encontramos que la ecuacion:

(213) 2% — a = 0 tiene solucién en Q <= a es un cuadrado

Luego, agregando a Q las "raices”, obtenemos los niimeros Reales R.
Observamos que:

e NCZCQCR

e (Q,4) es un grupo abeliano y (Q — {0}, e) es un grupo abeliano. Analogamente,
(R,+) es un grupo abeliano y (R — {0}, ®) es un grupo abeliano

e (Q,+,0) vy (R,+,9), son ejemplos de estructuras de cuerpos conmutativos con
identidad 1.

Aunque (R, +,e,<), es el tinico cuerpo ordenado completo como bien habrén visto y
estudiado en Célculo I, lamentablemente la ecuacion:

(214) az?® + bz + ¢ = 0 tiene solucién en R <= b* — dac > 0
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Pues sabemos que la raices o soluciones de (214) son de la forma:

B —b+ Vb2 — dac A —b— Vb2 — dac

2a 2= 2a

Ahora, si b®> — 4ac < 0 entonces —(b? — 4ac) > 0 asi que, en ese caso tenemos que:

—b+ Vb2 —4dac

2a
—b+ +/—(b? — 4ac)
2a
—b+ Vb —dacy/—1

2a

I

rT =

—b b2 —4
_ b Ve
2a 2a
N =
eR €R
Asi
r1=c+dv—-1¢R A ro=c—dvV-1¢R
Donde
24
=L er A g=Y¥ode g
2a 2a

Ejemplo 5.1.1.

Considera la ecuacion “padron”.
(215) ?4+1 = 0
De acuerdo a nuestra formula tenemos que las soluciones de (215), son de la forma:
x1=+v-1 A zg = —V—1

Observen que estamos infringiendo una ley bésica de las potencias, pues asumimos
que (v/—1)2 = —1, pero v/—1 € R, ya que en R los cuadrados son positivos o nulos. 4,
Qué hacer ?

(4) Intentemos los siguientes caminos:
Camino 1 (Equipamiento via biyecciones)

(1) Como v/—1 ¢ R entonces llamemos \/—1 := i, elemento no real(irreal) o
imaginario y conjuntemos o ”setiemos” como dice la gente de computacién
estos elementos.

(216) C={z+iy|reRAyeRAPZ=—-1}

(2) Define la funcién ¢ entre R? y C como sigue:

R? 2,
(r,y) — x+iy

¢ es una biyeccién, pues (¢)~! es definida naturalmente por

C»@—>R2

r+iy — (1Y)
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(3) Como R2es un grupo con la adicién, usemos la biyeccién para ”equipar” a
C con estructura de grupo, como sigue:

up = (w1,y1) — 21 = p(w1,y1) = 1 + iyt

ug = (x2,y2) — 22 = p(T2,y2) = T2 + Y2

entonces definimos:

(217) uy +up = (21 4 T2, Y1 + y2) E= 21 + 22 = (71 + T2) +i(y1 + y2)

Asi tenemos que

Teorema 5.1.2.

(C,4) es un grupo abeliano, donde:

(i) Oc =0+ 0-7 es el neutro aditivo.
(ii) Si z =z + iy entonces —z = —x — 1y es el inverso aditivo de z
(iii) (0,1) eR? s ieC

(iv) Si z = z + iy entonces llamamos parte real de z a Re(z) = x y parte
imaginaria de z a Im(z) =y

Ejemplo 5.1.3. Sea z = 2 — 3i entonces Re(z) =2 e Im(z) = —3

La accién geométrica del isomorfismo es:

(xsy) z=x+ 1y

(a) Anillo de nimeros complejos

(i) Producto de complejos:
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Sean z1 = x1 +1iy1 y 22 = 9 + iy en C entonces definimos el pro-
ducto de nimeros complejos como sigue:

2122 = (T122 — y1y2) +i(T1Y2 + T2U1)
Ejemplo 5.1.4.

Siz1 =2+ 3i y z9 =1 — 4i entonces

2129 = (2+3i)(1—4i)
= (2—(-12)) +i(3+ (-8))
= 14—5;

(ii) Propiedades del producto de complejos
— 21(2223) = (z122)23  (Vzi32 € Cyi = 1,2,3)
— El complejo 1 =1+ 0z es el neutro multiplicativo

— Siz=ux+1iy € C— {0} entonces
1__r .Y
$2+y2 $2+y2

es el inverso multiplicativo de z

z

— 2129 = 2921 (Vzl 12, €Cir = 1,2)
- Zl(ZQ + 23) = 2129 + 2123 (VZZ 1z, € Cit = 1,2,3)

Lo anterior lo enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 5.1.5.

(C,+,-) es un anillo conmutativo con identidad 1. Mas ain (C — {0},-) es
un grupo abeliano.

Definicion 5.1.6. Sea A un conjunto no vacio. Diremos que A es un cuerpo
conmutativo con identidad 1 si (A, *,0) es un anillo conmutativo con iden-
tidad 1 y todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo.

Conclusion 5.1.7.

(i) Si extendemos la estructura de R? a un cuerpo, via @, poniendo:
(z1,91) ® (¥2,92) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
entonces ¢ es un isomorfismo de cuerpos.

Definicién 5.1.8.

C serd llamado el cuerpo de nimeros complejos y si z = x + iy, diremos que
z esta en la forma binomial y si z = (x,y) diremos que z esta en la forma
de par ordenado.
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Si notamos i = v/—1 o bien i2 = —1 entonces podemos hacer la siguiente:

n
Si para un polinomio en R[z] de la forma p(z) = Z a;z" calculemos p(i) entonces

para n par. =0
p(i) = ao+aii+ asi® + asi® + agi* + - + api®
= ap+aii—ay—agi+ag+---+a, (aplicando iteradamente) i?=-1
= c+di
Ejemplo 5.1.9.
Sea p(x) = 2+ 3z + 522 + 2 entonces
p(i) = 2+3i+5i*+4°

= 243i—-5—1

= -3+
Una somera conclusién es que R[i]” = ”C, es decir, en los polinomios ”identi-

ficamos” x con i. Para profundizar sobre extensiones de cuerpo puede partir
consultando el texto Algebra Conmutativa de J. Fraleigh

5.2. Raices de la unidad.

Queremos resolver en C la ecuacién
(218) =1
Para ello implementaremos la siguiente estrategia.
(1) Planteamiento del problema. Sea z = x + iy € C tal que 2™ = 1 entonces
(x+iy)" =1

Ese célculo binomial se ve sumamente duro en términos de tiempo de ejecucucion.
(2) Consideremos la figura

Entonces tenemos que
x = |z|cosa A Yy = |z|sina

Donde |z| = /22 + y? es el médulo del complejo z.

Luego, tenemos una nueva forma de escribir un complejo:

z = |z|(cosa+isina)
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Esta forma la llamaremos forma polar o trigonométrica de z.

Ahora observemos lo siguiente:
.. 2 2 . . )

(cosa+isina)® = cos”a+ 2icosasina — sin® a
= cos®a —sin® a 4 2icos asin o
= cos2a+isin2«

En general tenemos que
(cosa+isina)” = cosna+ isinna (n € N)
(3) aplicando estos resultados tenemos que

2"=1 <= |z|"(cosna+isinna)=1+0i

|z|cosna = 1

z|sinna =

2] si 0

|z]2cos?na = 1

z|*sin“na =
— ‘ ’2 i 02 0

—  |2z|*(cos® na + sin®na) = 1

— |z|?=1

= |z|=1
Luego,
O Cf)S noe = 1
sinnae = 0
= na=2kr (keZ)
2k
n
Finalmente,
2k 2k
(219) M=1 = 2=cos " +isin "
n
2 2
(4) Sea wy = cos =T isin —~ entonces

n n

2 2
° W = cos T igin 2T = cos 2m — isin 27 = 1

n n
o (w)'=(w)F =1 (VkkeZ)
e Luego, las soluciones de la ecuacion z™ = 1 son
R(n) = {0 wl w2 ... w1}

= {Lwg,w?,...,u" 1}

233
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Definicién 5.2.1. w, se llamard una raiz n-ésima primitiva de la unidad y wF se
llamard una raiz n-ésima de la unidad.

Ejemplo 5.2.2. Si n=2 entonces

2 2
R(2) = {1,wy} = {1,605% - ising} = {1,-1}

Si n=3 entonces

R(3) = {l,wswi}

4

2 2
= {1,cosg—isin—7r,cos —isin?}

3 3

= {1,cos120 — isin 120, cos 240 — isin 240}

Grdficamente tenemos:

w2 (1,0)



5. EL. CUERPO DE NUMEROS COMPLEJOS 235

w3

Es decir que en general R(n) divide en n partes iguales al circulo unitario

5.3. Solucién de la ecuacién 2" = u.

Consideremos la ecuacién

2" =u (ueC)

Apliquemos la siguiente estrategia para resolver la nueva ecuacién.

2" z \"
1) 2" =u<= — =1+ =1
u

(2) Sea g = Ve entonces las soluciones de la ecuacién ¢" = 1 son dadas por R(n), asi que
VU

la solucién final debe ser del tipo, 2z = Yu - wf;, para k=0,1,2,...,n— 1.

Por otra parte, como u = |u|(cos « + i sin «v) entonces

Yu = ]uﬁ(cosa—i—isina)%

= ]u\%(cosg + isin g)
n n
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Finalmente las soluciones son del tipo:

ZE = {L/ﬂwf;:

1 a .« 2km .. 2km
= |u|n(cos — 4+ isin —) - (cos — — isin —)
n n n n
— 2k — 2k
= |u|%(cosu+isinu) k=0,1,2,...,n—1
n n

Ejemplo 5.3.1. Resolvamos la ecuacion z° =1 + 1.

Solucion

V2cosa =

(1) 14+i=|14i|(cosa+isina) <= Jlsina — 1‘@@:%

(2) Luego las soluciones son del tipo:

45 — 2k 45 — 2k
zk:2é 0057774_1'51117% k=0,1,2
3 3
Esto es:
1
z9g = 26(cos1b+isinlh)
2 = 26(cos315 — isin315)

2 = 28(cos675 — isin675)
5.4. Matriz de Fourier.

k 2km o 2kw i

= cos — — isin— y w;™" = w; entonces podemos construir una matriz de

Como w,,
orden n sobre los compleJos, definiendola como sigue:

F, = (wp)¥ (i=0,1,2,...,n—1)(j=0,1,2,...,n— 1)
Asi por ejemplo:
o)

=( >
7-(3)-()- ()

Asi que el efecto de F5 sobre dos datos es sumarlos y restarlos.

(1) Para n=2 tenemos

EE

Luego,

(2) Para n = 3, tenemos:

(220) F3: 1 w3 w3
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(3) Para n = 4, tenemos:

1 1 1 1
1 — -1 v
(221) Fy, = 1 -1 1 1
1 i —1 —

Definicién 5.4.1.

F,, se llama la Matriz de Fourier de tamano n, para cada n € N

Observacién 5.4.2.

Haremos uso adecuado del producto de matrices y usaremos una matriz de Fourier como un filtro.

(1) Datos:
o Fy = (wy)™
(0) (0)
z(1) . z(1)
o X = . wedge X = . matriz de transformados
x(n—1) z(n—1)
o F,- X=X

De acuerdo al producto de matrices y a la igualdad de matrices tenemos que cada trans-
formado se calcula de la forma:

(k) = z(s)wh  (k=0,1,2,...,n—1)
(2) Asi por ejemplo,

Para n = 2 tenemos

2k) = > zmuws®  (k=0,1)

e.e.

Asi,

(2)- (88
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(3) Sea n = 2% entonces

221

z(0) [2(0) + 2(2)] + [2(1) + z(3)]
(1) = [2(0) = 2(2)] +ifx(1) — z(3)]
2(2) = [2(0) +2(2)] - [z(1) + z(3)]
2(3) = [2(0) = 2(2)] —ifx(1) — z(3)]

Bk) = ) z(n)w)”

n=0

(4) Finalmente, si n = 2° obtenemos la formula de reduccio’n:1

25 -2 25 -2
2 2

B(k) = > xn)wil, +wh Y x(@n+ Dwhl,

n=0 n=0

5.5. Ejercicios Propuestos.

(1) Resolver las siguientes ecuaciones:

(2) Si definimos €' = cosz + isinz, (férmula de Euler) entonces:
(i) Demuestre que

ei:p + efix eim . efix
CoOST = ————— A sing = —————
2 24
(ii) Demuestre que
1 1
cos’y -sin’y = —3 cos4dy + 3

(iii) Demuestre que

244 = \/geiarctan(%)

ITodo lo anterior es descrito por el famoso y popular 7 Algoritmo de Cooley - Tukey ”
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(3) Si z € Cyr € R entonces demuestre que:

1—7r

Z:1+2ir

(4) Demuestre que

2 2 S

(é + 1 z) (-1 —z\/g) (cos% —i—isinz)lon =

2

(5) Siz1 = a—a'y 29 = a® — a® entonces demuestre que

=1 = x%+x§:—5
(6) Demuestre que
1 —¢® tan %
i . = tan—
1+e® 2
(7) Calcule
l1+itana
1—itana

(8) Determine el conjunto
S={zeC|z=72%

(9) Siz e C— {0} demuestre que

1
z+-€R = Im(z)=0 V |z|=1
z

(10) Si z € C— {0} y z # *i entonces demuestre que

z

1+22€R

z-z2=1 =

—2¢

239

(11) Demuestre que las raices ciibicas de la unidad son los vertices de un tridngulo equilatero.

(12) Demuestre que

z 22 23

ze R(7)— {1} =

(13) Siz=n!+i(n—1)! y w =n+ i entonces demuestre que

=(n—1)!

‘ z
w
(14) Si z = cos + isin f entonces demuestre que
n 1
2"+ — = 2cosnb
ZTL
(15) Demuestre que

(V3—i)" = 2 cosn—ﬁw—isinF]

1+z2+1+z4+1+z6_

-2
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5.6. Algo mas sobre los polinomios.

Partiremos observando que las raices complejas de un polinomio aparecen de ”a pares”, para
verlo partimos con la dfinicién.

Definicién 5.6.1.
Llamaremos conjugacion compleja a la funcion:

C—C
2 Z

Tal que, st z = x + iy entonces z = x — 1y.

Un tal z sera llamado el conjugado de z y posee las propiedades inmediatas:

oRe(z):Z+Z A Im(z):Z;Z,Z

En efecto

Siz=ax+iyentonces z+zZ=x + iy +x —iy = 2x

Luego, B
Re(z) =z = : —; :
Analogamente
z—Z=x+4+1y —x+1y =2y
Luego,
zZ—Z
I = =
m(z) =y =—
Finalmente,

Z=x—iy=x+iy==z

La importancia de la conjugacién la enunciamos en el siguiente:

Teorema 5.6.2. la conjugacion compleja es un isomorfismo.

»_»

En efecto, es inmediato que es un homomorfismo

® 21 +22=21+ 2
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® 2120 = 2122

e Y su inversa es definida por:

Ci.C
2 Z

Tal que, si z = x + iy entonces Z~! =z — iy

De lo anterior sigue el corolario:
Corolario 5.6.3.

p(a) =0 = p(@) =0
En efecto

Sea p(z) = Zaixi € R[z] y @ € C una raiz de p(z) entonces p(a) = 0 o bien p(z) €
=0

ker(p(a)); es decir:
0 = p(a)

=0

o Ol

Asi que:
pl@)=0 = p@) =0
)
p(z) € ker(p(a)) = p(x) € ker(p(@))

Es decir, las raices complejas aparecen en parejas.
Si asumimos el teorema fundamental del algebra y el algoritmo de la divisién, es decir:

Teorema 5.6.4.
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Todo polinimio en Clx], tiene una raiz en C.

Teorema 5.6.5.

Sip(z) € K[z] y q(z) € Klz], donde K =R VK = C entonces existen los polinomios a(x) y r(x)
tal que

p(x) = a(z)g(z) +r(z)  o(r(z)) <d(g(z))

entonces tenemos las siguientes conclusiones:
(1) Todo polinomio de grado impar tiene una raiz real.
(2) Sip(z) € R[z] entonces tenemos las tinicas posibilidades:
p(x) = (a1 +bhiz)(az + bax)(az + bsx) - - - (as + bsz) o bien

p(z) = (a1 + bz + c12?)(ag + box + ca2?)(az + by + c32?) - - - (as + bsw + cs2?)
donde b? —4a;c; < 0 o bien
p(l‘) = (CL1 + blzn)(ag + bzx)(ag + bgl‘) ce (at + bt$) cee

= o (ay + Vo + da?)(ah + bha + cha®)(af + Uy + c4z®) - - (af + Vo + ca?)

donde b2 — 4dc; < 0
(3) Si definimos en R[z] x R[z] — {0} la relacién:

(223) (p(x),q(x)) = (p'(2),d(x)) <= p(x)d(x) = q(x)p'(x)

entonces (223) es una relaciéon de equivalencia y escribiendo (p(x),¢(x)) = ]% pode-
q(z

mos formar el conjunto de fracciones de polinomios, (recordar la construccién de los
ntimeros racionales como fraciones de enteros):

= M X xr X T —
R() = { 20 | o) € Risl Aala) € Risl - 0}

Definicién 5.6.6.

Diremos que f(x) = 1% € R(zx) es una fraccion propia si y sélo si §(p(x)) < §(q(z))
q(z
Ejemplo 5.6.7.
2
2
(1) f(z) = @ _l_j[)(j;Q Y es una fraccion racional propia
345

(2) f(z) = ) no es una fraccion racional propia, pues:

§(2°+5)=3>6(2*-4)=2
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En este caso podemos hacer lo siguiente:

345 (22 -4) = 41
23 — 4z
4z +5
Luego,
3
x> +5 dr +5
= 1
oy - Bty
ER[z] v
propia
Teorema 5.6.8.
: _ p(=) g . . o
Si f(x) = (@) € R(x) no es una fraccion propia entonces existe un polinomio a(zx) y una
q(z

fraccion parcial propia u(x) tal que f(z) = a(x) + u(z)

En efecto

Aplicando el algoritmo de la divisién a los polinomios p(z) y ¢(x), tenemos que existen poli-
nomios a(z) y r(x) tales que:

a(z)g(z) +r(z)  o(r(z)) < d(q(x))

3
a2
< |

I
)

Lo que demuestra el teorema.

Finalmente, tenemos el siguiente resultado:

p(z)

Si f(z) = ﬁ, es una fraccién propia en R(z) entonces tenemos los siguientes casos:
q(z
: . : A :
e f(z) es una suma de fracciones propias del tipo b donde i = 1,2,---5 y
a; i L
r#t=— a, +b.x # a; + bx
e f(z) es una suma de fracciones propias del tipo Tib’ donde ¢ = 1,2,---s y existen
a; i L

términos del tipo, a; + b;x repetidos.

A; + Bix

ai ¥ bz g o2 dondei= L2 sy

e f(x) es una suma de fracciones propias del tipo

r#t = (a, + box + c,x?) # (ay + bix + c?)
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a; + bjx + c;x?’
existen términos del tipo a; + b;x + ¢;z2, repetidos.

e f(x) es una suma de fracciones propias del tipo

e f(z) es una suma de fracciones propias de los dos tipos definidos encima.

donde ¢t =1,2,--

.Sy
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Ejemplo 5.6.9.

(1) Si f(z) = m entonces
x—1 A B
(x —2)(x — 3) B $—2+QZ—3
B A(x —3)+ B(z — 2)
(z —2)(x—3)
4
r—1 = Ax —3A+ Bz — 2B
4
_3AA_+£ _ _} —= B=2AA=-1

5.7. Ejercicios Propuestos de Fracciones Parciales.
(1) Determine "k” de forma que p(z) = 223 — 322 + 4kx — 2 € ker(p(2))

(2) Determine las raices de p(z) = 2% — 1

(3) Descomponer en fracciones parciales sobre R, los siguientes elementos de R(x)

1
)
(x —1)(x2 +1)2
26
(2 =52 +6)(z —1)3
1
x(z?2+x+1)
2x 4+ 3
(x+1)%2(22+1)
zt — 523 + 1022 — 8z — 1
R R ()
—3xr—14
(z —2)2(2* + 1)

2z +1)2(z+1)
2 +4
3 +4x

z—1

3 —x2 - 22

245






CAPITULO 6

Preliminares sobre Matematica Discreta
1. Contenidos
(1) Introduccién
(2) El anillo de los Enteros
(3) Los enteros médulo n
(4) Los nimeros primos
(5) Aplicaciones

2. Algoritmos Basicos

7

(1) A modo de introduccién digamos que por ” algoritmo entenderemos un conjunto de
férmulas que constituyen un método o procedimiento para calcular la soluciéon de un
problema aritmético”.

(2) Sabemos que el conjunto de niimeros enteros, es un anillo con las operaciones usuales
de suma y producto y en el podemos definir una relacién de Divisibilidad como sigue.

(224) nRm <= (3¢;q€Z): m=nq

Esta se denota n | m y se lee "n divide m”.

Ejemplo 2.0.1.
e 2|8 pues8=2-4

e 5|70, pues 70 =5-14
e 3[4, pues no existe un entero ¢ tal que 4 =3¢
Ademsds posee las siguientes propiedades:
(1) z| = (Vz;2 € Z), pues z = z - 1, asi que es reflexiva.
(2) Siz;|2z2 A z9| 2 entonces z; = +29

En efecto

247
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21|22 — 22 =21"'q (Q1€Z)
22|21 — 21 =22°Q2 (qQEZ)

U
z1=(21-q1) @
U
21(1 = quq2) =0
U

z71=0 V qgp=1

Luego tenemos dos posibilidades:
e Sizy =0 entonces zo =0y 21 = 29

e Si z; # 0 entonces g2 = 1. Asique (1 =@ =1 V ¢ = ¢ = —1), en
cualquier caso (z1 =22 V 21 = —29)

(3) Sizi |22 A 22| 23 entonces 21 | 23

En efecto

21|z = n=z2-q (@€Z)

= 23 =21" . — 21| z
20|23 = z3=22-q2 (qQGZ)} 3 17 (¢ q2) 1|23

Luego es transitiva

2.1. Algoritmo de la Division.

Dados dos enteros n y m, la relacién de divisibilidad esta ligada a la divisién usual de
nimeros que aprendimos en la ensefianza béasica, pues en el formato antiguo

n|lm <= m=ng+r A r=0
m : n = q

0

Luego, en el proceso de divisién de dos enteros dados tenemos dos elementos relevantes, a
saber:

—

e % = q el cuociente entre m y n; en tal caso decimos que n es un divisor de m.

e 7 el resto de la divisién, cuya propiedad es (0 < r < n).

Lo anterior motiva definir un procedimiento o algoritmo para dividir dos enteros, al cual
llamaremos ” Algoritmo de la divisién”

Etapa 1 Ingrese los enteros n y m.
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Etapa 2 Seagq=0yr=m
Etapa 3 Si r < n entonces escriba el cuociente es ¢ y el resto es r, se decir, imprima
(225) m=n-q+r

Si no pase a Etapa 4
Etapa 4 Si r > n entonces haga r = (r —n) y ¢ = ¢+ 1 y vaya a la Etapa 3.

Ejemplo 2.1.1.
Etapa 1 Ingrese los ntiimeros: n =7y m = 33
Etapa 2 Sea g =0y r = 33
Etapa 3 Si r < n entonces escriba el cuociente es q y el resto es r, se decir, imprima
m=n-q-+r

Si no pase a Etapa 4
FEtapa4d r=33 >n="Tentoncesr =33 -7=26yqg=q+1=1
Etapa4d r=26 >n="Tentoncesr =26—-7=19yqg=q+1=2
FEtapad r=19>n="Tentoncesr=19—-7=12yqg=q+1=3
Etapa4d r=12>n=7Tentoncesr=12—-7=5yq=q+1=4

33=7-4+5
Evidentemente este procedimiento es realmente lento, pues realiza tantos ciclos (vueltas)
como cuocientes fueron escogidos, asi que para nimeros grandes estamos, ”aproblemados con
este procedimiento”.
Sin embargo este procedimiento, nos permite probar el siguiente teorema:
Teorema 2.1.2.

Si m y n son enteros positivos entonces existen tnicos enteros ¢ y r tal que:

(226) m=mn-q+r (0<r<n)

En efecto

Observen que si ¢ = 0 y 7 = m entonces a medida que se realizan las vueltas tenemos los
posibles 77”:

r=m

Sin <rentoncesr =m —n
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Sin <r entonces r =m — 2n

Sin < r entonces r = m — 3n....

Es decir tenemos la sucesion de nimeros enteros:

(227) m>m—n>m-—2n>m—3n> ..
Y como los enteros que hay entre m y 0 son finitos, en algtin instante la diferencia es menor que

n y entonces el proceso concluye.

Para verificar la unicidad, supongamos que existiesen dos parejas de nimeros cumpliendo
las hipétesis del teorema, es decir

(228) (m=ng+7r (0<r<n)) A (m=ng +r (0<r" <n))

entonces

ng+r=nd +r = r—1r'=n(¢d —q)
Si r>r = 0§(T—r')<n
= 0<n(d—q) <n
Comon>0 = 0<¢—-¢qg<1
_—

Como (¢’ — q) es un entero g=q¢ AN r=r

Lo que prueba el teorema.

2.2. Algoritmo Euclideano.

Este Algoritmo y su correspondiente teorema (justificacién matematica) estan ligados al
concepto de ”maximo comin divisor” (m.c.d.).

Ejemplo 2.2.1.

Sea m = 18 y n = 12 entonces recordamos que s es un divisor de k si s|k o equivalentemente
el resto de la division r es 0, si denotamos por div(k) al conjunto de divisores de k en Z entonces
en este caso tenemos:

o div(18) = {&1,+2 43 46, +18} y div(12) = {+1,+2, 43, +4, 46, +12}
e La "idea de comun” aqui esta representada por la interseccion de conjuntos, es decir:
div(18) Ndiv(12) = {+1,+2, +3, +6}

e La ”idea de maximo” es como su nombre lo indica, el mas grande del listado anterior,
es decir:

(18,12) =6

De aqui que hacemos la definicién de maximo comun divisor como sigue:
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Definicién 2.2.2.
Si m y n son dos enteros positivos entonces el maximo comun divisor de ellos es el mayor

entero positivo d, que es divisor de ambos y lo notaremos por (n,m) = d, es decir:

(1) din A dm
(i) dn AN dim=d|d

(229) (m,n)=d <=
Observacién 2.2.3.

(1) En el caso del ejemplo (2.2.1), hicimos lo siguiente:

Etapa 1 Dividimos m = 18 por n = 12.

18 12 = 1
12

6

(230)

Etapa 2 Dividimos m = 12 por r = 6.

12 : 6 = 2
12

0

(231)

Etapa 3 De (230); 18 =12-1+46 y de (231); 12 =6-2+ 0, por tanto

(i) 6]12 A 6[18

18=6-246 = i) apn2 A d)18 — &|18—12=6

Ejemplo 2.2.4.

Sean m = 1234 y n = 54 entonces partimos con la idea de encima:

Etapa 1 Dividimos m por n.

1234 . 54 = 22

108

154 < 1234 =54-22+ 46
—~

108 r

46

Etapa 2 Dividimos n = 54 por r; = 46.

54 ;46 = 1
468 — H54=46-1+ 8
— N
8 "
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Etapa 3 Dividimos r; = 46 por ry = 8.
46 : 8 =5

408 <— 46=8-5+_6
—— ~—

6 "

Etapa 4 Dividimos ro = 8 por r3 = 6.

8 6 =1

68 — 8=6-1+_2
__ <
2 "

6 2 =3

0 — 6=2-3+_0
—— N ~—
0 "

Etapa 6 (1234,54) = 2

(2) Podemos intentar poner en un gréfico el procedimiento anterior:

1234 | 54 [ 46 [8]6] 2]

(232) 6 8620

(3) Finalmente, si realizamos el proceso en el sentido opuesto tenemos lo siguiente:

8=6-1+2 < 2=8-6-1
2=8—(46—8-5)

2 = (54 — 46) — (46 — (54 — 46) - 5)
2="54-6—46-7
2=54-6— (1234 —54.22)-7

2 =1234- (=7) + 54160

11t

Es decir, existen niimeros enteros p y ¢ tal que

(233) 2 = m-(=7)+n- 160
p q

Teorema 2.2.5. (Algoritmo euclidiano)
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Sean n y m dos enteros con n < m y considera una sucesién de nimeros enteros ri,79,...,7s
tal que:
m = ng+rmr (0<r;<n)
n = 7riq1+ 72 (0<ry <)
T = T2q2+7T3 (0< 73 <rg)
Ti1 = Tigi + Tigl (0 <rip1 <)

Si 71 = 0 entonces (m,n) =n. Sir; # 0 existe (s € N) tal que 75 = 0 es el primer resto nulo y
(m,n) =rs—1. Més ain existen p y ¢ dos enteros tales que:

(234) (m,n) = mp+nq
En efecto
Caso 1 Si 7y = 0 entonces m = nqg y n|m, luego (m,n) = n.
Caso 2 Si rq # 0 entonces tenemos que n > 11 > 19 > 13 > - -+ > 0. como el nimero de enteros
entre n y 0 es finito entonces existe un primer s tal que rs = 0, lo que muestra en

particular que el algoritmo euclidiano para !!!.

Por otra parte, si d/m y d|n entonces d|(m — nqg) = r1, es decir un divisor de m y
n es un divisor de n y 1.

Reciprocamente, si t|n y t|r; entonces t|(ng + r1) = m, es decir ¢ es un divisor de
myn

Si r9 = 0 entonces (m,n) = rq, si ro # 0 podemos mostrar como encima que los
divisores de 72 y 71 son los mismos que los de 1 y n y por tanto de m y n.

Iterando el proceso para los r; # 0, tenemos que los divisores de r; y ;-1 son los
mismos que los divisores de m y n.

En fin, si ry = 0 entonces r5_1 = (r5—1,7s—2) = (m,n)

Para concluir estudiemos el siguiente argumento:

Ts—3 = Tg_2(Qs—2 + Ts—
53 52052 sl Ts—1 = Ts-3 — Ts—2(4s-2
Ts—4 = Ts-30s—3+Ts—2 o
_ = Ts—3— (Ts—4 - Ts—3Qs—3)Qs—2
Pewd T Tenalemd T . = (rs—5 —7s-4Gs—4) — (Ts—a4 — (Ts—5 — Ts—4Gs—4)qs—3)qs—2
= s— s—44s— s— s— s—4(4s— s— s—
Ts—6 = Ts—5(qs—5+ Ts—4 .
) ' = mp+n
m = nqg +m p q

Definicién 2.2.6.

Si (m,n) = 1 entonces decimos que m y n son primos relativos o coprimos.

2.3. Ejercicios Resueltos.
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(1) Determine v y 3 tal que (35,14) = 35 + 144.
Solucién:

Etapa 1.

3b5=14-2+47
Etapa 2.

(35,14) =7 =35- (1) + 14- (-2)

(2) Sin € Z tal que n > 1 entonces demostremos que
(n,2n+1)=1

En efecto

din Ad|(2n + 1) n=drA(2n+1=ds)
2n+1=2dr+1=ds
1=ds—2dr =d(s—2r)
d|1

d=1 pues n > 1

Ll

2.4. Ejercicios Propuestos.

(1) Para cada a y b, determine o y (3 tal que (a,b) = ac + bg.
o a=252 y b=180
e a=6643 y b=2873
o a=272828282 y b=3242
(2) Verifique que
e 2n+1,3n+1)=1
e (n+1,(n+1)+1)=1

(3) Sean n > m dos enteros positivos. Muestre que si el resto de la divisién de n por m es
r entonces el resto de la division de 2" — 1 por 2™ — 1 es 2" — 1.

(4) Sin > m calcule (22" +1,22" +1)

2.5. Preliminares sobre Los Nimeros Primos.

Definicién 2.5.1.
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Un nimero entero p seréd llamado un nimero primo si p # +1 y los tnicos divisores de p son
+1 y +p, es decir:

p es un numero primo si y sélo si:

o p# £l
qg==+1
* glp= 1V
q==*p

Ejemplo 2.5.2.

* p =2 es el tnico primo par
* p =3 es otro primo
* p =47 es primo
* p =33 no es primo, pues 33 =311
Si ¢ # 1 es un entero que no es primo entonces lo llamaremos compuesto.
* Algunas Propiedades de Los Niimeros Primos
Teorema 2.5.3.
Los nimeros primos son no finitos.

En efecto,

e Supongamos que existe un ntmero finito de primos.
e Entonces hay nimero primo p que es el mayor de todos.

e Podemos definir el nimero natural ¢ = (2-3-5-7---p) + 1; es decir, ¢ es el producto
de todos los primos menores o iguales a p més 1.

e Como p es el mayor y g > p entonces g es un niimero compuesto

e Si ¢ es compuesto entonces algin primo lo divide, pero los primos anteriores tienen
resto 1 al dividir a g, luego existe un primo mayor que p que divide a ¢, lo cual es una
contradiccion.

e Conclusiéon los niimeros primos son no finitos o infinitos.

Teorema 2.5.4.

Sean a, b, ¢ tres enteros positivos entonces
(235) alb-¢c) AN (a,b)=1 = alc

En efecto
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(a,b) =1 dm;m € Z)(3n;n € Z) :am+bn =1 (Algoritmo de Euclides)

dm;m € Z)(3n;n € Z) : amc + bne = ¢ (Multiplicando por ¢)

— (
— (
= alc Pues, Por hipétesis a|(b-¢) y ala
Corolario 2.5.5.
Sea p un numero primo y b, ¢ nimeros enteros positivos entonces
(236) plb-c) = plb VvV plc

En efecto

Supongamos que p f b entonces como p es primo (p,b) = 1. Asi que el teorema (2.5.4) aplica
literalmente, es decir

plb-c)A(p,b) =1= ple
Teorema 2.5.6.

Sean a, b, c tres enteros positivos entonces

(237) (a,b) =1AalcAble = (a-b)|c
En efecto
alc <= c=ar 2.5.4
ble = b|ar/\(a,b):1} = bre=r=>bs
= c¢=a(bs)
= ablc

Aplicacién 2.5.7.

Si p es un primo positivo entonces ,/p es un nimero irracional.
En efecto
a
Supongamos que ,/p es un racional, es decir, \/p = 7 tal que (a,b) = 1 entonces

a 2

VPEy = e g
— p-b2=d?
= pla®
=— pla (usando 2.5.5)
= p- b =p° ¢
— bV =p-q
— p|b?
= plb
= (a,b) # 1 lo que contradice el hecho que (a,b) =1
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Por tanto, ,/p es un irracional

Aplicacién 2.5.8. Teorema Fundamental de la Aritmética

Dado un entero positivo n > 2, n se escribe de forma tinica como:

(238) n = p‘lil . p;Q B p§3 .. pzk
donde, (1 < p; < pa < --+ < pg) son nimeros primos y ey, €g, €2, .. ., € SOn enteros positivos.
En efecto

La demostracion la haremos en dos partes; primero construiremos un algoritmo para mostrar
la existencia de estos primos y después mostraremos la unicidad de la representacion del niimero
n.

e Etapa 1:

Dado el entero compuesto n > 2 formamos los conjuntos:

(239) Men(n) = {2,3,4,...,n—1} A Div(n) = {z € Men(n) | z |n}
Ejemplo 2.5.9.

Si n = 140 entonces

o Men(140F) = {2,3,...,139}
e Div(142) = {2,4,5,7,10, 14, 35, 70}

e Etapa 2:

Definimos dmin(n) como el menor elemento del conjunto Div(n)

Ejemplo 2.5.10.
dmin(142) = 2

Lema 2.5.11.
dmin(n) es primo.
En efecto

Sea ¢ > 1 un divisor de dmin(n).

gldmin(n) A dmin(n)ln = q|n
= ¢ € Div(n)
= dmin(n) <gq

Por otra parte, g|dmin(n) = ¢ < dmin(n). Asi que dmin(n) = ¢, de donde sigue por definicién
que dmin(n), es un ndmero primo.

e Etapa 3:
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Calculamos o determinamos la cardinalidad o cantidad minima de elementos del conjunto
Men(n), a fin de calcular dmin(n)

Lema 2.5.12.

Sin > 1 es un nimero compuesto entonces dmin(n) < /n

En efecto

dmin(n)ln = n =dmin(n)-q
= q/n
n
< —
= dmin(n) <gq min(n)
—  (dmin(n))® <n
= dmin(n) < /n

Conclusion 2.5.13.

Lo que hemos hecho hasta ahora, puede ser resumido como sigue: el algoritmo debe buscar
un nimero que divida n, comenzando con 2 y avanzando hasta \/n. Si n es compuesto el con-
junto Div(n) serd no vacio y entonces encontraremos dmin(n), el cual es un nimero primo. Si
por el contrario Div(n) = () entonces n es un nimero primo.

* Algortimo de Factorizacién

Entrada : Escriba un entero positivo n.

Salida : Escriba dim(n) = f o n es primo.

Etapa 1 : Sea f=2

Etapa 2 : Si % es un entero esciba ”f es un factor de n”, si no pase a Etapa 3:
etapa 3 : Sea f=f+1 y vaya a la Etapa 4:

Etapa 4 : Si f > /n escriba n es primo y pare, si no vaya a la Etapa 2:

Ejemplo 2.5.14.

Sea n = 450 450
Aplicando el algoritmo observamos que 5 = 225 es un entero, Asi que dmin(450) = 2 y volve-
225
mos a aplicar el algoritmo a n = 225. Para este nuevo n encontramos que — = 75 es un entero

y dmin(225) = 3. Para el nuevo n = 75 tenemos que ? = 25y dmin(75) = 3. Finalmente:

450 = 2-3%2.52

2.6. Buscando Numeros Primos.
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Mostraremos no demostraremos!!!, en este apartado una serie de resultados importantes en el
desarrollo de La Teoria de Numeros, el objetivo es mostrarles una pincelada de esta maravillosa
teoria.

(1) Teorema de Wilson
(240) p es un numero primo < p| ((p—1)!+1)
Ejemplos
e (2—1)!+1=2=2-1=>2 es un numero primo
e (3—1)!+1=3=3-1=>3es un numero primo
e (5—1)!+1=25=5-1=>5 es un numero primo
o (7T—1)!+1=721=7-103 = 7 es un numero primo
(2) La Criba de Eratdéstenes

Si n es un nimero compuesto entonces al menos uno de los factores pri-
mos de n es menor o igual a la raiz cuadrada de n.

Ejemplo
Si m = 101 entonces los primos menores que /101 son 2,3,5 y 7, de acuerdo a la
criba, al menos uno de estos primos deberia dividir a 101, pero como no es el caso
sigue que 101 es un ntmero primo.

(3) Teorema de los nimeros primos

Si 7(n) representa la cantidad de nimeros primos menores o iguales que n entonces

n
241 ~ —
(241) m(n) ~
Algunos valores
n ) .
n m(n) — diferencia  error%
Inn
102 25 21 4 16.00
1010 455.052.512 434.294.493 20.758.019 4.56

10%  29.844.570.422.669 28.952.965.081228 891.605.341.441  2.99
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(4) Una mejor aproximacién

Si consideramos la féormula

entonces

Algunos valores

n 7(n) li(n) diferencia error%
102 25 111 86 344
1010 455.052.512 455.055.600 3.088 0.000678

101 29.844.570.422.669 29.844.571.135,055  712.386  0.000002

(5) La férmula F(j)
— 1)l +1
Para cada j > 1 define F(j) = [cos2 (7‘(%)], donde los corchetes significa

tomar la parte entera de la expresién. Asi por ejemplo:

[2.5] =2

2.99] = 2
[0.18] = 0
0.99] = 0

9

Es decir su grafico es del tipo ” escalera ”.
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Figura 74

Para el caso de F(j), aplicando el teorema de Wilson (240) mds la parte entera
tenemos el sorprendente resultado.

o1 CIER i
Ejemplo
o F(2) = [COS%%] = [(-1)(-1)] =1
o F(4) = [COSQWW] = [(:os2 %T] =1[0.05] =0

En particular, se obtiene la férmula:

(243) ) = S F()-1

2.7. Aritmética Modular.

(1) Dado un entero n sabemos que la relacién a = b mod (n) es una relacién de equiva-
lencia, donde:

a=b mod (n) < @rreZ):a—b=nr
< (@rreZ):a=nr+b
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Ejemplo 2.7.1.

e Sin =5entonces a=b mod (5) <= a=>5s+b (s€Z)y las clases de equiva-

e Sin = 8 entonces las clases de equivalencia médulo 8 son {0,1,2,3,4,5,6,7}

Definicion 2.7.2.

Si n € Z entonces llamaremos ” Enteros médulo n” al conjunto:

(244) Zn = {0,1,2,...,(n—1)}
Ejemplo 2.7.3.

o Zs = 1{0,1,2,3,4,5,6,7}
(2) Dotemos a Z,, con una estructura de anillo.

(a) Definamos la adicién de clases como sigue:

(245) n+m = n+m
Ejemplo 2.7.4.

(i) Si n =5 entonces

+4

]|
Il
(@]
Il
-y

e —3+43=40=14

(b) Definamos el producto de clases como sigue:

(246) n-m = n-m
Ejemplo 2.7.5.

(i) Si n =5 entonces

e2.4=8=3

e 3-43=-129=1
(ii) Sin = 12 entonces

e 2.4=

(0]
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o 3+43=-129=3
(3) Propiedades fundamentales en Z,,

Recordemos que las unidades de un anillo son los elementos que poseen inverso en
el anillo, en este caso, segin la notacién que hemos usado tenemos que:

(247) U(Zy,) = {u€Zy,|(Bq:q€Zy,) :uq=1}
Ejemplo 2.7.6.

e Si n = 5 entonces haciendo los calculos médulo 5:

(248) U(Zs) = Zs— {0}

e Si n = 8 entonces haciendo los calculos médulo &:

(ili) 5-5=25=1=5 € U(Zsg
(iv) 7-7=10=1=—7 € U(Zs
Luego,
(249) U(Zs) = {1,3,5,7}

De las relaciones (248) y (249) sigue que no todos los elementos no nulos del anillo de en-
teros moédulo n Z,, tienen inverso, més ain en Zg tenemos un comportamiento absolutamente
diferente a Zs, observen:

2:4=8=0 (y ambos son no nulos médulo 8)

Para resolver este punto podemos exhibir el siguiente teorema:

Teorema 2.7.7.

U(Z,) = {u€Zy](un)=1}

En efecto
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u € U(Zy) <~ (3q:qE€EZy):u-q=1
u-qg=1 <~ n|(ug—1)
n|(ug —1) <— (Fk:€Z):ug—1=kn
ug+ (=kn=1 <<= (u,n)=1
Corolario 2.7.8.
(250) Zy €s un cuerpo <= m es primo

2.8. Ejercicios Resueltos.

(1) Algunos criterios de divisibilidad.

Sea a € Z tal que su representaciéon en potencias de 10 es de la forma.

(251) a = agp+a;-10+ay-10>+a3-10° + -+ as - 10°

En (251) aplicamos congruencia médulo n y obtenemos lo siguiente:

(252) a = ag+a;-10+a3-10"+az-10" +---+ @, - 10 mod n

e Sean =3, como 10 =1 mod 3 entonces la férmula (252) se transforma en
a = a+tar+ataz+---+as mod 3

Por tanto tenemos el ” Criterio de divisibilidad por 3”

a es divisible por 3 <= (ap+ a1 + a2 + - -+ + as) es divisible por 3
Ejemplo 2.8.1.

4359999 es divisible por 3 pues (44+3+5+9+9+9+9) =48=3-16

e Sean =11, como 10 = (—1) mod 11 entonces

a = atar-(-1)+a- (1) +a3-(-1)>+-- +a5-(-1)° mod 11
= G-ar+az—az+---+a;-(—1)°
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Por tanto tenemos el ” Criterio de divisibilidad por 11”7

a es divisible por 11 si y solo si la suma alternada de sus coeficientes es divisible
por 11.

Ejemplo 2.8.2.
3443 es divisible por 11, pues (3 —4+4 —3 =0).

2.9. Ejercicios Propuestos.
(1) Determine criterios de divisibilidad para n = 2,5,7,9
(2) Determine si son reflejas, simétricas o transitivas las relaciones en Z:
e a~b<=(a,b)=1
e para n € Z fijo a ~ b <> (a,n) = (b,n)
(3) Determine las unidades de los anillos Zy; Zg; Zg; Z17
(4) Resuelva si es posible la ecuacién
e 4x =3 mod 4
e 3x+2=0 mod4
e 2x —1=7 mod 15
(5) Determine u € Zsy tal que todo elemento de U(Z34) es una potencia de u.
(6) Muestre que el cuadrado de cualquier entero sélo puede ser congruente a 0 o 1 médulo 4

(7) Use el ejercicio anterior para mostrar que si, 2 e y son enteros entonces 22 + y? sélo
puede ser congruente a 0, 1 o 2 médulo 4

(8) Use el ejercicio anterior para mostrar que, un entero de la forma 4n + 3, no puede ser
escrito como una suma de dos cuadrados de numeros enteros.
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