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Programa de Bachillerato. Universidad de Chile.

Sábado 28 de Mayo, 2011

Tiempo : 120 minutos .

Nombre:

Curso:

1. Sea f : R− {−1} −→ R− {1} definida por

f(x) =
x

x+ 1

(a) [3 puntos] Grafique f .

En particular por ser una función racional del tipo: f(x) = ax+b
cx+d , los

elementos importantes son: las aśıntotas verticales y horizontales, pun-
tos de interección con los ejes e indicar en que cuadrantes se ubican
las hipérbolas.

De acuerdo a esto tenemos:

Conjunto dominio: R− {−1},
f(x) = x

x+1 = x+1−1
x+1 = 1− 1

x+1 ,

Aśıntota vertical x = −d
c = −1,

Aśıntota horizontal x = a
c = 1,

Punto de Intersección con los ejes: x = 0, =⇒ f(0) = 0,

Observando que las aśıntotas dividen el plano en cuatro cuadrantes y
f(0) = 0, además como f(x) = x

x+1 = x+1−1
x+1 = 1 − 1

x+1 , para valores
de x mayores que −1 la curva está bajo la aśıntota horizontal y pa-
ra valores de x menores a −1 la curva está sobre la aśıntota horizontal.

Por lo tanto tenemos hipérbolas en el segundo y cuarto cuadrante.
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1 punto

Es aśı que la gráfica queda:

2 puntos

(b) [3 puntos] Demuestre que f(N) = {f(n) : n ∈ N} es un conjunto
acotado y encuentre su ı́nfimo y supremo. Demuestre su hallazgo

Solución:

Los elementos del conjunto son de la forma f(n) = n
n+1 = 1− 1

n+1 , con
n ∈ N = {1, 2, 3, ...}. Observando el gráfico anterior podemos estable-
cer que los elementos de dicho conjunto están acotados inferiormente
por: f(n = 1) = 1

2 y superiormente por 1 (ver aśıntota horizontal),
cuya conjetura hay que demostrarla.

Primero demostremos: 1
2 ≤ f(n) < 1.

En efecto:
Como n ∈ N tenemos

1 ≤ n < n+ 1 < n+ 2
Por transitividad se tiene: 1 ≤ n < n+ 2 |+ n
=⇒ n+ 1 ≤ 2n < 2n+ 2 | : 2(n+ 1) > 0
=⇒ 1

2 ≤
n
n+1 < 1 ,∀n ∈ N.

Por lo tanto el conjunto f(N) es acotado, luego posee Supremo e Infi-
mo.

1 punto
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Segundo demostremos que el valor I = 1
2 es el Infimo y el valor

S = 1 es el supremo del conjunto.

En efecto:

Definición. Diremos que I = 1
2 es el Infimo del conjunto:

Si ∀ ε > 0, existe f(n0) ∈ f(N) tal que f(n0) <
1
2 + ε.

Tomando n0 = 1 ∈ N y f(n0 = 1) = 1
2 , tenemos que 1

2 es el mı́nimo
del conjunto y la definición anterior se da por śı sola, es decir, 1

2 <
1
2+ε.

Por lo tanto el Infimo del conjunto es I = 1
2 .

1 punto

Definición. Diremos que S = 1 es el Supremo del conjunto:
”Si ∀ ε > 0, existe f(n0) ∈ f(N) tal que 1− ε < f(n0).

Por propiedad Arquimediana tenemos que ∀ ε > 0 existe un n0 ∈ N
tal que, ε > 1

n0
> 1

n0+1 , de tal manera que por transitividad:

1
n0+1 < ε | · (−1)

=⇒ −ε < −1
n0+1 |+ 1

=⇒ 1− ε < 1− 1
n0+1 ∈ f(N).

=⇒ S = 1 es el supremo del conjunto.

1 punto
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Nombre:

Curso:

2. Sea g : R −→ R definida por

g(x) =

{
1− x2 si x ≤ 0√
x+ 1 si x > 0

(a) [3 puntos] Demuestre que g es una función inyectiva.

Solución:

Sean x, y ∈ (−∞, 0] y supongamos que g(x) = g(y) entonces

1−x2 = 1−y2 ⇔ x2 = y2 ⇔ x2−y2 = 0⇔ (x−y)(x+y) = 0⇔ x−y = 0

puesto que x ≤ 0 e y ≤ 0.

1 punto.

Sean x, y ∈ (0,∞) y supongamos que g(x) = g(y) entonces
√
x+ 1 =

√
y + 1⇔

√
x =
√
y ⇔ x = y

puesto que x > 0 e y > 0.

1 punto.

Sean x ∈ (−∞, 0] e y ∈ (0,∞) entonces x 6= y lo que implica que
g(x) 6= g(y). En efecto x ≤ 0 implica que 1 − x2 ≤ 1 e y > 0 implica
que
√
y + 1 > 1.

1 punto.

Luego hemos demostrado que para todo x, y ∈ R, si g(x) = g(y) en-
tonces x = y. Por tanto g es una función inyectiva.

(b) [3 puntos] ¿Es g una función invertible?. En caso afirmativo, en-
cuentre g−1.

Solución:

Notemos que si x ∈ (−∞, 0] entonces g(x) ∈ (−∞, 1]. En efecto x ≤ 0
implica que x2 ≥ 0 entonces −x2 ≤ 0 y por tanto 1− x2 ≤ 1.
Si x ∈ (0,∞) entonces g(x) ∈ (1,+∞). En efecto x > 0 implica que√
x > 0 entonces

√
x+ 1 > 1.

Luego Im(g) = (−∞, 1] ∪ (1,+∞) = R, lo que equivale a decir que g
es una función sobreyectiva.
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1 punto.

Como g es inyectiva y sobreyectiva entonces g es biyectiva y por tanto
invertible.

1 punto.

Sea y = g(x) con x ∈ (−∞, 0] entonces y ≤ 1 y vemos que

y = 1− x2 ⇔ 1− y = x2 ⇔
√

1− y = x

Sea y = g(x) con x ∈ (0,+∞) entonces y > 1 y vemos que

y =
√
x+ 1⇔ y − 1 =

√
x⇔ (y − 1)2 = x

Por tanto

g−1(x) =

{ √
1− x si x ≤ 1

(x− 1)2 si x > 1

1 punto.
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Nombre:

Curso:

3. Considere las funciónes f : [−2, 2] −→ R definida por f(x) = 4 − x2

y g : R −→ R definida por g(x) =
[x

2

]
. Determine todos los valores

de x ∈ R para los cuales se puede bién definir (f ◦ g)(x) = f(g(x)) y
encuentre (f ◦ g)(x).
(Sugerencia: Grafique f y g.)

solución:
Gráfico de g (x)

1 punto

Del gráfico vemos que: por ejemplo si x = [−6,−4[ entonces
g(x) = −3.
O bien que si x = [0, 2[ entonces g(x) = 0.
Para comoponer, es necesario que Im(g) ⊂ [−2, 2] = Dom(f).

1 punto
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Esta restricción se cumple cuando x = [−4, 6[

1 punto

Aśı considerando una restricción del dominio de g se tiene

g : [−4, 6[→ [−2, 2]

x → g( x ) =
[
x
2

]
=


−2 , x ∈ [−4,−2[
−1 , x ∈ [−2, 0[
0 , x ∈ [0, 2[
1 , x ∈ [2, 4[
2 , x ∈ [4, 6[

1 punto

Cálculo de f ◦ g :

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(
[x

2

]
) = 4−

[x
2

]2

(fog)(x) =


4− (−2)2 si x ∈ [−4,−2] ,
4− (−1)2 si x ∈ [−2, 0[ ,

4− (0)2 si x ∈ [0, 2[ ,
4− (1)2 si x ∈ [2, 4[ ,
4− (2)2 si x ∈ [4, 6[ .

1 punto

De donde (f ◦ g) queda finalmente definida por :

(f ◦ g) : [−4, 6[→ R
x → (f ◦ g)(x)

(f ◦ g)(x) =


0 si x ∈ [−4,−2[∪[4, 6[,

3 si x ∈ [−2, 0[∪[2, 4],

4 si x ∈ [0, 2[.

1 punto
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Nombre:

Curso:

4. Considere el polinomio p(x) = 4x5 − 12x4 + 3x3 − 9x2 − x+ 3.

(a) [3 puntos] Demuestre que x2 + 1 es factor de p(x).

solución:
x2 + 1 es factor de p(x) si y solo si existe un polinomio h(x) tal que
p(x) = h(x)(x2 + 1), que es equivalente a: al dividir p(x) por (x2 + 1)
es resto es cero.

1 punto



4x5 − 12x4 + 3x3 − 9x2 − x+ 3 : x2 + 1 = 4x3 − 12x2 − x+ 3

−(4x5 + 4x3)

−12x4 − x3 − 9x2 − x+ 3

−(−12x4 − 12x2)

−x3 + 3x2 − x+ 3

−(−x3 − x)

3x2 + 3

−(3x2 + 3)

0

1 punto

Por lo tanto como p(x) = (x2+1)(4x3−12x2−x+3) entonces (x2+1)
es factor de p(x).

1 punto

(b) [3 puntos] Encuentre todas las ráıces reales del polinomio p(x).

solución:
Como p(x) = (x2 + 1)(4x3 − 12x2 − x + 3) tenemos que a es raiz de
p(x) si solo si a es raiz de (x2+1) o a es raiz de h(x) = 4x3−12x2−x+3.

a no puede ser raiz de x2 + 1 pues como x2 ≥ 0, para todo x ∈ R,
entonces x2 + 1 ≥ 1, para todo x ∈ R. Por lo tanto para todo a ∈ R se
cumple que a2 + 1 6= 0.

8



1 punto

Como los coeficientes del polinomio h(x) son enteros las posibles raices
racionales de h(x) serán a = m

n , donde m divide a 3 y n divide a 4.
Luego como los divisores de 3 son {±1,±3} y los divisores de 4 son
{±1,±2,±4}, tenemos que las posibles raices racionales de h(x) seŕıan:{

±1,±1

2
,±1

4
,±3,±3

2
,±3

4

}
0.5 puntos

Evaluamos :
h(1) = 7− 13 6= 0 entonces no es raiz.
h(−1) = 3− 12 + 1 + 3 6= 0 entonces no es raiz.
h
(
1
2

)
= 1

2 −
1
2 − 3 + 3 = 0

Luego 1
2 es raiz. Por el teorema del factor del polinomio x− 1

2 es factor
de h(x). Dividiendo se obtiene :

h(x) =

(
x− 1

2

)
(2x2 − 5x+ 3)

0.5 puntos

Ahora veamos si s(x) = 2x2−5x−3 tiene raices. Como4 = b2−4ac =
25 + 24 = 49 ≥ 0 el polinomio s(x) tiene raices reales.
Aśı s(x) = (x− 3)(2x+ 1), luego s(x) = 0 si solo si x = 3 o x = −1

2

0.5 puntos

Luego p(x) = (x2 + 1)h(x) = (x2 + 1)(2x − 1)(2x + 1)(x − 3) tiene 3
raices reales, ellas son

{
1
2 ,−

1
2 , 3
}

.

0.5 puntos
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Nombre:

Curso:

5. La temperatura en una oficina vaŕıa según la función

T (x) = 19 + 6 sen
(π

6
x− 2π

)
donde x representa el tiempo en horas pasada la media noche.
Grafique la función temperatura para x ∈ [0, 24] indicando en que ho-
ras se provocan las temperaturas máximas y mı́nimas.

Solución:
Podemos notar que:

La amplitud de la función es 6.

El peŕıodo es
2π
π
6

= 12

Diferencia de fase o traslación horizontal es −−2π
π
6

= 12

Traslación vertical 19.

1 punto

Con estos datos podemos ver que el gráfico de la función, en el inter-
valo [0, 24], es

3 puntos

Luego los máximos de la función son cuando x = 3 y x = 15
Los mı́nimos de la función son cuando x = 9 y x = 21

2 puntos
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