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Prélogo

El propésito de este libro sigue siendo, como en la primera edicién (en inglés), proporcionar a los
alumnos que inician sus estudios de cilculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo
detalle. Por sus caracteristicas serd asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingenieria
que necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoria y encontrar el modo de resolver
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicacién practica. Por otra parte, al figurar en esta edicion
demostraciones de los teoremas y deducciones de las férmulas de derivacion ¢ integracién, junto con
una amplia relacién de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto
para desarrollar un curso de calculo.

La disposicidn del libro es, en lineas generales, analoga a la de la edicion anterior. Cada capitulo
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los temas a tratar en él. Los ¢jemplos
ilustrativos y los problemas resueltos que figuran a continuacién se han seleccionado no solo con el objeto
de ampliar o completar la teoria, sino también con el de que el alumno adquiera practica en la formula-
cidn y resolucidn de problemas; para que éste pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales
y para que la ensefianza sea verdaderamente eficaz; para prevenirle ante las dificultades con que normal-
mente se tropieza el principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en el que el cilculo tiene
aplicacion. En la explicacién de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo-
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar el maximo partido de este libro, bien se
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida-
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo mas practico serd que
el alumno los vuelva a resolver €l solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta
forma no se encontraran grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos.

El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de
esta edicién se debe, solo en parte, a las adiciones resefiadas anteriormente. Otras innovaciones que me-
rece la pena destacar son el estudio mas completo del concepto de limite, de la continuidad de funciones
y de las series infinitas, asi como la introduccién mas extensa que se ha dado a los vectores en el plano
y en el espacio. ‘

Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones mas elementales de la integracién,
como son el calculo de areas, volumenes, etc., se pueda estudiar en orden de capitulos diferente al que
aqui aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es-
tudiados los seis primeros. Asi, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon-
traran pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades. ”

El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing
Company por su magnifica cooperacién.

FRANK AYRES, JR.
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Capitulo 1

Variables y funciones

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES esti formado por el de los nimeros racionales (enteros
positivos y negativos, cero y los fraccionarios de la forma a/b siendo a y 4 nimeros enteros) y el

de los niimeros irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo v/2 = 1,4142. ..
y = = 3,14159. .. que no se pyeden expresar como una relacion entre enteros).

El algebra de los numeros complejos no juegan aqui papel alguno y como no puede haber con-
fusion siempre que se hable de un nimero, se sobrentendera que se trata de un nimero real.

EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (|N|) de un niimero (real) N se define por:

[N| = N si N es cero o un niimero positivo,

|N| = —N si N es un nimero negativo.
Por ejemplo,

13 =1=3]=3, B=5]=|5=3=2,
x—al=x—asix2a y |x—al=a—xsix<a.

En general, si a y b son dos nlimeros cualesquiera,
—la| < a < |a]

hal
b

bl
b

la+ bl = |bL al; |abl = |a]"|b]; , b#0;

la +b| > |a| — 1bl; la—b| < |al + |b};
la + &| < |al + |bl; la—b| 2 la| — |b].

UNA ESCALA NUMERICA es una representaciéon grafica de los nimeros reales por medio de los puntos
de una recta. A cada nimero le corresponde un solo punto de la recta y reciprocamente. Por tanto,
los vocablos niimero y punto (en una escala numérica) se pueden utilizar indistintamente.

Para establecer una escala numérica sobre una recta hay que efectuar las siguientes operaciones:
(i) tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignandole el 0), (ii) elegir un sentido positivo
(se indica por medio de una flecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar el punto 41
a una distancia del 0 igual a dicha unidad. Los nimeros (puntos) N y —N estan a ambos lados
de 0 y a |N| unidades de él.

L [ L i i L i 4 [l
L)

1 I3
1 L) L) L) L] 1 T
-4 -8 ~5/2 -2 —8/2 -1 0 12 1 2 2

[ X of



2 VARIABLES Y FUNCIONES [CAP. 1

Si a y b son dos nimeros diferentes, g < b significa que a esté situado a la izquierda de b en la
escala, mientras que @ > b quiere decir que a estd a la derecha de b.

El segmento dirigido de @ a b viene representado por b — a, siendo negativo si @ > b y posi-
tivo si @ < b. En cualquiera de estos casos, b estd a una distancia de a igual a |b — a| = |[a — b]|.

INTERVALQS FINITOS. Sean a y b dos numeros tales que @ < b. El conjunto de todos los nimeros x
comprendidos entre a y b recibe el nombre de intervalo abierto de a a b y se escribe a < x < b.
Los puntos a y b reciben el nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene
a sus extremos. - g

El intervalo abierto @ < x < b junto con sus extremos @ y b recibe ¢l nombre de intervalo ce-
rrado de @ a b y se escribe a < x < b.

—C- ) —@- —-
ac b a b
intervalo abierto: a <z < b intervalo cerrado: a <z =}

INTERVALOS INFINITOS. Sea a un niimero cualquiera. El conjunto de todos los niimeros x tales que
x < a recibe el nombre de intervalo infinito. Otros intervalos infinitos son los definidos por x < aq,
xX>ayxz>a.

(Ver Problemas 1-2.)

CONSTANTE Y VARIABLE. En la definicién del intervalo a < x < b:
(i) cada uno de los simbolos a y b representan un solo nimero que se denomina una constante.

(ii) el simbolo x representa un nimero cualquiera del conjunto de niimeros y se denomina va-
riable.

El campo de variacidn de una variable es otra caracteristica del conjunto de nimeros que ella
representa. Por ejemplo:

(1) si x es un libro de un conjunto formado por diez volimenes, el campo de variacién de x es
el conjunto formado por los nimeros enteros 1, 2, 3, .. ., 10.

(2) Si x es un dia del mes de julio, su campo de variacién estara formado por el conjunto de ni-
meros 1, 2, 3,..., 31

(3) Si x es la cantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depésito lleno de diez litros,
su campo de variacién es el intervalo 0 < x < 10.

LAS DESIGUALDADES, como por ejemplo 2x —3 > 0 y x? — 5x — 24 < 0, también definen inter-
valos sobre una escala numérica.

Ejemplo 1: Resolver la desigualdad (@) 2x —3 > 0, (&) x? —5x—24 < 0.

(@) Se resuelve 2x — 3 = 0 y se obtiene x = 3/2; consideramos los intervalos x < 3/2 y x > 3/2. Para un valor
cualquiera de x del intervalo x < 3/2, tal como x = 0, se verifica 2x — 3 < 0; para un valor cualquiera de x del
intervalo x > 3/2 tal como x == 3, se verifica 2x — 3 > 0. Por tanto, 2x — 3 > 0 para todo valor de x perte-
neciente al intervalo x > 3/2.

(b) Se resuelve x* — S5x— 24 =(x + 3)(x—8) =0 y se obtiene x = —3 y x = 8; consideremos los intervalos
x < —3,—3 <x <8, x>8 Ahora bien x* — 5x — 24 > 0 para todos los valores de x pertenecientes a los
intervalos x < —3 y x > 8. Por otra parte x* — 5x — 24 < 0 para los valores del intervalo —3 < x < 8.
Por tanto, x* — 5x — 24 < 0 en el intervalo —3 < x < 8,

(Ver Problema 3.)
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FUNCION DE UNA VARIABLE. Se dice que una variable y es funcidn de otra x, cuando ambas estan
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variacion le corresponde
un valor de y. La variable y, cuyo valor depende del que tome x, recibe el nombre de variable de-
pendiente, mientras que x es una variable independiente. La relacion que liga a la funcién con la
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por ej., una tabla de logaritmos), una
grafica 0 una ecuacion,

Ejemplo 2:

La ecuacion x* — y = 10, siendo x la variable independiente, asigna un valor a y para cada valor que se dé a x.
La funcion definida es y = x2 — 10. La misma ecuacion, tomando a y como variable independiente, hace correspon-

der dos valores de x con cada uno de los que se den a y. Por tanto, se pueden definir dos funcionesde y: x = 4/10+ y

yx=—4/10+ .

Algunos autores definen a y como funcion de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su
campo de variacion, le corresponde uno o mas valores de y. Asi, pues, en el Ejemplo 2, y es una
funcion uniforme de x, mientras que x es una funcidon multiforme de y. Sin embargo, en el Calculo,
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o mas funciones uniformes.

Por ello, la definicién que hemos dado de funcién lleva implicita esta propiedad de uniformidad.

El simbolo f{x) se lee «funcién de x» o bien f de x, pero nunca «f veces x». Si €n un mismo
problema intervienen otras funciones de x se emplearan letras diferentes para denominarlas: g(x),
h(x), F(x), 8(x), . .. ’

Para poder estudiar una funciéon y = f(x) se necesita siempre conocer ¢l campo de variacion
de la variable independiente, que también recibe el nombre de dominio de definicion de la funcion.

Ejemplo 3:

(@) Lafunciénf(x) = 18x — 3x* estd definida para todo valor de x;
es decir, que siempre que x sea un numero real, 18x — 3x* tam-
- bién lo es. Por consiguiente el campo de variacién de x o domi-
nio de definicién de la funcién esta formado por el conjunto de

los nimeros reales.

(b) Si el area de un rectingulo determinado viene dada por
y = 18x — 3x?, siendo x uno de sus lados, tanto x como
18x — 3x? deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del
Problema 3 (@) se deduce que el dominio de definicién es el
intervalo 0 < x < 6.

(¢) El dominio de definicion de la funcién y = x? — 10 del Ejem-
plo 2 es el conjunto de los numeros reales. En las funciones - x
x=4/10 + yy x = —4/10 + y es necesario que 10 + y > 0; o
por tanto, el dominio de definicion de cada una de ellas es )
y = —10. Fig. 1-1

Se dice que una funcién f(x) esta definida er un intervalo, cuando lo esta en un punto cualquiera
de dicho intervalo. .

Si f(x) es una funcién de x y a es un valor de su dominio de definicidn, la expresion f{a) significa
el valor numérico obtenido al sustituir x pcr a en f(x) o sea el valor que toma f(x) cuando x = a.

Ejemplo 4: Sif(x) = x* —4x + 2, tendremos

D) =P —4D+2=1—4+2=-—1,
f(—2)=(—2)—4(—-2)+2=—8+8+2=2,
fl@@ = a®*—4da + 2, etc.

(Ver Problemas 4-13.)
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UNA SUCESION INFINITA es una funcién de una variable (representada normalmente por n) cuyo

campo de variacion esta formado por €l conjunto de los nimeros enteros positivos. Por ejemplo,

., 1 . .
cuando n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, .. ., la funcién T da lugar a la sucesién de térmi-

+ 1
nos }, 3, 1, 4, . .. La sucesidn se denomina infinita para indicar que no tiene dltimo término.

El término T de Ia sucesidn anterior recibe el nombre de término general o término enésimo.
Una sucesion se representa por su término general encerrado entre llaves TIT o bien indican-
e 1
do algunos de los términos que la componen, 4, 4, 4, %, .. ., e
n+ (Ver problemas 14-15).

Problemas resueltos

1. Enunciar y dibujar los intervalos: (@) —3 <x <35, (M) 2<x<6,(c) 4 <x<0,(d)x>5()x<2

(a) Todos los nimeros mayores que —3 y menores que 5. ?‘F ‘,45;
(b)) Todos los niimeros igual o mayor que 2 e igual o menor que 6. * R
(¢) Todos los nimeros mayores que —4 ¢ igual o menor que 0. _C>4 .o

Este intervalo finito que contiene a uno de sus extremos, recibe el nombre de intervalo serniabierro.

(d) Todos los nimeros mayores gque 3. O
5

(e) Todos los nimeros igual o menor que 2. g

2. Enunciar y dibujar los intervalos:

@ x| <2; b} xI >3; @ Ix—3I<1; d|Ix—2<86>0, (@0< [x+31<4, >0

(a) Intervalo abierto —2 < x < 2. ci_ ﬁfﬁ
(b) Dos intervalos infinitos: x < —3 y x > 3. _"; ‘?

(¢) Intervalo abierto que contiene al punto 3. Para hallar los extremos hacemos x —3 =1, con lo cual, x =4 y
3 —x =1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que |x — 3{ = x—3 6 3 — x segun el valor de x.) Los
extremos son 2 y 4 y el intervalo es el 2 < x < 4. Obsérvese que el intervalo estd formado por todos los puntos

cuya distancia a 3 sea menor que 1.

o]

H—
4

(d) Siendo é un numero positivo dado, el intervalo 2 —Jd < x < 2 + & estd formado por todos los puntos cuya dis~

tancia a 2 sea menor que 6. Fste intervalo es un enrorno del punto 2,

(¢) La desigualdad |x + 3] < 4 define el intervalo —3 — & < x < —3 + J que contiene al punto —3. La condicion
0 < |x + 3| implica que x# —3. Por tanto, el campo de variacion de x estd formado por los dos intervalos abier-
tos —3 —d <x< —3y—3 <x< —3+d. Los dos intervalos constituyen el entorno reducido del punto —3.
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3.

4.

9'

Resolver las desigualdades: (a) 18x —3x* >0, (B) (x+ N (x—2)(x—4) <0, () (x + H}(x—3) > 0.

(@) De la igualdad 18x — 3x* = 3x(6 — x) = 0, se deduce, x = 0 y x = 6; a continuacién, s¢ determina el signo
de 18x — 3x? para los valores de x pertenecientes a los intervalos x << 0, 0 < x << 6 y x > 6. La desigualdad se
verifica para los valores de x comprendidos en el intervalo 0 < x < 6.

(6) Una vez determinado el signo de (x 4+ 3) (x — 2)(x — 4) en cada uno de los intervalos x < —3, —3 < x < 2,

2<x<4yx>4,sellega a la conclusiéon de que la desigualdad se satisface para todos los valores de x de los
intervalos x < —3y 2 <x <4

(¢) Los intervalos que se deben estudiar son x < —1, —1 < x < 3 y x > 3. La desigualdad se cumple para x > 3.
Obsérvese que como (x + 1)* > 0 para todos los valores de x, no es preciso tenerlo en cuenta. ;Se podria decir
lo mismo del factor (x + 1)3?

Dadaf(x) — <=L hallar f(0), f(—1), f2a), f(1/2), fx + h).

x4+ 2
0—1 1 —1—1 2 2a—1
fO=%575=—7 V=757 =73 /=G
o x—1 x—x _ x+th—1 = x+h—1
SO =y = tame fOtP = Gy T i g 2
Sif(x) = 27, demostrar que (a) f(x + 3) —f(x—l)————lzif(x) y (b)ﬁ;ii—))- rjf(4).

@fix+ ) —fx— =202 = 2@ —h = 2r0 GLEEY T 2w,

Si f(x) = log, 1/x, demostrar que (a) f(a®) = —3 y (&) fla™'*) = 1/z.

(a) f(@®) = log, 1/a® = log, a=% = —3 (b) f(a~*) = log, 1/a~'* = log, a'* = 1/z.

Si f(x) =log, x y F(2) = a*, demostrar que F(f(x)) = f(F(x)).
F(f(x)) = F(log, x) = a"%* = x = log, a* = f(a*) = f(F(x)).

Determinar el campo de variacién de la variable independiente x en las funciones siguientes:

@y=VI—F, B y=VA—16 @y = —1u, @ y= 1, € y=

_x —
x—2’ x4 4°

(@) Como y debe ser real, 4 — x3 > 0! 0 sea, x* < 4; el campo de variacién de x es el intervalo —2 < x < 2 o bien
|x| < 2. Es decir, f(x) = v/ 4 — x® estd definida en el intervalo —2 < x < 2 y solo en él.

(b) En este caso x? — 16 > 0 o bien x* > 16; el campo de variaciéon de x estd formado por los intervalos x < —4
y x = 4, o bien |x] > 4,

(¢) La funcién estd definida para todos los valores de x excepto para x = 2. El campo de variacién de x se puede
expresar por x < 2, x > 2 o por x # 2,

(d) La funcién estd definida para x # +3. -

(e) Como x®* + 4 5 0 para todo valor de x, el campo de variacién de x es el conjunto de los nimeros reales.

Representar graficamente las funciones definidas por:

f(x) =35 cuando0 < x <1 fix) =10cuando 1 <x <2
f(x)=15cuando 2 < x < 3 f(x) =20cuando3 <x <4 etc.

Determinar los campos de variacion de x y de y = f(x).
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Fig. 1-2

[CAP. 1

La funcién f (x)'representa el coste (en unidades arbitrarias) de la franquicia de correos por el interior para el envio
de un peso x {en unidades arbitrarias). El campo de variacion de x es el intervalo x > 0y el de y = f(x), es el conjunto

formado por los nimeros S, 10, 15, 20, ...

Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2 000 m de alambrada. Si una de las dimensiones es x m, expresar

el 4rea, y (m?), en funcién de x. Determinar el campo de variacién de x.
Como una de las dimensiones es x, la otra serda (2 000 — 2x) = 1 000 — x.
El 4rea es y = x(1 000 — x) y el campo de variacién de x es 0 < x < 1 000,

Expresar la longitud / de una cuerda de una circunferencia de 8 cm de radio en
funcién de su distancia x cm al centro de la misma. Determinar el campo de
variacién de x.

De la Fig. 1-3 se deduce, #/ =4/ 64— xy I = 24/ 64 — x'.

El campo de variacion de x es el intervalo 0 < x < 8.

En cada uno de los vértices de una placa cuadrada de estaiio de 12 cm de lado,
se cortan pequeilos cuadrados de x cm de lado, dobiandose a continuacién los
bordes hacia arriba para formar una caja abierta. Expresar ¢l volumen ¥ (cm?®
en funcién de x y determinar el campo de variacién de cada una de las variables.

La base de la caja es un cuadrado de (12 — 2x) cm de lado y su altura es
de x cm. El volumen, V = x(12 — 2x)* = 4x(6 — x)*. El campo de variaciéon de x
es elintervalo 0 < x < 6.

A medida que aumenta x, dentro de su campo de variacién, también lo
hace ¥ hasta un determinado valor para luego disminuir. As{ pues, de todas las
cajas que se pueden construir hay una, M, de volumen méaximo. Para deter-
minar M es preciso conocer el valor de x para el cual ¥ comienza a disminuir.
Este problema se resolverd en un capitulo posterior.

Si f(x) = x* + 2x, hallar e interpretar el resultado.

fa+ k) —fla)
h

fla+h—f@ _ Ka+h + 2a+ h)]—(a" + 29)
h o h

20+ 2+ h

Sobre el grifico de la funcién (Fig. lfS) situamos los puntos P y Q cuyas
abscisas respectivas son @y {a + A). La ordenada de Pesf(a) ylade Qesf(a + A).
Por tanto,

diferencia de ordenadas
diferencia de abscisas

f@a+hH—f@ _
h

= pendiente de PQ

3
z
Fig.1-3
P I
| [
| !
[ I
I |
| = |
| |
(v H_I'__
Fig. 1-4
Y

‘Qla+h, flat+h)) 4

/4

[~ /(a+h) — f(a)

P(a, I(a))%

h——

Fig. 1-5

z
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14. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:

! - 1. 1 1
(a) % 1 2 ; Tendremos s, = 1 — 35+ Portanto 5, = | —5T =5

1 3

S’=l—~——=—4—, .*_53:]———-—1—:5

22 2:3 6’ :

s.=l—-—l :%

2-4
y §s = 9/10. Los términos pedidos son 1/2, 3/4, 5/6, /8, 9/10.
' 1

) g(—l)"“rl 3"1—_]€ Tendremos s, = (—1)* T < 172,
53 = (—1)3 3—2]_—1 = —]1/5, 5, = (—l)‘TTl-_—_-—l— = 1/8,

s¢ = —1/11, 5, =1/14. Los términos pedidos son 1/2, —1/5, 1/8, —1/11, 1/14,

2n .
() ; T7 ; Los términos son 1, 4/5, 3/5, 8/17, 5/13.

. 1 —2 3 —4 s
d ___] " +1 n . t
@ 3‘ P M E DGy | Losteminosson ooe o T3 Te 67

(¢} {}{(—D" + 11}. Los términosson 0, 1,0, 1, 0.

15. Escribir el término general de cada una de las siguientes sucesiones:

@ 1,—1/3, 15 1/7,1/9,...

Los términos son los reciprocos de los nimeros impares positivos. El término general es 2 1 i
®) 1,—1/2,1/3, —1/4, 1/, ...

Prescindiendo del signo, se trata de los reciprocos de los enteros positivos. El término general es
1 1
» 41 " —1
1) - ° -1 "

© 1,1/4,1/9, 1/16,1/25,....
Los términos son los reciprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El término general es 1/n®,

1'3:5...(2n—1)
2-4+6...(2n)

1 t-3 1-3-5 1-3-5-7

@ 5543463468 " El término general es

(e) 1/2, —4/9, 9/28, —16/65, . ...
Sin tener en cuenta el signo, los numeradores son los cuadrados de los enteros positivos, y los denominadores son
"l
n+1’

los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. El término general es (—1)**!

16. Demostrar que si a y b son dos nimeros cualesquiera, [a + b] < |a| + }b|.

Consideremos los siguientes casos: (a) a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (c) a y b uno positivo y otro
negativo.

(@) Como |a| = a, |b]| = b, Yy a + b es cero o un nlimero positivo, tendremos

la + bl =a+b=lal + b

(b) Como |g] = —a, |b] = —b, y a + b es negativo, tendremos
@+ bl = —(a+ b) =-—a+ (—b) = |a] + |b]
. ... ~
(¢) Supongamosa >0yb < 0; entonces [a| =ay |b] = —b.

Si [a| > |bl,entonces Ja + bl =a -+ b <a—b = |a| + |b|.
.~ Si |al < |bl|, entonces la + b| = —a—b <a—b = |a} + |b].
Si |a| = [b], entonces (@ + b| =0 < |a] + |b].

Portanto:sia>0yb<Oosia<0yb>0,entonces @ + b] < lal + |b].
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Problemas propuestos

. Representar cada uno de los intervalos siguientes:

(@ —5<x<0 () —2<x<3 () Ix}<3 @ Ix—2|<t DO0<|x—2I<] K) Ix—2/21

®» x<0 d x=1 M xI=25 W Ix+3/>1 (o< x+3 <}
. Si f(x) = x*—4x + 6, hallar (a) £(0), (b) f(3), (©) f(—D). Sol. (@) 6, (b) 3, (c) 18
Probar que f(}) =f(7/2) y fQ—h) =fQ2 + h).
- Sif(x) = :—:i hallar (a) f(0), (6) f(1), (c) f(—2). Sol. (@) —1, ) 0, (¢) 3

Probar que f(1/x) = —f(x) y f(—1/x) = —1/f(x).
. Si f(x) = x* —x, demostrar que f(x + 1) = f(—x).

. Si f(x) = 1/x, demostrar que f(@) —f(b) =f (b iba .

. Si y =f(x) = (5x + 3)/(4x — 5), demostrar que x = f(»).

. Determinar el dominio de definicion de cada una de las funciones siguientes:

S = Vi—1 - 2 - #—1
(a) II =z +4 (C) y - x 4 (e) v = (x_z)(x'f‘l) (g) ¥y = x’+l

_ 3 _ _z _ 1 _ z
(b) ¥y = Va'+d @ v =713 N v= 0 () ?—\)2_3-

Sol. (a), (b),(g) todos los valoresde x; (0) |x| = 2; @Wx#—3; )x*—1,2; () —3<x<I; ANH0<x < 2

fla+ h—fla

5 para a #2, a+ h #2; (b f(x)=‘\/x—4 para

. Hallar ,siendo: (a@) f(x) =

1
x—2
azd, a+h=4; ©f =x—:_T para a # —1, a + h # —1.

@ 1 ®) - (0) :
(a—2)a+h-2)’ Va+h—4 + Va—-4' (a+1fa+h+1)

Sol.

. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las sucesiones.

@ {1+,1:} @ @+@-Da) (o { \/11—"} ® {(—n-“;—f}
®) {m} @ (Ve () {—V"n“} *) { 3‘.2;‘.’.’1}

Sol. (a) 2, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5 (e) 1/v2, 2/v/5, 3//10, 4/V17, 5/V/26
(b) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20, 1/30 () V2, 3V3, 2/3, 15, Ve/s
(¢) a,a+d, a+2d, a+3d, a+dd (9) 1, —1/2, 2/9, —3/32, 24/625
(d) a, —ar, ar®, —ar®, art 2 2 2¢ 72T 7.2

" ) . W3 3E 3 e 3
. Escribir el término general de cada una de las sucesiones.

(@ 1/2,2/3, 3/4, 4/5, 5/6, . .. (d) 1/53, 3/58, 5/57, 7/5%, 9/51, ...
b) 1/2,—1/6,1/12, —1/20, 1/30, . .. (e) 1/2',—1/41,1/6!, —1/8!,1/10, ...
© 1/2,1/12, 1/30, 1/56, 1/90, . ..

n | 1 2n—1 P |
Sol. (a) 'n_+1' (b) (_1) n+n’ (c) (2,"__1)2"; (d) pint1l 0’ (e)( 1) (2n)!

. «Siempre que |x — 4| < 1, [f(x)] > 1» significa: «siempre que x esté comprendido entre 3 y §, f(x) es menor que —1,
o bien mayor que + 1». Interpretar las siguientes expresiones:

(a) Siempre que [x — 1] < 2, f(x) < 10. (¢) Siempreque 0 < |x—6] < 1, f(x) > 0.

(b) Siempre que |x — 5] <2, f(x) > 0. (d) Siempre que |x — 3| < 2, If(x)—9| < 4.

. Dibujar la funcién y = f(x) = 6x — x* y determinar cual de las expresiones (@) — (d) del Problema 27 son verdaderas
o falsas. Sol. (b) es falsa.

. Demostrar que, siendo a y b dos numeros cualesquiera: |@a X b = b & al; |ab| = |al - |b]; la/bl = lai | |bl, b # 0;
la + bl = lal —1bl; la—b| < |a] + |bl; la — b = |a] — |b].



Capitulo

Limites

LIMITE DE UNA SUCESION. Si se sitiian sobre una escala numérica los puntos correspondientes a los
términos de la sucesion

1, 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, ..., 2—1/n, ... 0)]

se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesién cuya
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por pequefia que sea. Por ejemplo, el pun-

]— 7/4
E 9/6

-t
P
.
-
-

— 1
t T
0

i
1 2 68

[~
(-]

to 2001/1 001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/1 000; el punto 20 000 001/
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10 000000, y asi sucesiva-
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que el limite de la sucesion es 2.

Si x es una variable cuyo campo de variacién es la sucesién () se dice que x se aproxima al
Iimite 2, o bien que x tiende a 2, y se representa por x— 2.

La sucesidn (/) no contiene a su limite 2. Sin embargo, 1a sucesiéon 1, 1/2, 1, 3/4, 1, 5/6, 1, ...,
en la que todos los términos impares son iguales a 1, tiene por limite 1. Por tanto, una sucesion
puede o no contener a su propio limite. Sin embargo, como se veri mis adelante, decir que x— a
implica x # a, esto es, se sobrentenderd que cualquier sucesion dada no contiene a su limite como
término.

LIMITE DE UNA FUNCION. Si x— 2 segin la sucesion (1), f(x) = x®— 4 segin la sucesién 1, 9/4
25/9, 49/16, .. .,(2— 1/n)%, ... Ahora bien, si x — 2 seglin la sucesién

2,1; 2,01; 2,001; 2,0001; ...; 2 + 1/10%; ... )

x2— 4 segln la sucesion 4,41; 4,0401; 4,004001; ..., (2 + 1/107)2; ... Parece razonable esperar
que x? tiende a 4 siempre que x tienda a 2. En estas condiciones s¢ establece que «el limite de x®
cuando x tiende a 2 es igual a 4», y se representa por el simbolismo lim x? = 4.

x-2

(Ver Problemas 1-2.)

LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando x— 2 segun la sucesion (J), cada
término es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda, y se repre-
senta por x— 2-. Andlogamente, cuando x— 2 segin la sucesidn (2), cada término es siempre
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derecha y se representa por x— 2+. Es evi-
dente que la existencia del lim f(x) implica la del limite por la izquierda lim f(x) y la del limite

x—ra”

por la derecha lim f(x), y que-’ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del limite por la derecha

x-rat

(izquierda) no implica necesariamente la existencia del limite por la izquierda (derecha).

9
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Ejemplo 1:
Sea la funcion f(x) = /9 — x. El dominio de definicién es el intervalo —3 < x < 3. Si @ s un ntimero cual-
quiera del intervalo abierto —3 < x < 3, lim v/ 9 — x® existe y es igual a 4/ 9 — g*, Considérese ahora que a = 3.

x—>a
Si x tiende a 3 por la izquierda, lim 4/ 9 — x® = 0, y si x tiende a 3 por la derecha, lim 4/ 9 — x* no existe, pues-
X—r3- x—r+
to que para x > 3, v/ 9 — x? es un nimero imaginario. Por tanto, no existe lim 4/ 9 — xt,
x—r8
Analogamente, lim v/ 9 — x? existe y es igual a 0; sin embargo, no existen ni lim 4/ 9 — x* ni lim 4/ 9 — x%.
x>+ X x—>-3

>

TEOREMAS SOBRE LIMITES.

| 8 Si f(x) == ¢, constante, tendremos lim f(x) = c.

X=vad

Si lim f(x) = A y lim g(x) = B, resulta:

—a x->a

II. lim k- f(x) = kA, siendo k una constante.

x-a

II1. ll_{n [f(x)xg(x)] = limf(z) = limg(x) = A %= B.
IV. 11‘13‘1 [f(x)-9(x)] = li_p:f(:v)ﬂimg(:c) = A-B.

M B lxi_l?:f(x) A

lim = E=e a .
V. T Iim 9(z) 7 » siempre que B # 0.
. vI lim V’l fx) = *[ lim fx) = VZ, siempre que VZ sea un numero real.
INFINITO. Sea el campo de variacion de la variable x la sucesién s;, 55, $3, Sq, - .+ - Sns - . . En estas con-

diciones se establece:

(i) x tiende a mds infinito [x > -+-00] si a partir de un determinado término, éste y todos los que
le siguen, son mayores que cualquier nimero positivo dado, por grande que éste sea. Por
¢jemplo, x— + oo en la sucesion 1, 2, 3, 4, ...

(i) x tiende a menos infinito [x > — oo] si a partir de un determinado término, éste y todos los
que le siguen son menores que cualquier nimero negativo dado, por pequeiio que éste sea.
Por ejemplo, x - — oo en la sucesion —2, —4, —6, —8, ...

(iii) x tiende a infinito [x - oo] si |x| > + oo, esto es, x> + oo, 0 bien, x > — oo.

Se dice que una funcidn f(x) tiende a mds infinito cuando x — a, [lim f(x) = + oow, si cuando x

xX—+a _
. se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en
adelante, superior a un numero positivo dado, por grande que éste sca.

Se dice que una funcidn f(x) tiende a menos infinito cuando x - a, llim f(x) =— 001 si cuando x

Xx—ra .
se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade-
lante, inferior a un nimero negativo dado, por pequeiio que éste sea.

Xx—ra x—a

Se dice que una funcidn f(x) tiende a infinito cuando x — a, [lim fix) = oo], si lim f(x) = 4 o0
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Ejemplo 2:

(a) Cuando x — 2 segun la sucesibn (1), f(x) = —% + co segin la sucesion 1,2, 3, 4, - - - En general, si
x =2, = + ooyseescr,ibe,ﬂr'l_ = + oo,

(b) Cuaqdo x — 2 segun la sucesién (2), f(x) = > i i oo segun la sucesién --10, -—100, —1 000, —10000, - - -
En general, si x —» 2+, 2_l_x — — oo y se escribe ,IT:', =5 =

1
2—x

(¢) Cuando x — 2 segin (7) y (2), | f(x)| = ’ ' — 4 o0 y se es¢ribe lim L 5=

g X —

Nota. Los simbolos + oo, —o0, oo no deben considerarse como nugvos nameros a afiadir al
conjunto de los nimeros reales, sino que se utilizan para indicar un cierto comportamiento de' una
variable o de una funciéon. Cuando una variable o el valor de una funcién aumenta constantemente
sin llegar a alcanzar nunca un determinado valor M el limite de dicha variable o funcidn sera M
o un nimero inferior a él. Cuando no existe tal nimero M, se dice que la variable o funcién tiende
a infinito. En este ultimo caso no existe limite; la designacion de limite se sigue empleando solo por
conveniencia.

(Ver Problemas 3-12.)

LA DEFINICION lim f(x) = A se ha establecido estudiando el comportamiento de f(x) cuando x—+a

xX—>a
segun varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que f(x)— A, por lo que se puede pensar que
a este mismo resultado se habria llegado (sin comprobar) para todas las sucesiones que tengan
por limite a. Ahora bien, cuando x-» a segin cada una de las sucesiones quiere decir que el valor
de x se aproxima a a. La nocion fundamental del concepto de limite es la de que siempre que x se
aproxime a q, sin llegar nunca a alcanzar este valor, f(x) se aproxima a A. Este hecho se puede esta-
blecer en términos mas precisos, en la forma siguiente:

A. lim f(x) = A si dado un nimero positivo ¢ tan pequefio como se quiera, existe otro nimero
x—ra
positivo & tal que cuando 0 < [x — a| < & se verifica |f(x) — 4| < e.
Estas dos desigualdades establecen los intervalos:

To 2 f(xd
_— Ot -O— e —t —0—— f(x)
a—38 a at+s A—¢ A A+
) Fig. 2-1 (iv

De aqui resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de limite: fijado el nimero ¢ [con
lo cual queda definido el intervalo (ii)], se puede encontrar un namero 4 [y determinar el intervalo (i),]
de forma que, siempre que x # a en el intervalo (i), por ejemplo x,, f(x) esté contenido en el in-
tervalo (ii).

Ejemplo 3:
Utilizando la definicion de timite, demostrar que lim (x* + 3x) = 10.
e

. Elegido un valor de ¢, se debe encontrar un & > 0 de forma que, siempre que 0 < |x — 2| < 6, se veriﬁql_xe,
| (x® 4+ 3x) — 10 | < e. Observemos que si 0 < |]x — 2| < 4 < 1, también se verificard |x — 2|* < A para cualquier
valor positivo de n. Por tanto,

G+ 3 —10| = |[(x—2+Tx—21 € x—2*+71x—2] < 24+72 = 84

Ahora bien, para que 81 < ¢ basta con que 1 < ¢/8. Por consiguiente, dado ¢l niimero ¢, se puede encontrar un §,
menor que ¢/8, que satisface la condicidn de limite.
(Ver Problemas 13-14.)

OTROS TIPOS DE LIMITES.
B. lim f(x) = oo si dado un nimero positivo M, tan grande como se quiera, existe otro & tal que,
para 0< |x — a| < & se verifica | f(x)| > M.
Cuando f(x) > M, lim f(x) = + oo; si f(x) < —M, lim f{x) = —oc.

X-+gq Xx—>g
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C. lim f(x) = A si dado un nimero positivo €, tan pequerio como se quiera, existe un nimero
X :
positivo M tal que, para |x| > M, se verifica |f(x) — 4| < e.

D. lim f(x) = oo si dado un nimero positivo M, tan grande como se quiera, existe un numero
X«—

positivo P tal que, para |x| > P, se verifica |f(x)| > M.
(Ver Problema 15.)

Cuando existen los limites, lim f(x) y lim g(x), son validos todos los teoremas de este capitulo.

X—r 0 Xx—= 0
Sin embargo, estos teoremas no se pueden aplicar cuando lim f{x) = oo y lim g(x) = co 0 cuando
X—a X—>a

lim f{(x) = oo y lim g(x) = oo. Por ejemplo, lim l_x? = oo y lim = — oo, pero lim
x—>m x> 0 x—>1 - x—=>1 - x—»1

I )/» ! = lim x(1 + x) = 2. Igualmente, Iim (x? 4+ 5) = + ooy lim (2— x®) = —o0

I —xf1—x? x—>1 x—++ @ xX—++®
pero lim {{(x* +5) +2—x?)} = lim 7=17.
X400 X480
Problemas resueltos
Calcular el limite de las sucesiones siguientes:
@ 1,1/2,1/3,1/4, 1/s, ... (¢) 2,5/2,8/3, 11/4, 14/5, ... (e) 1/2,1/4,1/8,1/16, 1/32,...
by 1,1/4,1/9,1/16, 1/25, ... @ 5,4,11/3,7/2,17/5, ... ) 0,9;0,99;0,999; 0,9999; 0,99999;.

(@) El término general es 1/n. A medida que » toma los valores 1, 2, 3, 4 ..., va disminuyendo 1/n pero conservandose
siempre positivo, El limite es 0.

(b) El término general es (1/n)2; el limite es 0.

(c) El término general es 3 — 1/n; el limite es 3,

(d) El término general es 3 + 2/n; el limite es 3.

(e) El término general es 1/2*; como en (a), el limite es 0.
(f) El término generales 1 — 1/10"; el limite es 1.

Calcular ¢l limite de y = x + 2, siendo x los términos de cada una de las sucesiones del Problema 1.

(a) y — 2 segln la sucesién 3, §/2, 7/3, 9/4, 11/5, ..., 2 + 1/n, .

(b) y — 2 segin la sucesién 3, 9/4, 19/9, 33/16, 51/25, ..., 2 + 1/nt, ...
(¢} y — 5segun la sucesién 4, 9/2, 14/3, 19/4, 24/5, ..., 5 — 1/n, ...

(d) y — 5segln la sucesién 7, 6, 17/3, 1172, 27/5, ..., 5 + 2/n, ...

(¢) y — 2 segin la sucesion 5/2, 9/4, 17/8, 33/16, 65/32, ...,2 + 1/2, ...

(f) y — 3 segun la sucesion 2,9; 2,99; 2,999; 2,9999; ...; 3 — 1

I—O";.-.
Calcular:
(a) 11m5x-511mx:5-2:10 -2 lim (x — 2) 1
T (d) lim % = ]’_'” 5 = %
Taypd
() lim (22 +3) = 2limz + lim 3 lim (x+2)
T - Ty 2 2.2
x*—4 4—4
= 2243 =1 (@ lim w3y = 34 = O
() lim (2 —42+1) = 4-8+4+1 = -3 ) 1in}\ﬁzm = qflim(@5-29) = Vo =

Nota. Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusion de que lim f(x) es invariablemente f(a).

El término f(a) significa el valor de f(x) cuando x = a, y, se ha visto en el primer parrafo del -Capitulo, que cuando x — a,
la variable x nunca llega a ser igual a a.
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4.

240

Hallar el limite de f(x) = (—1)* siendo x los términos de las sucesiones
(a) 1/3,1/51/7,1/9, ... y (B) 2/3, 2/5,-2/7, 2/9, ...
({Qué se puede decir acerca de lim (—1)* y £(0)?
z—r0
(@) (—1)* - —1 en la sucesién —1, —1, —1, —1, ...
() (—1)* - +1enlasucesion +1, +1, +1, 41, ..,
Como (—1)* tiende hacia limites distintos cuando x toma los valores de las dos sucesiones, lim (—1)* no existe;
f0) =(—1) = +1. =0
Hallar:
. x—4 - z—4 . 1 1
() lim o735 = lim Erdz—-4 - Imzrs = 7
La divisién por (x — 4), antes del paso al limite, es vélida, porque como se ha dicho, cuando x — 4 es x % 4;
por tanto, x — 4 nunca es igual a cero.
. s — 29 . {x—=3)x*+ 32 +9) ., x4+ 3x+9 9
b Lt < | — rrox+o _ 9
&) lim 5y lim = 8y + 3) lim— 13 2
8 _ 3 H 3 _ 2 2
(© lim @XM =2 et Wt L Bhe bR oaahy = 2
hes © h Ay O h heeo 0 h Ay O
Aqui, y también en los Problemas 7 y 8, & es una variable y, por ello, se podria pensar en una funcién de dos
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede
considerar a x como una constante, es decir, un valor particular de su campo de variacion. El fundamento de este
problema, como se vera en el Capitulo 4, es que si x es un valor cualquiera, como por ejemplo x = x,, en el do-
minio de y = x?, se verifica o
2 2
lim iﬁ%)—-—:f— es siempre igual al doble del valor de x.
hes 0
) 1i 4zt li (4— 23 + Va*+ 5) = i W—23B + V22 + B
im ——— = lim = lim =
=13 -z +6 =2 (3 — V' + 5)3 + Vo' + B) 23 e
= lim@+vVa*+5 = 6
EL ]
. 2 +z-2 _ . (z—1=+2) _ .. x+2 — . . .
(e) 11_.ml @=1F = ll_m TGe-Df - ll_.rn] 2 —1 « ; no existe limite.

Hallar los siguientes limites, dividiendo ¢l numerador y denominador por ]a potencia mayor de x en la fraccién, teniendo
en cuenta luego que lim 1/x = 0.
2—+0

@ lim32=2 _ pn8=%z _ 8-0 _ 1
tma 924+T7T ~ 29+ 7x T 940 T 3
(b) 1i 62*+ 20 +1 _ . 6+2/z+1/2* _ 64040 _ 1
o B —8w+4d N 6-8/z+4/z'  6-0+0
© 1 ?+z—2 _ lim Va+1a'—2/z _ 0 _ o
2T -1 T LT 4 4
. x 2 _ . . ..
(d) }Ln;;,—_ﬁ = xll.nl Tax12 — = no existe limite.

Dada f(x) = x* — 3x, hallar lim flz+h) = f(z)
Mo h
Comof(x) =x*—3x, fx+ M =(x+hN—3x+h y
fzt b = fz) . (a®+2he + b — 3z — 3h) ~ (2 — 3x) . 2ha+ K =3k
h :lnl_’.r}) h = !Tnl) —

= ,l.in})(2x+h—3) = 22 — 3

lim
h

-0
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Dada f(x) = 4/5x + 1, hallar Lim ﬂij‘—i’)’—-ﬂx) para x > —1/5.
—+0

lim\/575+5h+1 — bz +1

hat 0 h

lim flz+ hl);— f(x)

he 0

= i Y5EFBR+1 — VBz+1 “VEx+Eh+1 + VEz+1
hso h ~ VBz+Bh+1 + VBx+1
i 62 +5h+1) ~ (6o + 1)

A0 h(vBx + 8RR +1 + Bz +1)

= lim 5 = 5

A0 yBx+5h+1 + Vbx+1 2ybx +1

En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales se anula el denominador, y calcular el limite
deycudndox > g~y x -+ at,

(@) y =f(x) = 2/x. El denominador es cero para x = 0. Cuando x - 0-, y > —o0; cuando x = 0+, y - + 0.

® y=fx)= G%:&:TZ) El denom\inador es cero para x = —3 y x = 2. Cuando x -+ —3—, y -+ —o0; cuando
X+ -3+ y—+ +oo. Cuando x —+ 2-,'y -+ —oo; cuando x — 2+, y - 400,
x—13 X _ .
© y=flx)= _(x—-l-—z—)(_xiT) El denominador es cero parax = —2y x = 1. Cuandovx — —2-, y + —o0; cuando
x +—2%y—+ 400, Cuandox -1,y + +o0;cuando x - 1+, y &> —o0.
x4+ (x—1) . - +
d y=fix)= =3 El denominador es cero para x = 3. Cuando x -+ 3-, y - +00; cuando x — 3+,
y =+ +oo,
() y=f(x) = (—x%ﬂ El denominador es cero para x = 3. Cuando x - 3-, y = 4-00; cuando x - 3+,
y = oo,

. . 1 . 1+ 2=
Estudiar (@) lim R (&) lim

>0 >0 3 + 2”‘ )

(a) Sea x — 0—; entonces 1/x - —oo, 2V¢ . 0, y lim = 1/3.

1
e 3 2%

Sea x — 0+;%ntonces 1/x — -+oo. 2Vs 5 o0,y lim =0,

1
—os 3 + 217

. 1
Por tanto, lim ——— existe.
0 LU w71 no ex

(b) Sea x - 0-; entonces 2V - 0 y lim 1—4-—?—!:— -1
; y lim e = 5
1 + 21/: _ 2-[/: + | 2—11: + 1

- im 2-VF =0, lim o~ =1,
332~ Fegom g Y como lim 27 =0, lim o=

Seax - 0% Parax # 0,

. 1 4 2V=
Por tanto, lim +

EEwa no existe,
z0

Estudiar ¢l limite de cada una de las funciones del Problema 9 cuando x = —oco y cuando x — + oo,
(@) Cuando |x| es grande, |y| es pequefio.
Para x = —1 000, y < 0; cuando x - —o0, y - 0-, Para x = +1 000, y > 0; cuando x - +o0,y — 0+,
(b), (c) Igual que en (a).
(d) Cuando |x| es grande, |y| es aproximadamente 1.
Para x = —1000, y < 1; cuando x -+ —oo, y =+ 1, Para x = +1000, y > 1; cuando x - 400, y = 1%,

(e) Cuando (x| es grande, |y| es grande.
Para x = —1 000, y > 0; cuando x - ~—o0, y & + o0, Para x = +1 000, y < 0; cuando x + {00, y - —o0,
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12. Estudiar el limite de la funcién del Problema 9 del Capitulo 1 cuando x - 2~ y cuando x — a* siendo a un numero
cualquiera entero y positivo:

Consideremos a = 2. Si x — 2~ segun la sucesion (1), f(x) - 10 segtin la sucesién $, 10, 10, 10, ...; si x - 2+ segin
la sucesion (2), f(x) — 15. Por tanto, no existe lim f(x) ni tampoco lim f(x).
L and} *—*a

13. Aplicando la definicién de limite, probar que:

(@ lim(@x* + 3x* — 2x + 22) =5, () lim (—2¢* + 9x + 4) = —3

r>» -1
(@ Dadoune, paral < |x—1| <1 <1,

[(4x® + 3x* — 24x + 22) —5,| = [4(x— 1+ 15x2 —36x + 21| = |4(x—1)° + 15(x — 1)* — 6(x — 1)|
S 4lx—1P3 4+ 15 x—12+6|x—1|
< 44 + 154 + 64 = 254

Para que | (4x? 4+ 3x% — 24x + 22) — 5 | < ¢, basta con que 4 < ¢/25; por consiguiente, dado un € existe un &
menor que €/25, que satisface la condicién de limite.

() Dadoune paral0 < x + 1| <d< 1,

=2+ 9% +D+3 | = | —2x+ 1P +6(x+1D2+3x+1)|
S 2+ 1P +6x+124+3|x+1] < 114

por lo que, dado un e, existe un 4, menor que /11, que satisface la condicién de limite.

14. Siendo lim f(x) = A y lim g(x) = B, probar que

@ lim {f) + g} =A+B, O lim (/) g(x)} = 4B, () lim é%

A
—B‘-B#:O

Como lim f(x) = A y lim g(x) = B, de la definicion de limite se deduce que dados los numeros ¢, > 0y ¢ > 0,
z—>a r—>a

tan pequefios como se quiera, existen dos valores 6, > 0 y 4, > 0, o tales que:

() para0 < [x —al <§es|f(xX)— Al < ¢, ¥
(ii) para0 < |x —a| < §,es [g(x) — B} < €.

Si se elige un nimero 4 menor que J, y J;, se verificard
(iif) para 0 < [x —al < Aque [f(x) —A| < ¢ Yy lg(x) —B| < €.
(a) Elegido un valor de ¢, se necesitaund > 0 tal que para 0 < |x — a| < 4, se verifique |{f(x) + g(x)} — {(A+B} | <e,

Ahora bien, [{f(x) + g(x)} — {4 + B} | = | {f(x) — A} + {g(x) — B} | < [f(x) — A| + Ig(x) — BI. De (iii)
[f(x) —A| < ¢ siempre que 0 < lx —af <4 y Ig(x)— A| < ¢; siempre que 0 < |x —gq| < 4, siendo 4
menor que 4, y 4,. Por tanto, .

[{f(x) + £g(x)} — {4 + B} | < € + ¢ siempre que 0 < |x—al <A
Tomando ¢, = ¢; = 3¢ y § = 4 se tiene,.
[ {f(x) + g(x)} —{A + B} | < }e + de = ¢ siempreque 0 < |x —a| <6
(6) Elegido un ¢, se debe encontrar un § tal que
sieﬁpre qut;, 0 < |x —a| < 0 se verifique | f(x) - g(x) —AB| < ¢

Ahora bien (f(x) - g(x) — AB | = | {f(x) — A} * {g(x) — B} + B{f(x) — A} + A{g(x) — B} |
< |f(x) — A] " lgx) — Bi + 1B} * |f(x) — A| + |A4]* |g(x) — BI

Por tanto, de (iii), |f(x)* g(x) — AB | < €,¢65 + |B| ¢; + |A| ¢y siempre que 0 < |x — a| < A,

1 ¢ R . g
Tomando ¢, ¥y e;deforma que ¢, ¢; < }e, €, < — ———— ¥ 6 < se satisfagan simultineamente y 6 = 4

€
3B 3141
se tiene,

[f(x)g(x) — AB| < €3 + ¢/3 + ¢/3 = ¢ siempreque 0 < [x —a] <@
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(¢) Como — /&) =f(x)- ! , como se ha visto en (b), hay que demostrar que lim —— 1 = %,B;é 0.

#x) el e g
Elegido un ¢, se debe encontrar un 4 tal que
siempre que 0 < |x — g < I se verifique g(l—x)— % ’ < €,
. 1 B —g(x) lg(x) — B| ig(x) — Bl 1 e
Ahora b | -1 ‘ = . - . . De i),
orabien | 2 T B Fze |~ 1Bl 5@ B Tgoor 2

|g(x) — B| < €, siempre que 0 < |x —a| < &,

Como la funcién objeto de estudio es -s%x)- hay que asegurarse de que d; es suficientemente pequefio para que

en el intervalo a — 8, < x < a + J, no exista una raiz de g(x) = 0. Sea 8, < d; un valor que satisfaga a esta

condicion, de forma que [g(x) —B| < e ylg(x)] > 0 en 0 <X [x —a| < §,. Ahora bien, si |g(x)| > 0 ¢n cste
intervalo, se verificard [g(x)| > b >0y T:(lﬁlm < —ll; en el mismo intervalo. Por tanto,

‘—l— i < j—-isiem reque 0 < |[x —a| < §

gy B 1Bl & P s

Tomando ¢; < b |[B| y & = &,, se verificarda -——-— < ¢ y en consecuencia,

\ 1

209 ——B—~< e siempre que 0 < |[x —a| < &

2

15. Demostrar que: (a) hm !\ 12), = «, (b) lim ﬁf =1, (o) 1:1_7’“,”3:2:1 = =,

(a) Elegido un M, para todos los valores de x del intervalo 0 < |x —2{ < 6,

1 1 1 . 1
—(;_—2)3 > F. Por tanto m? > M cuando —67 ‘S/__M-
. 1
(b) Elegido un ¢, para todos los valores de x tales que |x| > M, \x;-*-l — ' = x 1] < lel__] < Ml_ i
x 1
P — —.
or tanto T IJ<ecuandoM_l<eoM>l+€
(¢) Elegido un M suficientemente grande, para todos los valores de x tales que |x| > P > 1,
> > N = l lx] > ll". Por tanto 2 >M cuando P > 2M.
x—1]7 |x]+1 2 |x} 2 2 x—1

Problemas propuestos

16.  Estudiar el limite de y = 2x + 1 cuando x toma los valores de los términos de las sucesiones del Problema 1.

Sol. @y—-1,B)y—>1,Qy->1,dy—=>7@€y—=>1,{)y—=>3

17. Calcular:

. . ox—1 . . x—2
@ lim (o" = 42 CRLY-= 0 tm 2=
. x2—4 . . Ve—2
®) lim (2*+ 2%~ 32— 4) 0 hm 5 Ts @ lim—
3 1)? x*+ 3z +2 . (x+h)¥P—2xt
(o) llm((x+1))a (o) lim e +3 (k) 1‘.’.'%( ):
3% — 3% z—2 z—1
@ tim Sy o 1m 525 0 tm ot

Sol. (a) —4;(5) 0; (c) 4; (@ 0; (&) 1;:(f)—4;(®) 4; (W) }; () 0;(j) oo, no existe limite; (k) 3x%; (1) 2
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18,

19.

20.

21.

26.

27.

29.

30.

Calcular: _
. 2x + 3 x+3 3r—3-<
lim =212 _x XT3 =2

@ lim ~—— © 1'1‘3.,x+5 @ Im s+ 6 ® lim s
. 2xt 41 . x4 5x+6 3=—3~=

b _— - Tt 2 =2

©) lim ey @ lim — 7 N lim 3=

Sol. (a) &; (b) —2/3; () 0; (d) oo, no existe limite; (¢) 0;(f) 1;(g) —1

Hallar lim f—(aLhZ——' & para cada una de las funciones del Problema 24, Capitulo 1.
A0
Sol. (a) ®) 1 (C)
) ( )’ 7 2v/a—4"  (a + 1)

ax™ + ayx™ -t 4+ -0 + a,
Estudiar el ,l_l..n;lo Box® + byx"t + <+ + b,

BYym=mn, (c) m<n. Sol. (a) no existe limite; (b) ay/b,; (c) O

,siendo agby # 0y m, n dos numeros positivos enteros, cuando (@) m > n,

Hallar el limite de f(x) = |x| cuando x — 0,
Ind. Estudiar lim f(x) y lim f(x). Sol. lim |x| =0
=0~ =0+ [ o]

fx)=x, x>0
fX)=x+1,x<0

Sol. lim f (x) no existe.
—r0

Hallar e! limite de cuando x — 0.

(a) Aplicando el Teorema IV y el método matemdtico de induccién completa, demostrar que

lim x* = g*, siendo n un numero entero y positivo
z—>a

() Aplicando el Teorema III y el método de inducciéon completa, demostrar que

m (i) + A + ... + £} = limfy ) + limfix) + .. . + lim fu)

Aplicando el Teorema II y los resultados del Problema 23, demostrar que

lim P(x) = P(a), siendo P(x) un polinomio en x.

xra

Siendof(x) = 5x — 6, encantrarun § > 0 tal quesiempre que 0 < |x — 4| < d se verifique (f(x) — 14| < ¢, cuando
(@ e€=4%, (b) € =0,001. Sol. (a) 1/10, (b) 0,0002

Aplicando la definicién de limite, demostrar que:

(@) lim 5x = 15,(b) lim x®* = 4,(¢) lim (x®— 3x + 5) =
>3 > r>2

Aplicando la definicién de limite, demostrar que:

. 1 . . x . xt
(@ lim ~ =o0, @) lim 77 =c0@ lim-~—7 =1 lim-—r =co

Sol. (@6 < 1/M,(B)d < ,(c)M>l+—i.(d)P>2M

1
M+1
Demostrar que si f(x) estd definido para todos los valores de x préximos a x = a vy tiene limite cuando x — a, este

limite es unico.
Ind.: Suponer que llm fi(x) = A, llm f(x) = B, siendo B # A. Elegir ¢, ¢, < 4|4 — B| y determinar &, y &,

para los dos limites. Tomando & mds pequeiio que d, y 8,, se obtendrd (4 — B| = |{A —f(x)} + {f(x) — B}|<|4 — BI,
lo cual es una contradiccion.

Siendo f(x), g(x), A(x) tales que (i) f(x) < g(x) < h(x) para todos los valores de x proximos a x = a, y (ii) llm f(x)

= lim A(x) = A, demostrar que hm glx) =
e

Ind.: Elegido un € > 0 tan pequeﬂo como se quiera, existird un é > 0 tal que, para 0 < |x —a| < 4, se verifique
f(x)—A| <ey A(x) —A| < e obien, A —e < f(x) <gx) <h(x) <A+ e

Demostrar que sif(x) < M para todos los valores de x, y lim f(x) = A, se verifica 4 < M.

Ind.: Supongamos A > M. Eligiendo ¢ = $(4 — M), s¢ llcga a una contradiccion,



Capitulo 3

Continuidad

UNA FUNCION f(x) es continua en el punto x = x, si (i) esta definida f(x,), (ii) existe 11m f(x), (iii)
lim f(X) S(xo).

Por ejemplo, f(x) = x? + 1 es continua en el punto x = 2 ya que lim f(x) = 5 = f(2). La condicién (i)

x—2
expresa que una funcién puede ser continua Gnicamente en puntos de su dominio de definicidn.
Asi, pues, f(x) = V4 —x% no es contmua en x = 3 puesto que f(3) es imaginario y la funcién
no estd definida en este punto.

Se dice que una funcién es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en
todos sus puntos. Se dice que una funcién es continua, cuando lo es en todos los puntos de su do-
minio de definicién. Asi, pues, f(x) = x? + 1 y todos los polinomios en x son funciones continuas;
otros ejemplos son e, sen x, cos x.

Si el dominio de definicién de una funcién es un intervalo cerrado a < x < b, 1a condicién (ii)
no se cumple en los extremos a y b. En estos casos se dice que la funcién es continua, cuando lo es
en el intervalo abierto a < x < b y ademas, lim f(x) =f{a) y lim f(x) = f(b). Por ejemplo,

x—+at X—h™ .

J(x) = v 9—x%, es una funcién continua (ver Ejemplo 1y Capitulo 2). Las funciones que se manejan
normalmente en el calculo elemental son continuas en sus dominios de definicion excepto en algin
punto aislado.

UNA FUNCION f(x) se dice que es discontinua en el punto x = x, cuando no se cumple una o varias
de las condiciones dichas de continuidad. A continuacién, se presentan algunos ejemplos de dis-
continuidad;

(@ [f(x)= o l 7 ©s discontinua en el punto x = 2 porque

(i) f(2) no esta definido (se hace nulo el denominador)
(if) no existe lim f(x) (es infinito).
X2

La citada funcién es continua en todos los puntos salvo en el x = 2, en el que presenta una discon-
tinuidad infinita. Ver Figura 3-1.

Fig. 3-1 Fig. 3-2

24
B f(x)= ';_ 5 s discontinua en el punto x = 2 porque

(I  f(2) no esta definido (se anulan el numerador y el denominador)

() lim f(x) = 4.

18
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En este caso la discontinuidad recibe el nombre de evitable ya que asignando a la funcién

Ji&x) = —5 el valor f(2) = 4 para x = 2, ya es continua. (Obsérvese que la discontinuidad duc

se presenta en (a) no se puede evitar puesto que alli no existe el limite.) Las curvas representativas
—4

de f(x) = — Y de g(x) = x + 2 son idénticas excepto en el punto x = 2, en el que la primera

presenta un «hueco» Evitar la discontinuidad consiste simplement. en llenar de forma adecuada
dicho «hueco»

. f(x)= 32 7 x # 3; f(3) = 9 es discontinua en ¢l punto x = 3 porque

@ /G =9 @) limf)=27, (i) lm/()#SQ)

3__
La discontinuidad se puede evitar asignando a la funcién f(x) = _{r%z el valor f(3) = 27

para x # 3.

(d) La funcion del Problema 9, Capitulo 1, esta definida para todo x > 0, pero presenta discon-
tinuidades en los puntos x = 1, 2, 3, . .. (ver Problema 12, Capitulo 2) ya que lim f(x) # lim
f(x) (siendo s un numero cualquiera entero y positivo). xa1- xa3*

La diferencia entre los valores de estos dos limites recibe el nombre de salto de discontinuidad.
(Ver Problemas 1-2.)

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones
se deducen rapidamente de los teoremas sobre limites del Capitulo 2. En particular, si f(x) y g(x)
son continuas para x = g, también lo son f(x) + g(x), f(x)* g(x) y f(x)/g(x) siempre que, en esta
tltima, g(a) # 0. Es decir, mientras todos los polinomios de x son funciones continuas para todos
los valores de la variable, las funciones racionales son continuas para todos los valores de x excepto
en aquellos que anulan al denominador.

En algebra se aplican algunas de las propiedades de las funciones continuas, como por ejemplo:

(@) En la curva representativa de una funcién polindmica y = f(x), dos puntos cualesquiera de
ella {a, f(a)] y b, [ f(b)] estan unidos por un arco continuo.

(b) Sif(a) y f(b) tienen signos opuestos, la curva de la funcién y = f(x) corta al eje x por lo menos
una vez, y la ecuacion f(x) = 0 tiene, por lo menos, una raiz entre x =a 'y x = b.

La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aqui es:

I.  Si f(x) es continua en el intervalo a < x <b, y si f(a) # f(b), todo valor, ¢, comprendido
entre f(a) y f(b) lo toma la funcién al menos para un valor de x del intervalo, como por ejem-
plo x,, de forma que f(x,) = c.

Las Figuras 3-3a y 3-3b ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las
3-4a y 3-4b nos muestran cdmo es esencial la continuidad en el intervalo,

v

Qo f = —————

——a
=

f(x) = 0 tiene tres raices
entre x = ayx = h.

Fig. 3-3a Fig. 3-3b
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o
]

f(x) = 0 no tiene raices
entre x =ayx = b.

Fig. 3-4a Fig. 3-4b
Otras propiedades de las funciones continuas son:

O, Sif(x)es continua en el intervalo a < x < b, f(x) toma un valor minimo m y otro maximo M
para dos puntos del intervalo.

Aun cuando la demostracidn de la Propiedad II se sale de los margenes de este libro, sin
embargo, se utilizard con plena libertad en capitulos posteriores. En las figuras siguientes se
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5¢ la funcién es continua en el
intervalo a < x < b; la funcién toma el menor valor m y ¢l mayor M en los puntos x = ¢
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-5b la funcién es continua
en a < x < b; la funcién toma el menor valor. en el extremo x = a mientras que el mayor
lo alcanza en el punto x = ¢ de dicho intervalo. En la Fig. 3-5¢ se representa una discon-
tinuidad en el punto x = ¢, siendo @ < ¢ < b; ¢l menor valor de la funcién corresponde
a x = a pero, en este €aso, no existe valor maximo.

v vy

=

I
|
|
|
|
B
|
|
]
I
[

x 1 Lz
ol ol e b
Fig. 3-5a Fig. 3-5b
v ]
'
I
|
{ fle+2)
i ' f(e)
l | f (c - X)
| ]
I
=m ! | a >
'. ! | x {
0 a c b (=
Fig. 8-5¢ " Fig.3-6

II. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y ¢ un nimero cualquiera comprendido entre

ay b, si flc) >0 existe un nimero A > 0 tal que, para ¢c— A < x < ¢ + 4, se verifica
Jf(x) > 0.

Esta propiedad, cuya demostracién puede verse en el Problema 4, estd representada en la Fi-
gura 3-6.
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s,

6.

9.

10.

Problemas resueltos

Del Problema 9, Capitulo 2, se deduce:
(@) f(x) = 2/x tiene una discontinuidad infinita en x = 0.

x—1

®) f(x) = CEIe=2 tiene una discontinuidad infinita en x = —3 y x = 2.
© fix) = %ﬂ tiene una discontinuidad infinita en x = 3.

Del Problema 5, Capitulo 2, se deduce:

3 __
@ f(x)= :‘;!TN tiene una discontinuidad evitable en x = 3,

9
Presenta también una discontinuidad en x = —3,
4 —xt
(b) f(x) = —— = tiene una discontinuidad evitable en x = 2.
I—vV 15
Tiene también una discontinuidad evitable en x = —2.
© fx)= x(%xl)z tiene una discontinuidad infinita en x = 1.

fla+ h) —f(a)

Demostrar que la existencia de Iim implica que f(x) sea continua en x = a.

De la existencia del limite se deduce f(a + h) —f(a) - 0. Por tanto, llm f(a + h) =f(a) y {(x) es continua en
el punto x = q.

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo 2 < x < b y ¢ es un niimero cualquiera comprendidoentre ay b, y
si f(¢) > 0, existe un numefo A > O tal que, para ¢ — 4 < x < ¢ + 4, se verifica f(x) > 0.

Como f(x) es continua en el punto x = ¢, lim f(x) = f(c) y dado un ¢ > 0, existird un § > 0 tal que

¢
(i) siempre que 0 < |x —c¢| < & se verifica |f(x) —f(©) | < e.

Ahora bien, f(x) > 0 en todos los puntos del intervalo ¢ —d < x < ¢ + 8 con lo cual, f(x) = f(c). Para los
demis puntos de dlcho intervalo se verifica f(x) < f(c), de forma que |f(x) —f(c) | =f(c) —f(x) < e yf(x) > f(c) —e.
Por consiguiente, en estos puntos, f(x) > 0 a menos que € > f(c). Asf pues, para determinar un intervalo que satisfaga las

condiciones del teorema, se elige € < f(c), con lo cual & verificar4 (i) y se toma A < 8. Ver Problema 10 para la expresién
del teorema correspondiente,

Problemas propuestos

Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17 (a)-(k) del Capitulo 2.
Sol. (a), (), (d) ninguno; () x=—1; () x=21; (NHx=2,3; (@ x=—1,—-3; () x=42

Demostrar que f (x) = |x| es continua.

—_—Lz
Demostrar que f(x) = i+7§‘/‘ presenta un salto de discontinuidad en x = 0.
1 . . N x . .
Demostrar que para x = 0 (@) f(x) = FEET tiene un salto de discontinuidad y (b) f(x) = IEET tiene una dis-
continuidad evitable,
xt—4x —21

En la Fig. 3-4 a se representa Ja funcién f(x) = : demostrarque sia=3y b=11,esc =10,

—17

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y ¢ es un nimero cualquiera comprendido entre a y b, si
f(©) < 0 existe un numero A > 0 tal que, para ¢ — A < x < ¢ + 4, se verifica f(x) < 0.



Capitulo 4

Derivada

INCREMENTOS El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminucién que experimenta,
desde un valor x = x; a otro x = x, de su campo de variacién. Asi, pues, 4x = x; — x,, 0 bien
X, = Xy + Ax.

Si se da un incremento Ax a la variable x, (es decir si x pasa de x = Xoax =X, + 4x), la fun-
cién y = f(x) se vera incrementada en Ay = f(x, + 4x) — f(x,) a partir del valor y = f(x,). El
cociente

Ay _ incremento de y

Ax ~  incremento de x

recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la funcién en el intervalo comprendido en-
tre x = x, hasta x = x, + Ax.

Ejemplo 1:
Cuando x aumenta en Ax = 0,5 a partir de x, = 1, la funcién y = f(x) = x* + 2x se incrementaz en
Ay =11 + 0,5)4— f(1) = 5,25 — 3 = 2,25. Por tanto, ¢l cociente de incremento de y, en el intervalo entre x = 1
y

y x =15, e — = 0.5 = 4,5,

(Ver Problemas 1-2.)

DERIVADA de una funcién y = f(x) con respecto a x en un punto x = x, se define por el limite

hm_ﬁl.& ]im f(xo + Ax) __f(xO)
A%>0 Ax Ar»0 Ax

siempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantdneo de incrementos (o sim-
plemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = x,,.

Ejemplo 2:
Hallar la derivada de y = f(x) = x® + 3x con respecto a x en un punto x = x,. Como aplicacién, calcular la
derivada en los puntos: (@) x, =2y (b) x, = —4.

Yo =flxo) = xo* + 3x,
Yo+ 4y =f(x, + Ax) = {(xq + Ax)* + 3(x, + Ax)
= xot + 2x,4x + (4x)* + 3x, + 34x
Ay = f(x, + Ax) —f(xo) = 2x,4x + 34x + (4x)?
dy _ flxo+ 4x) —f(x)) _ 2% + 3 + Ax
Ax dx

La derivada en el punto x = x, es

lim —A— =Tim Qx, + 3+ 4x) = 2x, + 3
Az>0 dx Ax->0

(a) Para x, = 2, el valor de la derivadaes 22 +3 =17,
(b) Para x, = —4, el valor de la derivada es 2(—4) + 3 = —

22
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EN EL CALCULO DE DERIVADAS se suele prescindir del subindice 0 con lo que la derivada de

y = f(x) con respecto a x se escribe en la forma

420 Ax A0 Ax

Véase la nota del Problema 5(c), Capitulo 2. ,
La derivada de y = f(x) con respecto a x se puede representar por uno cualquiera de los simbolos

d dy . o d
PR Dy, y', f'(%), o ?f(x)

(Ver Problemas 3-8.)

Problemas resueltos

Dada y =f(x) = x* + 5x — 8, hallar Ay e Ay/Ax cuando x varia

@ dexo=1ax;=xo+dx =12y (b) de xo=1a x, =0,8.

@ Adx=x;—x,=12—-1=0,2

a 1,44
Ay = f(xe + 4x) — f(x) =f(1,2) — f(1) = —0,56 —(—2) = 1,4 y .A_i =45 =12
b)) 4x=08—1=—0,2
4y  —1,36
dy =fOH—fM) =3I —(—D=—13%6 y  Go=r> =68
Geométricamente, % en (a) es la pendiente de la recta que une los puhtos 1, —2) y(, 2, —0,56) de la pardbola

¥y =x"+ 5x —8, y en (b) s la pendiente de la recta que une los puntos (0,8, —3,36) y (1, —2) de la misma pardbola.

La ecuacidn s = 5¢* representa el espacio, s(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo. Calcu-
lar 4s/At cuando ¢ varfa de 1, a £, + A4¢: Como aplicacién, calcular As/At cuando ¢ varia: (a) de 3a.3,5, (b)de 3 a 3,2
y () de 3 a 3,1.

As _ 5(ty + Aty — 5t3 _ 101, - At + 5(Art

Ar At At

= 104, + 54t °

@ Aquit,=3, At =0,5, y As/Af — 10(3) + 5(0,5) = 32,5 m/s. Lo
®) Aquify =3, At =02, y As/At = 103) + 5(0,2) = 31 mys.
(¢) Aquiyg=3, 4t =0,1, y As/dt = 30,5 m/s.

Como 4s es el desplazamiento del cuerpo desde el instante ¢ = 1, hasta r = 1, + 4¢,

As __ desplazamiento

- = velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo dado
At tiempo
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3. Hallar dy/dx, siendo y = x? — x* — 4, Hallar también dy/dx en el punto: (@) x =4, ()) x =0, (¢) x = —1.

A) y+ 4y =(x+ 4x)*—(x + dx)*—4 ‘
= x* + Ix1(4x) + 3x(4x)* + (dx)® — x* — 2x(Ax) — (dx)* — 4

) Ay =(3x?—2x) ' dx + 3x — 1)(Ax)* + (4x)*
3) %y—=3x‘—2.x+(3x—-l)-dx+(dx)'
X R
@) % = lim (3x* —2x + 3x — 1) * dx + (dx)%} =3x8 —2x
4250

@ X =sur-20 =40, & F| =30r-20 =0 @ L] =s1-2-1=5

4. Hallar la derivada dey = x* + 3x + §.

(1) y+ay = (z+Aax)? 4+ 3(x+A42) + 65 = 2*+ 224z + Ax* + 3z + 38z + 6
(2) Ay = (2x+ 3)Ax + Ax?
Ay _ (2x+3)ax + Ax®
(3 A = = = 2 + 3 + Ax
@) W = lim @z+3+az) = 2 + 3
2 AT O

en los puntos x = 1 ¥y x = 3. Demostrar que la funcién no es derivable en el

8. Hallar la derivada de y = ¥—2

punto x = 2, en el que presenta una discontinuidad.

= 1
) v+dv = T5x—3
> Ay = 1 _ 1 _ (=2 —(z+Aaz—-2) _ —Azx
2) V = Z%az—2 z-2 (x — 2)(x + Az — 2) (x — 2)(xz+ Az — 2)
Ay _ -1
@) Az~ (z—2(x+ax—2)
dy _ . -1 _ -1
@ - A e hEta—2 - w-2p
g ody -1 - _ ﬂ_ e
Parax—l,‘—ix——m,— l,yparax—S,dx _—(3_2)3_—.1,

d) . .
Para x =2, 2 ho existe porque ¢l denominador es cero.

6. Hallar la derivada de f(x) = ﬁ y demostrar que la funcidén no es derivable en el punto x = — 4, en ¢l que pre-
senta una discontinuidad. % +4
_ 2Ax+ Ax)—3
m e+ A9 =339+ a

_ 2x+24x—3 2x —3
@ S+ A =IO =3 T d T x4

_ (Bx + Hl(2x — 3) + 24x] — (2x — 3)[(3x + 4) + 34x]
o (Ox + H)(3x + 34x + 9)

(6x + 8 —6x + 94dx 174x

T Bx+HOx+34x+4)  (Bx+ H3x +34x + 9)
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a) fx+Ax)—f(x) 17
Ax T 0Bx + H03x + 34x + 4

o 17 _ 17
@ Fe) = ‘lll:To Gx+H03x +34x + 4 (x + 4P

Para x = —4/3, la funci6n no es derivable porque se anula el denominador., En general, una funcidn no es derivable
en los puntos en que presenta una discontinuidad,

7. Hallar la derivada de y = 4/2x + 1.
1) y+ A4y =@x + 24x + 1)
) dy =(2x + 24x + D2 —(2x + 1)v2

(2x 4+ 24x + 12 4+ 2x + 1)
— A Y2 __ 1/2
[@x + 24x + 1) (2x + 1)*%] x+2dx T D+ (x + DB

_ @x+2x+D—Qx+ 1) _ 24x
@x + 24x + D+ @x + D®  (2x + 24x + D" + @x + D

@ X 2

Ax ~ (Ox +2dx + D' + 2x + D

@ Y lim 2 - !
dx  frae Qx4+ 2Ax + D+ 2x+ 1) (2x + DB

En la funcién f€x) = v/2x + 1, Iinl: ! (x) = 0 = f(—3) mientras que noexiste lim f(x);la funcidn es continua a la
X /3

X"’—l,gu
derecha de x = —%. En el punto x = —3} la derivada es infinita,

8. Calcular la derivada de f(x) = x1/? y, como aplicacién, estudiar £/(0).

) fx + Ax) = (x + dx)v3
Q) fx+ Ax)—f(x) = (x + Ax)3 — xUs

[ + AR — 2B + ANV + xUx 4 AU 4 x¥)
- (x + 4x)¥ + xM(x + Ax)Vs + x¥3

_ x+ dx—x
T (x 4+ Ax)¥ + XM (x + Ax)3 + X

fO+ A0 —f(x) _ 1

) Ax T (x F Ax)B 4 xW3(x + Ax) + X3

TR T 1 _ 1
5 FG) = Im G 0% + PG F AT T X T a0

La funcién no es derivable en el punto x = 0 porque el denominador es cero. Obsérvese que la funcion es continua
en el punto x = 0. Teniendo esto en cuenta asi como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Si una funcidn
es derivable en el punto x = a, es continua en dicho punto aunque el reciproco no es cierto.
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9. Interpretacion geométrica de dy/dx. ¥ =f(2)

La Fig, 4-1 muestra que Ay/dx es la pendiente de la
secante que une un punto fijo P(x, y) cualquiera de la curva
con otro Q(x + Ax,y + Ay). Cuando Ax — 0, P perma-
nece fijo y ¢ se mueve sobre la curva acercandose a P; la
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llega a su po- Q(x + Az, ¥y + Ay)
sicién limite que es la tangente PT a 1a curva en el punto P.
Asi pues, dy/dx es la pendiente de la tangente a la curva
y =f(x) en el punto P.

Por ejemplo, en ¢l Problema 3, la pendiente de la ¢-
bica y = x*—x*—4 en ¢l punto x =4 es m =40, en
=0esm=0yenx=—lesm=2>5.

0
10. Hallar ds/dt en la funcion del Problema 2. Interpretar el resultado. Fig. 4-1

ds ds
_ = — = li A4€) = .
En este caso ¥ 104, + 54ty 7 }5’“0“0“ + 548 = 10¢,

Cuando 4t — 0, A4s/At representa la véfocidad media del cuerpo en intervalos de tiempo At cada vez mds peque-
flos. El valor de ds/dt es la velocidad instantdnea v en el instante t = t,. Por ejemplo, para x = 3, v = 10(3) = 30 m/s.

11. Ca‘llcular S’(x) en la funcion f(x) = |x|.

La funcion es continua para rodos los valores de x. Para x < 0,/(x) = —x y f'(x) — —lipara x> 0,f(%) — 2 v
S (x) =1
. B . fx+Ax)—fx) . O+ A0)—f0O) .. |4x]
Para x =0.f() =0y fim ™ —— = jim, ax = o ax
Cuando 4x — 0-, 14x] , — —I1 mientras que si dx — 07, x| - 1.
Ax Adx
Por consiguiente, la funcién no es derivable en el punto x = 0.
12. Calcular € = —j% —_ % para la funcién de los Problemas (a) 3 y (b) 5. Demostrar que € — 0 cuando dx — 0.

(@ €={3x*—2x + (3x — DNAx + (4x)*} — {3x* — 2x} = (32— 1 + dx)4x.

—1 —1 o —Ax -+ x+Adx—2) 1

= - — = == _ A
®) « x—2(x + Ax —2) x —2) x—2*(x + Ax —2) (x—2)x + Ax—2) *
13. Interpretar geométricamente la expresion Ay = % + Ax + €+ Ax del Problema 12.
En la figura del Problema 9, 4y = RQ y % - Ax = PR -tag Z_ TPR = RS; por tanto, € dx = SQ. Cuando x se in-

. . d) ‘
crementa en Ax desde P(x,y), Ay es el incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que 7};— Axesel

incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos ¢ Ax

= (...){(4x)?* - 0 mds rapidamente que Ax, en el Capitulo 23 se empleard la expresién N Ax como una aproximacién de

Ay cuando |dx| sea pequeio. dx
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1“

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Problemas propuestos

Calcular 4y ¢ Ay/Ax, en los casos siguientes:

(@ y=2x—3yxpasade33a35.
4 y=x*+4 4xy x pasa de 0,7 a 0,85,
(¢) y=2/xyxpasade0,75a0,5.

Sol. (@) 0,4; 2, (b) 0,8325; 5,55,(¢c) 4/3; —16/3

Dada la funcién y = x* — Ix + 5, calcular 4y en el puato x = 5 para Ax = —O0,01. Hallar el valor de y para x = 4,99.
Sol. 4y = —0,0699; y = 14,9301

Calcular la velocidad media de los siguientes movimientos:

@ s=03r+5)myrpasade?2alseg.
b s=Qr+5t—3)myspasade2asseg.

Sol. (a) 15 m/seg, (b) 19 m/seg.

Calcular el aumento de volumen de un balén esférico cuando su radio se incrementa desde 7 hasta r + Ar cm, (b) desde
2 hasta 3 cm.

Sol. (@) 43_" Grt + 3r- Ar 4+ ArY) - Arem®, () "y cm?,

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

@ y=4x—3 d) y = l/x? @ y=vVx @) y=+V1+2x
®) y=4—13x (€) y=x— 1)/2x + 1) ) y=1vVx D y=1vV2+x
(© y=x*+2x—3 (H y=0U+29/1—2%
1 1 R 1
Sol. (a) 4 © T ® v (i) e
*» —3
4 4 1 . 1
© 2(x + 1) (f) T ()—‘-2;\/; (")—2(2_4'1)—3’!—
(d) —2/x?

Hallar la pendiente de las siguicntes curvas e¢n el punto x = 1:
2
x+3°

@ y=8—5 B y=—35 @ »=

Sol. (a) —10, (&) —1, () —1/8.

Calcular las coordenadas del vértice de la pardbola y = x* — 4x + 1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente
en dicho punto es igual a cero, Sol. V(2,-3).

21. Calcular la pendiente de las tangentes a la pardbola y = —x* + 5x — 6 en los puntos de interseccién con el eje x.
Sol. Parax =2, m=1;parax =3, m=—1.
22, Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el instante ¢ = 2; s viene expresado en metros y £ en segundos:

@ s=P4+Bs=2—32()s=4t+2.
Sol. (a) Tm/s, (b) 0 m/s, (c) } m/s

Demostrar que la variacién instantdnea del volumen de un cubo con respecto a su arista x(cm) es de 12 cm®/cm
cuando x = 2cm.
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Derivacion de funciones algebraicas

UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x = x, se dice que es derivable en él. Una funcién es
derivable en un intervalo cuando lo es en todos los puntos del mismo.

Las funciones que aparecen en el cdlculo elemental son, en general, derivables en sus intervalos
de definicién, pudiendo no serlo en algin punto aislado.

FORMULAS DE DERIVACION. En las férmulas siguientes 4, v y w son funciones derivables de x.

1. % (¢) = 0, siendo ¢ una constante 7. 3%(%) = —l— d—‘i— (u), ¢c#*0
d d /¢ d /1 c d
2. — = — = )= —_— = | = —=—= e
dx (@) =1 S dz <u ) “dz (u) wt dx (1),
d _ d v d u*0
3. d—x-(quer"-) = E(u)+&-;('v)+"' d d
vd—(u) — u— (v)
d d 9 i ?i = ud dz v#o
4. E(cu) = c(.i;(u) Sl o ,
ii_ —_ i i i m —_ m—-1
5. i (uvy = e (v) + v (u) 10. o (x™)y = ma™
i = i _i i ._‘L my — m-li
6. e (uvw) = wv e (w) + uw pp W) + vw e (u) 11. e ") = mu e (u)

(Ver Problemas 1-13.)

FUNCION INVERSA. Sca la funcién y = f(x) derivable en el intervalo a << x < b y supongamos que
dy/dx no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-1a y 5-1
toman una sola vez cada uno de los valores comprendidos entre f(a) = ¢ y f(b) = d. Por tanto,
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un tnico valor de x, con lo cual
x es también funcidn de y, es decir x = g(»). Las funciones y = f(x) y x = g(») reciben el nombre
de funciones inversas.

Fig. 5-1a Fig.5-1b

28
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Ejemplo 1:
(@ y=f(x)=3x+2yx =gly) = ¥y — 2) son funciones inversas,

() Cuandox <2ey > —Il,y =x*—4x + 3yx =2 — v/y + ! son funciones inversas. Cuando x = 2ey = —I,
y=x*—4x +3yx =2+ 4/y + 1 son funciones inversas.

Para calcular dy/dx en 1a funcion x = g(y):
(@) Despejar y si es posible y derivar con respecto a x

() Derivar x = g(y) con respecto a y y aplicar

dy 1
12. - &
dy
Ejemplo 2:
Calcular dy/dx en la funcién x = 'y + 5.
Aplicando (@): » = (x — 5)! y dyv/dx = 2(x — 5).
dx 1 dy —
Aplicando (): — = }y~12 = ———; por tanto, — = 24/ y = 2(x — 5).
P d)' i 2\/ » p dx v

(Ver Problemas 14-15.)

J

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. Si y = f(u) y u = g(x) resulta que y = f{g(x)} es
una funcion de x. En el caso en que y sea una funcion derivable de u y u lo sea respecto de x, la
funcién y = f{g(x)} también sera derivable con respecto a x. La derivada dy/dx se puede obtener
por uno de los procedimientos siguientes:

(@) Despejar y en funcién de x y derivar

Ejemplo 3:
Siy=u*+ 3yu=2x+ 1, tendremos y = (2x + 1)* + 3 y dy/dx = 8x + 4.

(b) Derivar cada una de las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar la férmula

dy _ dy du
13. = = @ 2
Ejemplo 4:
: dy du dy dy du
= yt = — = — == =t = =
Siy=ut+3yu 2x+],tendremosdu Zu.mr 2ydx Ak 4u = 8x + 4.

(Ver Problemas 16-20.)

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una funcién de x, » = f(x), recibe el nombre
de primera derivada de la funcidn. Si la primera derivada es a su vez una funcion derivable, su deri-

vada se denomina derivada segunda de la funcién original y se representa por uno cualquiera de los
2

. d*y
simbolos PR y

’r

0 f”(x). La derivada de esta segunda derivada, si existe es la derivada tercera

de la funcién y se representa por %, Yo f(x).

Nota. La derivada de un orden determinado en un punto solo puede existir cuando todas las
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto.
(Ver Problemas 21-23.)



(@) Sea f(x) = u+ v = ux)
fix + 40 —ft) _

wx + Ax) + v(x + Ax) —w(x) —v(x)
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Problemas resueltos
d . d
1. Demostrar: (a) I (&) = 0, siendo ¢ una constante: (b) o x) =1; (¢) I (cx) ¢, siendo c una constante;
d . , ..
(d) o (x"} = nx"-1, siendo 7 un nimerc positivo entero.
Como ——-f(x) = lim flx + A_xl:—_fg_)
70 Ax
@ 3 = Jim £2E = Jim o = o
_a_'_ . (r+Ax) —x _ Ax L _
) gr@ = lim A = e = i L=
a _ oy elrtAx) —ex . _
@ grled = fim == —— = Jme =
Y I N it ) Az + oo+ (Aa:)“} -z
(@) L) = i FEA -2 12
dr AV e 0 Az Ares 0 Ax
= lim e+ LT ) 2720 + o0+ (AX)V > = e
Ar=s 0 1 2
2. Sean v funciones derivables de x. Demostrar: (a) —-d—’-(u +v) = i(u) + d‘(v)
. uy ones der es de x. 0 : o = e
d
— nr— (1)
d d d 2 dx
(b) ‘T;(u-v) = u-ﬁ(v) + v-H-x—(u) {c) ——(‘) , v#0

+ v(x); tendremos:

u(x + Ax) — u(x) (x + Ax) — v(x)

Ax Ax Ax Ax
Tomando el imite cuando dx—0, = f(x) = & (u + ) = = ul) + - -OREAT)
omando el limite cuando Ax— 0, Ef(x) = a5 (u+ v u(x v(x) = u = O
() Sea f(x) = u*v = u(x)* v(x); tendremos:
flx + Ax) — f(x) wlx + Ax) s vz + Ax) — u(x) * v(x)
Ax Azx
_ [rlx + Ax) « v{x + A2) ~ v(x) culx + Az)] + [v(x) ulx + Az) — u(x) * v(x)]
- Ax
_ vz + Azx) 2 vx) u(x + Az) — u(x)
= u{xr+Ax) e + o(x) Ax
y %f(.r) = %(u-v) = u(x)(%v(x) + v(x)d—(; w{zx) = uf;(v) + v(%(u).
() Sca f(») = L 1(1), tendremos
it v{x)
ulr + Ax) _ u(z)
f(xr+Ax) — f(x) r(x + Ax) v(x) u(x + Az) = v(x) — ulx) *v(z + Ax)
Ax Az - Ax{v(x) * v(x + Ax)}
B Tu(e + Ax) = v(x) — w(x) « v(x)] — [uiz)*viz + A2) — ulz) * v(z)]
- Ax{v(z) * v(z + Ax)}
) r() u(r +.;A:) = ulx) _ N0 v(x +::l-— v(x)
- v(x) * v{zr + Ax)
d P (r) =~ u(.r) ulx) :—I— v{x) v ‘% (W) — u‘—% (v)
Y oow!® < > {v(x)}? - v



CAP. 51 DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Derivar las siguientes funciones.

. y=4 4+ 2x — 3x¥*— 5x3 — 8x' + 9x5

% =0 + 2(1) — 3(2x) — 5(3x%) — 8(4x) + 9(5x%) = 2 — 6x — 15x* — 32x* + 45x*
1 3 2
y=—+5+5=x7"+3=x+ X
x
dy _ 2 -3 -y — -2 __ Ky=3 - _ 1 i__ 6
il +3(—2x"%) + 2(—3x~Y) = —x 6x-3 —6x =S—aTn T
5. y = 2x" + 62/% — 2237
% T 2(%2—1/2> + 6<%x—2/3> —_ 2<%xl/l> — x-l/ﬂ ,+_ 22—2/3 - 3:1/! = x_}/? + o — 3xl/2
6. y = Py + :c_?’i - % - % = 2x7V 4 GxTV — 22 — 4 .
ﬂ/_ — __]; -3 __1_ —#/3)_ __:_;_ -s/2 ) _ (_E -7/u>
e = 2( 5% + 6 3% 2 ki 4 i°
P SO TV T
. y = \’/5;:_‘/1_ = (32" — (bx)~ 12
bx
dy Yigmy-ss.ge — (L LYV g 2z 5 2 1
az — 3@ Tee 2)BD7 = Gt W60 T ar | 2mves
8 &= (-3 4
T = Ue-38p@Ey = 8 -3y
— 3 —_ 2 -3
9, z = m,—); = 3(!]', -9
dz 1 z—a.d 2 Y = 3(—2)(a®— y?) " (—2%) i
a; = 3(~2)(a*—y? E,";(ﬂ' -y = (—2)(a® — y") " (—2y (@ — p)°
10. f(x) = Vx*+6x+3 = («*4 62+ 3)'2
flix) = -l—(a:’+6x+3)“”‘- d (x*+62x+3) = l(:c’+6:¢:-i—3)‘”’(2:::4—6) = —_
2 dx 2 Vei+62+3

1. ¥y = (2 +4)* (22% — 1)

r —

(24 o (208 — 1) + (200~ 1) ot g

y =
= @432 -1 @20 1) + (220 — 1) 2+ 4 L 2+ )
= (2P +4)03(22°— 1) 62 + (22— 1)*- 2P+ 4)-2x = 2x(2t+ 4)(22° — 1)* (132° + 362 — 2)
_ 3—2x
12, T 3+2x d d
o (3+2:c)'dx (3—2x)—(3—2x)'dx 3+ 2%) (3 + 22)(=2) — (3 ~ 22)(2) 12
v = (3 + 22) = T (3 +2a) (8 + 2z)
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32 DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS [CAP. 5

x? _ x?
By = = a—=yn
{ d ,
dy (4 —_ xz)lﬂ . -({(_;; (x‘l) —_ :t! . (1'1- (4 -_— xi)llz N (4 . 272)1/2 (250) — xz . _%(4 —_ xz)—l/z (-'227)
dxr 4—2* T 4—a?
(A=) (2) + 2@ ~2)"" (4-29)"" _ x4~ +2* _ Bx—2°
4-a (¢—-=)" = -z (4 — 27

14. Hallar dy/dx, en la funcién © = yV1— >
dz i _ 127 dy _ 1 y1-¢

g = WO RSO = S Y & T @ T -

1. Calcular la pendiente de la curva x = y* — 4y en los puntos de interseccién con el eje y.
Los puntos de corte son (0,0) y (0,4).

ix— =2y—4,y —dl = # = 1_4. En (0,0) 1a pendiente es —}, y en (0,4) la pendiente es .

FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION

dy _dy du
16. Deducir la férmula Pl

Sean du y Ay los incrementos experimentados por las funciones & y y cuando x aumenta o disminuye en Ax.
Siempre que Au # 0 podremos escribir,

dy Ay  Au
Ax ~ Au  Ax
. . dy dy . du
y siendo Au # 0, cuando Ax — 0 se verificara P P R

Se puede prescindir de la condicién impuesta a Au tomando |4x| suficientemente pequeiio. Cuando esto no sea
posible, la férmula se puede deducir de la manera siguiente:

Sea Ay = % *Au + €+ Au donde ¢ + 0 cuando Ax — 0. (Ver Problema 13, Capitulo 4.) Por tanto,
Ay dy Au " Au
Ax T du ax "€ dx
_dy du du _ dy  du

tomando limit do A4 0 —— = 40" = = .
y, to o limites cuando Ax— 0, dx di  dx + dx du  dx como antes

17. Hallar dy/dx, en las funciones y = Z’T yu= \3/,\72 + 2.

dy _ 4u - S
di @+ Y I3 FYN T 38
dy _dy du _ 4u 2x 8x

1 t & _ @y, éa_ w x 8%
Por lo tanto dx du dx T @+ D 3@ 3ue + Dt

18. Un punto se mueve sobre la curva y = x® — 3x + 5 de forma que x = 44/7 + 3 siendo ¢ el tiempo. Calcular la variacién
de y con respecto al tiempo en el instante ¢ = 4.

Se trata de calcular el valor de dy/dt para ¢t = 4.

L4 =3(x*—1) dx _ 1 dy _dy dx _3x*—1
dx Ydt gy A T dx A T ap
Cuandos=4x=}+4+3=4, y % = ﬂf _; 2 - fsi unidades por unidad de tiempo.

19. Un punto se mueve en ¢l plano segtin la ley x = £ + 2¢, y = 2¢3 — 6¢. Calcular dy/dx para = 0, 2, 5.

De la primera ecuacién se puede despejar ¢ y sustituirlo en la segunda, resultando y en funcién de x,

dy dx dt 1 dy dy at
= 6% — _ = = T e
ar = 6’d R T LR A il il Gl A T

Los valores pedidos de dy/dx son —3 para ¢t =0, 3 para¢t =2,y 12 parat = §5.

=3¢ —1).
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20. Siy = x*—4xyx = 4/2" + 1, hallar dy/dt cuando ¢ = 4/ 2.

b e 2 dy _dy dr _ 4x—2)
ax T 7T S ) N T dx T @r+ DA
Cuandor = v/ Z,x =43y "’ - 4‘/—2(\‘//;55_2) - 4‘52 (5 —2v3).

21. Demostrar que la funcién f(x) = x* + 3x* — 8x + 2 tiene derivadas de todos los 6rdenes para x = a

fA(x) =3x"+-6x—8 y f'(a) =3a*+ 6a—38
f’(x) =6x+6 y f'(@ =6a+6
S(x) =6 y f'@=¢6

Todas las derivadas de orden superior son idénticamente nulas

22. Hallar las sucesivas derivadas de f(x) = x*/* para x = 0.

£ = Sary 1 =

’ - 4 ’9 .
S = 5 Y £(0) no existe.

Por tanto, para x = 0 solamente existe la primera derivada.

23, Dada la funcién f(x) = —i—x = 2(1 — x)-!, calcular £ (x).

Tendremos
S0 =21 =) (=1)=20—x)*=2-11{1 —x)~?
S =202 —x) 3 (=) =22!1—x)"*
770 =220(-3)1 —2)*(—) =231 (1 —x)*
con lo cual f® (x) = 2-n!(l — x)~"+D,
Esto se puede demostrar por el método de induccién, suponiendo que f® (x) = 2+ k! (1 — x)~#+1, se verifica

SENG) = =2 k1k+ DI —x)"¢ (—1) =2+ (k + DI —x)~¢+»

Problemas propuestos

24. Deducir la férmula 10 en el caso en que m = —I1/n, siendo n un nimero positivo, aplicando la férmula 9 para
d |1

hallar E’ (? .

En el caso en que m = p/q, siendo p y g enteros, ver Problema 4, Capitulo 6.

Hallar la derivada de las funciones de los Problemas 25-43.

2, y = «*+ Bx*— 10x* + 6 Sol. dyldx = 5x(x‘+4x'—4)
- d

26, y = 8xV— ¥ 4 2z~ Sol, ﬁ = ?\,—_--“5\/_ ,,,

=1, 4 _1 . 13 dy - _1 _ 2
N9 = 2z’+\/E S 7'+ 4x Sol. dz = "B o
8.y = VE+ 2/ so. = 1402

Vez
1/3 3/3

. f(t) = \f f Sol. futy = — LR
30. y = (1-—5z)° Sol. y' = —=30(1 — 5z)°
8. flx) = (Bx—a3+ 1) Sol. f'(x) 12(1—x’)(3x—x’+1)’

_2-

32. y = 3+ 4x— 22 Sol.

Q‘

y
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_3r+2 ds _ 5
B0 =73 5ol 3 = @+ oy
st y =2 Sol. 4 = 5%
-V T \1+= Y T 0T
x(8 — bx)
= 2.1/ — » Sol, y = ———~
35. v 2z%y2 x \/E
3. . f(z) = 2V/3— 2z* Sol. flz) = =42
o V3 -2t
dy 22— 42+ 3
. T Sol. ¥ - 2~ 22T
3. y (z—1)Va?—2x+2 iz m
w dz _ 1
38. z = —m Sol. dw (1— 4w’
, 1
3. y = V1i+Vz Sol. ¢ = ———
Wz +zVz
— 1 ’ 1
0. f(x) = \f" Sol. fl) = — =
A z+1 (z+1)yz*—1
4. y = (z*+ 3)* (22 ~ B)* Sol. y' = 2x(x* + 3)* (2x* — 5)* (172 + 27x — 20)
_r+2 ds 10t
2 s =1s Sol. & = B=oy
a1y _ 36xMz*— 1)
4. y= <"—2x3+ 1> Sol. y = —(w
44. Calcular dy/dx por dos métodos diferentes y comprobar que se liega al mismo resultado: (@) x = (1 + 2y)?*

(b) x = 12 + ).
Calcular dy/dx en los Problemas 45-48.

u—1 dy 1
5, y=—%, u=V=x Sol. &4 — -~
e vz iz Yz (l+Vz)
46, y=u*+4, u=2"+2 Sol. Z” = 6x}(z+2) (x4 1)
47. y=vV14+uu=+/x Sol. Ver Problema 39
dy dy du dv
= — . — 2 P A At Ppudd .V
8. y=Vuu=v3—2),v=x Ind: ke = B (Sol. Ver Problema 16)
Calcular las derivadas indicadas en los Problemas 49-52,
49. y = 3x*—2x2*+x—5; ¥y Sol. y'"" =12z
50. ¥y = 1/\/;.' y(lv) Sol. y(lv) — 1%0%
17 — _6
51. f(x) = —32% f(x) Sol. § (z) = m
52. y = a/Vax—1, y’ Sol. y» = 4272 __
na, Yy = y Y 4(27_1)5/:
Calcular la derivada enésima en los Problemas 53-54.
o D4+ D!
53. y=1/x* Sol. y® = —— 55—
54, f0) = 1/0x + 2) Sol. frx) =1y 2Bl
. f(x) =1/(3x Sol. = Gx + 207
85. Siy=fw)yu=gx), demostrar'
@ $Y¥ -y du p ¥ dy du G dy du du
L R i O G = e Y T et
dx 1 d3x Iyt —yy'’
56, A partir de i -y—,, deducir —- dy = (y 3 y &7 = o )6



Capitulo 6

Derivaciéon de funciones implicitas

FUNCION IMPLICITA. Cuando una ecuacion, definida en el campo de variacién de sus variables se
escribe en la forma f(x, y) = 0 se dice que y es una funcion implicita de x.

Ejemplo 1:

(@) Laecuacién xy + x — 2y — 1 == 0,'siendo x # 2, define la funcién y = i—x

—)
) La ecuacién 4x® + 9y* — 36 = 0 define la funcién y = § /9 —x? cuando |x|] <3 e y >0 y la funcién
y=—3v9—=x*cuando |[x| <3ey<0.

Obsérvese que la elipse se puede considerar formada por dos arcos unidos en los puntos (—3,0) ¥ (3,0).

Para hallar la derivada y’ se puede seguir uno de los procedimientos que se detallan a con-
tinuacién:

(@) Despejar y, si es posible, y derivar con respecto a x. Este procedlmnento se debe evitar, a me-
nos que se trate de una ecuacién muy sencilla.

(b) Derivar la ecuaciéon dada con respecto a x, teniendo en cuenta que y es funcién de x, y des-
pejar y'. Esta forma de efectuar la derivacion recibe el nombre de derivacién implicita.

Ejemplo 2:
(@) Hallar y’, enlaecuacibn xy + x —2y—1=0.

d d d d d d
Tendremos x * — () + »* - (@) + — () —2 7‘E(y)—-—!(l)_—w)
: , . ) ,_1+y
obienxy’ + y + 1—2y” = 0; por tanto, y’ = %

(®) Hallar y’, cuando x = /5, en la ecuacién 4x2 + 9y* — 36 = 0.

. i £ . d 2y — . d 2 d — I E
Tendremos, 4 dx(x)+9 —d—x—(y)—8x+9 —d}-(y) =8x+ 18yy'=0¢e y’ = S
Para x =45, y = + 4/3. En el punto (V/S, 4/3) del arco superior de la elipse, »’ = —V/ 5/3, y en

el punto (\/ 5, — 4/3) del arco inferior, y’ = 1/ 5/3.

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. Se pueden calcular por uno de los procedimientos siguientes:
(@) Derivar implicitamente la primera derivada y en el resultado, sustituir el valor de )’ previa-
mente calculado, repitiendo después la misma marcha.

Ejemplo 3: En el Ejemplo 2(a), y’' = —;—_—_E—}i. Por lo tanto,

1+y
2 - + 1+
. 1+y C—oy + 14y ")( Yo 2ty
B (2—=)? - (2—x)= 2=y

(6) Derivar implnc:tamente la &cuacién dada cuantas veces sea necesario hasta que aparezca la
derivada que se quiere obtener, eliminando, acto seguido, todas las derivadas de orden in-
ferior. Este procedmuento es el mas recomendable cuando se trate de hallar una derivada
de orden superior en un punto,

d, . _
2'5(”)“”

Ejemplo 4: Calcular el valor de y’’ en el punto (—1,1) en la curva x® + 3y — 4 = 0.
Derivando implicitamente con respecto a x dos veces, se obtiene,

x4+ 2y + 3y =0y xy' +2xy +2xy '+ 2y + 3y’ =0
Sustituyendo x = —1, y = 1 en la primera relacién, obtenemos y” = 4.
Sustituyendo x = —1, y = 1, y’ = § en la segunda relacién, obtenemos y’’ == 0.
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1.

2.

3.

10.

11.

DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS [CAP. 6

Problemas resueltos

Hallar y’, en la ecuacién x?y — xy? + x2 + y2 = 0,
L) - L) + Ly + Lan = o
dr Y dx Y dr az¥' ~

: 0 KLU AP N 3 4o G
wdx(y)erdx(x’) scdz(y) ydx(w)+dx(x)+dz(y) =0
Yy — 2x — 2y

24, — r 2 r = L—
x*y’ + 2xy — 2xyy y: + 2x + 2yy 0 e Y T2y — Zay
Hallar y‘ ¢ y’’, en la ecuacién x* — xy + y® = 3.
_d__i.__d_ iz_  eay - , _ 2x—y
&) e t ) = 2x—ay —y + 2y = 0 e = =2y
(=~ 2) = (22 — ) — (22 — Y)—= (x — 24)
y = dx dzx _ (-2 —-y) — -yl -2y
(z — 2y)* (x — 2y)
2x —y
x{ — — 3
32y’ —3y _ 3 (:c—-?y) Y eyt — 18
(x—2yp® (x — 2y)* B (x — 2y)° (x —29)°
Hallar y“ ¢ y’’, en la ecuacién x3y + xy* = 2 para x = 1.
Xy’ + Ix%y + Jxyty' + y* =0
Y ¥y’ + 3x% 4+ 3y + bxy + Japty + bxy(y) + 3y + 3y =0
Cuando x = 1, y = |; sustituyendo en la primera ecuacién, y* = —I.
Sustituyendo x = 1, y = 1, ' = —1 en la segunda ecuacién, y’’ = 0.

Problemas propuestos
Deducir la Férmula 10, Capitulo 5, para m = p/q, siendo p y g numeros enteros, escribiendo y = xPen la forma y? = x?
y derivando con respecto a x.

20+
1+ x)°

4xy
O —x0

Hallar y’, y*’, ¢ y*'" en (a) el punto (2, 1) de x* — y* — x = 1, (b) el punto (1, 1) de x* + 3Ix%y — 6xy% 4 2y =0,
Sol. (a) 3/2, —5/4, 45/8;(b) 1,0,0

Hallar y’’,enlasecuaciones (@) x + xy + y =2,(0)x*—3xy +y* =1. Sol.y"’ = b))y’ =—

Hallar la pendiente de la tangente en el punto (x,, y,) de (a) bix® + a®y® = a®h®, (b) b*x* — a¥y* = a%?, (¢) x* + y*
6xty=0.  Sol. (@)— 22, (0) 2o, () Bt %
=5 or 4 aty,’ aty,’ Yot — 2x,®

Demostrar que las curvas 5y — 2x + y3-=—x% =0y 2y + 5x + x* — x%? = 0 se cortan en &ngulo recto en el origen.

(a) El4rea total de un paralelepipedo recto cuya base es un cuadrado de lado y de altura x viene dada por.S = 2y® + 4xy.
Suponiendo que S es constante, caleular dy/dx sin despejar y.

(b) Eldrea total de un cilindro recto circular de radio r y altura k viene dada por § = 2nr® 4+ 2arh. Suponiendo que Ses
r

) Y oy
constante, calcular o /ufh. Sol. (a) Xty (b) T

‘r

En la circunferencia x* 4+ y* = r?, demostrar que —{ﬁh— = %
Siendo § = 2ax(x + 2y) y V' = nx?y, demostrar que dS/dx = 2n(x — y) cuando Ves constante, y que dV/dx = —ax(x—y))
cuando S es constante,



Capitulo 7

Tangente y Normal

SI LA FUNCION f(x) posee derivada finita, f'(x,), en

el punto x = x,, la curva y = f(x) tiene una
tangente en Py(x,, ¥,) cuya pendiente es

Si m = 0, la curva tiene una tangente horizon-
tal de ecuacion y = y, en Py, puntos 4, Cy E
de la Fig. 7-1. En los demas casos la ecuacion
de la tangente en un punto a una curva es

m = tag 6 = f'(x,)

Yy — Yo = m(x — x,)

Si f(x) es continua en el punto x = x,, pero

lim f'(x) = oo 1a curva tiene una tangente verti-

X—*Xo

cal de ecuacién x — xq, puntos By D de la Fi-
gura 7-1.

Fig. 7-1

La normal a una curva en uno de sus puntos es la recta que pasando por dicho punto es per-

pendicular a la tangente en él. La ecuacion de la normal en el punto Py(x,, y,) €s

X = X, si la tangente es horizontal
Y = yo, Si la tangente es vertical;

en los demas casos,

|
y_J’o:—'nT(X—xo)

(Ver Problemas 1-9.)

EL ANGULO DE INTERSECCION de dos curvas se define por el formado por sus tangentes en el punto
de interseccion.

(M
2

3

Para hallar los angulos de interseccién de dos curvas:

Se calculan los puntos de interseccidn, resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.
Se hallan las pendientes m, y m, de las tangentes a las curvas en cada uno de los puntos de

interseccién.

Si m, = m,, el dngulo de interseccion es ¢ = 0°,

si m; = —1/m,, el angulo de interseccion es ¢ = 90°;
my—m,

1 4 mym,

en los demas casos, tag ¢ =

Si tag ¢ > 0, el dngulo agudo de interseccion es ¢ y

si tag ¢ < 0, el angulo agudo de interseccion es 180° — ¢.

(Ver Problemas 10-12.)

LONGITUDES DE TANGENTE NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. La Jongitud de tan-
gente a una curva en uno de sus puntos se define como la longitud del segmento de tangente com-
prendido entre el punto de contacto y el eje x. La longitud de la proyeccion de este segmento sobre
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el eje x recibe el nombre de longitud de subtangente.

La longitud de normal se define como la lon-
gitud del segmento de normal comprendido entre v
el punto de tangencia y el eje x. La longitud de la
proyeccidn de este segmento sobre el eje x recibe
el nombre de longitud de subnormal.

Longitud de la subtangente = TS = y,/m
Longitud de la subnormal = SN = my,
Longitud de la tangente

x
—_— o
= TP, = V(TS + (5P}
Longitud de la normal Fig. 7-2

= PoN = V(SN + (SP.F

Nota. Las longitudes de subtangente y subnormal son segmentos dirigidos. Algunos autores
solamente consideran sus médulos, |y,/m| y |my,| respectivamente. Por ello, en las soluciones
de los problemas no se han tenido en cuenta mas que dichos médulos.

(Ver Problema 13.)

Problemas resueltos

Calcular los puntos de la curva x? — xy + y* = 27 en los que las tangentes son horizontales y verticales.
y— 2
2y—x’

Derivando, y’ =
Tangentes horizontales: Igualando a cero el numerador de y’, obtenemos y = 2x. Los puntos de tangencia son los
de interseccion de la recta y = 2x con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (3,6) y (—3, -—6).

Tangentes verticales: Igualando a cero el denominador de y’ resulta x = 2y. Los puntos de tangencia son los de
interseccion de la recta x = 2y con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (6, 3) y (—6, —3).

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y = x* — 2x* + 4 en el punto (2, 4).
f(x) = 3x* — 4x; la pendiente de la tangente en el punto (2, ) es m = f(2) = 4.
La ecuacion de la tangente es y — 4 = 4(x — 2), o bien, y = 4x —4,
La ecuacion de la normal es y — 4 = —}(x — 2), o bien, x + 4y = 18.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x? + 3xy + y* = 5 en el punto (1, 1).
dy 2x + 3y
A 3x+2y
La ecuacién de la tangentees y — 1 = —1(x — 1), o bien, x + y = 2.

. La pendiente de la tangente en el punto (1, 1) es m = —1.,

La ecuacién de la normales y—1 = 1(x — 1), o bien, x —y = 0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 4x? 4+ 9y* = 40, de pendiente m = —2/9,
Sea Py(x,, ¥o) €l punto de tangencia de 1a tangente buscada. Se tiene,

(@) 4x} + 9y} = 40, puesto que P, es un punto de la elipse.
d 4x 4x 2

) -‘% =—5 Para (x,, yo), m = — —gy—: = —>con lo que y, = 2x,.

(¢) Los puntos de tangencia son las soluciones del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema se ob-
tienen los puntos (1, 2) v (—1, —2).

La ecuacion de la tangente en el punto (1, 2) es y — 2 = —2/9(x — 1), o bien, 2x + 9y = 20.
La ecuacion de la tangente en el punto (——1 —2)es y + 2 = —2/9(x + 1), o bien, 2x + 9y = —20,
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5'

6.

Hallar la ecuacién de la tangente a la hipérbola x* — y* = 16 en el punto (2, —2).

Sea P,(xo, yo) ¢l punto de tangencia de la recta buscada. Se tiene,

(@ x3} —y3 = 16, puesto que P, es un punto de la hipérbola.

dy x .
()] =5 Para (x,, yo), m = Se =2 = pendiente de la recta que une P, con (2, —2); por tanto,

20+ 2y = x§ —yi =16 osea xo + y, =8

(¢) El punto de tangencia es la solucion del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema resulta el
punto (5, 3). La ecuacién de la tangente es y — 3 = 3(x — 5), o bien 5x — 3y = 16.

Hallar las ecuaciones de las rectas verticales que pasan por los puntos delascurvas (/) y = x® + 2x* —4x + 5y (2) 3y
= 2x* + 9x* — 3x — 3, en los que las tangentes a ellas son paralelas.

Sea x = x, la ecuacidn de la recta buscada.

En(l): y’ = 3x® 4+ 4x — 4, para x = xo, m = 3x3 + 4x,— 4.
En (2): 3p" = 6x* + 18x — 3; para x = X, m = 2x3 + 6xo— 1.

Igualando 3x} + d4xy,—4 = 2x} + 6x,— 1, x, = —1 y3. Lasrectasson x = —1 y x = 3.

(@) Demostrar que la ecuacitn de la tangente a la pardbola y* = 4px de pendiente m == 0 ¢s ¥y = mx + p/m.

(b)) Demostrar que la ecuacién de la tangente de la elipse b%x® + a®y* = a®h* en el punto Py(x,, yo) €8 bixex + a'yay = a'b?

(@) ¥’ = 2p/y. Si Py(x,, ,) €s el punto de tangencia, se tiene yZ = 4px, y m = 2p/y,. Asi pues, y, = 2p/m, xo = $y§/p
= p/m® y la ecuacién de la tangente, y — 2p/m = m(x — p/m®), o bien, y = mx + p/m.

3 £ 3
b)) y =— b—; EnP,, m=— Z;" y la ecuacidn de la tangentees y — y, = — o
(]

p 2 (x — Xxo)

a*y,

o sea bixox + ayoy = bx} + a'y§ = a'b',

v

Demostrar que la tangente a la hipérbola b*x* — a®y?® = a*b?
en el punto P,y(x,, y,) €5 1a bisectriz del angulo formado por los

radios vectores de P,. Po(o, Yo)

En el punto P, la pendiente de la tangente a la hipérbola es
btx,/aty, y las pendientes de los radios vectores PoF’ y PoF son

Yol(xo -+ €) € yo/(xy — ), respectivamente. Asi pues, z
b'za  yo (—e¢, 0)F" 0 / F(c, 0)
. a*ye ot c
LG bz, Yo /
1+ .« —

a’yo o+ ¢
(b} — a’y;) + biexo
(a® + d%)xoyo + ateya

atd? 4 b2cxe bYal4 cxd) bt Fig. 7-3
T ezoyo-taleye  cyelaltcxe) ey

puesto que b2x3 —a’y} = a®ht y a4+ b =t y

Yo _ bzxn
t _ me—c aly  _ blemo— (Bx—a'yy)  blexo—ah?  _ b2
ag p = L4 YF, _w (@ b)woye — aleyo © Crp-aleys oy

a*yo ZTo—c

Luego, como tag a = tag f§, a = f.
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Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a la elipse b*xt + aty* = a*h? trazadas desde
un punto de la directriz pasa por el foco correspondiente,

Sea Py(x,, ¥o) el punto desde el que se trazan las tangentes a la elipse y Py(x;, ¥,) ¥ Py(x;, ¥3) los correspondientes
puntos de contacto. Las ecuaciones de las tangentes en P, y P, son b3x,x + aty,y = a*h? y bix,x + aby,y = a*hs.
Como ambas pasan por P,, se verifican bix,x, + a®y,y, = a'b? y bixyxs + a'yay, = a®ht. La recta b¥xyx + adygy = a'ht,
que pasa por P, y P,, es la cuerda de contacto. Sea P(a%/c, 7) un punto de la directriz del lado derecho. La ecuacion
de la cuerda de contacto que pasa por P tiene de ecuacién (b*a?/c)x + a*yy = ab* y, como se puede comprobar, pasa
por el foco correspondiente F(c, 0).

Hallar el angulo agudo de interseccidn de las curvas (/) *=4x y (2) 2x* = 12— 5y,
(a) Los puntos de interseccion de las curvas son Py(1, 2) y P,(4, —4).
4 En(l),y’ =2/y;en(2),y’ = —4x/5.

En P(1,2),m, =1y my =-—4/5; en Py(4,—4),m, = —1/2 y m, = —16/S.

m, — my 1+ 4/5

(c) EnP,: tag¢ = T+ mym, = 1—4/s =9 y ¢ = 8340 es el 4ngulo agudo de interseccion.
EnP;. tag¢ = :% = 1,0385 y & = 46°5' es el angulo agudo de interseccion.

Hallar los 4ngulos agudos de interseccién de las curvas (I) 2x* + 3 =20 y (2) 4»* —x* = 8.

Los puntos de interseccién son (+ 24/ 2,2) y (4 24/ 2, —2).
En (), y' = —2x/y, yen (2), y' = x/4y.

En el punto (2v/2,2), my = —24/ 2 y my = }v/ 2. Como m,m, = —1, el dngulo de interseccion es ¢ = 90° (es
decir, las curvas son orrogonales). Por simetria se deduce que las curvas son ortogonales en cada uno de sus puntos de
interseccién.

El cable de un puente colgante estd unido a dos pilares separados entre si una
distancia de 250 m. Suponiendo que adquiere forma de parabola con su
punto mas bajo a una distancia de S0 m del punto de suspension, calcular el
4ngulo que forma el cable con el pilar.

Se elige como origen el vértice de la pardbola como se representa en la
Fig. 7-4.
!
2 .
625 Y ¥ =%

En el punto (125, 50), m = 4(125/625) = 0,8000 y 6 = 38°40".

x*,

La ecuacion de la pardbola es y =

El &4ngulo pedido es ¢ = 90° — @ = 51°20°,

Hallar la longitud de la subtangente, subnormal tagente y normal a la curva xy + 2x — y = 5 en el punto (2, 1).

dy  2+y. =
ST o el punto (2, 1), m = -3,
Longitud de la subtangente = yo/m = —1/3. Longitud de la subnormal = my, = —3.

Longitud de la tangente = v/1/9 + 1 = 4/10/3. Longitud de la normal = V9 4+ 1 = v/10.
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Problemas propuestos

Hallar en qué puntos de la curva x? 4 4xy + 16y® = 27 la tangente es horizontal o vertical.
Sol. TH. en (3, —3/2) y (—3, 3/2)
T.V. en (6, —3/4) y (—6, 3/4)

Hallar Jas ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x* — y* = 7 en el punto (4, —3).
Sol. 4x + 3y = 7; 3x — 4y = 24.

Hallar en qué punto la tangente a la curva y = x* 4 5 es (@) paralela a la recta 12x — y = 17, (b) perpendicular a la
recta x + 3y = 2, Sal. (@) (2, 13), (—2, —3); (b) (1, 6), (—1, 4).

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 9x® + 16y® = 52 paralelas a la recta 9x — 8y = 1.
Sol. 9x — 8y = 4-26,

Hallar las ecuéy;ioncs de las tangentes a la hipérbo_la xy =1 traza‘qas desde el punto (—1, 1).
Sol. y =02V 2—Nx +2V2—2; p =2V 2+ Dx—2¢/ 2—2.

Demostrar que la ecuacién de la tangente a la pardbola y* = 4px en un punto de ella P(x,, y,) €S, ¥y = 2p(x + x,).
DemoiquLc_;ue las ecuaciones de las tangentes a la elipse b%x® 4+ a®y® = a%b® de pendiente igual a m son, y = mx 4+
Vatm® 4 b2

Dada la hipérbola b2x® — atpt = q®h?, demostrar que (a) la ecuacién de la tangente en un punto de ella, P(x,, ¥,), €S

bixox — aty,y = a*h?, (b) las ecuaciones de las tangentes de pendiente m son y = mx + A/ a®m® — b

Demostrat que la normal a una parabola en un punto de ¢lla P, es la bisectriz del 4ngulo formado por ¢l radio vector
de dicho punto y la paralela al eje de la parabola trazada por él.

Demostrar que toda tangente a una paribola excepto la del vértice, corta a la directriz y al larus rectum (N. del T.:
Cuerda perpendicular al eje por el foco) en puntos que equidistan del foco.

Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una parabola trazada desde un punto de la
directriz, pasa por el foco.

Demostrar que la normal a una elipse en un punto de ella P, es bisectriz del d4ngulo que forman los radios vectores
de dicho P,

Demos_trar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una hipérbola trazada desde un punto de una
directriz pasa por el fosp correspondiente.

Demostrar que el punto de contacto de una tangente a una hipérbola es el punto medio del segmento de tangente com-
prendido entre las asintotas.

Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola o una elipse en uno de los extremos de su latus rectum
(N.del T.: Cuerda perpendicular al eje—mayor en la elipse y transversal en la hipérbola— por el foco) es numéricamente
igual a su excentricidad.

Demostrar que (a) 1a suma de las coordenadas en el origen de una tangente cualquieraa lacurvay/ x +vV y =1 a
es constante, (b) la suma de los cuadrados de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva x*3
+ y¥?® = a*3, es constante,

Hallar los 4ngulos agudos de intérseccién de las circunferencias x* —4x + y* =0 y x® 4 »* = 8. Sol. 45.°

Demostrar que las curvas y = x* + 2 ¢ y = 2x* + 2 tienen una tangente comun en el punto (0, 2) y que s¢ cortan en ¢l
punto (2, 10) formando un &ngulo ¢ = arc tag 4/97.

Demostrar que la elipse 4x* 4 9y® = 45 y la hipérbola x* — 4)® = 5 son ortogonales.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, asi como las longitudes de subtangentes, subnormal, tangente y
normal, a la pardbola y = 4x? en ¢l punto (—1, 4).

Sol. y+8x+4=0, 8y —x—33 =0, —}, —32, $1/65, 41/65.

Calcular la longitud de subtangente, subnormal, tangente y normal a la hipérbola 3x* — 2y* = 10 en ¢l punto (—2, 1).

Sol. —1/3, —3, V/'10/3, 4/ 10.

Determinar en qué puntos de la curva y = 2x® 4+ 13x* 4+ 5x + 9 sus tangentes pasan por el origen.
Sol. x = —3, —1, 3/4.



Capitulo 8

Mdximos y minimos

FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE. Una funcién f(x) es creciente en un punto x = x, cuando,
dado un A positivo e infinitamente pequefio, se verifica: f(x, — #) < f(x,) < f(xy + h). Andloza-
mente, f(x) es decreciente en un punto x = x, cuando, dado un 4 positivo ¢ infinitamente pequeiio,
se verifica: f(xo— h) > f(x¢) > f(xo + 5).

Si f'(x¢) >0, la funcién f(x) es creciente en el punto x = x, ysi f'(xy) < 0, es decreciente en
dicho punto. (Ver Problema 17.) Cuando f'(x,) = 0, diremos que la funcién es estacionaria en el
punto x = x,.

Una funcién es creciente (decreciente) en un intervalo, cuando es creciente (decreciente) o esta-
cionaria en cada uno de los puntos del mismo.

Y I ——

ol —————f

Fig. 8-1

En la Fig. 8-1, la funcién y = f(x) es creciente en los intervalosa < x < ry ¢t < x < u, decre-
ciente en el r < x < ¢ y estacionaria en los puntos x =r, x =5 y x = . La curva tiene tangente
horizontal en los puntos R, S y 7. Los valores de x, (r, s y 1) para los cuales la funcién f(x) es esta-
cionaria ( f'(x) = 0), reciben el nombre de valores criticos y los puntos correspondientes de la curva
(R, S y T) el de puntos criticos.

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION. Una funcién y = f(x) tiene un mdximo
(minimo) relativo en un punto x = x,, cuando f(x,) es mayor (menor) que los valores de la funcién
para los puntos inmediatamente anteriores y posteriores al considerado. (Ver Problema 1.)

En la Fig. 8-1, R[r, f(r)] es un miximo relativo de la curva puesto que f(r) > f(x) en el entorno
0 < |x — r| < 4. En estas condiciones, y = f(x) tiene un mdximo relativo [= f(r)]en x =r. Enla
misma figura, TT¢, f(f)] es un minimo relativo de la curva puesto que f(f) < f(x) en el entorno
0 < |x — 1] < 4. Por tanto, y = f(x) tiene un minimo relativo [= f(t)] en x = t. Obsérvese que Res
el punto de unién de un arco 4R ascendente [ f'(x) > 0] y otro RB descendente [ f'(x) < 0], mientras
que T une un arco CT descendente [f'(x) < 0] con otro TU ascendente [ f'(x) > 0]. En el punto S
se unen dos arcos descendentes y, por consiguiente, en él no habra ni maximo ni minimo relativo.

42
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. Si la funcién y = f(x) admite derivada en el intervalo a << x < b, y f(x) tiene un maximo (mi-
nimo) relativo en el punto x = x,, siendo a < x, < b, se verifica f'(x,) = 0. (Ver Problema 18.)

Para determinar los maximos (minimos) relativos [0 simplemente maximos (minimos)] de una
funcién f(x) continua asi como su derivada se puede seguir el siguiente proceso:

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
1. Resolver la ecuacién f'(x,) = 0 para calcular los valores criticos.

2. Representar estos valores criticos sobre el eje de abscisas de un sistema coordenado (escala
numerica); de esta manera se han establecido un cierto nimero de intervalos.

3. Determinar el signo de f'(x) en cada uno de los intervalos anteriores.

4.  Para cada uno de los valores criticos x = x,:

Sf(x) tiene un maximo [= f(xy)], si f'(x) pasa de + a —,
Sf(x) tiene un minimo [= f(x,y)], si f'(x) pasa de — a +,

f(x) no tiene ni maximo ni minimo en el punto x = x,, si f'(x) no cambia de signo.

(Ver Problemas 2-5.)

UNA FUNCION y = f(x) puede tener maximos o minimos [= f(x,)] aunque no exista f'(x,). Los valores,
x = x,, para los cuales f(x) esti definida pero no existe f'(x), también reciben ¢l nombre de valores
criticos y junto con aquellos otros para los cuales f'(x) = 0, han de servir para establecer los inter-
valos del apartado 2 del parrafo anterior.

' (Ver Problemas 6-8.)

Finalmente, se pueden presentar otros casos —de los que aqui no trataremos— en los que f(x,)
tenga maximo (minimo) aunque no exista un intervalo, xo — 4 < x < x,, para el cual f'(x) sea
positiva (negativa) ni otro, x, << x < X, + 0, para el que f'(x) sea negativa (positiva).

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. Un arco de curva y = f(x) es concavo si en cada uno de sus puntos
esta situado por encima de la tangente. Al aumentar x, f'(x) 0 aumenta sin cambiar de signo (como
en el intervalo b < x < s de la Fig. 8-1) o cambia de signo pasando de negativa a positiva (como en
el intervalo ¢ < x < u). En cualquier caso, la pendiente f'(x) aumenta y f"'(x) > 0.

Un arco de curva y = f(x) es convexo, si en cada uno de sus puntos el arco esta situado por
debajo de la tangente. Al aumentar x, f'(x) o disminuye sin cambiar de signo (como en el inter-
valo s < x < ¢) o cambia de signo pasando de positiva a negativa (como en el intervalo a < x < b).
En cualquier caso, la pendiente f'(x) disminuye y f"'(x) < 0.

PUNTO DE INFLEXION. Es un punto en el cual la curva pasa de concava a convexa o viceversa. En
la Fig. 8-1, los puntos B, §'y C son de inflexion.

Una curva y = f(x) tiene un punto de inflexién en el punto x = x,
si f'(xo) = 0 6 no esta definida y
si f'(x) cambia de signo en un entorno de x = x,.
La ultima condicién equivale a f'"(x,) # 0 cuando existe la tercera derivada f'"(x,).

(Ver Problemas 9-13.)
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA
1.  Resolver la ccuacidn f'(x) = 0 para calcular los valores eriticos.

2.  Para cada uno de los valores criticos x = x,:

JS(x) tiene un maximo [= f(x )], si f"'(x,) < 0.
f{x) tiene un minimo [= f(xg)], sif"'(x4) > 0,

si f""(xp) = 0 & se hace infinito, nada se puede afirmar.

En este ultimo caso hay que recurrir al criterio de la primera derivada.
(Ver Problemas 14-16.)

Problemas resueltos
1. (a) y = —xt tiene un méximo relativo (=0) en x =0, puesto que y =0 para x =0 e y < 0 para x = 0,
(d) y = (x — 3)* tiene un minimo relativo (= 0) en x = 3, puesto que y =0 para x =3¢ y > 0 para x # 3.

(&) y = /25 —4x?tiene vn miximo relativo (= 5) en x = 0, pucsto que ¥ = § para ¥ =0 e y < 5 en el intervalo
—l<x<1.

(d) y = V/x—4no tiene ni maximos ni minimos relativos. [Algunos autores definen los maximos y minimos rela-
tivos, de forma que esta funcién tiene un miximo relativo en el punto x = 4. Ver Problema 30.]

(—3,43/2) ]

2. Dada la funcién y = 4x* + §x® — 6x + 8, calcular:

(@) Puntos criticos.
(b) Intervalos en los cuales y es creciente y decreciente.
(¢) Maximos y minimos de y.

@ y=x*4+x—6=x+3Nx—2)

Resolviendo y* = 0, obtenemos los valores criticos x = —3, 2.
Los puntos criticos son (-3, 43/2), (2, 2/3).

(b) Cuando y’ es positiva, y es creciente; cuando y’ es negativa, y es decreciente.

Cuando x < —3, por ¢jemplo x = —4, ¥ =(—)(—) = +, e y es creciente.
Cuando —3 < x < 2, por ejemplo x = 0, y’ = (+)(—) = —, e y es decreciente.
Cuando x > 2, por ejemplo x = 3, "= (4+)(+) = +, e y es creciente.

En el siguiente diagrama se representan estos resultados.

Max. Min.
x< —3 x=-—3 —3<x<?2 X = x> 2
yt — + yl — yl = +
» creciente y decreciente ¥ creciente
(¢) Veamos si hay maximo o minimo en los valores criticos x = —3, 2.
Al ir aumentando x al pasar por —3, p’ cambia de signo, de + a —. Por tanto en x = —3, y tiene un maximo,

igual a 43/2.
Alir aumentando x al pasar por 2, y’ cambia de signo, de — a +. Por tanto, ¢n x = 2, y tiene¢ un minimo igual a 2/3,
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3. Dadala funcién y = x* + 2x® — 3x? — 4x + 4, calcular: (-1/2,81/16) ¥

(@) Intervalos en los que y es creciente y decreciente.
(5) Miéximos y minimos de y.

Y =4x>+6x* —6x—4=2x+2)2x+ DH(x—1)
Resolviendo y’ = 0 obtenemos los valores criticos x = —2, —3, 1.
(@) Cuando x < —2, y’' = 2A—)(—)(—) = —, e y es decreciente, 0
Cuando —2 < x < —}, y' = 2(+)(—){—) = +, e y es creciente. e b =
Cuando —} <x <1, y" = 2(+)(+)(—) = —, e y es decreciente. o) €0
Cuando x > 1, Yy = 2(+)Y(+H)(+) = +, e y es creciente.
En el siguiente diagrama se representan estos resultados, Fig.8-3
Min, Max. Min.
x < —2 x = —2 —2 <x<—3 x=—% —t<x <l x = x> 1
yo=— y =+ y o=— Y=
y decrece y crece y decrece y crece
() Veamos si hay maximo o minimo en los valores criticos x = —2, —4%, 1.
Al ir aumentando x al pasar por —2, y’ cambia de signo de — a +. Por tanto, en x = —2, y tiene un minimo
igual a 0.
Al ir aumentando x al pasar por —§, y’ cambia de signo, de + a —. Por tanto, en x = —}, y tiene un miximo

igual a 81/16.
Al ir aumentando x al pasar por 1, y’ cambia de signo, de — a +. Por tanto, en x = 1, y tiene un minimo igual a 0.

4, Demostrar que la funcién y = x* — 8 no tiene maximos ni minimos.
¥’ = 3x% De la ecuacién y’ = 0, se obtiene x = 0.
Parax <0 y x > 0, y’ > 0. Por tanto, no hay maximos ni minimos.
En x = 0 la curva presenta un punto de inflexién.

5. Hallar los maximos y minimos de la funcién y = f(x) = =7 determinando los ¥
. . . o |
intervalos en los que la funcién es creciente y decreciente, I
|
1 . . . .
f(x) = — ———5. Como f(2) no estd definida (e.d., f(x) tiende a infinito !
=2 o] s
cuando x tiende a 2) no hay valores criticos. Sin embargo, para determinar los inter- — i z
valos en los que la funcion es creciente y decreciente se acude al punto x = 2. |
[’(x) < 0 siempre que x # 2. Por tanto, f(x) es decreciente en los intervalos |
x<2yx>2 :
Fig.8-4
6. Hallar los maximos y minimos de la funcién f(x) = 2 + x*3 determinando los inter-
valos en los que la funcién es creciente y decreciente. v
2 . . P
fx)= R El valor critico es x = 0, ya que f’(x) tiende a infinito cuando x
tiende a 0.
Para x < 0, f’(x) < 0, y f(x) es decreciente,
Para x > 0, f’(x) > 0, y f(x) es creciente. 0,2)
Por tanto, en x = 0, la funcidn tiene un minimo igual a 2, Py
()]
7. Hallar los méximos y minimos de la funcion'y = x%3 (1 — x)1/3, Fig.8-5

x1/3 (4 — 5x)
34—

Parax < 0,y < 0;enelintervalo 0 < x < 4/5,y' > 0;end4/5 <x <1,y <0,

Para x > 1, y’ < 0. La funcién tiene un minimo (igual a 0) en x = 0 y un maximo (igual a %\:’/ﬁ) en x = 4/5,

Derivando, y’ = y los valores criticos son x = 0, 4/5vy 1,
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8. Hallar los miximos y minimos de la funcién y = ix|.

La funcion esta definida para todos los valores de x y existe su derivada en todos ellos excepto en x = 0, (Ver Pro-
blema 11, Capitulo 4). Por tanto, x = 0 es un valor critico. Para x < 0, f’(x) = —1, mientras que para x > 0,
f'(x) = +1. La funcibén tiene un minimo (= 0) en x = 0. Dibujando la funcién se llegaria de forma inmediata a este

resultado.

9. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de Ia funcion
y=13x'—10x* — 12x* + 12x — 7.

y' = 12x%— 30x? — 24x + 12 - / x
y = 36x* — 60x — 24 = 1203x + ) (x — 2)

Resolviendo 3’/ = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexién x = —1/3, 2.
(—1/8, —822/27)

Cuando x < —1/3, »'' = +, yel arco es concavo.

Cuando —1/3 < x < 2, »'’ = —, y el arco es convexo.

Cuando x > 2, ¥’ = +, y el arco es concavo.

x<—1/3 x=—1/3 —13<x<2 x=2 x>2

yll — + yll = — yll — +

aémnaun CONVEXD sineave Fig. 8-6

Los puntos de inflexién son (—1/3, —322/27) y (2, —63), ya que y’’ cambia de signo ¢n X = —1/3 y x = 2,

10. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de la funciéon y = x* — 6x + 2. Ver Fig. 8-7.
»'’ = 12x% En x = 0 puede presentar un punto de inflexién.

En los intervalos x <0yx >0,y > 0;los arcos son concavos. El punto P(0, 2) no es de inflexion.

¥ v

0,2) 0

-2, ~86)

Fig. 8-7 Fig. 8-8

11. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexi6n de 1a funcién y = 3x 4+ (x + 2)%/%. Ver Fig. 8-8.

SR SV SN
yo= sc+ 2% Y T Bt
En x = —2, puede presentar un punto de inflexién.

Para x > —2, y’’ < 0; el arco es convexo.
Para x < —2, y’’ > 0; el arco es cOncavo.

El punto (—2, —6) es un punto de inflexion.

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva y = f{x) = x* — 6x3 + 12x® — 8x en sus puntos de inflexi6n,

y=f(x) = xt—6x3 4 12* — 8x
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13.

14.

15,

16.

17.

Para x = x;, existe un punto de inflexion si f"'(xg) =0y f'""(xy) #£ 0,
fi(x) = 4x*—18x2+ 24x —8
7)) = 12x*—36x + 24 = 12(x —D(x—2)
f7(x) = 24x — 36 = 122x — 3)

i, L.gs posibles punos de inflexion son x = 1,2. Como f"’/(1) # 0 y f""(2) # 0, los puntos (1, —1) y (2, 0) son de
inflexion

En el punto (1}, —1), la pendiente m = f’(1) = 2 y la ecuacién de la tangente es
y—y»n=nx—x) osea y+1=2x—1) o y=20x—3

En el punto (2, 0), la pendiente m = f’(2) = 0, y la ecuacion de la tangente es y = 0.

. . a—x L. , .
Demostrar que los puntos de inflexién de y = i a estdn situados sobre una recta y deducir su ecuacion.
, _ x*—2ax-—a’ c . 2x‘—3()x2—302x+aa
(x* + a%? Y (x* + a??
Los valoresde x = —a, a(2 ++/ 3), son las raices de la ecuacion £® — 3ax® — 3a%x + a® = 0; los puntos de inflexion

son: [—a, 1/a], [a@2 + v/ 3), (1 — 4/ 3)/4a], [a(2 — v/ 3),(1 + 1/ 3)/4a). La pendiente de la recta que pasa por dos cua-
lesquiera de estos puntos es ——1/4a? y la ecuacion de la recta que los une, x + 4a?y = 3a.

Hallar los maximos y minimos de la funcion f(x} = x(12 — 2x)? aplicando el criterio de la segunda derivada.

(@ f'(x) = 12(x2 —8x + 12) — 12(x — 2} (x — 6). Los valares criticas son x — 3, €,
®) f7(x) = 12(2x — 8) = 24(x — 4).

© f’’(2) < 0. Por tanto f(x) tiecne un mdximo igual a 128 para x = 2.
f’(6) > 0. Por tanto f(x) tiene un minimo igual a 0 para x = 6.

L. - . 250 . _ .
Hallar Jos maximos y minimos de la funcién y = x* + —— aplicando el criterio de la segunda derivada.
X

El valor critico es x = 5.

3 __
@ y = 2x— 2:? - &_)?125),

0y —2s W
X

(¢} ¥’ > Opara x = 5. Por tanto tiene un minimo igual a 75 para x = 5.

Hallar los mdximos y minimos de la funcion y = (x — 2)¥3,

, 2 “us 2 r _
@y =3x=271= 3 — 2y El valor critico es x = 2.
[Eg— 2 ~413 2
)y =—g =T = T9x — 2

(¢) Como y’’ tiende a infinito cuando x tiende a 2, hay que acudir al criterio de la primera derivada. Parax < 2, 3’ < 0;
para x > 2, y* >0, Por tanto, y presenta un minimo relativo, igual a 0, en ¢l punto x = 2.

Una funciéon f(x) es creciente en el punto x = x,, si, dado un A > 0 y suficientemente pequefio, se verifica:
f(xo— M) < fxg) < f(xq + A).

Demostrar que si f'(xp) > 0, la funcidén f(x) es creciente en el punto x = x,.

Como lim SO+ 40 —flx) f'(xo) > 0, tendremos S + 40 —[(x) > 0 para un |Ax| suficientemente

Ax—o0 Ax Adx

pequefio, Problema 4, Capitulo 3.

Si dx <0, f(xg + Ax) — fix,) < 0, y haciendo Ax = —h, flxg—h) < f(xp). Si Ax > 0, por ejemplo dx = h,
f(xe + H) > f(x,). Es decir, f(x, — h) < fixg) < f(xo + h), que es lo establecido en la definicion.

Ver Problema 33 para una funcién decreciente.
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18.

19.

.

21,

22,

23,
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Demostrar que si ¥y = f(x) admite derivada en el intervalo a < x < b, y f(x) presenta un maximo relativo en el punto
x = x,, siendo a < x, < b, se verifica f'(x,) = 0.

Coma f(x) presenta un maximo relativo en x = x,, para todo Ax, siendo [4x] suficientemente pequefio,
S(xo + 4x) < f(xp) y flxg + 4x) —f(x) < 0

Sty + A%) —f(xo) I (Y. & B A5
gt >0y fixg = tim SRTIETI

Ahora bien cuando 4x < 0,

OIEGRT Ax s 0, L0t A;;—f(xo) <0y fixy =tim L&t A4x) —f(x0)

= <0,
AX-»0+ dx

Por tanto, 0 < f'(x,) < 0, y f'(xe) = 0, como se queria demostrar. Ver Problema 34 para ¢l minimo relativo.

Demostrar el criterio de la segunda derivada para hallar mdximos y minimos: Si f(x) y f“(x) admiten derivada en el
intervalo @ < x < b, el punto x = x,, siendo a < x, < b, representa un valor critico de f(x), y f"'(x,) > 0, la funcién
f(x) tiene un minimo relativo en x = x,.

Como f'"(x,) = 0, f'(x) es creciente en x = X, y existird un 4 > 0 tal, que f(x, — A) < f'(x) < f'(xg + h).
Por tanto, para valores de x inferiores a x,, f'(x) < f’(x,), y para valores de x superiores a x,, f'(x) > f’(x,). Ahora bien,
como f'(x,) = 0, f'(x) < 0 para x < x,, y f'(x) > 0 para x > x,. Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase-
guran la existencia de un minimo relativo de la funcion f(x) en el punto x = x,. Se deja para el alumno, la demostracién
del teorema andlogo para el maximo relativo.

Consideremos ¢1 problema de situar sobre la hipgrhola 4* — ¥* = 1 up punte (X, ¥) cuya distancia a uno dado P(a, 0),
sicndo a > 0, sea minima. De la expresion que da la distancia eatre do§ puntos, s¢ geduce D = (X — ap* + I+, y por

pertenecer el punto (X, Y) a ta hipérbola, X2 == Y2 = 1. ,
Expresando D? en funcidn X solamente, resulta:
X)) =X—a)P+X2— 1 = 2X*—2aX + a*—1
cuyo valor critico de esta funcion es X = da.

Si tomamos a = 4, no habra ningun punto sobre la hipérbola, porque Y se hace imaginario para el valor critico
X = }. Dibujando la figura correspondiente se veria claramente que el punto de la hipérbola mas préximo al P(}, 0)
es el V(1, 0). Por tanto, lo que se trata en este caso es hallar el minimo de 1a funcién f(X) = (X — $)* + X?— 1 con
1a condicion de que X > 1. (Obsérvese que esta condicion no la lleva implicitamente la funcion f(X). Esta funcién, sin
poner condicién alguna, presenta un minimo relativo en el punto X = }.) En el intervalo X > 1,f(X) tiene un minimo
absoluto en el extremo X = 1, que no es un minimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio del pro-

blema cuando (i) a = 4/ 2 y (ii) @ = 3.

Problemas propuestos

Determinar los intervalos en los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1.
Sol, (@) Crec. x <0; Dec. x>0. (b) Crec. x> 3, Dec. x <3. (¢) Crec. —5/2 <x <0; Dec. 0 <x < §/2.
(d) Crec. x > 4.

(@) Demostrar que y = x® + 20x — 6 es una funcién creciente para todos los valores de x.
(6) Demostrar que y = 1 — x* — x7 es una funcién decreciente para todos los valores de x.

Hallar los maximos y minimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes:
(@ f(x) =x*+2x—13 Sol. x = —I1 minimo relativo = —4
B fix)=3+2x—x* Sol. x = 1 maximo relativo = 4
@ f(x)=x"+2x*—4x—8 Sol. x = % minimo relativo = —256/27
x = —2 maximo relativo = 0
d f(x) =x*—6x*+9x—8 Sol. x = 1 maximo relativo = —4
x = 3 maximo relativo = —8
e) f(x) =02 —x)? Sol. No tiene ni max. ni min. relativos
) f(x) =x2—4* Sol. x = 0 maximo relativo = 16

x = +2 minimo relativo = 0
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26,

27.

28

29.

30

]|

3.

3

k]

3s.

36.

37

@ f&x)=(x—M(x+3)? Sol. x = 0 maximo relativo = 6 912
x == 4 minimo relativo = 0
X = —3 ni maximo ni minimo
) f(x) =x*+ 48/x Sol. x = —2 maximo relativo = —32
x = 2 minimo relativo = 32
@) f(x) =(x—1DV3(x + 2)¥3 Sol. x = —2 maximo relativo = 0
x = 0 minimo relativo = — ¥4
x = 1 ni maximo ni minimo
Hallar los mdximos y minimos de las funciones del Problema 23 (a)-(f) aplicando el criterio de la segunda derivada.

Determinar, asimismo, los puntos de inflexion y los intervalos en los que la curva es cédncava o convexa.

Sol. (@) No tiene P.1.; es siempre concava.
(6) No tiene P.L.; es siempre convexa.
() P.I.en x = —2/3; concava para x > —2/3; convexa para x < —2/3.
(d) P.I en x = 2;concava para x > 2; convexa para x < 2.
(e) P.d.en x = 2; convexa para x > 2; concava para x < 2.
(f) Plenx = 4 24/ 3/3; concava para x > 24/ 3/3y x < —24/ 3/3; convexa en — 24/ 3/3 < x < 24/ 3/3.

ax + b L, . .- . ‘
——-, carece de maximos y minimos relativos.
cx +d

Hallar los maximos y minimos relativos de la funcién y = x* — 3px + q.
Sol. Min. = g — 2p%% Mix. = g + 2p*? si p > 0; en los demds casos, ni mdximo ni minimo.

Demostrar que la funcion y =

Demostrar que y = (@, — x)* + (@> — x)2 + *** + (@, — x)? tiene un minimo relativo cuando x = (a, + a; +
crr 4+ a)/n. ’
Demostrar que 8i f''(xy) = 0y f'"’(x,) # 0 hay un punto de inflexion en el punto x = x,.
Demostrar que si ¥y = ax® + bx? 4+ ¢x + d tiene dos puntos criticos, en el punto medio del segmento que une los corres-
pondientes valores criticos la funcién presenta un punto de inflexién, y que si solo tiene un punto critico, éste es de
inflexion.
Una funcién tiene un maximo (minimo) absoluto en un punto x = x,, cuando f(x,) es mayor (menor) o igual a cualquier
otro valor de la funcién en su dominio de definicion, Comprobar, graficamente que (a) y = —x? tiene un maximo abso-
luto en el punto x = 0; (b) y = (x — 3)* tiene un minimo absoluto (= 0) en el punto x = 3, (¢) y = 4/25 — 4x? tiene
un maximo absoluto (= 5) en x = 0 y un minimo absoluto (= 0) en x = 45/2; (d) y = v/ x — 4 tiene un minimo
absoluto (= 0) en x = 4.
Hallar los maximos y minimos de las funciones siguientes en los intervalos dados:
(@) y=—xen 2 <x <2 Sol. Max.(=0) en x =0
b)) y=(x—3)2enl<x<4 Sol. Max.(=9 en x =10

Min.(=0)en x =3
() y=V25—4xten —2<x <2 Sol. Méx.(=5) en x =0

Min. (=3) en x =42
@ y=vVx—4end<x<29 Sol. Max.(=5) en x =29

Min. (=0)en x =4

Nota. Estos son los valores maximos y minimos de los que se habla en la Propiedad II, Capitulo 3, de las fun-
ciones continuas.

Demostrar que una funcién f(x) es creciente (decreciente) en un punto x = Xx,, si el dngulo de inclinacién de la tangente
a la curva y = f(x) en el punto x = x, es agudo (obtuso).

Enunciar y demostrar el teorema andlogo al del Problema 17 para una funcién decreciente.
Enunciar y demostrar el teorema analogo al del Problema 18 para el minimo relativo.

Hallar los maximos y minimos de la funcién 2x? —4xy + 3y* —8x + 8y — 1 = 0.
Sol. Méx. en (5,3); min en (—1, —3).

La fuerza ejercida por el campo magnético creado por la corriente eléctrica que circula por una bobina de radio r sobre
. . . . . . . . kx
un pequeiio imdn situado a una distancia x del centro de dicha bobina viene dado por F = EF Demostrar que F

€s maximo en x = }r,

Fl trabajo realizado por una pila de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna r conectada a una resistencia
de carga R, es proporcional a E*R/(r + R)%. Demostrar que dicho trabajo es maximo para R = r.



o Capitulo 9

Problemas de aplicacién de mdximos y minimos

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS. Normalmente, en los problemas de aplicacion no sera

necesario demostrar la existencia de un méaximo o de un minimo relativo. De un estudio previo
se puede obtener la eleccion adecuada del valor critico.

A veces, un maximo o un minimo relativo de una funcién son un maximo o un minimo absolutos.
En estos casos estin justificados los términos mdximo, mayor que, menor que, etc., que figuran
en los enunciados de ios problemas.

Problemas resueltos

Hallar dos niimeros cuya suma sea 120 y de forma que el producto P de uno de ellos por el cuadrado del otro sea maximo.

Sean x y 120 — x dichos numeros. Por consiguiente, P = (120 — x)x2, dP/dx = 3x(80 — x). Los valores criticos
sonx =0y x =80

Prescindiendo de la solucién trivial x = 0, los numeros pedidos son x = 80 y 120 — x = 40.

El drea de una superficie rectangular es de 18 m?. Sabiendo que en su interior hay otra de forma que los margenes superior
e inferior son de 3/4 m y que los mérgenes laterales son de 1/2 m, hallar las dimensiones de la superficie exterior para que
el drea comprendida entre los margenes sea maxima.

Sean x = longitud 18/x = anchura de la superficie, en metros. (Ver figura 9-1.)

El 4rea entre margeneses A = (x — 1) (—g = % .

da _ 18

el e % De la ecuaciéon %;i = 0, se obtiene el valor critico x = 24/3.

Las dimensiones de la superficie exterior son x == 2/ 3y 18/x =3V 3m.

3/4 Ao B, _ B
65 — 10t 100

1/2 18/ 16¢

A,

X

Fig. 9-1 Fig. 9-2

En un instante determinado, un barco B se encuentra a 65 millas al este de otro barco A. El barco B empieza a navegar
hacia el oeste con una velocidad de 10 millas hora, mientras que el A4 lo hace hacia el Sur con una velocidad de 15 millas/h.
Sabiendo que las rutas iniciadas no se nfedifican, calcular el tiempo que transcurrira hasta que la distancia que los separe
sea minima y hallar dicha distancia.

Sean A, y B, las posiciones de los barcos A y B en ¢l instante inicial, y 4, y B, sus respectivas posiciones ¢ horas mis
tarde. La distancia recorrida por 4 en ¢ horas es 15 7 millas y la recorrida por B, 10 ¢ millas,

La distancia D entre los barcos viene dada por D? = (151)? 4+ (65 — 1s)%.

50
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4.

6.

7.

dbD 325r — 650 .. dD . . . . .
% = b De la ecuacién = 0, se obtiene el valor critico ¢+ = 2 para el cual la distancia es minima,

Para r = 2, la funciéon D* = (15¢)* + (65 — 10¢)? toma el valor D = 154/13 millas.

La distancia minima entre los dos barcos es de 154/ 13 millas y se produce 2 horas después de iniciarse el movimiento.

Se quiere gonslruir un recipiente cilindrico metalico de base circular y de 64 centimetros cibicos de volumen. Hallar
las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (4rea total) sea minima, en el caso en que (a) el recipiente
sea abierto y (b) sea cerrado.

Sean r y A el radio de la base y la altura en centimetros, 4 la cantidad de metal y ¥ el volumen del recipiente.

(@ V=mrh=64y A =2nrh + ar.

Para expresar 4 en funcién de una sola variable se despeja h de la primera relacion y se sustituye en la segunda;
resulta 4 = 27r(64/nr?) + 7rt = 128/r + 7r2,
dA 128 3 .
—— =—— + 27ar = u, y el valor criticoes r = ———-.
dr re r? \3/?;
Por tanto, i = 64/nrt = 4/ 7, yr = h = 4w cm.

b) V =nrth=64,y A = 2arh + 2nr* = 2rnr(64/7r?) + 27r® = 128/r + 27r2.
dA _ '
=z T ]328 + 4ar = ﬁt—’» i 32—), y el valor critico es r = 2¥/4/n

Por tanto, h = 64/nr* = 4¥4jn, y h = 2r = 4 4/m cm.

El coste total de produccion de x unidades diarias de un producto es de ({x? + 35x + 25) pesetas, y el precio de venta
de una de ellas es de (50 — }x) pesetas.

(a) Hallar el nimero de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea maximo,

(b) . Demostrar que el coste de produccion de una unidad tiene un minimo relativo.

(@) El beneficio de la venia de x unidades diarias es £ = x(50 — $x) — (}x? + 35x + 25).
%? = 15 — E;— Resolviendo dP/dx = 0 obienemos el valor critico x = 10.

Por tanto, la produccion que proporciona el mayor beneficio es de 10 unidades al dia.

G +35x +29) _ (lx + 35 + zi) pts.
x 4 x

(b) El coste de produccion de una unidad es C =

—dg = l e ES* Resolviendo dC/dx = 0 resulta x = 10, un minimo.
dx 4 x?

El coste del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la velocidad y vale 1 600 pesetas
por hora cuando ia velocidad es de 40 kilémetros por hora. Independientemente de la velocidad, el coste por hora se
incrementa, por otras causas, en 3 600 pesetas por hora. Calcular la velocidad a la que debe ir la locomotora para que
el coste por kilémetro sea minimo.

Sea v = velocidad buscada y C = coste total por kilémetro.

Coste de combustible por hora = kv?, siendo k una constante que podemos determinar sabiendo que para
v = 40, kv¢ = | 600 v® = 1 600, de donde resulta k = 1,

_coste(ptsth)  v*+3600 3600
Clpts/km) = - dad (km/by — ¥ =vt—
Z_c -1 — 3 6:)0 = v— 60)?’ + 60). Como v > 0, la tinica solucion posible para el valor critico es v = 60.
v v Vv
Asi pues, la velocidad mas econdmica es la de 60 kilometros por hora. P

Un hombre, sobre un bote de remos, estd situado en un punto P a una dis-

tancia de 5 kilémetros de un punto 4 de la costa (rectilinea) y desea llegar

a un punto B de la costa a 6 kilometros de A4 ¢n el menor tiempo posible. 5 V25 + %2

Determinar el camino que debe seguir sabiendo que puede remar a una velo-

cidad de 2 kilometros por hora y andar a una velocidad de 4 kilometros

por hora. C B
A x 8-

Sea C el punto situado entre A y B al que se dirige el hombre, y lfamemos x
a la distancia AC Fig.9-3
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espacio ~ V25 +x*

velocidad 2

El espacio que ha de recorrer andando por la costa es CB = 6 — x y el tiempo empleado, #; = (6 — x4
El tiempo totales t = ¢; 4+ 1, = V25 + x* + }(6 — x).

El espacio que ha de recorrer en bote es PC = /25 + x? y el tiempo empleado, r, =

— S T g2
_‘ff_ S ’f_T__ _ 1 = 2x 257+_x y el valor critico, obtenido de la ecuacién 2x — 4/25 4+ x? =0,
dx  2+/25 ¥ x* 4 44/25 + x?

es x = e}\/i = 2,89. Por tanto, deberd dirigirse a un punto situado entre 4 y B, a 2,89 kilometros de A.

8. Se quiere poner una alambrada para proteger el contorno de un campo rectangular de drea dada y uno de cuyos bordes
lo constituye el cauce de un rio. Sabiendo gue en este borde no hay que colocar alambrada, demostrar que la menor
cantidad de alambrada que se necesita es cuando la longitud del campo es igual al doble de su anchura.

Sea x = longitud e y = anchura del campo. Area = xy. Alambrada necesaria, F = x + 2y.
dFjdx = 1 + 2 dy/dx. Para que dFjdx = 0 debera ser dy/dx = —3}.
dA/dx = 0 = y + x dy/dx. Por tanto, y — §x = 0, esto es x = 2y como se queria demostrar.

9. Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen minimo que se
puede circunscribir a una esfera de 8 cm de didmetro. ~

Sea x = radio de la base del cono ¢ y + 8 = altura del cono.

De los triingulos rectangulos semejantes ABC vy AED, deducimos

; 2
i = _‘i‘i_—_s,_:. De donde x* = 64(2}' + 8) = 64(y + 8) s
8 4y -les v —64 y—38
2 2
Volumen del cono, ¥ = )y + 8 _ GAnly + 8
3 3(y—29

v _ &Aa(y + 8y — 29
dy 3y — 82
Altura del cono = y + 8 = 32 cm; radio de la base = x = 84/ 2 cm. Fig. 9-4

El valor critico es y = 24.

\

10. Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea maxima que se puede inscribir en la porcion de pardbola y® = 4px limitada
por la recta x = a.

Sea PBB'P’ el rectangulo y (x,y) las coordenadas de P. (Ver Fig. 9-5).
Area del rectingulo, 4 = 2y(a — x) = 2y(a — y*/4p) = 2ay — y*/2p.
dA/dy = 2a — 3y*/2p. Resolviendo dA/dy = 0, el valor critico es y = A/ dap/3.
Las dimensiones del rectdngulo son 2y = %M ya—x = a— y*/4p = 2a/3,

¥
P B
v
X a—x x
0 v
10
BI
P 2 8
Fig. 9-5 Fig. 9-6 Fig. 9-7

11. Hallar la altura del cilindro circular recto de volumen maximo ¥ que se puede inscribir en una esfera de radio R
(Ver Fig. 9-6.)

Sea r el radio de la base y 2k la altura del cilindro.

V = 2nrh y rt + h* = R2 Por tanto, dV/dr = 2n(r* dh/dr + 2rk) y 2r + 2h dh [dr = 0.
De la tultima relacion, dhjdr = —r/h. Por tanto, d¥/dr = 2n(—r3/h + 2rh).

Cuando V es maximo, d¥V/dr = 2a(—r3lh + 2nh) = 0y r? = 248,

Como r® + h* = R?, 2h* + k* = R*y h = R/+/ 3. Altura del cilindro = 2h = 2R/4/ 3.
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12.

13.

14.

16.

17

18

19

-

20.
21.

26

27.

28.

Se quiere apuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared paralela, de 10 m de altura,
situada a una distancia de 8 m de la primera. Hallar 1a longitud L de la viga mas corta que se puede emplear al efecto.

Sea x la distancia del pie de la viga al de la pared paralela, e y la distancia metros del suelo al extremo superior,
de la viga. (Ver Fig. 9-7.)

= A/(x + 8)? +—_;2. De los tridngulos semejantes, % = _x;—f y = 10(xxﬂ-

Portanto L = ]/( + 84— 100(x+8) - L:—S—w/x’+10(_) y

dL _ x[(x* + 1000 + x(x + 8) (x* + 100)*/*] — (x + 8) (x* + 100)"* - —800

& S VAL
El valor critico es x = 24/100. La longitud de la viga mas corta es

2V100 8 [ 410000 + 100 = (/100 + 4)**m
2\foo

Preblemas propuestos

Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 20 y (@) su producto sea maximo, () 1a suma de sus cuadrados sea minima,
(¢) el producto del cuadrado de uno de ellos por e] cubo del otro sea maximo. Sol. (a) 10,10; (b) 10,10; (c) 8,12,

Hallar dos nimeros positivos cuyo producto sea 16 y (@) su suma sea minima. (b) la suma de uno de ellos con el cuadrado
del otro sea minima. Sol. (a) 4,4; (b) 8,2.

Hallar las dimensiones de una caja rectangular abierta de 6 400 centimetros cuibicos para que resulte la méds econémica,
teniendo en cuenta que el precio de coste de la base es de 75 pesetas y el de las superficies laterales de 25 pesetas por
centimetro cuadrado.

Sol. 20 x 22 x 16 cm. .
Una pared de 3,2 metros de altura esti situada a una distancia de 1,35 metros de una casa. Hallar la longitud de la
escalera mas corta de manera que, apoyandose en el suelo y en la pared, llegue a la cima de la casa. Sol. 6,25 metros.

Una entidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesetas por cada mil para operaciones de hasta 50 000 pesctas;
para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 0,375 pesetas por cada mil. Hallar la operacion
6ptima de manera que el beneficio del banco sea maximo. Sol. 90 000 pesetas,

Hallar la ecuacién de la recta que, pasando por el punto (3, 4), determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados,
un tridngulo de area minima. Sol. 4x + 3y—24 =0,

Hallar un punto de la pardbola y = 4 — x® en ¢l que la tangente determine en el primer cuadrante con los gjes coorde-
nados un tridngulo de iarea minima, Sol. 24/ 3/3, 8/3).
Hallar la minima distancia del punto (4, 2) a la parabola y* = 8x. Sol. 24/ 2 unidades.

Se traza la tangente en un punto de la elipse x?/25 + y?/16 = 1 de forma que ¢l segmento de clla interceptado por los
ejes coordenados sea minimo. Demostrar que la longitud de este segmento es de 9 unidades.

Se inscribe un rectingulo en la elipse x2/400 + »%/225 = 1 con sus lados paralelos a los ejes. Hallar las dimensiones de
dicho rectdngulo para que () el drea sea maxima, (b) el perimetro sea maximo. Sol. (@)200/ 2 x 154/2,(b) 32 x 18.

Hallar el radio R del cono circular recto de volumen maximo que se puede inscribir en una esfera de radio r.
Sol. R = %ry/ 2.

En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio R del cilindro para que (@) su volumen
sea maximo () su irea lateral sea mixima. Sol. (@) R = %r,(b) R = }r.

Demostrar que la menor cantidad de lona empleada en confeccionar una tienda de campaiia cdnica de un volumen
determinado ocurre cuando su altura sea dos veces el radio de la base.

Demostrar que todos los tridngulos isdsceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, ¢l de érea
minima es el equildtero de lado 3r.

Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de irea lateral mdxima que se puede inscribir en una esfera
de 8 centimetros de radio, Sol. h = 2r = 84/ 72 centimetros,

Estudiar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total mixima en un cono circular recto de radio r
y altura A, Sol. Si h > 2r, radio del cilindro = §Ar/(h —r).



Capitulo 10

Movimientos rectilineo y circular
MOVIMIENTO RECTILINEO

El movimiento de una particula P a lo largo de una linea recta queda completamente definido
por la ecuacién s = f(¢), ley del movimiento, siendo ¢t = 0 el tiempo y s la distancia de £ a un punto
fijo O de la trayectoria.

. d
La velocidad de P, en un instante ¢, es: v = 71-‘;-

Si v > 0, P se mueve en la direccién creciente de s.
Si v < 0, P se mueve en la direccién decreciente de s.
Si v = 0, P esta en reposo en dicho instante.

La aceleracién de P, en un instante ¢, es: @ = ﬂ = ﬂ
dt dr?
St a > 0, v aumenta; si @ < 0, v disminuye.
Si v y a tienen el mismo signo, la celeridad (mddulo de la velocidad) de P aumenta.
Si v y a tienen signo contrario, la celeridad de P disminuye.
(Ver Problemas 1-5.)
MOVIMIENTO CIRCULAR

El movimiento de una particula P a lo largo de una circunferencia queda completamente definido
por la ecuacién 6 = f(¢), ley de movimiento, siendo 0 el dngulo en el centro (radianés) barrido en
el tiempo ¢ por la recta que une P con el centro de la circunferencia.

d
La velocida angular de P en el instante ¢ es w = —d-?—

d 2
La aceleracién angular de P, en el instante tes a = 76;1 = %;02—

Si a es constante para todos los valores de t, P se mueve con una aceleracién angular cons-
tante.
Si a = 0 para todos los valores de ¢, P se mueve con una velocidad angular constante.

(Ver Problema 6.)

Problemas resueltos

En los problemas que siguen sobre el movimiento rectilineo el espacio s se mide en metros y el tiempo ¢ en segundos.

1. La ley del movimiento rectilineo de un cuerpo viene dada por s = §#2 — 2¢. Hallar su velocidad y aceleracién al cabo

de 2 segundos.
ds 3 3
v 7 2 t 2 Para t =2, v 3 2) 4 m/s.
a=—‘—11=31 ) Para t =2, a = 3(2) = 6 m/s,
dr
2. Elespacio recorrido por un mévil en linea recta viene dado por la ecuacién s = 1> — 6¢2 4 9¢ + 4 (ley del movimiento).
(@) Hallar s y a cuando v = 0. (d) (Cuidndo aumenta v?
(b) Hallar s y v cuando a = 0. (¢) ;Cuindo cambia el sentido del movimiento?

{¢) (Cuindo aumenta s?

54
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4’

v =ds/dt = 3 — 12t + 9 = 3t — 1)(r — 3) a=qdv/dt =6(t—2)

(@) Parav=0,r=1y3. Parar=1,s=8ya=—6Parar=3,5=4ya=6.
() Paraga=0,r=2Parat =2, s =6yv=—3,

(¢) saumenta cuando v > 0,e.d, cuando ¢t < 1y ¢ > 3.

(d) v aumenta cuando a > 0, e.d., cuando ¢ > 2.

(¢) El sentido del movimiento cambia cuando v = 0 y a # 0. De (@) se deduce que el sentido cambia cuando
t=1yt=3.

La ley del movimiento rectilineo de un cuerpo viene dada por s = f(t) = r* — 9¢* 4+ 24¢. Determinar cuando aumenta
y disminuye:

(a) El espacio s.

(b) La velocidad v.

(¢) La celeridad del cuerpo.

(d) La distancia total recorrida en los primeros S segundos del movimiento.

v=ds/dt = 32— 18t + 24 = 3(t — 2)(t — 4) a = dv/dt = 6(t — 3)
(@) saumenta cuando v > 0,estoes,cuandot <2yt > 4,
s disminuye cuando v < 0, esto es, cuando 2 < r < 4,

(b)) vaumenta cuando a > 0, esto es, cuando ¢ > 3.
v disminuye cuando a < 0, esto es, cuando ¢ < 3.

(¢) La celeridad aumenta cuando v y a tienen el mismo signo y disminuye cuando'v y a son de signos contrarios.
Como v cambia de signoent =2yt =4y q lo hace en t = 3, hemos de comparar los signos en los intervalos
1<2,2<t<3,3<t<4yr>4.

En ¢l intervalo ¢ < 2, v> 0ya < 0; la celeridad disminuye,
Enelintervalo 2 < ¢ < 3, v < 0 ya < 0; la celeridad aumenta,
Enelintervalo 3 < ¢t <4, v <0y a > 0; la celeridad disminuye.
Enelintervalot > 4, v > 0 y a > 0; la celeridad aumenta.

(d) Parat =0, s =0, y el cuerpo’se encuentra en el origen 0. Al principio, el cuerpo se mueve hacia la derecha
(v > 0), durante los dos primeros segundos, alcanzando una distancia del origen O de s = f(2) = 20 metros.

Durante los dos segundos siguientes se mueve hacia la izquierda, y al final de este tiempo, se encuentra en
§s = f(4) = 16 metros de O.

A continuacién, s¢ mueve hacia la derecha y, después de transcurridos 5 segundos desde que se inicié6 el movi-
miento, s = f(5) = 20 metros de O.

El espacio total recorrido es 20 + 4 + 4 = 28 metros.

0 20
r 3 .
R .
Fig.10-1

Una particula se mueve a lo largo de una linea horizontal de acuerdo con la ley s = f(f) = ¢4 — 62 + 12¢* — 10t + 3
Determinar:

{a) Cuidndo aumenta la velocidad y cuidndo disminuye.
(&) En qué instante cambia el sentido del movimiento.
(¢) El espacio total recorrido en los 3 primeros segundos del movimiento.
v = ds[dt = 4* — 181> + 24t — 10 = 2(t — 1)* (2t — 5) a =dvldt = 12(t — 1)t — 2)

(a) v cambia de signocuando f = 1y ¢t = 2,5; a cambia de signocuando t =1y ¢ = 2.

Enelintervalot < 1, v < 0y a > 0; la celeridad disminuye.
Enelintervalo 1l <t <2, v < 0ya < 0; la celeridad aumenta.
En el intervalo 2 < ¢t < 2,5, » < 0y a > 0; la celeridad disminuye.
Enelintervalo ¢t > 2,5 v > 0y a > 0; la celeridad aumenta.
(b) El sentido del movimiento cambia en el instante ¢ = 2,5 en el que v = 0, @ % 0; pero no se invierte en t = 1, puesto

que v no cambia de signo al ir aumentando s al pasar por t = I. Obsérvese queparar =1, v=0ya =0y, por
tanto, no s¢ posee informacion alguna.
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13.

MOVIMIENTOS RECTILINEO Y CIRCULAR [CAP. 10

(¢) Parar =0, s =13,y la particula se encuentra 3 metros a la derecha del origen O.

El movimiento se efectiia hacia la izquierda durante los 2,5 primeros segundos, al final de los cuales la particula
se encuentra a 27/16 metros a la izquierda de O.

Para t = 3, s = 0; la particula se ha desplazado 27/16 metros hacia la derecha.

El espacio total recorrido es 3 + 27/16 = 51/8 metros.

-

27/18
Fig. 10-2

Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 112 metros por segundo. Sabiendo que la
ley del movimiento es s = 112¢r — 163, siendo s la distancia al punto de partida, calcular (a) la velocidad y la aceleracion
en los instantes t = 3 y't = 4, (b) la maxima altura alcanzada y (c) el tiempo que tardard en llegar a una altura de

96 metros.
v =ds/dt = 112 — 32t a = dv/dt = —=32

(@ Parar=3,v=16ya = —32 La piedra estd subiendo a 16 m/seg.
Parat = 4, v = —16 y a = —32, La piedra estd bajando a 16 m/seg.
(b) En el punto miés alto, v = 0.
Resolviendo v = 0 = 112 — 32¢, ¢ = 3,5. Para este tiempo, s = 196 m,
© 96=112t—164,*—N+6=0,¢—1D¢—6)=0,r=1,6.

Al cabo de 1 seg de iniciarse el movimiento, la piedra estd a una altura de 96 metros y ademas estd subiendo, puesto
que v > 0. Al cabo de 6 seg también se encuentra a esa altura, pero en este caso estd bajando, ya que v < 0.

Una particula posee un movimiento de rotacion en sentido contrario al de las agujas del reloj, partiendo del reposo,
segun la ley @ = 1*/50 — ¢, en donde 0 se expresa en radianes y / en segundos. Calcular el desplazamiento angular 6, la
velocidad angular w, y a aceleracién angular al cabo de 10 segundos.

0 =350 —t = 10rad, w = d0/dt = 313 /50 — 1 = 5 rad/seg, a = dw/dt = 61/50 = 6/5 rad/seg*

Problemas propuestos

La ley del movimiento rectilineo de una particula viene dada por s = > — 6 + 9¢, en donde las unidades son el metro

y el segundo. Hallar la situacion de la particula con respecto a su posicién inicial (¢ = 0) en O, determinar ¢l sentido y la

-velocidad del movimiento y averiguar si la velocidad estd aumentando o disminuyendo en los instantes (@) ¢ = 1/2,

GBye=132,(c)t=5/2,(d)r = 4.

Sol. (a) 25/8 metros a la derecha de O; se mueve hacia la derecha con una v = 15/4 metros por segundo; disminuyendo.
(b) 27/ metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9/4 metros por segundo; aumentando.
(c) 5/8 metros a la derecha de O; se mueve hacia fa izquierda con una v = —9,4 metros por segundo; disminuyendo.
(d) 4 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v = 9 metros por segundo; aumentando.

El espacio recorrido por una locomotora sobre una via horizontal, con respecto a un puato fijo, viene dado, en funcién
del tiempo ¢, por s = 3t — 4443 4 14448, Calcular el intervalo de tiempo en el que la locomotora marcha en sentido
contrario al inicial. Sol. 3 <t <8.

Estudiar, tal como se hizo ¢n el Problema 2, los movimientos rectilineos siguientes:
@ s=P—92+4+24,B)s=P=34+U+3,()s=2*—121* 4 18t —5, (d) s = 31— 281> + 90¢* — 108¢.
Sol. (@) Se detieneen f = 2y en t = 4 con cambio de sentido.

(b) Se detiene en f = 1 y no hay cambio de sentido.

(¢) Sedetieneent =1 yen ¢ =3 con cambio de sentido.

(d) Se detiene en ¢ = 1 con cambio de sentido y en ¢ = 3 sin cambio de sentido. i

La ley del movimiento rectilineo ascendente de un cuerpo es s = 647 — 16s%. Demostrar que a los 48 metros de altura,
su velocidad es igual a la mitad de la inicial.

Desde un tejado de 112 metros de altura, se lanza verticalmente hacia arriba una pelota gue, finalmente, regresa al suelo,
Sabiendo que el espacio s metros recorrido desde el tejado en funcion del tiempo ¢ viene dado por s = 961 — 16s%,
calcular (g) la posicion de la pelota, su velecidad y el sentido del movimiento en el instante ¢ = 2 y (b) su velocidad al
llegar al suelo.

Sol. (a) 240 metros desde el suelo, 32 metros por segundo, hacia arriba. () = —128 metros por segundo.

El 4ngulo 8 (radianes) girado por una rueda en funcién del tiempo f(seg) viene dado por 6 = 128f — 124, Calcular la
velocidad angular y la aceleracion al cabo de 3 segundos. Sol. @ = 56 radianes por segundo, a = —24 radianes
por segundo al cuadrado.

Demostrar, en los Problemas 2 y 9, que cuando el mévil se detiene con cambio de sentido del movimiento, el valor de ¢
en el que ocurre es el que hace a la funcién 5 = f(f) mdxima o minima, mientras que si la detencién es sin cambio de
sentido, se verifica en un punto de inflexién.



Capitulo T

Variaciones con respecto al tiempo

VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. Si una variable x es funcién del tiempo ¢, la variacién

3

4.

de x en la unidad de tiempo viene dada por dx/dr.

Cuando dos o mas variables, todas funciones de ¢, estan relacionadas por una ecuacién, se puede
obtener la relacion entre sus variaciones derivando la ecuacién con respecto a ¢.

Problemas resueltos

Un gas escapa de un globo esférico a razén de 2 metros cibicos por minuto. Hallar la disminucién de su superficie
en la unidad de tiempo, sabiendo que el radio es de 12 metros.

Sea r el radio de la esfera en el instante ¢. El volumen correspondiente es -gnr' y la superficie, § = 4mrt.

dr s _ g dr dSidt _ 2 ds 2(51 =i(_2)=__%m,/mm

dv
Tendremos, —— a = 4nr v = aviar = de donde, & =

De un embudo conico sale agua a razdn de 1 centimetro cubico por segundo.
Sabiendo que el radio de la base es de 4 centimetros y l1a altura de 8 centimetros,
calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo en el instante en que la
superficic libre se encuentra a una distancia de @ centimetros de la base del

embudo. _?/

Sea r el radio, 4 la altura de la superficie del agua en el instante 7 y Vel
volumen de agua que contiene el cono.

De los tridngulos semejantes, r/4 = h/8 & r = A,

V=3darth = 15nh® y dVidt = }nkd dhjds.

Fig. 11-1

Cuando dV/dt = —1 y h = 8 — 2 = 6, tendremos dh/dt = —1/9n cm/seg

Se forma un monticulo cénico de arena cuya altura es constantemente, igual a los 4/3 del radio de la base. Hallar: (@) el
incremento del volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo ademds que éste
aumenta a razén de 25 cm cada minuto; (b) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste es de 6 metros
y el volumen aumenta a razén de 24 metros ciibicos por minuto.

Sea r = radio d¢ la base y & = altura del cono en el tiempo ¢,

_ 4 1 . 4 v _ 4 _ dr
_Comoh—Tr,V——gnrh—jnr,yy——j—nr T

a1 av s _ dv L .
(@) Cuandor =3y &I A 37 m3/min. () Cuandor =6y ar = 24, — dt 7 m/min.

Un barco A4 navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B, situado 32 millas al sur de A4, lo hace
hacia el este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar (@) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan o sepa-
ran al cabo de una hora de haberse iniciado el movimiento. () Idem, después de 2 horas; (¢) el momento en que de_lan
de aproximarse y comienzan a separarse asi como la distancia a que se encuentran en dicho instante.
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Sean A4, y B, las posiciones iniciales de los barcos, y A, y B, las correspondientes A'J
al cabo de r horas. Llamemos D a la distancia que los separa ¢ horas después de ini-

ciado e] movimiento.

1 =(32—160 + (12 y

16¢

dD - 400t — 512

a -~ D A
(@) Cuandot=1,D =20y dD/dt = —5,6.. Se aproximan a razén de 5,6 min/h.

(b) Cuandot =2, D =24y dD/dt = 12, Se separan a razén de 12 min/h.

(¢) Dejaran de aproximarse cuando dD/dt = 0, e.d. cuando ¢ = 512/400 = 1,28 h, et
en cuyo momento D = 19,2 millas, . Bo B,

Fig.11-2

D

3216t

Dos lados paralelos de un rectdngulo se alargan a razén de 2 centimetros cada segundo, mientras que los otros 2, se

acortan de manera que la figura resultante, en todo momento, es un rectingulo de drea constante e igual a 50 centf-

metros cuadrados. Calcular la variacion en la unidad de tiempo del perimetro P cuando la longitud de los lados exten-

zibles es de (@) 5 centimetros (b) 10 centimetros. (c¢) Hallar las dimensiones del rectingulo cuando el perimetro deja
e disminuir.

Sea x = longitud de los lados que se alargan e y = longitud de los otros lados en el tiempo .

P _ (dx dy _ N dy dx
(@) Cuandox =35, y =10 y dx/dt =2.
dy dy dp .
Por tanto 5 v +102)=0 6 = —4, y i 2(2 — 4) = —4 cm/s (disminuyendo).
() Cuandox =10, y =5 y dx/d1=2.
Por tanto 10 %{— +52)=0 6 —:% =—l, ¥y %—? = 2(2 — 1) = 2 cm/s (aumentando).

(¢) El perimetro dejara de disminuir cuando dP/dt = 0, e.d., cuando dy/dt = —dx/dt = — 2.-

Por tanto x(—2) + »(2) = 0, y el rectingulo es un cuadrado de lado x = y = 54/ 2cm.

Sea r el radio de una esfera en el instante ¢. Hallar dicho radio cuando su incremento en la unidad de tiempo es igual,
numéricamente, al de la superficie.

*-

. das dr
= s 22 Riadl
Superficie de l1a esfera, § = 4ar3, 7 8nr "
ds dr dr dr . 1
Cuando-a—’- il 2l e SurE—,yel radioes r = 8 M- p

Un peso W estd unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa por
una polea P situada a una altura de 20 metros con respecto al suelo. El otro
extremo de la cuerda, se encuentra unido a un' vehiculo en el punto A,
situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el
vehiculo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular la velocidad w

a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a una altura de 6 metros. v A

20—

f—8

Sea x el espacio recorrido por el cuerpo e y la distancia horizontal hasta
el punto A4 en el instante ¢.

Fig.11-8

Tenemos que calcular % cuando ':!}v::" =9y x=86.

. dy 30+ x dx
3 a__ 2 = .
Ahora bien, »' =30+ x) (18 y di > i
< . dy _30+6 _dx dx _ 9
Parax =6, y =18y 3 y—‘?t——9. Por tanto, 9_WT = dedondeT‘_ 5 v 3mfs.

Un foco de Iuz est4 situado a una altura de H metros sobre la calle. Un objeto de & metros de altura se encuentra en
el punto O justamente debajo del foco y se¢ mueve en linea recta, a partir de esta posicién inicial, a lo largo de la calle
a una velocidad de v metros por segundo. Hallar la velocidad ¥ del extremo de la sombra sobre la calle al cabo de
t segundos. (Ver Fig. 11-4.)
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9.

10.

11.

12.

13.

.

15,

16.

17.

18.

19.

21.

Al cabo de ¢ segundos el objeto ha recorrido una distancia vr. Sea L
» = distancia del extremo de la sombra a O.

y—-w=—f—oseay=—-ﬂw y_ dy  Hv 1
y H H=h ° "~ &% " H=h _ 1—HH' H

Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor- h
cional a la velocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende vt
de la relacién h/H. Cuando h — 0, ¥ — v, mientras que si k — H, ¥ au- o T
menta mucho mds ripidamente. l'— ) —-I

Fig.11-4

Problemas propuestos

Las dimensiones de un depésito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Se llena de
agua a raz6n de 2 metros cubicos por minuto, hallar la variacion de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 1/8 m/min,

Un liquido penetra en un tanque cilindrico vertical de 6 metros de radio a razon de 8 metros cibicos por minuto,
Hallar la variacion de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. Sol. 2/97 m/min.

Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metros de
altura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del
extremo de la sombra, (b) la variacion de la longitud de 1a sombra en la unidad de tiempo.

Sol. (@) 16/3 m/s. (b) 4/3 m/s.

Un globo se eleva desde un punto A4 de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su ascenso se observa
desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por 4 y a una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la
variacion de la distancia del punto B al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metros/segundo.

Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar (@) la velocidad a la que se mueve el extremo superior
cuando el inferior se aleja del edificio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de él
de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol. (@) 3/2 m/s., (b) 25/72 cada segundo.

De un recipiente conico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razdn de 4 metros cbicos por minuto.
Hallar la variacién, con respecto al tiempo, de la altura de la superficie libre y del radio de ésta cuando la profundidad
del agua es de 6 metros, Sol, 100/817 m/min, 10/27n m/min.

Un barco, cuya cubierta estd a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia
éste por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. Sabiendo que cuando
¢l barco se encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximindose con una velocidad de 3/4 metros por
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Seol. 9/13 m/s.

Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150 metros, Sabiendo que la cometa se aleja del muchacho a una velp-
cidad de 20 metros por segundo, hallar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis-
tancia de 250 metros del muchacho, Sol, 16 m/s,

Un tren que sale a las 11 horas de la mafiana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kildmetros por hora, mien-
tras que otro, que sale al mediodia desde la misma estacidn, se dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kildbmetros por

hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 1504/ 2/2 km/h.

Un foco de luz estd situado en la cispide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del
foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que ésta cae segun la ley s = 16¢2, hallar la velocidad
a la que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s.

Un barco 4 se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto O, y se mueve hacia el oeste a una velocidad
de 20 millas por hora. Otro barco B, a 60 millas de O, se mueve hacia el norte a una velocidad de 15 millas por hora,
Determinar:; (a) si los barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 hora y a qué velocidad, (4) idem al cabo de 3 horas,
(¢) el momento en que estin mdis pr6ximos.

Sol. (a) Aprox., 1154/82 millas/h; (b) Sep. 9 4/10/2 millas/h; (¢) 1 h. 55 min.

. Un depésito cbnico, de 8 metros de diametro y 16 de profundidad, se llena de agua a razén de 10 metros ciibicos por

minuto, Sabiendo que el depdsito en cuestidn tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el
nivel se eleva a razén de 1/3 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depdsito en la unidad de
tiempo. Sol. (10 — 37) m*/min. :

Una solucién llega a un depésito cilindrico de 30 centimetros de didmetro después de haber pasado por un filtro coénico
de 60 centimetros de profundidad y 40 de diametro. Hallar la velocidad a la que se eleva la superficie libre de la solu-
¢ién en el cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en el filtro es de 30 centimetros, su nivel desciende a razén
de 2,5 centimetros por minuto. Sol. 10/9 cm/min.



Capitulo 12

Derivada de las funciones trigonométricas

MEDIDA EN RADIANES. Sea s la longitud de un arco 4B corres-
pondiente al 4ngulo AOB de una circunferencia de radio 7, y S
el area del sector AOB. (Si s corresponde a 1/360 de circunferen- B
cia, /AOB =1°; si s=r, / AOB = 1 radian.) Suponiendo
que / AOB es de a grados, tendremos

. _ b/ 1 — 1 2 0

(i) S= 10 Y S 360 r .4}
Supongamos ahora que / AOB es de 6 radianes; en este caso, Fig. 12-1

(i) s=0r y S=136r

Comparando (i) con (ii) se aprecia, claramente, la enorme ventaja que representa la medida de un
angulo en radianes.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 6 un nimero real cual-
quiera. Tracemos un 4ngulo cuya medida sea 0 radianes de for-
ma que su vértice esté situado en el origen de un sistema carte- Pz, )
siano de coordenadas, siendo el eje x el origen de angulos. ’
Tomando un punto P (x, y) sobre el otro lado del 4ngulo, a una
unidad de O, se verifica: sen 6 = y y cos § = x. El dominio de ¢
definicién de sen 8 y de cos 8 es el conjunto de los nimeros rea- \ x
les; el campo de variacion de sen 8 es —1 <y <1y el de 0
cos 8, —1 < x < 1. De las expresiones I

__senf 1 | Fig. 12-2
tag 0 = o5 B y secl = o0

se deduce que el campo de variacion de las funciones tag 6 y sec 6 es el conjunto de los nimeros

reales, mientras que el dominio de definicién(cos 8 % 0)es 0 % + it n,(n=1,2,3,...).Sedeja

2
como ejercicio para el alumno la consideracion, desde este punto de vista, de las funciones cot 8
y csc 0.
En el Problema 1 se demuestra que
. sen0
lim =1
00 6

(Si el angulo se mide en grados, este limite vale n/180. Por esta razén se utiliza la medida en radianes,
en los calculos.)

REGLAS DE DERIVACION. Sea « una funcién derivable de x; en estas condiciones,

d _ du d _ g, du
14, d—x(senu)—cosua—; 17. E(cotu)——csc U=
d du d . du
15. T (cosu) = —senu o 18. o (sec w) = sec u tag U=
d du d du
- —_ 2 - —_ g p—
16. g (tag ) = sectu 19. pr (csc u) CSC u Cot u o

(Ver Problemas 2-23).

60
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Problemas resueltos

1. Demostrar que: lim e=nl0 =1.
f=0 0
B
sen (—8) sen 6 . . sen @ D
Como = , consideraremos solamente lim .
—0 (7] 6504 7]

En la Fig. 12-3, sea 6 =/ AOB un 4ingulo en el centro, positivo y pe- ? cl la
quefio, de radio OA4 = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada 0 >
desde Ba OA y D la intersecciéon de OB con un arco de radio OC, tendremos, OC = cos 0, CB = sen 8

sector COD < ACOB < sector AOB
con lo que $0cos*0 < §senfcos@ < 30 Fig. 12-3
Dividiendo por }0cos 0 > 0, tenemos
sen 8 1
cosl < 5 S cos @
. 1 . senf . sen@
Si 6—-0*; setendri cos0—>1, ———1, y 1 < lim < 1; de donde, lim =1,
cos 8 6vo+ O 0>+ O
. d du . .
2. Derivar = (senu) = cos u =’ siendo « una funcidén derivable de x.
Sea y=senu
tendremox vl Ay = con(y 1L An)
Ay = sen (u + Au) —senu = 2 cos (u + 4du) sen §Au
dy sen Y Au
A_ll = ¢os (u + §4u) -—;-ZT
dy . Ay . . sen}du
.- = Aw) * B
T Al{}r& P Alm cos (u + $4u) jﬂ‘,‘. 14a Cos u
y derivando la funcién de funcién,
' d(senu)—i(senj )-i‘- -—cosuE
ax = T T dx
d d d du du du
3. E(cosu) = [sen(dx —uw)] = T {sen (37 — w)] i —cos (37t — u) 4 = Tenu .
du du
d d o COS u*COS U 7 —sen u| —senu 1 du du
— = =— — — ey 2 —
4. 2x (12w = 5o cosu)— cos® u = Costu dx . S¢H

Hallar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12.
, d d
S5, y =sen 3x 4 cos 2x. y' = cos 3x a—(3x)—sen2x E(lx) = 3 cos 3x — 2 sen 2x
d
6. y=tagx® y' = sec? x? = (x%) = 2x sec? x?
d
7. y=tag?x = (tag x)*. y' =2tagx ™ (atg x) = 2 tag x sec® x

8. y=cot(l —2x2%), y' = —csc? (1 — 2x?) ;; (1 —2x%) = 4xcsc? (1 — 2xP)

9. y=sec® v/x = sec® x¥2,

d d 3
[ 2 4172 1/2y = 2 »1/2 & 1/2 t 1/8 o 1/9) — 3 ta
y' = 3secix Zx (sec x¥?) = 3 sec? x/? - sec x!/? tag x ! (x )-—2\/;sec Vx g\/;

10, ¢ = 4/csc 20 = (csc 26)1%,
o’ = 3(csc 26)1* %(csc 20) = —3(csc 26)-12 - csc 20 cot 20+ 2 = —+/csc 20 - cot 20

61
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11. f(x) = x*senx. f'(x) = x* {; (sen x) + sen x % (%) = x% co8 x + 2x sen x
d d
x — {(cos x) —cos x — {x)
2. f) = LBX pry = & dx ™ —xsenx—cosx

x? xt

Hallar las derivadas indicadas en los Problemas 13-16.

13. y=xsenx;y’’"". y' =xcosx + sen x
¥y’ =x(—senx) +cosx + cosx =-—xsenx + 2cos x
y'''=—xcosx—senx—2senx = —XxCcos X —3senx

4. y=tag*(3x —2); »"’".
¥ =2tag(3x —2)sec?(3x —2)-3 =6tag(3x — 2 sec?*(3x —2)
y'' = 6[tag 3x — 2) - 2 sec (3x — 2) * sec(3x — 2) tag (3x — 2) * 3 + sec®* (3x — 2) sec®* (3x — 2) * 3]
= 36 tag® (3x — 2) sec* (3x — 2) + 18 sec*(3x —2)

cos (x + »)

15. y=sen(x + 2y y=cosx+):U+y) ey =q—rs

16. seny +cosx =1;y"",
cosy*y' —senx —0 ¢ ¥y’ = (sen x)/(cos »)

cosycos x —senx(—seny) 'y’  cosxcosy +senxseny:*y’
cos? y - cos® y

yfl —

cos x cos ¥ + sen x sen y (sen x)/(cos y) _ cosxcos'y + sen’xseny
cos? y cos?y

17. Hallar f*(z/3), f"'(=/3), f*' ‘(n/3), en la funcién f(x) = sen x cos 3x.
J'(x) = —3senxsen3x { cos 3xcos x

= (cos 3x cos x — sen 3x sen x) — 2 sen x sen 3x
= cos 4x — 2 sen x sen 3x. r'@f3) = — —2(V3/200) = —%

f(x) = —4sendx — 2(3 sen x cos 3x + sen 3x cos x)

= —4 sen 4x — 2(sen x cos 3x + sen 3x cos x) — 4 sen x cos 3x

= —6sen 4x — 4f(x). [@13) = —6(—V32) —4V3[)(—1) = 5V3
f77(x) = —24 cos 4x — 4f"(x). S[R3 = —24(—p) — 4(—P) = 14
18. Hallar los angulos agudos de interseccién de las curvas v

() y = sen® xy (2) y = cos 2x, en el intervalo 0 < x < 2.
(@) De la ecuacién 2 sen®x = cos2x =1 —2sen'x, se

obtiene n/6, 57/6, Tn/6 y 117/6, que son las abscisas
de los puntos de interseccién pedidos.

)

y' ' =4senxcosx en (1), e
y’ = —2sen 2x en (2).

Enel punto n/6, my =1/ 3 y my = —4/ 3.
VvV3i+Vi
1—3

© tagé = = —4/ 3; el 4ngulo agudo de in-

terseccién es de 60°. En los demds puntos los dngulos Fig. 12-4
de interseccion también son de 60°.
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" 19, Un terreno rectangular estd limitado por dos caminos My N, y B
en uno de sus vértices P se encuentra el extremo de un pequeilo
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de
108 y 256 metros, respectivamente, hallar la longitud de la trayec-
toria mds corta por la que se puede ir de un camino al otro cru-
zando el terreno y pasando por el extremo del lago.

Sea s 1a longitud de la trayectoria buscada y @ el 4ngulo que
forma con el camino M.

Camino N

s=AP 4+ PB = 108csc 9 + 256 sec 8

ds/dd = —108 csc 0 cot 6 + 256 sec 0 tag 0 | A
Camino M
_ —108 cos® 6 + 256 sen® 6
B sen® 0 cost 0 Fig. 12-5

De —108 cos®* 0 + 256sen®* § = 0, tag® 0 = 27/64 y el valor critico es 8 = arc tag 3/4.
Por tanto, s = 108 csc 6 + 256 sec 6 = 108(5/3) + 256(5/4) = 500 m.

20. Estudiar la funciéon y = f(x) = 4senx —3 cos x en el inter-
valo [0, 2x]. )

Cuando x = 0, y = f(0) = 4(0) — 3(1) = --3.

) — 4 aen x— 3 6os m Do la céuacion f(x) — 0, tedulta

tox x = 3. con lo que les puntos do torseocidn von ol e x
son x = 0,64 radianes y x = 7 | 0,64 = 3,78 radianes.

J'x) = 4cosx + 3senx. Delaecuacion f'(x) = 0, se deduce
tag x = —4/3, con lo que los valores criticos son x = n — 0,93
=22l y x =2nr—0,93 = 535.

f(x) = —4senx + 3 cos x. De la ecuacién f'’(x) = 0, se de-
duce tag x = 3/4, con lo que los valores criticos son x =z — 0,93
=221 'y x=n+ 0,64 = 3,78.

Fig.12-8

f"(x) = —4 cos x — 3 sen x.

(@) Para x = 2,21, sen x = 4/5 y cos x = —3/5; f’(x) < 0y, por tanto, en x = 2,21 hay un minimo relativo ¢ igual
a 5. En x = 5,35, se tiene un minimo relativo igual a —5.

b f0,64) % 0 y f’(3,78) # 0. Los puntos de inflexiébn son (0,64;0) y (3,78;0).

(¢) La curva es concava desde x = 0 a x = 0,64; convexa desde x = 0,64 a 3,78, y cOncava desde x = 3,78 a 2n,

21. Cuatro barras de longitudes a, b, c, 4 estdn articuladas formando un cuadriltero.
Demostrar que el drea 4 es mixima cuando los 4ngulos opuestos son suplementarios.

Sea 0 el éngulb formado por las barras de longitudes g y b, ¢ el 4&ngulo opuesto
y h 1a longitud de la diagonal opuesta a dicho dngulo.

Hemos de calcular el maximo de la funcién,

(I) A =14absen® + §cdsend con la condicion
Q B =a"+b—2abcosb =¢c* + d*— 2cdcos . Derivando con respecto a 0:

d
(1" —— =3abcos O + dedcos ¢ —— =0 y (29 absen0=cdsen¢—d';¥

dA d¢

do do

Despejando d¢/d0 en (2°) y sustituyendo en (I”), resulta,

absen

— = o sendcos O +cosdpsen@ =sen(p +0) =0
cdsen ¢

ab cos @ + cd cos ¢

de donde ¢ + 8 >0 6 n, con 1o que queda demostradt™jtescindiendo de la primera solucion.

-
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22. El piloto de un bombardero, que vuela a 2 kilometros de altura y a una velocidad de 240 km/h
240 kilometros por hora, observa un blanco terrestre hacia el que se dirige. Calcular
la velocidad a 1a que debe girar el instrumento 6ptico cuando el 4ngulo entre la ruta
del avidn y la linea de mira es de 30°.

[CAP. 12

% =—240km/h, 6=30° y x=2cotb.
dx s 40 _ do do 3
= =2 6 — 0sea—240 = —2(4) -, y — =30rad/h = - grados/s. Fig. 12-8

23. Un rayo de luz parte de un punto Py se propaga por el aire a una velocidad v,
incidiendo sobre un punto O de una superficie de agua situada g unidades de
longitud por debajo de P. Sabiendo que en el interior del agua se propaga a
una velocidad v, ¥ que pasa por otro punto Q a una distancia de b unidades
de la superficie, demostrar que el paso de luz de P a Q se verifica de la manera

mis répida cuando —n b _ Y1 siendo 6, y 6, los 4ngulos de incidencia y

e

—a— —
Oy
1

|
Q

sen 0. - Vg
refraccién con la normal a la superficie.

Sea r el tiempo que emplealaluzen irde Pa Q@ y ¢ 1a distancia de 4 a B;
en estas condiciones,

- a sec 0, + b sec 6, y c=atagh, + btaghb,

4] Va Fig. 12-9

Derivando con respecto a 0,,

di_ asecl,tagf, btagl,secO,  db, _ . 1p . 9
2 = o + o &, y 0=asec*0, + bsect 0, &,

do. a sect 01

De la tltima ecuacién, N =— Beec 0, Para que ¢ sea minimo se precisa que

dr _ asecoltagol + bmo,taga. _asec’ol)_o
lﬁl o Vl v. bsec‘o, -

de donde se obtiene la relacién pedida.

Problemas propuestos

= 2lim

x—*+0

Sol. (a) 2, (b) a/b, (c) 8/9, (d) 0.

sen 2x . senax . sen® 2x . 1—cosx
, (D) l'—'»': wenbx’ {c) lim ) l-"f‘. _

24. Hallar: (a) lim X2 % —
P #+g X Sen* 3x

25. Deducir 1a férmula 17 de derivacién utilizando las relaciones (g) cot 4 = ::s “

n 4 tag u
mo las formulas de derivacién 18 y 19,

Hallar las derivadas dy/dx o dp/df en los Problemas 26-45.

26. y = 3sen 2x Sol. 6 cos 2x

27. y =4 cos §x Sol. —2 sen §x

28. y = 4 tag 5x Sol. 20 sec® 5x

29. y = } cot 8x Sol. —2 csct 8x
30. y = 9sec ix Sol. 3 sec §x tag 4x

31, y=}cscdx Sol. y = —csc 4x cot 4x

y (b) cot u = — . Deducir asimis-
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N.y=senx—xcosx 4 x¥ 4 4x + 3 Sol. xsen x + 2x + 4
3, 0=4"senb Sol. (cos 6)/(2V/ sen 6)
4. y = sen 2/x Sol. (—2 cos 2/x)/x?
By=cos(l —xv Sol. 2x sen (1 — x?)
36, y =cos (1 —x)? Sol. y = 2(1 — x) sen (1 — x)?
3. y=sen2(3x —2) Sol. 3 sen (6x —4)
38, y = sen? (2x —3) Sol. —2 {cos (6x — 9) — cos (2x — 3)}
39, y=4tag xsen 2x Sol, sen 2x

_ 1 —3 sec 20 tag 20
L S0 (sec20—1)¥? 2 (sec 260 — 1)

_ tag20 sec? 20 — A csc 40
a6 o= 1—cot 20 e (1 — cot 26)*
42, y = x*sen x + 2xcos x — 2 sen x Sol. x*cos x
43, seny = cos 2x Sol. _____Zsean

cos y
2sec* 2x
44, cos 3y = tag 2x Sol. — m
_ cosy —cos (x + y)
45, xcosy =sen(x + y) Sol. xseny £ oosx + )
. . d*x dvx

46. Six = Asen kt + B cos k?, siendo A,B,k constantes, demostrar que - —kixy — = (—I1)*k%x,

47, Demostrar: (@) ' + 4y =0siendoy =3sen(Rx + 3),(0)y’"" + "+ y' + y = Osiendo y = sen x + 2cos x.
48. Estudiar las funciones siguientes en el intervalo 0 < x < 2x:

@y = $sen2x () y=x—2senx (¢) y =4cos*x—3cosx
) y = cos? x —cos x (d) y =senx(1 + cos x)

Sol. (@) Max. en x = /4, 5n/4; min. en x = 3n/4, Tn/4; P.l.en x = 0, 7/2, =, 3n/2
() Max.enx =0, #; min.en x = n/3, 5n/3; P.I. en x = 32°32’, 126°23’, 233°37’, 327°28°
(¢) Max,enx = 5a/3; min.enx =#n/3;Pl.enx=0,n
(d) Max.en x ==/3; minen x = 5xa/3; P.l.en x = 0, =, 104°29°, 255°31’
(¢) Max.en x =0, 21/3, 4n/3; min. en x = n/3, 7, 57/3; P.I. en x = 7n/2, 3n/2, n/6, 5n/6, Tn/6, 11/n6

49. Sabiendo que el 4ngulo de elevacion del sol es de 45° y que va disminuyendo a razén de } radianes por hora, hallar la
velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobre la tierra. Sol. 25 m/h.

50. Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye el dngulo de inclinacién del hilo con la horizontal cuando la longitud
de éste sea de 240 metros. Sol. 1/48 rad/s.

%51, La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectilinea gira a una velocidad de 4 radianes
por minuto, Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto mds préximo, (b) en
un punto situado a 4 800 metros del punto mds proximo. Sol. (a) 2407 m/s, (b) 2 0007/3 m/s.

82, Las longitudes de dos lados de un tridngulo son 15 y 20 metros. Hallar () la velocidad de variacion del tercer lado cuando
el dngulo formado por los otros dos es de 60° y aumenta a razén de 2° por segundo (b) la velocidad a la que aumenta

el drea, Sol. (@) =/2/ 39 m/s, (b) Sn ms.



Capitulo 13

Derivada de las funciones trigonométricas inversas

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La funcidn inversa de x = sen y es y = arc sen x
(o bien, sen—1x), El dominio de definicién del arc sen x es —1 < x < 1, es decir, el campo de va-
riacion de y; el campo de variacidn de arc sen x es el conjunto de los nimeros reales, es decir el
dominio de la definicién de sen y. El dominio de definicién y el campo de variacién de las restantes
funciones trigonométricas inversas se establece de forma anéloga.

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes. Con objeto de evitar confusiones de re-
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco lla-

mado rama principal. En los graficos que figuran a continuacién la rama principal se representa
con un trazo mas grueso.

v

T
y = arcsen x y = arc cos x y == arc tag x
Fig. 13-1
Funcién Rama Principal

= arc sen X —inSsysSin
y = arc cos x O0sy=sn
y = arc tag x —n<y<inm
y=arccotx O<y<nm
Yy = arc sec x —msSy<—in O0sy<im
Yy = arc ¢sc x —n<ys—in, 0<ysin

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una funcidn derivable de x; entonces

d 1 du d 1 du
20. d_x (arc sen u) = ﬁ2: —‘1—x- 23. 7& (arc cot u) I 1 + ut E
” 1 du d 1 du
21. o (arc cos u) = — Ji—a dx 24. = (arc sec u) = ;ﬁ g
d 1 du d S
22, o (arc tag u) = T & 25, ™ (arccsc ) = — N —1 dx
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Problemas resueltos

. d 1 du 1 du

1. Derivar: (@) — (arcsenu) = — —, (b)) — (arc secu) = —_.
dx V1< dx 1/uz_1dx

(@) Sea y = arc sen u, siendo « una funcién derivable de x, Tendremos u =sen yy

de d _d dy dy 5 dy
E—E(seny)—-l?;(seny) =cosy Vl—uz

5

. .. . dy du
> — <y < e = ——— ——.
tomamos el signo positivo porque cos y > 0 en el intervalo — 3 < y < =, Por tanto Ix Wayr Tx

(b) Sea y = arc sec u, siendo u una funcidén derivable de x, Tendremos u = secy y

de d dy dy dy
-——d—y(secy)z—secytagy—-uv ldx

dx dx
tomamos el signo positivo porque tag y = 0 en los intervalos 0 < y < jn y —n < y < —}j=. Por tanto,
d (arcsecu) = _ du
ax Bre IV dx’ .
Hallar la primera derivada en los problemas 2-9.
dy 1 d 1
2. y =arcsen(2z—3 == = (22-8) = ——
( ) dz V1 — (2x — 3y 9% V3xr—2*—2
dy 1 d 2x
— 1 —_ o e ——— — ) =
3. ¥y =arccosx dr = \/i——z‘d‘”(x) i
d 1 6
4 = arc tag 3z* E':- = 17 @) da: 5. (82%) = 1_:%,:—4
5. f(x) = arc cot: tx
o) = — 1+x) - _ 1 -z —(Q+a) =) _ 1
1+:t 1+2\' a1-axp 1+
1+ 1+ 1—2

6. f(x) = zva*—2* + a®are sen%
@) = wejetoa) ) + @ e e :‘(_m) R

. ¥ = xarccsc1+ vV1—=2

( ) + arccac—-—(z) + §(1—a%)""*(—2z) = arc csc%

vV = =
l
x
_ 1 b
8. vy pry arc tag(a tag .t)
;o L 1 ,d(b I N S
¥ = 3 b Tz \g 87 T ab a' + b'tagtzx asecz
1+ ;tagz
_ sect _ 1
- + b'tagtx  adcostx + blsen’z
5 , 1
9, y'senz +y = arctag x 2yy'senz + yleosx + ¥ = T4
1 , _ 1 — (1+=z)cosx

V'@ysenz +1) = 7 — ¢l cosz y V¥ = @+ 2@y senz + 1)
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10.

11.

12.

DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS [CAP. 13

En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un
objeto parte de B y se mueve hacia el centro O a una velocidad de 10 metros por
segundo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando el
objeto se encuentra en el punto medio de BO.

Sea x (metros) la distancia de P a B en el instante 7; llamando r al radio del
circulo, 6 ¢l 4ngulo OLP y s el arco interceptado por 6, tendremos

s =r(20),y 8 = arctag OP/LO = arc tag(r — x)/r.

£—2 de —2,- l n(_l)-:‘ﬁ—.—:i__oﬁ
@ =@ T 1+ [r—x)/r] r] dt  xX—2x+2* dr

Fig. 13-2

Cuando x = §r y dx/dt = 10, serd ds/dt = —16 m/s.
La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s.

La arista inferior de un cartel de 12 metros de altura, estd situado a 6 metros por encima de los o_jos
de un observador. Suponiendo que la vision mds favorable se obtiene cuando el 4ngulo _subtendldo
por el cartel y los ojos es mdximo, calcular la distancia de 1a pared a 1a que se debe situar el ob-
servador.

Sea 0 el 4ngulo subtendido y x la distancia a la pared. De la Fig, 13-3, se deduce tag (6 + ¢) 12
= 18/x,tag ¢ = 6/xy
B _ g+ ) —tagd _ 18/x—6x _ 12 A
tagd=tag{@+ ) —dt =T TG+ Pagg ~ TFOEHED ~ = + 108 5 ®
x
12% do 12(—x* + 108)

0 = arc tag El valor critico es Fig. 183

¥+ 108 ° dx X F 360%° + 11.664
x = 64/3 = 10,4. El observador se debe situar a una distancia de 10,4 m de la pared.

Problemas propuestos

Deducir las férmulas de derivacion 21, 22, 23 y 25.

Hallar dy/dx en los Problemas 13-20.

13.

14.

15.

16.

21.

22.

3 2

1
¥y = arc sen 3x Sol. —— 17. y =x*arccos2/x Sol. 2x [arc cos — ——)
YV 1-—9xt Y ) x + Vxr—4
y = arc cos #x Sol. —; 18. y=—x—-arcsen-x- Sol. —L
p— Va—x* a (a* — X2
y = arc tag 3/x Sol. —71—9 19. y =(x—a) V2ax — x* 4+ g®arc sen x:a Sol. 2v/2ax — x*
1 xt—4 1 x 8
= —1 l —— . =— a3 5 .
y = arcsen (x ) So P 20. y = + ) arc sec 3 Sol. ——_x’ Vo —4

En la vertical del centro de un terreno circular de 30 metros de radio se quiere situar un foco de luz a una altura tal
que la iluminacion en el perimetro sea mAxima, Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contomo es di-
rectamente proporcional al coseno del dngulo de incidencia (4ngulo entre el rayo luminoso y la vertical) e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco, hallar la altura que debe tener este.

Ind: Sea x la altura, y Ia distancia del foco a un punto de la circunferencia exterior y 8 ¢l dngulo de incidencia,

cos § kx

Sl e e 0 Sol. 154/ 2 metros,

Tendremos I = k

Dos barcos parten de un mismo punto A, uno se dirige hacia el Sur a una velocidad de 15 millas por hora y el otro
hacia ¢l Este a una velocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo después hacia el Norte. Hallar la velocidad
de rotacion de la linea que los une al cabo de 3 horas de iniciado el movimiento. Sol. 20/193 rad/h.



Capitulo 14

Derivada de las Funciones Exponenciales y Logaritmicas

k
NUMERO ¢ = lim (l + l) = lim (1 + k)
h paves

A+ 40

1 1

Gt o+ = 2718

1
=1+1+5 + .

(Ver Problema 1.)

NOTACION. Sia>0yas#1,ysia =x entonces y = log, x.
y=logex =Inx y =log,, x = log x

El dominio de definicién es x > 0; el intervalo de variacién es el conjunto de los mimeros reales.

_/ K
L4
[7]
y=ln8 v::." v=‘-u

Fig. 14-1

REGLAS DE DERIVACION. Si ues una funcién derivable de x,

d 1 du d . . du

26. E(log.u)—-;log.e-d—x, @>0,a+#1) 28. E(a)—a IHGE, @> 0)
d 1 du d . . du

27. E(lnu)-—-;a 29. E(e)—e E

(Ver Problemas 2-17.)

DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una funcién derivable, y = f(x), es un producto de factores, el
proceso de derivacidn se simplifica tomando previamente logaritmos neperianos, o lo que es igual,
aplicando la férmula

d d
3. Z 0=y Zx (iny)
(Ver Problemas 18-19.)
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Problemas resueltos

1. Demostrar que: 2 < lim (l + %)-< 3.

a— 40

Desarrollando por el binomio de Newton, siendo n un niimero entero positivo,

(1+%>. 1+n( ) n(n 1)( ) n(nl 12)(n3 2)( ) |

nn—1n—2)...1/1
ot 1:2-3...n (n)

(e (0D
e (=000 (-5 %

Evidentemente, para cualquier valorde n # 1, (l + %) > 2. También, sien (i) cada diferencia ( 1— %), ( 1— %).

. Se sustituye por un niimero mayor 1, tendremos

1 1 1
<1+—) < 2+ - +3—+ +n!

1 1

1 1 1
<2+7+—+ + ot (yaque;<

2 2 -1 n-1 ).

1 1 1 1
<3 (puestoque7+i;+-2—,+ +2—--T< l)
Por tanto, 2 < (1 + %) < 3.

Si n— o tomando valores positivos enteros; tendremos

1 2 1
L lananten e (1__)(__) (i
1 1

Estoconducea lim (1+L) = 1+4+1+-L+1 S+ 4 .ee = 2,71828.

L n 2! ! k !

: d 1 du d 1 du

2, De " a = a 5 = - 5.
rivar dx (logau) = log dxr Y dz LI u dx
Sea y = log, u, snendo u una funcion derivable de x. Tendremos
¥y + Ay = log.(u+ Au)

Ay = loga(u+a4u) — log.u = log. utdy log..(l + Au—u

Ay _ 1 Au _ 1 u Au _ 1 an '\
e Au1°g°<1+ u) = o ulog.(l +— = ;log..(l +—
y
dy _ 1 . au\"™ 1 . v
du ‘1:413210 103‘u<1+_ - ;logd Al:To 1-|--—-- -—]ogue
Asf pues, derivando como funcién de funcién ;; (log, &) = (log. u) log.e a’x'
4 1 du
Cuandoa =e, log,e = log,e =1 ¥y E(Inu)—z—a.
_ dy _ 1 .4 S _ 6x
3. y = log.(32*—5) I —3z2—51°g"e dz (8x* —5H) = 37 —5 ,_slog..e
dy 1 d 2
— 2 — — D e € — = —_——
4. y = In(z+8)?* = 2In(z+3) dx 2:+3 dx(x+3) 13
5. ¥y = In*(z+8)
3
y = 2ln(z+3)- = 2In(z+3) - e SN (Ghid0)

+3 r+3
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6. ¥y = In(z*+2)}2*+3) = ln(z’+2)+ln(:c’+3)
, 1 1 _ 3x* 2z
vV = Fra’ ( R} dx(“’+3) = P72t @+3
1. f@) = ln(?;z_.—“); = Inz* — In(82—4)* = 4lnz — 21n(3x—4)
@) = 4% —21 (3—4)-—'5— 5
fe) = x dac( 2) 3x x 3zx—4
,_ 1 d _ L C0slx
8. y = Insen 3x y —~m ‘—ix—(sen3x)—3m—3cot3x
9. = Inx+V1+2)
y = LH3A+2H @) 142142 Q42 1
z+ (1+ 2% T Tz A+ QA+ T Vitat
od o du d .~ du
10, Deducir E(a)—a'lna—it— y E(e)-e =
Sea y = g%, siendo « una funcién derivable de x. Tendremos Iny = ulna,
4oy o ldy | odu dy o du d o du
az (Iny) = ydz ]nadx, dr = ylnadz 0 dz(a) a* ]nadz
Cuando a = e, lna—lne— 1, con lo cual j—(e") =e% i‘;
1. y = e %= ¥ = d:u( 3x) = —je %
12, y = ¢ y = € vi(x') = 2zxe”
- ¥ = dx
13. ¥y = @™ v = o ]na-‘;i(&t') = 6za*'lna
4. y = 23 ¥y = zt —1(3’) + 37 —d—(x’) = #*3*In8 + 82x = 2z3(x1n3+ 2)
‘ dx dg
ax —ar' d ax —az' ax - a2 d ax - azx
s . , (e + e )E(e —e ™) — (e —e )E(e + e~ %)
V= e+ e v = (e** + e~ *)?
(e + e a(e+ )] — (e —e ) a(e™ — ™)
- (e + e~
_ (e’"+2+e"“‘) — (e —2+ et da
- (e*= + e=o)? T (e + e
16. Hallar y’/, en la funcién y = e~*In x.
.4 I _ et
vy = e dx(lnx)+lna:dx(e ) = > e *Inz o ]
d d
z——(e™%) — e"*—(z} - - -c
dx dx —xe T—e”* € - = —e-s( 21 _
y' = e —y = _____x_'.__——x—-l-e Inx = e <x+:¢’ 1nx>

17. Hallar y’’, en la funcién y = e~**sen 3x.

y =e¥ —% (sen 3x) + sen 3x Hd_x' (=) = 3e~%*cos 3x — 2e~¥sgen3x = Je~cosIx—2y

y'' = 3e-?* dix (cos 3x) + 3 cos 3x % (e %) — 2y’

= —0e~% sen 3x — 6e-%* cos 3x — 2(3e—2 cos 3x — 2¢~% sen 3x)

—e~¥#¥ (12 cos 3x + 5sen 3x)
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Hallar la primera derivada aplicando la derivacion logaritmica.

18. ¥y = (X*+2)°(1— 2% Iny = In(x*+2P(1—-x% = 3In(x*+2) + 4In{1 —2?

- _‘_i_ 2 — a3 _ 2 301 — B4 6x _ 12z
y = ydI[3ln(:+2)+4ln(1 )] = (+2Q -2 e Bl e
= 6x(x*+2)'(1 — 2% (1 — 4x — 32%)
— )2
19. y = :1(1_*—1‘:')])“ Iny = lnz+2dn(1—2)—3In(1+z)
, (=2 |1 4 = _ (-2  42'(1-2)  2'(1-—2")
(1 + xi)l/i z 1 —_— x: 1+ 12 - (1 _+_ zi)lll (1 + z!)l/l (1 + xl)lll
_ (1—b5x*—421—-2Y
- (1+ a%)*?
20. Hallar (a) los maximos y minimos relativos y (b) los puntos de inflexién
de la curva y = f(x) = x%e*. v
fl(x) = 2xe* + x*¢"™ = ze'(2+2x)
f'(x) = 2¢"+ 4ze* + z%e¢* = & (2+ dx + xY) ' ‘ z
f'"(x) = 6e* + 6xe* + xte* = €(6+ 6x+ ) -2-V2 -2 -2+V2
(@) Resolviendo f’(x) = 0 obtenemos los valores criticos x = 0y x = —2. i
Fig. 14-2

S ’(0) > 0y (0, 0) es un minimo relativo.
S (—2) < 0 y(—2, 4/e?) es un maximo relativo.

() Resolviendo f'(x) = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexién en x = —2 + / 2.
S (=2—V2#0yf"(—2 + 1/ 2) # 0; los puntos x = —2 + 4/ 2 son puntos de inflexién.

21, Estudiar la curva de probabilidades y = ae—***, a > 0.
¥

(@) La curva esta situada por encima del eje x, puesto que e—**** > 0 para
todos los valores de x. Cuando x - + o9, y — 0, con lo que el eje x

es$ una asintota horizontal. /\
a

(0) y' = —2ab'xe~¥=* ¢ ' = 2ab*(2b*x? — 1)e~¥'", } }
-vZ/2b O| vy %

Cuandoy’ = 0, x = 0; y cuando x = 0, y** < 0. El punto (0, a)
es un maximo de la curva, "
Fig. 14-3

() Cuandoy’ =0, 2°x*—1=0, y x = +4+/ 2/2b son posibles puntos de inflexién.

_Vvz Ve

2|b 0 2‘b
yv' >0 ’ ' <0 y'>0
concava convexa concava

Los puntos (= V/2/2b, ae~") son puntos de inflexi6n.
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22. La constante de equilibrio X de una reaccion quimica, varia con la temperatura absoluta T segun la ley
K = K, e 1y T-T9INT siendo Ky, q y T, constantes. Hallar la variacion de K por grado de variacion de T expresando
el resultado en tantos por ciento,

K K
El tanto por ciento de la variacién de K por grado de variacién de T viene dado por ;( —‘;—T— = i(%_v)

—7T,  dinK)  q _ _ S0q,
Wrr Y g T3 T TR

Por tanto In K = In K, —

23. Estudiar la funcién de las vibraciones forzadas y = f(r) = e~ sen 2nr.

(¢) Cuando 7 = 0, y = 0. La interseccioén con el eje y es 0.

Cuandoy =0,sen21t =0yt =..,—3,—1,—40, 4,1, 4, ...
Estos son los puntos de interseccidén con el eje 1.

) Cuandot =...,—}, —§ §, 4 ...8en 2t =1yy = el
Cuandot =...,—},—L $ 1 ... sen 271 = —l y y = —e¥l!,
La funcién dada oscilaentre lasdoscurvas y = e¢~Vsf ¢ y = —e~1}¢, Fig. 14-4

siendo tangente a ellas en los puntos mencionados.

©) y =f'(1) = e V¢ (2ncos 2nt — } sen 2nr)
¥ =f"(0) = eV {(} — 4a®) sen 2nt — 2n cos 2nt}
Cuando y’ = 0, 2 cos 2t — § sen 2nr = 0, esto es, tag 2nt = 4,

Si s = & = 0,237 es el dngulo positivo mds pequefio que satisface esta relacién, tendremos que 1 = ..., 6§ — §
E—1,6—4 &6+ 4,6+ 1,... son los valores criticos.
s ) n+ 1 . . . o0 ’ n+ 2 0
Paran =0,12,....f( £ m)yf (E + 3 )uenen signo contrario y f*'(§ £+ ¢n)yf ’{E + 3 ) tienen

el mismo signo; por tanto, los valores criticos dan lugar, alternativamente, a maximos y minimos de la
funcién. Estos puntos estdn situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas
y=eWey=—el

2t 8
T—4x  1— 162"

(@) Cuando y’’ = 0, tag 2nt =

Si ¢ = n = 0,475 es el menor dngulo positivo que satisface esta relacidn, tendremos, ¢t = ..., —1, 7 — 4,
0+ 4,19 + . son los posibles puntos de inflexion, Estos puntos, situados ligeramente a la izquierda de los
puntos de inte rseccién de la curva con el eje x, son puntos de inflexion.

24. En la ecuacién s = ce~ sen(kt + 6) del movimiento de vibracién amortiguado y en la que ¢, 5, k y 0 son constantes,
demostrar que a = —2bv — (k® + b%)s. .

v =ds/dt = ce~% [—b sen (k1 + 0) + k cos (k1 + &)]

a = dvjdt = ce~¥ [(b* — k*®) sen (k1 + ) — 2bk cos (kt + 0)]
= ce~¥ [—2b{—b sen (ks + 0) + k cos(kt + O)} — (k* + b®) sen (ks + 8)]
= —2by — (k® + bY)s
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Problemas propuestos

Hallar dy/dx en los Problemas 25-35.

25.
26.
27.
28.

29.

“.

an

38.

y=In{dx—25) Sol. 4/(4x — 5) 31. y = In(In tag x) Sol. 2/(sen 2x In tag x)
y=InvV3I=x Sol x/(x*—3) 32. y=(nx%/x* Sol.(2—4Inx)/x®
y=In3x* Sol §/x D.y=4x(nx—3) Sol. x*Inx
y=In@*+ x—1)? Sol. (6x + 3)/(xt + x—1) 34. y=x(senln x —cos In x) Sol.2senln x

y=x'Ilnx—x Sol, In x 35. y=xIn(4 4 x*) 4 4 arc tag §x — 2x
Sol. In(4 + x%

¥ = In(sec x + tag x) Sol. sec x

Hallar la ecuaci6én de la tangente a la curva y = Inx en uno de sus puntos (x,, ). Deducir un procedimiento para
trazar la tangente a la curva utilizando la interseccién con el eje y.

Estudiar 1a funcién: y = x*In x. Sol. Min.en x = 1/4/ ¢, P.L.en x = 1/e*,

Demostrar que el dngulo de interseccién delas curvas y = In(x —2) ey = x* — 4x + 3enel punto (3,0) es ¢ = arc tag 1/3.

Hallar dy/dx en los Problemas 39-46.

39,
40.
41,

42.

S1,

S2.

y = et Sol, 5e* 4. y—e"cosx Sol, —e~* (cos x + sen x)
y=e*  Sol. 3x'e® 4. y=arcsene®  Sol. e*/y/ 1 —e*

y =e*n ¥ Sol. 3e*n %= cos Ix 45. y = tagle™ Sol. 6e® tag e®* sect e
y=3*  Sol. —2x+3-"In3 46, y = e¢” Sol, e+

Si y = x'e®, demostrar que y’’’ = (x* + 6x + 6)e*.

Si y = e~*(sen 2x + cos 2x), demostrar que y’’ + 4y’ 4 8y = 0.

Estudiar la funcién: (a) ¥y = x'e~%, (b) y = x%e~*,
Sol. (@) Max.enx =2;min.enx =0;Pl.enx =2 + v/ 2
() Max.enx= £1l;min.enx=0;Pl.enx = +1,51, x = +0,47.

Hallar el rectdngulo de drea méixima que tiene uno de sus vértices sobre la curva y = e~** y uno de sus lados sobre
el eje x. .
Ind: A = 2xy = 2xe~*, siendo P(x,y) un vértice del rectdngulo sobre la curva. Sol. A = v/ 2e.

Demostrar que las curvas y = e°* e y = €** cos ax son tangentes en los puntos x = 2nn/a (n = 1,2,3,...} ¥ que las curvas
y = e~*[a e y = e** cos ax son mutuamente perpendiculares en los mismos puntos.

Dada la curva y = xe*, demostrar (a) que el punto (—1, —1/e) es un niimero relativo, (b) que el punto (—2 —2/e?) es
un punto de inflexién y (c) que la curva es convexa a la izquierda y concava a la derecha del punto de inflexi6n.

Hallar dy/dx en los Problemas 53-56, aplicando la derivaci6én logaritmica.

”.

“.

57!

y=x Sol. x(1 + In x) 55. y = x*e*™cos 3x Sol. x% e* cos 3x {2/x + 2 — 3 tag 3x}
y=xiz  Sol 2 xMs-0]n x 5. y=x""" Sol.e*x(l/x —2xInx)

Demostrar ()~ (xe") = (x + e, () - G+t In ) = &= DL,



Capitulo 15

Derivada de las funciones hiperbélicas

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que u es un nimero real,
mientras que no se advierta otra cosa:

_ et—e 1 et
senh u = — 5 cothu = taghu — e —ev’ (u#0)
el - ex 1 2
cosh u = —5 sechu = coshu — o f e
senh u ei-—e¥ 1 2
tagh u = coshu e fe» A0S senhuy ev—e*’ (u #0)

FORMULAS DE DERIVACION. Si u e¢s una funcién derivable de x,

d _ du d _ y du
31 -a—';(scnhu)—coshuzx— 3, E(cothu)——ach u

d du d du
32. e (cosh ) = senh u I as. e {sech u) = — sech u tagh u e

d _ . du d _ du
a3, Z (tagh u) = sech® u oy 36. e (csch u) = — csch u coth ac

Ver Problemas 1-12.
DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS.

1
senh~'u = In (u + V1 + u?), para todos los valores de u coth-'u = an u+ -1 ut>1)
1 V
cosh-1u = In (u + V@ —1), @z 1) sech-lu=lm- T Y™ ©<ug
V1
tagh-tu = 4 1n :iZ’ W<l csch"‘u—ln(u + +u) (u #0)

(Unicamente figuran los valores principales de cosh~'x y sech~'x.)

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una funcién derivable de x,

d 1 du 4 oth-ty) = L 9 '
37. o (senh-tuy) = — iz 40. e (coth™* u) =t dz (u*>1)
d, . 1 du Aoy o -1 _du
= > 41. h~tu) = , (0<u<])
38. e (cosh~* u) To an’ u>1 dz (sec ) Wy dz
d S Y . 4 geh-tu) = ——L__ 9 40
39, = (tagh-x) = T dz’ (¥* < 1) 42. dz (esch™* ) W =z’

Ver Problemas 13-19.
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76 DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS [CAP. 15

Problemas resueltos

1. Demostrar: cosh*u —senh?uy = 1.
™M -\ 2 v __ o=u\?
cosh? u — senh* u = <e +26 ) —<e ze ) = He™+2+e ™) — Je—2+e™™) =1
2. Derivar: % (senh u) = cosh u %—, siendo u una funcién derivable de x.
d . _ dfe—e™\ __ e tetdu _ du
E;(senhu; = dx( 2 ) = T dr = °°Shud:c
dy
Hallar dx en los Problemas 3-12.
- dy _ 9 =
3. y = senh 3x = cosh 3x Ix (3x) = 3 cosh 3x
_ dy _ 4y
4, y = cosh §x i senh 3x ™ (3x) = 4 senh §x
dy t d 2 3
5. y =tagh(l + x%) Ex-zsech (l+x2)~g;(l+x):2xsech 1+ x%
- 1 & e L. d 1 csem
6. ¥ = coth = == csch < ( ) csch? —
dy d d
— 2 e 2 2 2., °
7. y = xsech x protial A (sech x?) + sech x P (x)
= x(— sech x® tagh x%)2x + sech x?
= —2x?sech x? tagh x* + sech x*
8. y = csch®*(xt + 1) % = 2csch(x®*+1)- (csch (x? + 1)]
= 2 csch (x® 4+ 1)[—csch(x? + 1) coth (x? + 1) * 2x]
= —4xcscht(x? + 1) coth (x® + 1)
9. y = }senh 2x — ix % = }(cosh 2x)2 — } = #(cosh 2x — 1) = senh® x
_ dy _ 1 299) — 2 _
10. y =lIntagh2x o~ gk (2 sech® 2x) = senh 2x cosh Zx 4 csch 4x

;s . x
11.  Hallar las coordenadas del punto minimo de la catenaria y = a cosh e

2

a

von _ 1 *\ x SN § x 1 [t | g-tie
f(x)-;(asenh;)—senh;, f(x)—acosha_ ( )

erls — o —zfa

Cuando f'(x) = 3

=0,x=0;f@0)> 0. El punto (0, a) es el minimo.




CAP. 15] DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
12. Hallar los puntos de inflexion de las funciones (@) y = senh x, (b) y = cosh x, (c) ¥ = tagh x.

@ f(x) =coshux,f'’(x) =senhx, yf ' (x)=coshx.
J'(x) = senh x = 0, cuando x = 0 ; f’/'(0) # 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexién.

() f'(x) =senh x, f'’(x) = cosh x # 0 para todos los valores de x. No tiene punto de inflexion.

o 5 senh x " 4senh?x—2
(@ f'(x) =sech®x, f”"(x) = —2sech® x taghx = —2 — 5=, y f*"'(¥) = — 45—

cosh® x
f7/(x) = 0 cuando x = 0; f"*/(0) # 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexion.

13. Deducir: (@) senh=1x = In (x 4 V** + 1),
1_ 1+Vi—s
X

(b) sech—'x = cosh—! p

,0<x <.

(@) Seasenh-'x = y; tendremos x = senh y = §(e? —e ) osecae® —2xe? —1 = 0.

Despejando e?: e = x + 4/ x* + 1, puesto que e? > 0. Por tanto, y = In(x + v/ x* + 1).

(b) Seasech=!x = y; tendremos x = sech y = S 1 cosh y = % e y = cosh- (%) = sech-1.x.

osh y’
También, x = sech y =—2—-oe"x—2e'+ x=0
* er + e "
A / P 4 /
Despejando e¥: e¥ = %, cuando y > 0. Portanto, y =In————— s 0 <x <1,
.. d an 1 du
14, Deducir: I (senh—1w) = Vit e
Sea y = senh~! y, siendo ¥ una funcidn derivable de x. Tendremos senh y = u,

cosh dy _ u dy _ 1 ﬂ—— 1 ﬂ.: 1 Q
Yax T dx Y dx ~ coshy dx_‘/l senht y dx A1 4 dx

Hallar dy/dx en los Problemas 15-19.

1
15. y =senh-13x @ -

d 3
—_ . 3 - ——
I Jerti &0 Vewri

18. y = cosh~'e" dg _ _ 1 d () = €
dr r—1 dx o — 1
17. y = 2tagh~! (tan x) % =2 m . dix(tag’}x)
1 sec’ {x
= 2—————s=sectdr-} = 2= = gecx
| —tag®dx 3z-4 1— tag’ §x
= coth—*1 dy _ ~1
18. ¥ = coth ‘; I = ( ) dx( ) pr—
19. y h~1(cos z) dy _ . a sen x
g = sec cos =L
= cos x \/‘1 — cos*zx dz cosz V1 — cos’z

secx
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78 DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS [CAP. 15

Problemas propuestos

20. (@) Representar las funciones y = e* ¢ y = —e~* y promediar las orde-
nadas de las dos curvas para todos los valores de x con objeto de ob-
tener puntos de la funcién y = senh x, Trazar esta curva, ¥

(b) Representar la funcién y = cosh x aplicando (a) a las funciones :
y=e*ey=e¢e™> T P

21. Dada la hipérbola x* — y* = 1, demostrar: (a) que el punto P(cosh u,
senh #) es un punto de la hipérbola, (b) que la tangente en A4 corta a la A ol
recta OP en el punto T(l, tagh ). (Ver Fig. 15-1.) (¢

22. Demostrar: (@) senh(x + y) = senh x cosh y 4 cosh x senh y
(b) cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh xsenh y

(¢) senh 2x = 2senh x cosh x
(d) cosh 2x = cosh®x 4 senh®x = 2 cosh? x — ] )
=2senhix + 1 Fig. 15-1

2tagh x

() tagh2x = 1 + tagh®x

Hallar dy/dx en los Problemas 23-28.

23. y =senh {x Sol. } cosh }x
24, y = cosh! 3x Sol. 3 senh 6x
25. y = tagh 2x | Sol. 2 sech® 2x
26. y =Incoshx Sol. tagh x
27. y = arc tag senh x Sol. sech x
28. y = Iny/ tagh 2x Sol. 2 csch 4x

29, Demostrar: (a) Si y = a cosh %, se verifica y’’ = 711- vV 14+ O

(b) Si y = A cosh bx + B senh bx, siendo b,4,B constante, se verifica y’’ = b'y.

30. Demostrar: (@ cosh—'u =In(u + Ve — D, u>1.

+u

® tagh~tu = $In 112

LJul <1,

31. (@) Representar la curva y = senh—x, trazando la simétrica de la funci6bn y = senh x con respecto a la bisectriz del
primer cuadrante.

(b) Representar la rama principal de la funcién y = cosh-1x trazando la simétrica de la mitad derecha de la funcién
y cosh x con respecto a la bisectriz del primer cuadrante.

32. Deducir las férmulas de derivacién 32-36 y 38-40,42.

Hallar dy/dx en los Problemas 33-36.

33. y =senh~! §x Sol. 1/vV x* + 4
34. y = cosh~1(1/x) Sol. —1fxA/1 — x}
35, y =tagh!(sen x) Sol. sec x

36. x = asech~1(y/a) — v/ a® — y? Sol. —y[v/ at — y*



Capitulo 16

Representacién de curvas en forma paramétrica

ECUACIONES PARAMETRICAS. Las coordenadas (x, y) de un punto P de una curva pueden ser
funciones, x = f(u), y = g(u), de una tercera variable o parametro u; las ecuaciones x = f(u)
y = g(u) reciben €l nombre de ecuaciones paramétricas de la curva dada.

Ejemplo:

(@) x=cos 0, y =4 sen® 0 son las ecuaciones paramétricas, siendo el pardmetro 6, de la pardbola 4x* + y = 4,
ya que, 4x* + y =4 cos? 9 + 4sen® 6 = 4,

) x = 41, y =4 —1* es otra representacién paramétrica de la curva, en la que el pardmetro es #.

(b)

Fig. 16-1

Obsérvese, sin embargo, que el primer sistema de ecuaciones paramétricas solo representa una porcién de la
curva, mientras que el segundo representa la totalidad de ella.

LA PRIMERA DERIVADA d—i viene dada por G

2
LA SEGUNDA DERIVADA -*2. viene dada por 2. — ¢ (dy) . du

1. Hallar %

_dy/du
d dx  dx/du’

dx? ¢  du\dx) dx

Problemas resueltos

2
%:’T, siendo x = 0 —35¢n @, y =1 —cos 8.
dx dy dy  dy/dd  send .
T 1ot g =senb Yy = T T—cosd
dy _i sen 0 d_B _ cosf—1 1 _ 1
d®  d0 \1—cos@) dx (1—cosB)? 1—cos@ = (1-—cosB)p
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80 REPRESENTACION DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICA [CAP. 16

dy dy . o o
2. Hallar ) d siendo x = e'cos¢, y = e'seny.
dx dy dy _ dyldt _ sent+ cost
i = e'(cos t —sent), i = e'(sen ¢ + cos 1), I = dedi - cosi—sent
d’y _ d [sent+cosr) dx _ 2 . 1 _ 2
dx*  dt \cosr—sent) dt  (cost—senf)? el(cost—senr)  e'(cost—sens)

3. Hallarla ecuacion de la tangente a lacurva x = 4/ ¢, y =r—1/4/ ¢ enel punto parar = 4.

a T a T g Y & T

dx 1 dy_1 1 dy__dy/dt=2\/—’+%

Parat =4: x =2, y =172, y m=dy/dx = 17/4.
La ecuacién de la tangente es (y — 7/2) = (17/4)(x — 2) o sea 17x — 4y = 20,

4. La posicién de una particula que se mueve a lo largo de una curva viene
dada, en funciéon del tiempo ¢, por las ecuaciones paramétricas
x=2—3¢ost, y =3+ 2sent, en donde x se expresa en metros y £ en
segundos. Hallar la variacién en la unidad de tiempo y el cambio de direc-
cion (a) de ia abscisa en el instante ¢+ = n/3, (b) de la ordenada en el ins-
tante f = 5n/3, (¢) del &ngulo 0 de inclinacién de la tangente en el instante
= 2n/3.

dx/dt = 3senu, dy/dt = 2cost, tag 8 = dyjdx = %cott

(@) Cuando  =mn/3, dx/dt = 34/3/2. La abscisa aumenta a razoén de x
34/ 3/2 m/seg. o
(b) Cuando r = 57/3, dy/dt = 2(}) = 1. La ordenada aumenta a razén Fig.16-2
de 1 m/seg.
B d9  —6csctr B 9 _ _—6/V3 _ ;
() 6 =arctag(¥coty), y o = 9T dcotr Para ¢ = 2n/3, @ = m == 37 El 4ngulo de in

clinacion de la tangente disminuye a razon de 24/31 radianes/segundo.

Problemas propuestos

Hallar dy/dx y d2y/dx® en los Problemas 6-9.

5. x=24n1y=1+1+¢ Sol. dyldx = 2r, d¥y/dx? =
6. x=1t4+1/t,y=14+1 Sol, dyldx = /(12 — 1), d®%/dx?® = —213/(s* — 1)?
7. x=2sent, y =cos2t Sol. dyjdx = —2sent, d%/dx* = —I
x =cos*f, y =sen®f Sol. dy/dx = —tag 8, d?y/dx® = 1/(3 cos* 6 sen 6)
9. x =ua(cos ¢ + Psen @), y =a(sen ¢ — ¢ cos @) Sol. dyj/dx = tag ¢, d*y/dx* = 1/(ag cos® @)
10. Hallar la pendiente de la tangente a la curva x = e~*cos2t, y = e~*sen 7 en el punto ¢ = 0. Sol. —2.

11. Hallar las coordenadas cartesianas del punto de mayor ordenada de la curva x = 96¢, y = 96+ — 16/, Ind: Calcular ¢
para que y sea maximo. Sol. (288, 144).

12. Hallar la ecuacion de la tangente y de la normal a la curva (@) x = 3e', y = S5¢e~ enel punto t = 0, (b)) x = acos*§
y=asen'f en § = }n.
Sol. @) 5x +3y—30=0,3x—5y+16=0; (b)) 2x + 2y —a =0, x—y = 0.

13. Hallar la ecuacién de la tangente a la curva x = acos®#, y = asen®s en un punto P(x, y). Demostrar que la longitud,
del segmento de tangente interceptado por los ejes coordenados es igual a a.
Sol. xsent -+ ycost = dasen 2t

14. Dada la curva x = 2 — 1, y = 3 —, determinar los puntos en los cuales la tangente es (@) horizontal y (b) vertical.
Demostrar que en los puntos en que la curva se corta consigo mismo, las dos tangentes son mutuamente perpendiculares.

Sol. (@) t =++/3/3, (b) t = 0.



Capitulo 17

Curvatura

DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO. Sea y = f(x) una funcion cuya primera derivada es una
funcién continua. Sean A4 (ver Fig. 17-1) un punto fijo de la curva, s la longitud del arco compren-
dido entre 4 y otro punto cualquiera de ella P (x, y), Q(x 4+ 4x, y 4+ 4y) un punto de la curva
muy préximo al anterior y As la longitud del arco comprendido entre P y Q; la variacion de la
longitud del arco s (= AP) por unidad de variacion dé x y de y vienen expresadas, respectiva-
mente, por

2 2
I S P S-S e
dz = Jm o == 1+(H>’ dy — Ama == 1+(dy/

El signo, mas o menos de la primera férmula corresponde a los casos en que s aumenta o disminuye
al aumentar x y en la segunda férmula, segin que s aumente o disminuya al aumentar y.

Cuando la funcién se defina por sus ecuaciones paramétricas, x — f(u), y = g(u), la variacién

. d. = . . , ,
de 5 con respecto a u viene dada por d—i =+ l/(‘;_x) + (_Z_y_) El signo mas o menos se tomara
u u

segin que s aumente o disminuya al aumentar w,

Para evitar la repeticion del doble signo supondremos en lo sucesivo que sobre cada arco consi-
derado se ha elegido un sentido tal que la derivada de la longitud de arco sea positiva.

(Yer Problemas 1-5.)

Q(x + Az, y + Ay)

Fig. 17-1 Fig. 17-3

CURVATURA. La curvatura K de una curva y = f(x) en un punto P de ella es igual a la variacién del
angulo de inclinacién 7 de la tangente en P por unidad de longitud de arco s. Es decir,

d*y _dx
de? dy*
K =% jim2 =

ds as—0 AS e c_lgz T K . d_x 27 3/2
dz dy
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CURVATURA [CAP. 17

De la primera de estas formulas se deduce que K es positiva cuando P esta sobre un arco céncavo
y negativa cuando pertenezca a un arco convexo.

No es extrafio encontrar en otros textos el valor de X definido de manera que siempre resulte
positivo, esto es, como el valor absoluto de la féormula anterior. Por esta razon, en las soluciones
de los problemas no tendremos en cuenta el signo de K.

EL RADIO DE CURVATURA R de un punto P de una curva viene dado por R = |1/K]| sienipre qﬁe

EL CIRCULO OSCULADOR o de curvatura de una curva en un punto P

K # 0.

es el circulo de radio R situado en la region concava de la curva y tan-
gente a ella en P.

Para construir el circulo osculador se procede como sigue: se traza
la normal en el punto P hacia regién céncava de la curva y, sobre P %
ella, se lleva una distancia PC = R. El punto C es el centro del circulo 0
buscado. Fig.17-3

EL CENTRO DE CURVATURA. Correspondiente a un punto P(x, y) de una curva es ¢l centro C del

circulo osculador en P. Las coordenadas (a, ) del centro de curvatura vienen dadas por

212 ()

= — s = +
’ &y YT Ty
dx? dx?
dx dx dz
| g sl @)
obien, « = 2 + g B = y - &
ay* dy*

LA EVOLUTA de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma.

2.

(Ver Problemas 6-13.)

Problemas resueltos

o [ds\E dy\*
Derivar: (E) =1+ (Z\c_) .

Sea s (ver Fig. 17-1) la longitud de arco de un punto fijo P a otro variable P(x, y) de una curva y = f(x) cuya
derivada es continua. Sea As la longitud de arco desde P hasta otro punto muy préoximo Q(x + Ax, y + Ay) y PQ la
longitud de 1a cuerda que une Py Q.

AS — AJ . PQ 2 — 2 2
Tendremos x ~ PO dx’ y, como (PQ)? = (4x)? + (4y)%, resulta

(2 - (B (52 = (sa) e = (3a) o+ (30}

a4 cP
Cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, 4x - 0, 4y - 0y Pé = cutrr qa g 0

— 1. (Para demostrar esto

ultimo, ver Capitulo 41. Problema 22.) Por tanto,

6~ nlE) - nfe 2]} )

Hallar gx— en el punto P(x, y) de la parabola y = 3x2, I l/l + ( dy) VI + (6x)* = /1 4 36x®




CAP. 17} CURVATURA 83
3 Hallarg'?- —— en el punto P(x, y) de la eli 2 4 4yt = §
. dxydy el pu X,y elipse x yt = 8.
dy _ _ =z . dy\' _ #  _ z*+16y° _ 32— 3a° da _ ,32—31:’
(a) de 4y’ Lo (d:c) =0 16y — 16y* — 32— 4a? Y 4z " 32 — 4x*
(b) dz _ 4y 14 d:c _ 16y’ _ 2 +16y* _ 243y ds _ ,2+3y'
dy 0 S x? T o2—y y dy ~ 2—y*
ds
4. Hallar — vl en el punto P(0) de la curva x = sec 6, y = tag 0.
ds dz d
ds (% + a%) = Vsec' tag’ ¢ + sec'0 = |sec 8|V tag? § + sec’ 6
5. Las coordenadas (x, y), metros de un mévil P, vienen dadas por x = cost— 1,

T

y = 2sent + 1, en donde ¢ es el tiempo en segundos. Hallar 1a velocidad de P a lo
largo de la curva en el instante (a) t = 57/6, (b) t = 57/3 y (c) la velocidad mixima

y minima de P.

t={r

ds _
dt
V143D =
V1+34) =
=11+ 3cost,

4/ 13/2 m/s.
A/ 72 mfs.
—3costsent

ds
Tendremos -8

(@) Para t = 57/6, ds/dr =
&)

(0)

Para t = 5::/3 ds/dt =

Sea § =

Resolviendo dS/dt = 0 obtenemos los valores criticos + = 0, 7/2, =, 3n/2. ]

=4/ 1+ 3(1) = 2 m/seg es maxima.

Para t = 0 y =, la velocidad ds/dt

Vv 1+ 3(0) = 1 mjs,

Para t = /2 y 3=/2, la velocidad ds/dt =
€s minima

\/W = \/tag2t+4cos’t = \/1+3C°5:t
dt dt

t= §=

Fig. 17-4

Hallar la curvatura de la paribola y* = 12x en los puntos (a) (3, 6), (b) (1, —3), (¢) (0, 0).

dy
dx

=£, 1+(dy>=1+—,, .
_11+<dy> 2
—_— 1+<dy>

(00 En(, 0), —— no esta definida. Pero

dx?

c:l»-n

@ En (3,6; 2 Ly
4/3

(b_) En (%;_3): 53z

Hallar la curvatura de la cicloide cuyas ecuaciones paramétricas son
x=08-—senf, y=1—cos 0, en el punto de mayor ordenada —maés

alto— de un arco.

Hallemos el punto de mayor ordenada en el intervalo 0 < x < 2n:
dy/df = sen 0, con lo que el valor critico en dicho intervalo es x = n.
Como d3y/dt = cos 6 < 0 cuando 6 = m es un maximo relativo y, por
tanto, el méas alto de la curva en el intervalo.

Para calcular la curvatura,
d*y
dx?

3
de

sen 6

dx LIl
1 —cose’

de

dy _
dx

(

. dy _
=1 - coseé, de = Sen 0,

Para 0 = 7, dyjdx = 0, dp/dx® = —1/4, y K = —1/4.

&y _

_—1/6 _
P

K= =

dx 1
» dy2

sen 0
1 —cose

36
7

_8.,dy _
y: odx T
_v2

24 °

4/5

5

_K)y

Fig.17-5

-1

L de
(1 — cos 8)*

“dx
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8. Hallar la curvatura de la cisoide y*(2 -— x) = x® en el punto (1, I).

X v
Derivando la ecuacion dada, implicitamente, con respecto a x, tendremos
@ —"+Q—x)2yy'=3x* y e
b —2yy' +Q—2X2yy"" + 2 —220 " —2yy" = bx z
(o]
De (@), parax =y =1, —14+2y =3 e y =2
De(b), parax=p=1¢ y'=2 —4+2y'+8—-4=6¢ y’'=3
Por tanto K = 3/(1 + 4)** = 34/ 5/25.
9. Hallar el punto de maxima curvatura de la curva y = In x. Fig.17-6
2. e
1 dy _ 1 g TE
dx x’ dx* x? a + x%)

dK 2t —1

T S ar ! el valor critico es x = 1/4/ 2. El punto pedido es (1/4/ 2, —} In 2).
X

10. Determinar el centro de curvatura C de la curva ¥ = f(x) en uno de sus puntos P(x, y) en el cual y # 0.
(Ver Fig. 17-3.)

El centro de curvatura C(a, ﬁ) estd situado: (/) en la normal en P y (2) a una distancia R de P sobre la region con-
cava de la curva. En consecuencia,

Ay AL}
Dp—y=—t@—n ¥ @+ LT
De (), u —x = —y’(f — »); sustituyendo en (2),
; 1+ 7P 1+
¢—mu+or=LEFIE gy AP

Para determinar el signo, observemos que cuando la curva es cdncava, y’’ > 0 y, como C debe estar por encima de P,

f — y > 0. Por tanto, el signo es positivo en este caso. (Se deja para el alumno la demostracién de que el signo es +
cuando y’’ < 0.) Asi pues:
1 & 1 2
p=y+L2% yde ) a-x—2LEOTL

11, Hallar la ecuacién del circulo de curvatura de 2xy + x + y = 4 enel punto (1, 1).
2y +2xy"+1+y =0;en(,1), y = —1. Dedonde 1 +(»')* = 2.
4y’ + 2y + y”* =0 en (1, 1), y*’ = 4/3.
_ 4B 3vV2 _ —1) _ 5 . 2 s
Vaki YR="—5= a=l——"p =3 B=l+mx=5.

La ecuacion pedida es (x —a)® + (y — f)* = R? o (x — 5/2)* + (v — 5/2)* = 9/2.

12. Hallar la ecuacion de la evoluta de la parabola y* = 12x.

L dy _6_ V3 dy\' _ ;.36 _,,3 dy _ _36 _ _ V3
En P(z,y): dz ~y = N 1+< )—1+ _1+a:' y dnt = r o
V8/z (1+ 38/ 2 x+3
a = 9:——(—) = :t:+‘—‘[:—(-—"-2 = 3x+6
—V/3/27%1 V3
_ 1436/ _ytsey _ ¢
B =v+t"gg = V=" 3 = "3
Las ecuaciones a = 3x + 6, f = —)*/36 se pueden considerar como las ecuacio- o 6,0)”

nes paramétricas de la evoluta, estando ligados los pardmetros x e ¥ por medio de la
ecuacion de la pardbola. En este caso, la eliminacién de los pardmetros es sencilla.
Despejando, x = (@ — 6)/3, y = —+/ 368 y sustituyendo en la ecuacién de la parabola,
tendremos:

(6P = 4(u—6) & 818 = 4da—6)? Fig. 17-7
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13. Hallar la ecuacién de la evoluta de la curva x = cos 6 + @sen 6, ']
y==senf —Hcosbh.

Cdx dy _ dy _
En P(x,y): v = 0cos 0, vl = O sen d, I = tag 0, /
dly _ sec*f®  sec*® 1
Y Z* T Bcos6 ~ 9 /
_ tag Osectf _ 1 z
a—x—W—x—ﬂsenB—cosﬂ Q{ '
sect 8
ﬂ—y+W—y+8cosﬂ=sen0 Fig. 178
a=cosf, B =senf son lasecuaciones paramétricas de la evoluta
Problemas propuestos
Hallar la derivada de la longitud de arco en los Problemas 14-19.
14, x? 4+ y* =25 Sol. ds/dx = 5/A/ 25 — x2, ds/dy = 5/\/ 25 — y*
15, y* = x? Sol. ds/dx = i‘\/ 4 + 9x, ds/dy = V4 + 9233y
16. x%? 4 y3 = gus Sol. ds/dx = (a/x)'/3, ds/dy = (a/y)!*
17. 6xy = x*+ 3 Sol. ds/dx = (x* + 1)/2x?
18. 27ay? = 4(x — a)? Sol. dsjdx = v/ (x + 2a)/3a
19, ¥y — acosh x/a SO dFax = ¢osh x/p
20. Dadalacurva x = f(u), y = g(u), deducir (ds/du)* = (dx/du)* + (dy/du)*.
Hallar ds/dt en los Problemas 21-24.
A, x=1, y=p Sol. 1\/ 4 + 9r* 23, x =2cost, y =3sent Sol. v/4 + Scos*t
22. x=cost, y =sent Sol. 1 24. x =cos*t, y = sen®¢ Sol. 2 sen 2t
25, Siendo dy/dx = tagr, demostrar que dx/ds = cos 1, dy/ds = sen .

’e

26. Siendo t = arc tag (%) demostrar que K = % = % . % = {IT{}"W

27. Hallar la curvatura de las curvas dadas en los puntos indicados.

@ y=x3enx=0,x=1x=—2 Sol. 0,/ 2/2, —4+/17/289
1 V2
2 3 == f—i P — —_—
b x day en x =0, x = 21 Sol. 22" 8a
(©) y=senxen x =0, x = }n Sol. 0, —1
d) y=e**enx=0 Sol. —2

28. Demostrar que (@) la curvatura de una recta es cero Y (b) la curvatura de un circulo es ¢l reciproco de su radio.
29. Hallar los puntos de maxima cutvatura de las funciones (@) y = €%, (b)) y = x%/3. Sol. (@) x = 4In}, (b)) x = 1/¥/5.

30. En un cierto sistema de coordenadas, un tramo de via férrea consta de una parte sobre el eje x negativo hasta el ori-
gen O, después pasa por el punto A(1, $) a través de la curva de transicion y = }x* y, finalmente, sigue a lo largo de
un arco del circulo 144x® + 144y* — 96x — 264y + 9 = 0. Demostrar que (a) la curva de transicidn es tangente al
tramo recto y al circular en los puntos de union y (b) la curvatura de la curva de transicion es cero en O e igual al reci-
proco del radio del tramo circular en el punto A4.

31, Hallar el radio de curvatura de (@) x® + xy* — 6y* = 0en (3, 3), (b)) x = a sech~'yfa —\/a® — y*en(x, y), (c) x = 2atag b,
y=atag'd, (d) x =acos, y = asenf.
Sol. (@) 5V 5, (b) av/ a® — y¥/1yl, (¢) 2a |sec® 0|, (d) 2a (sen® O + cost §)*2

32, Hallar el centro de curvatura (a) en el Problema 31 (a), (b) de la funcién y = sen x en un mdximo.
Sol. (a) C(—1, 8), (b) C(3n, 0).

33. Hallar la ecuacion del circulo osculador de la pardbola y* = 12x en los puntos (0, 0) y (3, 6).
Sol. (x — 6)* + y* = 36,(x — 15)* + (¥ + 6) = 288
34. Hallar la ecuacién de la evoluta de .
(@) b*x* + a®y® = a*?, (b) x%3 + y¥/3 =qa%3, (c) x =2cost+ cos2t, y=2sent + sen2t.
Sol. (a) (aa)?/® + (bP)¥® = (a* — b?)*? ®) @+ p** + (@ —PyI* = 2a%3
(©)a=42cost—cos2t), = L(2sent—sen2s)



Capitulo 18

Vectores en el plano

ESCALARES Y VECTORES. Las magnitudes, tales como el tiempo, la temperatura, etc., que se de-
terminan Unicamente mediante un nimero, reciben el nombre de escalares. En consecuencia, las
magnitudes escalares obedecen a las leyes del algebra ordinaria; por ejemplo, 5 seg. + 3 seg. = 8 seg.

Sin embargo, existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleracién, el impetu,
etcétera, que, para su determinacion, exigen el conocimiento de un mddulo, una direccién y un
sentido; se denominan magnitudes vectoriales. Cualquier magnitud vectorial es susceptible de re-
presentarse geométricamente mediante un vector o segmento dirigido quedando definida su direc-
cién por el angulo que dicho segmento forma con una recta del plano y, dentro de ¢lla, su sentido,
por ¢l lugar que sefiala l1a flecha, y su mddulo por la longitud del segmento respecto de la unidad
de medida elegida. Las magnitudes escalares se representan por letras, a, b, ¢, . . ., en forma ordi-
naria, mientras que las vectoriales se indican con letras en negrilla, a, b, ¢, . . ., 0 bien, en la forma
OP [ver Fig. 18-1(a)]. El médulo de un vector, a 0 OP, se representa por |a| o por |OP|, respecti-
vamente.

P B
B
a/ b —a // y‘l b
a A
a
P a
0, a=bh F
(d)

(a) (%) (¢)
Fig. 18-1

Dos vectores, a y b, son equipolentes, a = b, cuando tienen el mismo moédulo, direccién y sen-
tido. Dos vectores de igual modulo y direccidn, pero de sentido contrario, a y —a, reciben el nombre
de opuestos. Mas general, si a es un vector y k un escalar positivo, ka es un vector de igual direc-
cion y sentido que a pero cuyo mddulo es k veces el de a; si k es negativo, se trata de un vector
de igual direccién que a, de médulo igual a k veces el de a y de sentido opuesto al de a.

Un vector, mientras no se advierta lo contrario, carece de una posicién fija en el plano, de ma-
nera que se puede trasladar o desplazar paralelamente a si mismo. En particular, si a y b son dos
vectores [Fig. 18-1(b)], podremos trasladarlos paralelamente a si mismos hasta conseguir que tengan
un mismo punto inicial P u origen comun [ver Fig. 18-1(¢)] o bien que el extremo de a coincida
con ¢l origen de b [Fig. 18-1(d)].

SUMA Y DIFERENCIA DE DOS VECTORES. Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(b); su suma
o resultante, a +- b se halla de una de las maneras siguientes: -

(i) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-1(¢) y completando el paralelogramo
PAQB de la Fig. 18-2(¢). El vector suma es PQ.

(i) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-1(d) y completando el triangulo PAB
de la Fig. 18-2(f). En este caso, el vector suma es PB.

86
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(9) (k)
Fig. 18-2
Se deduce, pues, Fig. 18-2(f), que con la suma de tres vectores se puede formar un triangulo
siempre que uno de ellos sea igual u opuesto a la suma de los otros dos.

Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(b); para hallar su diferencia, se procede de una de las
formas siguientes:

(iii) Sumando al minuendo el opuesto al sustraendo: a — b = a -+ (—b), ver Fig. 18-2(g).

(iv) Trazando los vectores como en la Fig. 18-1(c) y completando el triangulo. En la Fig. 18-2(h),
el vector BA = a—b.

Sean a, b, ¢ tres vectores y k un escalar; se verifica:

1. a+b=b+a (Propiedad conmutativa)
2. at+(b+ec)y=@-+b)+e (Propiedad asociativa)
3. k(a+b)="Fka+kb (Propiedad distributiva)

(Ver Problemas 1-4.)

COMPONENTES DE UN VECTOR. Sea a = PQ, Fig. 18-3(i), un vector y PM y PN dos rectas cuales-
quiera que pasan por P. Trazando el paralelogramo PAQB, tendremos,

a=PA + PB

De esta manera, el vector a se ha descompuesto segin las direcciones PM y PN, siendo PA y PB las
componentes de a segin dichas direcciones PM y PN.

(7)

Fig. 18-3

Consideremos ahora un vector a en un sistema cartesiano de coordenadas [Fig. 18-3(j)], siendo
iguales la unidad de medida sobre los ejes x e y. Los vectores i definido por los puntos (0,0) —origen—
y (1, 0) —extremo— vy j por los puntos (0, 0) y (0, 1), cuyos sentidos son los positivos de los ejes,
reciben el nombre de vectores unitarios, del sistema, y sus médulos son la unidad.

Trazando desde el origen P y desde el extremo Q de a las perpendiculares a los ¢jes x e y y lla-
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mando M, N, S y T los respectivos puntos de interseccion, tendremos MN = ai, siendo 4, positivo
y ST = a,j, siendo a, negativo. Asi, pues,
MN = RQ = a,i, ST = PR a,j, y

a = aji + a,j 0))]
Los vectores a,i y a,j reciben el nombre de componentes vectoriales de a en las direcciones indicadas
y a, y a, el de componenies escalares, componente x y componente y, 0, simplemente, componentes de a.

Si la direccion de a se define por medio del dngulo 6, siendo 0 < & < 27, medido en el sentido
contrario al de las agujas del reloj desde el eje x positivo hasta el vector,

o] = v} +af @
tag 0 = a,la, €)]
el cuadrante de 0 viene determinado por
a, = Mcos 6, a, = |ajsen®
Si a = aji + a,j y b= bji + b,j, tendremos
4 a=bsiysolosia, =b ya,=b, 6. a-+b=(a + b)i +(a; + byj
5.  ka = kaji + ka,j 7. a—b=(aq —b)i+ (ay— byj
: (Ver Problema 5.)
PRODUCTO ESCALAR. El producto escalar de dos vectores a y b se¢ de-

fine por
a‘b = |a| |b| cosf (C))]

siendo 6 ¢! menor de los angulos formado por dichos vectores con el
mismo origen (ver Fig. 18-4).
De (4) se deduce
8. ab=>b-a (Propiedad conmutativa)
9.
10. a-b=0 si (()a=0, o (ii)b=0, o (iii) aes perpendiculara b

a=la)[a]=la o |aj=+Va-a

1. iri=j-j=1i-j=0

12. a-b = (ad + aj) * (b;i + bgj) = a1by + ash,

1. a(b+c)=a*b+a-c (Propiedad distributiva)
14 (a+b)y:'(c+d)=a‘c+a*d+b-c+b-d

PROYECCIONES ESCALAR Y VECTORIAL. En la ecuacién (1), el
escalar a, se denomina proyeccidn escalar de a sobre un vector de direc-
cion la del eje x, mientras que ai es la proyeccion vectorial sobre la
misma direccion.

En el Problema 7 se calcula la proyeccidn escalar a % y la pro-

. : b} b ,
yeccion vertical (a . l—bl—) |b—( de un vector a sobre otro b. (Obsérvese Fig. 18-5

que si la direccion de b es la del eje x,

b
— = i.)
B Ib|
En estas condiciones,

15. a ‘b = producto del mdodulo de a por la proyeccién escalar de b sobre a
= producto del médulo de b por la proyeccion escalar de a sobre b. (Ver Fig. 18-5.)

(Ver Problemas 8-9.)
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DERIVADA DE UN VECTOR. Sea la cutva representada

en la Fig. 18-6 dada por sus ecuaciones paramétricas v
x = f{u), y= g(w) /

El vector

d
r = xi + yj = ifw) + jg () dy | dr

que una el origen con el punto P(x, y) de la curva, Py er,
recibe el nombre de vector de posicién o radio vector
de P. En lo sucesivo, los vectores de posicién los re-
presentamos por la letra r, es decir, a = 3i + 4j, repre- .
senta un vector «libre», mientras que r = 3i + 4j es 0
el vector que une el origen con el punto P(3, 4).

) Fig. 18-6
La derivada de r con respecto a u es

S = i+ (%)

Llamando s a la longitud de arco medido desde un punto fijo P, de la curva de mancra que s
aumenta con u y t es el angulo que dr/du forma con el eje x positivo,

_dyldu _dy .
tag T = e — dx pendiente de la tangente a la curva en P

S CRORE

y su direccién y sentido, los de la tangente en P. Este vector se suele representar con su origen en
el punto P.

Si ahora suponemos que la variable escalar u es la
longitud de arco s (35), tendremos: v

El médulo dei vector dr/du es

dr
du

=& ©)

ds - a

estando determinada la direccion y el sentido de t 5t
por 7, mientras que su moédulo viene dado por
V(dx|ds)® + (dy/ds)* = 1. Es decir, t = drfds es el r

vector tangente unitario a la curva en P. z

Como t es un vector unitario, t y dt/ds son perpen-
diculares (ver Problema 11). Representando por m un
vector unitario aplicado en P, cuya direccion y sentido
sean las de dt/ds, cuando P se mueve a lo largo de la
curva (Fig. 18-7) el mddulo de t permanece constante; por tanto, dt/ds indica la variacién de la in-
clinacién de t. Asi, pues, el médulo de dt/ds en P es 1gua1 al valor numérico de la curvatura en P,
es decir, |dt/ds| = |K|y

Fig. 18-7

dt

— = Kin ()

(Ver Problemas 10-13.)
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Problemas resueltos

Demostrar: a +b=b 4 a
DelaFig. 188, 2+ b=PQ=b+ a

Demostrar: (@ +b) +c=a+ b+ ¢
De la Fig. 18-9, PC = PB + BC = (a + b) + ¢. También, PC = PA + AC =a + (b + ¢)

Fig. 18-8 Fig. 18-9

Sean a, b, ¢ tres vectores con su origen en P y sus extremos, 4, B, C, alineados, como indica la Fig. 18-10. Si C divide
aBAenlarelacion x : y,siendox 4+ y =1,

c=PB4+BC=b+x(a—b)=xa+({1—x)b=xa+)b

Por ejemplo, si C es el punto medio de B4, ¢ = 3@ + b) y BC = $(a—b).

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.
Llamando @ al punto de interseccion de las diagonales (Fig. 18-11),

PB=PQ+QB=PQ—BQ o0 b=x(atby—ya—b=(x—yat+(x+»b

x+y=1yx—y=0. Dedonde x =y =14y Q es el punto medio de ambas diagonales.

C

I

Fig. 18-10 Fig. 18-11

Dados los vectores a = 3i +4j y b = 2i —j, determinar el mddulo, direccion y sentido de (@) ay b, (b)a + b,
{c) b—a, ' '

(@ Paraa=3i+4j: jal =V +ai=+V3"+48=5; tag 6 =aya, =4/3, a, = |ajcosf, y cosd =3/5
Por tanto 0, situado en el primer cuadrante, es 53°8°.
Parab=2i—j: |bj=4/4+1=14/35; tagh =—1/2, cos 0 = 2/4/ 5; 0 = 360° — 26°34" = 333°26",

(b) a+b=(i+45)+Qi—i5 =S5+ 3
la +b| = 4/ 5 + 32 = v/34; tag @ = 3/5, cos 8 = 5//34; 6 = 30°58".

© b—a=Q—)—Gi+4)=—i—3i
b —a| = 4/26; tagh =5, cos @ = —1/4/26; 0 = 258°41",
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6. Demo;tr;r que la mediana correspondicnte a la base de un tridngulo isdsceles es perpendicular a dicha base. (En la
Fig. 18-12, |a] = |b|.)

Del Problema 3, como m es el punto medio de la base,
m={@+b)
De donde m'tb—a)=3@+b)(h—a)
=}@a*b—a‘a+b'b—b-a)=4b'b—a-a)=0

como queriamos demostrar.

Fig. 18-12 Fig. 18-13

7. Descomponer un vector a en sus componentes a, y a, paralela y perpendicular, respectlvamente a otro vector b,
Enla Fig. 18-13: a = a,—a,, a, = cb, y 2, °b = 0. De donde

2, =2—a, =a—cbh, a,°b=@—chb)*b=a‘b—cb*=0

ab a'b
Y=g Por tanto, a, = Ibl’ LAY Yy a3=a—cb= —BF b.
La proyeccion escalar de a sobre b ¢ igual a a - |_bb|" ¥ 1a proyeccion vectorial de a sobre b es (a . ﬁ’b_l) % '

8. Descomponer a = 4i + 3j en sus compcnentes a, y a, paralela y perpendicular, respectivamente, ab = 3i + i.

Del Problema 7, ¢ = alb—l:, = 12—1_;1 = % Portanto 8, = cb = */;1 + 3,j v a, = a—a, = —i + ?/,i.

9. Calcular el trabajo realizado al aplicar una fuerza b = 2i + j sobre un objeto que lo desplaza segin la direccion del
vector 3i 4+ 4j.

Trabajo realizado = (proyeccién escalar de b en la direccion de a) (distancia recorrida)

= (blcos@) [a]| = b'a = Qi+ D (Gi+4)) =

10. Sia =140 + 136 ¥ b = i£) + (), demostrar que 4 @-b) = B .p 4 5. B
= (i1 +if) '(lgl +igd) = f:gx + fign
d,
d@w=rrra+rin+in (1= 50
— (figs + figd) +Uigh + £i8d
. db
— G+ Do + g0 + G+ if) el +1g) = G b +ar

11, Si a = if;(u) + ifz2() es de mbédulo constante, demostrar que a y da/du son perpendiculares.

d da da da _
De a - a = constante # 0, obtenemos, Problema 10, T @a'a) = o ata 7 = 2a 2 = 0.

De donde a* =O0conlocual ay ia_ son perpendiculares.

da
du du

Asl, pues, la tangente a una circunferencia en uno de sus puntos P es perpendicular al radio correspondiente a P.
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12.

13.

14,

ls.

16.
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Siendo r = i cos*@ + jsen® 6, calcular t.

dr/d8 = —1isen20 + jsen 20

= 4/ 2s%n20 y t=£—-dr-de=_-l_|+$j

ds_|dr‘= dr dr _ dr df
ds a9 ds V2 V2

d6 s db
Siendo x = acos?6, y = g sen®0, calcular t y n para 6 = }n.
= alcos? @ + aj sen? 8

dr/dd = —3al cos®6sen8 + 3aj sen?@cos 8
ds/d® = |dr/d8| = 3asenBcosh

dt do 1 1
' (lsen0+]cos0)z - thcosal-'-Ziasenl)l
1 1 at \/‘ \/‘ at| 2 1 at 1 1
Para 0 = }a: t=——Hi+ b 5 I+ b K= |Fl =" s = —2'+v—z

Demostrar que el vector a = al + bj es perpendicularalarecta ax + by + ¢ = 0.

Sean P,(x,, ¥1) Y Py(x;, y2) dos puntos de la recta. Tendremos ax, + by, + c=0,ax,+ byy+¢=0, y res-
tando la primera de la segunda,

alxs—x) + b —y) =

Ahora bien
a(xy — xy) + b(yy —y) = (al + B * [(xa — x)i + (v, — i)
= a'PlP’ =0

Por tanto, a es perpendicular (normal) a la recta.

Deducir, con ayuda del cdlculo vectorial:
(a@) 1a ecuacion de la recta que pasa por el punto Py(2, 3) y es perpendicular a larecta x + 2y + 5 = 0;
(b) la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos Pi(2, 3) y P,(5, —1).

Témese el punto genérico P(x, y) de la recta pedida.

(@) El vector a =1 + 2j, Problema 14, es normal a la recta x + 2y + 5 = 0. Por tanto, P,P = (x — 2)i + (y — 3)j
es paralelo a a, esto es:

(x—DA+@—3)§ = kd + 2j) (siendo k un escalar variable)

Igualando componentes, tendremos x —2 =k, y — 3 = 2k; Eliminando X, la ecuacién pedida es
y—3=2x—2 6 2x—y—1=0,

() Tendremos PP=(x—2i+(p—3) y P,P,=13—4dj
Ahora bien a = 4i + 3j es perpendicular a P, P, y , por tanto, a P, P. La ecuacion buscada es
a‘PP=@+3Hh ' [(x—Di+0—j]=0 6 4x +3y—17 =0

Deducir con ayuda del célculo vectorial, la distancia del punto P,(2,3) a v
la recta 3x + 4y — 12 = 0. A P23
Tracemos desde un punto de la recta, por ejemplo A(4, 0) el vector "\,e
a = 31 4 4j perpendicular a la misma. La distancia pedida es
d = |AP,|cos 6
z

Como a- AP, = |a]| |AP,| cos 8 = |a| d; tendremos 0 A4,0)
g AP Gi44)(—A+3) _ —6+12 _ 6

8] L] B 5 -5

Fig. 18-14
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Problemas propuestos

17. Dados los vectores a, b, ¢ (ver Fig. 18-15), construir b ¢
(@ 2a d a+b—c /
) —3b () a—2b+ 3¢
© a+2b Fig. 18-15

18. Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado e igual a
su mitad. (Ver Fig. 18-16.)

19, Siendo a, b, ¢, d los lados consecutivos de un cuadrilatero, demostrar que a 4+ b + ¢ + d = 0. (Ver Fig, 18-17.)
Ind.: sean Py Q dos vértices opuestos. Expresar PQ siguiendo dos caminos diferentes.

b Q
ib
A

Fig. 18-17 Fig. 18-18 Fig. 18-19

Fig. 18-16
20. Demostrar que al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de un cuadrildtero se obtiene un paralelogramo.
(Ver Fig. 18-18.)

21. Siendo |a| = |b] ¢ igual al radio de la circunferencia de la Fig. 18-19, demostrar que el &ngulo inscrito en una semicir-
cunferencia es recto. g

Hallar el médulo y el 4ngulo que forman con el eje x positivo los vectores siguientes:
@i+ B —i+j©@i+V3j@di—v3j
Sol. @) V' 2;0=1n, (B V2;0=3a/4, (c) 2,0 =n/3(d)2;0 = 573

23. Demostrar que si u se obtiene al girar un angulo 0 el vector unitario i alrededor del origen y en el sentido contrario al
de las agujas del reloj se verifica: u = icos@ + jsen6.

24. Demostrar, aplicando el teorema del coseno, que a*b = la] |bj cos 6 = ${ |a|* + [b]* — {e[*}.

22

B

. Expresar en la forma al + bj:

(a) el vector que une ¢l origen con el punto P(2, —3);

(b) el vector que une los puntos Py(2, 3) y Py(4, 2);

(c) el vector que une los puntos Py(4, 2) v P42, 3,); el vector unitario en la direccion y sentido de 3i + 4j;
(e) el vector de méddulo 6 que forme un 4ngulo de 120° con el eje x positivo.

Sol. (@) 2i —3j, (6) 2 —j, () —20 +1j, (d) ¥/ + Ysj, () —3i + 3V 3}
26. Aplicando el cdlculo vectorial deducir la formula de la distancia entre los puntos Py(x,, ¥,) ¥ Py(xs, ¥o).
27. Tres vértices de un cuadrildtero, OAPB son los puntos 00, 0), 4(3,1) y B(1, 5). Hallar las coordenadas de P.

28. (@) Hallar k de forma que a = 3i — 2j y b =1 + kj sean perpendiculares,
(6) Hallar un vector perpendicular a a = 2i + 5j.

29. Demostrar las propiedades 8-15 del producto escalar.
30. Hallar las proyecciones vectorial y escalar de bsobre a, siendo(a)a = i—2j,b = —3i + j; (b)a = 2i + 3j,b = 10i + 2j
Sol. (@) —i + 2j,—+/5, (b) 4i + 6j, 24/ 13-

31. Demostrar que por traslacion de tres vectores a, b, ¢ se puede obtener un tridngulo siempre que (a) uno de ellos sea
igual a la suma delosotrosdoso(®)a + b + ¢ =0.

32. Demostrar que a = 31 — 6}, b = 4i + 2j, ¢ == —7i + 4j son los lados de un tridngulo rectdngulo. Comprobar que el
punto medio de la hipotenusa equidista de los vértices.

33, Hallar el vector tangente unitario t = dr/ds, siendo:
(@)r = 4icos® + djsenB; (b)r = ebi + e-%; (c)r = B + 64},
— e —0f i— 26§

ebi
Sol. (@) —isen@ 4 jcos 0, (b) . (©)
Y e%0  e—2 ¢ V1 + 462
34. (a) Calcular en la curva del Problema 33(a). () Calcular n en la curva del Problema 33(c).
(c) Calcular t y n, siendo x = cos 4+ 0senf, y = sen — 0 cos 0.

Sol, (@) —icos 0 —jJsen8,(b) =y j, ()t =icos0 + jsenO, n = —isenf + jcos 6.

1
i+
V1 +46" V1442




Capitulo 19

Movimiento curvilineo

VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Sea P(x, y) un punto mévil a lo largo de la curva
de ecuacion

x =1,y = g(0) v
siendo ¢ el tiempo. Derivando el vector de posicién
r=ix+jy o) vl
con respecto a ¢, obtenemos el vector velocidad
ar ,dx ., dy . .
V—E—lw-i‘lw—lvx‘i‘l"y 2)

siendo v, = dx/dt y v, = dy/d}.
El médulo de v viene dado por

M=Viv=VET =9

Fig. 19-1

La direccién de v en P es la tangente a la trayectoria en P, como indica la Fig. 19-1. Llamando 1
al angulo que forma la tangente con el eje x positivo, tag T = v,/vx, con las componentes determi-
nadas por v, = |v| cos T y v, = |v| sen 7.

ACELERACION EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Derivando (2) con respecto a ¢ obtendremos
el vector aceleracion

a— dv _dr . d% 4
dt  de T de 7

siendo ax = d*x/dt® y a, = d?y/dt%.

d®y
ar

= ia,+ ja, 3

El mddulo de a viene dado por

la| = Va.a=Va?+ a

La direccidn ¢ de a es tag ¢ = a,/a; estando determi-
nado ¢l cuadrante por a, = |a| cos ¢ y a, = |a| sen ¢.
(Ver Fig. 19-2.) a v

En los Problemas 1-3 se estudia el movimiento de . %
dos formas distintas. En la primera de ellas se emplea a.l P
el concepto de vector de posicién (1), del vector velo-
cidad (2) y del vector aceleracién, para lo cual se pre- r
cisa conocer las ecuaciones paramétricas de la tra-
yectoria. En la segunda, la mas corriente, se utilizan
las componentes x e y de estos vectores y no se precisa 0
conocer la ecuacion de la trayectoria en forma para-
métrica. Los dos procedimientos, por supuesto, con-
ducen al mismo resultado pues ambas soluciones son,
en esencia, iguales.

Fig. 19-2

(Ver Problemas 1-3.)

94



CAP. 19] MOVIMIENTO CURVILINEO 95

COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION. De (6), Capitulo 18,

obtenemos
de donde % ) %'&d‘g ) t% @
R ®
t%i—i + g;(gf) = dt': + |Kin (ds>

por (7), Capitulo 18.

La férmula (5) expresa analiticamente la descom-
posicién del vector aceleracién en P segiin la tafigente
y normal en él. Llamando a, y q,, respectivamente,
dichas componentes, sus médulos son )

d3s _ (dér/dt)2 _ |v|2
gl Yy lel=p =

lae =

en donde R es el radio de curvatura de la trayectoria
en el punto P. (Ver Fig. 19-3.)

Como a2 = a2 4+ a2 = q¢ + a2, tendremos
X Y "

at = aft —a?

que es otra forma de determinar |a.|.

(Ver Problemas 4-8.)

Fig. 19-3

Problemas resueltos

1. Estudiar el movimiento definido por las ecuaciones x = cos 2at, y = 3 sen 2nt. Determinar el médulo y direccién de
los vectores velocidad y aceleracion en los instantes (@)t = 1/6 y (&) t = 2/3.

La trayectoria del movimiento es la eli lipse 9x® + y = 9, comenzando, en el instante inicial £ = 0, en ¢l punto (1, 0),
siendo el sentido de circulacién el contrario al de las agujas del reloj.

Primera solucidn.
ix + jy = icos 2nt + 3jsen 2t
dr/dt = iv, 4+ jv, = —2ni sen 2t 4+ 67 cos 2nt

-
o

a dv/dt = ia, + ja, = —4n% cos 2nt — 12n% sen 2nt
(@) Para t = 1/6
= —V3si + 3zj a = —2¢% — 6y/3 7%
vl = Vvev (—V32)' + (37)* = 2V3r
tag r = v,/v: = —\/3, cosr = v/lv] = ~1/2, 'y r=120°
lal = Vara = \/(—2w')’+ (—6V37Y) = 4VTq*
tag ¢ = a,/a. = 3V/3, cosgp = a/lal = —1/2V7, y ¢ = 2599

b) Para ¢ = 2/3:
G / v=1V3zi~-3j3 y a= 2%+6V3r

v = 2v3x; tagr =‘—\/§, cost = 1/2, y +=5¢/8
la] = 4V77% tag ¢ = 8V3, cose = 1/27, y ¢ =179
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Segunda solucion:

x = co82rt, v, = dx/dt = =27 sen2rt, a. = dz/dt*® = —4r* cos 2zt
¥y = 3sen2gt, v, = dy/dt = 6r cos2st, a, = d'y/dt* = —12z* sen 27t

(a) Para { = 1/6:

vy = —\/51, vy = 3m, |v| = Vui+l = 2\/57

Wgr = v/vs = —V8, cosr = wflv| = —1/2, y r=120°
a. = —22%, a, = —6Y37, la] = Val+al = T
g ¢ = ayfa. = 3V3, cos¢ = aja| = —1/2V7, y ¢ = 259°¢

(b) Para t=2/3:
vy = \/-3-11', vy = 3=, |v| = 2\/§r
tagr = —V3, cosr = 3 ¥y r1=05s/3
; @ = 2¢°, a, = 6V3s', |a| = 4VT <
tagg = 3V3, cose¢ = 1/2V7, y ¢ ="79°¢

Un punto mévil recorre la circunferencia x* + y* = 625 a una velocidad de modulo |v|] = 15 en el sentido contrario
al de las agujas del reloj. Hallar 7, [a] y ¢ en el punto (a) (20, 15) y (») (5, —104/ 6). (Ver Fig. 19-4.)

Primera solucion. Tendremos

()] [¥[*=vi + ¥ =225
y, derivando con respecto a ¢,

(i) v.a, + va, =0.
Derivando x* + y* = 625, obtenemos

@) xve +yv =0

y xa,+vi+ya, +vi=0
o

{iv) xa. + ya, = —225

Resolviendo (i) y (iii) simultdneamente, resulta

(V) Ve = :t ‘/ly
: e (6, ~10v8)
Resolviendo (ii) y (iv) simultineamente, resulta
. 225y,

(vi) = m Fig. 19-4

(@) De la Fig. 19-4, v, < 0 en (20, 15). De (v), v, = —9; de (iii), v, = 12. Por tanto, tag v = —4/3, cos v = —3/5,
);51: = 126° 52’, De (vi), a, = —36/5; de (iv), a, = —27/5; y ial = 9. De donde tag ¢ = 3/4, cos ¢ = —4/5,y

= 216° 52", ,

() De la figura, v, > 0 en (5, —104/ 6). De (v), v, = 6v/ 6; de (lii), v, = 3. Por tanto, tag v = v/ 6/12, sen t = 1/5,
y T = 11°32’. De (vi), a, = —9/5; de (iv), a, = 18/ 6/5; y lal = 9. De donde tag ¢ = —21/ 6, cos ¢ —1/5,
y ¢ = 101° 32",

Segunda solucion.

De las ecuaciones paramétricas x = 25 cos 8, y = 25 sen #, obtenemos, en P(x, y),
r=25lcos6 + 25jsen ¢

V= L = (—2Sisen @ + 25 cos ) Ll = —15isen @ + 15jcos @
dt dr
dv . . .

8= @ —(-—-15|cos0—lSjsen6)E = —9icos 8 —9jsend

como |v| = 15 es equivalente a una velocidad angular constante d/dr = 3/5.
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(@) En el punto (20, 15), sen® = 3/5 y cos 6 = 4/5.

v=—9i+4 12j;tagr = —4/3,cos r = —3/5,y T = 126° 52°
= el —¥/s); |a] = 9;tag § =, cos § = —4y, y § = 216° 52"

() Enel punto (5, —104/ 6), sen® = —2%/;7/ 6y cos @ = 1/5.

v=6v 6 +3;tagr = v/ 6/12,cos T =¥,/ 6,y ¥ = 11°32*
= + 1%,/ 6}; [a] = 9; tag ¢ = —2v/6,cos ¢ = —1/5,y ¢ = 101° 32"

3. Una particula recorre el arco del primer cuadrante de la pardbola x* = 8y y siendo v, = 2. Hallar |v|, v, [a| y ¢ enel
punto (4, 2).

Primera solucidn.

Derivando x* = 8y dos veces con respecto a ¢, y teniendo en cuenta que v, = 2, obtenemos

2xv, =8v, =16 0 xv,=8,yxa,+ ¥ =0

En4,2):v, =8/x =2;|v| =24/ 2;tagr =1,cost =}V 2,y = }m.
a,=—l;a,=0;[a|l =1;tagp =0,cos ¢ =—I,y ¢ =m.

Segunda solucion.

Utilizando las ecuaciones paramétricas x = 48, y = 20%, tendremos

r = 4i0 + 2j6*
49 d 2 d9 do 1 1
v=4l-2r— +4j97;-=?l+2j,comov,=40-‘?t— =2y7 =—2§.a=—?,—l.

En el punto (4, 2), 6 = 1. De donde

V=242 |vi=2vV2tagr =1, cosr =}V 2, yr = }n
a=—i;|a|=1;tagp =0, cosp =—1,y ¢ ==,

4. Hallar el médulo de las componentes tangencial y normal de la aceleracién en el movimiento x = e‘cos t, y = e*sent

en funcién del tiempo ¢,
r=ix + jy =1ie‘cost + je*sent

v =le'(cos t —sent) + je'(sent + cos t)
= —2de'sent + 2jetcos ¢

De donde |a] = 2¢*; ds/dt = |v] = A/ 2e'y |a,| = |d*%/d*] = A/ 2¢'; |a)] = V]al' —a! =4/ 2.

5. Una particula se mueve de izquierda a derecha sobre la pardbola y = x* a velocidad constante igual a 5. Hallar el médulo
de las componentes tangencial y normal de la aceleracién en el punto (1, 1).

Como la velocidad es constante, |a,| = [d%/df*] = 0. En(1,1),y' =2x =2y y’ = 2.

NI Y9 Vv 1
El radio de curvaturaen(l, ) es R = U+ OorP?_ 3 25 Yy la) =% = 24/5

b

L w
8. La fuerza centrifuga Fejercida sobre una particula de peso W en un punto de su trayectoria viene dada por F = a laal.

Hallar la fuerza centrifuga ejercida por una particula de 5 kp de peso en los extremos de los ejes de la elipse cuyas ecua-
ciones paramétricas son x = 20cos ¢, y = 15 sen ¢, siendo las unidades de longitud y tiempo el metro y segundo, res-
pectivamente. Témese g = 10 m/s®.

r =20icost + 15jsent

v=—20isen? + 15jcos ¢

a =—20icos?—15jsent

ds ; dss 175 sen # cos ¢
ds - 1 + 225 cos't, wn =
| 4/400 sen® 7 + 225 cos an /400 sen® 1 + 225 cos® ¢
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En los extremos del eje mayor ( = 0o 1 = 7).

la| = 20, |a,| = |d’s/dr*| = O, |as] = 20, y F = (5/10)(20) = 10 kp

En los extremos del eje menor (¢ = 7/2 o t = 37/2):

Dadas las ecuaciones del movimiento de un proyectil x = vof cos , ¥ = v,f sen y — $g1*, siendo v, la velocidad inicial,
y el angulo de proyeccion, g = 10 m/s? y en donde x €'y se miden en metros y ¢ en segundos, hallar:

(@) la ecuacidén del movimiento en coordenadas rectangulares,
{b) el alcance, (c) el 4ngulo de proyecciéon para el alcance maximo,
(d) la velocidad e inclinacién del proyectil al cabo de 5 segundos de vuelo, si v, = 150 metros por segundo y p = 45°,

)
Vo
v 2
0
Fig. 19-5
(@) Despejando f en la primera ecuacion ¢ = T;)Tlp y sustituyendo en 1a segunda:
¢

=y (.;)sen _* __i____a—xta ___L.._
Y=V Y, cos v¥—1us vecosy | gy 2vicost y

(b) Cuandoy =vysenyp — gt =0, =0y r=(2v,sen p)/g.

)
Parat—;z""ﬂl el alcance = x = v,cosw(zv"senw) _ _Vasen2y .
& 4
<
() Paraque xseamaximo 2% — 2B _ 4 coi2n—0,yy = in

dy g

(d) Cuando v, =150y y = 7, x =754/ 21e y = 754/ 2 t — 5¢%. Por tanto,
ve=15V2yw, =75V 2— 10
Paraz=5:v, = 75V 2y v, = 750/ 2 — 50. Por tanto,

tag T = v,/v, = 0,5284, 7 = 27°48’ y |v] = 4/V¥ + vi = 120 m/seg.

Un punto P se mueve sobre la circunferencia x = rcos §, y = rsen § a velocidad lineal de médulo constante v. De-
mostrar que, si el radio vector de P se mueve con una velocidad angular w y una aceleracién angular a, @ v =roy

®)a=rv o +a.
dp ap

(a) v,=—rsenﬁ-E =—rscnﬂ'wyv,=rcosﬁ-w = 7¢c08 8- w.

v=4 1+ =4/ (*sen? B + ricos’ fot = rw

= 4 = —p d_.ﬁ._ __dw = —ro? —
b)) a, = = w cos B 7 rsenfi i cos § —rasen f.
_ _ . 4p o 9
a, i rw sen f§ 7 + rcosfi ” rwvsenﬁ-i-racosﬁ.

ad=at+a =o'+ a)ya=rv o' +a
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10

11

12

13

14

15

Problemas propuestos

Hallar el mddulo y direccién de la velocidad y aceleracién en:
@ x=¢,y=e¥ _4e'4+3parat =0

by x=2—t,y=2—tparat =1

(€) x=cos3t,y=sentparat=}n

(d) x=e'cost,y =e'sentparat =0

Sol.(@) |vi=4/5,7t=29°34";1a|=1,¢ =0
®) Ivi=4/26,1=101°19"; [a| =12, ¢ = 4n
(© Ivl =+/5,7=161°34"; |a] = v/ 41, ¢ = 353° 40’
@ Vi=vV2t=4inlal=2¢=1in

Una particula se mueve sobre ¢l primer cuadrante del arco de parabola y* = 12x con v, = 15, Haliar v,, |v|, z; a; a,, |a|,
y ¢ en el punto (3, 6).

Sol. vy =15, |v] = 15V 2,7 = }n; a, = 0, a, = —75/2, la| = 75/2, ¢ = 3n/2.

Una particula se mueve a lo largo de la paribola cibica y = x3/3 con una componente de velocidad v, = 2 constante,
Hallar ¢] mddulo y direccién de la velocidad y de la aceleracién cuando x = 3.

Sol. [v] =24/82, v =83°40"; [a| =24, ¢ = }n

Una particula se mueve a lo largo de una circunferencia de 6 metros de radio con una velocidad constante de 4 metros
por segundo. Hallar el médulo de su aceleracién en un punto cualquiera. Sol. |a,| =0, [a| = |a.| = 8/3 m/s%.

Hallar el médulo y direccion de la velocidad y de la aceleracidn asi como los médulos de las componentes tangencial y
normal de la aceleracién del movimiento definide por

@ x=3t,y=9—3, parat =2

(b) x =cost+sent, y =senf—rcostcuandot =1,

Sol. (@) Iv| =34/2,7 =1n/4; la| =6, ¢ = 3n/2; |a,) = la.| =3V 2
®) Ivi=1,Tt=1;la =2 ¢=102°18"; |a| = |a,| =1

Una particula se mueve a lo largo de la curva y = $x® — } In x de tal forma que x = §¢8, ¢ > 0, Hallar v,, ¥, [v], 7}
a, a,, 1al, @; la,| y |as| cuando r = 1.,

Sol. Vv = 1, Yy =0, |v]| ='l;T =0a = ll ay =2: laj = \/_5: ¢ =63°26,; @] = ll |a,.| = 2.

Una particula se mueve a lo largo de la curva y = 2x — x® con una componente de velocidad v. = 4 constante, Hallar
los médulos de las componentes tangencial y normal de la aceleracién en la posicién (@) (1, 1) y (b) (2, 0).

Sol. (@) la| = 0, |a,| = 32; (B) la] = 64/V'5, |an| = 32V



Capitulo 20

Coordenadas polares

LA POSICION DE UN PUNTO P en un plano con respecto a un
punto fijo O del mismo, se puede definir por medio de las
proyecciones del vector OP sobre dos rectas mutuamente
perpendiculares del plano que pasen por O. Este es el sistema
cartesiano de coordenadas rectangulares. Otra forma de
determinar el punto en cuestidén es por medio de la distancia
o = OP y el angulo 6 que OP forma con una semirrecta
fija OX de origen O (polo). Este es el sistema de coordenadas
polares.

P(p, o)

Fig. 20-1

A cada par de niimeros (g, 0) le corresponde un unico punto, pero esta correspondencia no es
biunivoca ya que, por ejemplo, al punto P de la figura le corresponden las coordenadas (g, 6 + 2nn)
y [—eo, 0 4 (2n + 1)n], siendo n un nimero positivo cualquiera, incluido el cero. En particular,
las coordenadas polares del polo son (0, 6), en donde @ puede ser cualquier 4ngulo.

La c¢utrva cuya etuvacién en coordenadas polares es g = j(0) o F(g, 0) = 0 estd formada por
todos los puntos de coordenadas (g, ) que satisfacen la funcién o ecuacién anterior.

EL ANGULO y que el radio vector OP forma con la tangente PT
a la curva en un punto P(p, @) de ella, viene dado por

tagy = gj—i: = 5, siendo o' = d_q,’;

El valor de tag y juega el mismo papel en el sistema de
coordenadas polares, que el de la pendiente de la tangente
en el sistema de coordenadas rectangulares.

(Ver Problemsds 1-3.)

Fig. 20-2

EL ANGULO DE INCLINACION de la tangente a la curva en un punto P(p, 6) de ella viene dado por

pcos @ 4 o' sen 6

tag T = —osenf + o' cos

LOS PUNTOS DE INTERSECCION de dos curvas de ecuaciones
e=H0) y e=/1f00

se hallan resolviendo el sistema
£i(0) = £6)
Ejemplo 1:

Hallar los puntos de interseccidon dep =1 4 senByp =5 — 3 sen .
Igualando 1 + sen® = 5 — 3 sen 8, obtenemos sen 6 = 1.

Por tanto, 6 = 3n y (2, {n) es el unico punto de interseccion,

100

(Ver Problemas 4-10.)

()
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Cuando el polo es un punto de interseccién puede ocurrir que no aparczca entre las soluciones
de (I). El polo es un punto de interseccién siempre que haya valores de 8, 6, y 8,, para los cuales

Si(B) =0y f4(8:) = 0.

Ejemplo 2:
Hallar los puntos de interseccion de o = senf y o = cos 6.
De sen @ = cos @ : )

se obtiene el punto de interseccién (}\/Z }n). Ahora bien, en este caso, las curvas dadas son circunferencias que
pasan por el polo y, sin embargo, este punto no es solucién de (/) porque sus coordenadas, en la ecuacién g = sen 8,
son (0, 0), mientras que en la ecuacion g = cos & son (0, §n).

Ejemplo 3:
Hallar los puntos de interseccion de ¢ = ¢os 26 y ¢ = cos 6,
Igualando cos 20 = 2 cos* 8 — 1 = cos 8, obtenemos (cos 8 — 1)}(2cos@ + 1) = 0.

De donde 8 = 0, 2n/3, 4n/3; y los puntos de interseccién son (1, 0), (—3, 27/3), (—3, 47/3). El polo es también
un punto de interseccion.

EL ANGULO DE INTERSECCION ¢ de dos curvas en un punto
de interseccién P(p, 8), que no sea el polo, viene dado por Cs

tag y, —tag y,
1 + tag vy, tag p,

tag ¢ =

siendo y; y v, los dngulos que forma el radio vector OP con
las respectivas tangentes a las curvas en P.

Como vemos, el procedimiento de calcular este angulo
es analogo al utilizado en coordenadas rectangulares sin
mas que sustituir las pendientes de las tangentes por las tan-
gentes de los 4ngulos que el radio vector forma con las tangen-
tes a las curvas en el punto de interseccién.

Fig. 20-3

Ejemplo 4:

Hallar los 4ngulos agudos de interseccién de las curvas ¢ = cos 0 y ¢ = cos 26,

Los puntos de interseccién ya se calcularon en el ejemplo 3.

En el polo: este punto viene dado por 0 = }x de la curva ¢ = cos @ y por 0 = n/4 y 3n/4 de la ¢ = cos 26, Por
tanto, en el polo habra dos intersecciones, sienda el 4ngulo agudo de cada una de las curvas dadas a 3.

Para o =cost Para 0 = cos 26
tag y, = — cot @ tag y, = —} cot 26

En el punto (1,0): tagy, = —cot0 = o y tag y, = oo, Por tanto, y, = ¢y = dny ¢ =0.

En el punto (—}, 2n/3): tag v, = V33 y tag v, = —V/3/6. tag ¢ =—\/—§-—lﬂ‘——Ll/\6/E = 34/3/5 y el Angulo agu-

do de interseccién es ¢ = 46°6". :
Por simetrfa, este es también el 4ngulo agudo de interseccion en el punto (—4%, 47/3).

(Ver Problemas 11-13.)

LA DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO viene dada por % = Vp? + (0')siendo ¢’ = gg—

haciendo el convenio de que al aumentar 6 también lo hace s.
(Ver Problemas 14-16.)
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e? + 2(e)* — ee”
LA CURVATURA de una curva se expresa por K = @+ @7
(Ver Problemas 17-19.)

MOVIMIENTO CURVILINEO. Supongamos que una particula P se mueve a lo largo de una curva

cuya ecuacion, en coordenadas polares, es ¢ = f(6). Expresando la ecuacién de la curva en forma
paramétrica:

x=gpcos =g, y=opsenl = hh)
El vector de posicién de P es
r=0P=xi + yj =picos8 4 gjsen 8 = g(icos § + j sen 6)

y el movimiento de P se puede estudiar como se hizo en el Capitulo 19.

Otro procedimiento es expresar r y, por tanto, v y a, en
funcién de los vectores unitarios segin el radio vector de P
y su perpendicular. Veamos cudl es la expresidon del vector
unitario en la direccién de r.

w=1icosf +jsend

cuyo sentido es el de crecimiento de p; el vector unitario
seglin la perpendicular a r con el sentido del crecimiento
de 6, viene dado por

ug = —isenf + jcos 0

A partir de estas expresiones es facil llegar a las siguientes:

du,  du, do_uﬂ dua__uﬂ
ad - ® a “a Y T T % Fig. 20-4
De

l'=ello

Como se demuestra en el Problema 20,

dr do
V=T—Ilq +gadt—-v,uq+voua

dt dr? a’tz dr dr
= Q. + asig

2 .

Aquj, v, = % yve=p Z—? son, respectivamente, las componentes de v en la direccién del radio

d% (de)a U NPT I
-_ § =

vector y en su perpendicular, siendo a, = , las correspon-

a —\ar e Y ar
dientes componentes de a.
(Ver Problema 21.)

Problemas resueltos

1. Demostrar que tag y = ¢ Zo , siendo y el 4ngulo formado, en el punto P(p, 6) de la curva g = f(8), por el radio vec-

tor OP y la tangente PT.
En la Fig. 20-5, Qo + 4g, 6 + 40) es un punto de la curva muy préximo a P. Del tridngulo rectdngulo PSQ,
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tag1=£= SP _ psen A8
SQ 00 — 0S ¢ + de — p cos 46
sen 460
B o sen 46 ~ ST
T e(l—cosd6) + dg¢ 1 —cos 46 Ao
25 T do

Ahora bien, cuando Q — P a lo largo de la curva, 48 — 0,
00 —>OP,PQ—>PTy L A— L o

Cuando 46 — 0, sen 40 a1 1 —cos 46

yiT; y 46 — 0 (ver Ca-
pitulo 12).
. e do
De = = —_——= 00—
donde, tag ¢ dl(l%To tag 4 do/ 8 0 o

Fig. 20-5
Calcular tag y en los puntos dados en las funciones de los problemas 2-3.
2. p=2+4cos8; 0 ==/3. (Ver Fig. 20-6.)

Paraf =n/3:p =24 } = 5/2, 0" = —sen8 = —+/3/2, y tag y = g/o’ = —5/V/3.
]

Fig. 20-6 Fig. 20-7

3. o =2sen38; 0 = n/4. (Ver Fig. 20-7.)
Para 8 = n/4: o = 2(1/4/2) = V/2, o' = 6.cos 30 = 6(—1/4/2) = —34/2, ytag y = g/’ = —1/3.

gcosf + p’sen
—psenf +p’cos

4. Demostrar que tag 7 =

De la figura del Problema 1, t =9 + 0 ¥

P il
_ _ tagy+tagh " dp ' cosé
tagt—tag(‘P+0)—l_tagwtage—l 48 senf
— @ Cost
do
~ gcos0+wsen8 __cosf+g’send
g%cose—eseno —esenf + o' cos b

5. Demostrar que si ¢ = f(6) pasa por el polo y 8, satisface a la ecuacién f(6,) = 0
la direccién de la tangente a la curva en el polo (0, 0,) viene dada por 0,.
En (0,0): o =0y ¢’ =f'(8).
pcosB + p'send

Sip" # 0: lagf=_ﬁ;é¢e,cﬁ

_ 0 + sen 8, 'f_;(gll
T 04 cosh, (B

PR .. sen8-fO)
Sig' =0: tagt—gﬂlm._m_

= tag 6,

tag 0,

Fig. 20-8
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En los Problemas 6-8 hallar la tangente de la curva dada en el punto considerado.
6. ¢ =1—cosf; 6 = }x, Ver Fig. 20-9.
ParaO = 4n: senff=1,cos0 =¢g,p=1,p ' =senf=1,y
_ pcosO+p’senff  1-0+1-1
18T = osenB+gocos  —I-1+1-0 !
P
T
x
(o]
Fig. 20-9 Fig. 20-10
7. e = cos 30; polo. Ver Fig. 20-10.
Cuando ¢ = 0, cos 36 = 0. Por tanto 36 = #/2, 3n/2, 5x/2, y 0 = n/6, 7/2, 57/6.
Del Problema 5, tagz= 1/4/3, ©, y —1/4/3.
8. 00 =a; 0 =n/3.
Para 0 = 7/3: sen 8 = v/3/2,cos 0 = §, ¢ = 3a/n, y o’ = —af0® = —Ya/n*.
ecosf + o’ send a—3v3
tag T = =—
—osenf -+ g’ cos B Vin+3
9. Hallar los puntos en los que la tangente a la curva ¢ = 1 + sen 8 es hori-
zontal o vertical
. _ (1 +senB)cosO + cosOsend
En P(o, 0): tagt = —(1 + sen 6) sen 0 + costf
_ __cosB(1+2senb)
T (senf+1)(2senf—1)
(@) Haciendo cos 0 (1 + 2 sen §) = 0 obtenemos:
0 = n/2, 3/2, 1/6, y 117/6. o
x
Siendo (sen @ + 1) (2sen6 — 1) = 0 obtenemos:
0 = 3n/2, n/6, y 5n/6.
(b) Para 0 = a/2: Hay una tangente horizontal en (2, /2). Fig. 20-11

Para @ = 77/6 y 11n/6. Hay tangentes horizontales en los puntos

Para 6 = n/6 y 57/6: Hay tangentes verticales en (3/2, #/6) y (3/2, 57/6).

Para 0 = 3m/2: Ver Problema 5, hay una tangente vertical en el polo.

10. Demostrar que el angulo que forma el radio vector de un punto cualquiera de la cardioide ¢ = a(1 —cos 6) con la

curva, es la mitad del que forma el radio vector con ¢l ¢je polar.
Dado un punto cualquicra P(g, 0) de la cardiode, tendremos:

¢’ =asenl, y tagy =gfo’ =(1 —cosfO)fsenf =tagdf o p =140
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En los Problemas 11-13 hallar los dngulos de interseccién de los pares de curvas dadas.

11. g =3cosf, g =14 cosh. ¢
(@) Resolviendo g = 3 cos 0 = 1 4 cos 0 obtenemos los puntos de interseccién
(3/2, m/3) y (3/2, 57/3). Las curvas se cortan también en el polo. o =
(b) Para ¢ = 3cos0: o'=—3senf y tagy, =—cotl.
Para p =14 cosf: p’ =-—senl y tagy, =—%‘i
(c) Para 0 =x/3: tagy, = —1/V/3, tagy, = —V/3, y tag¢ = 1/4/3. Fig. 20-12

El 4ngulo agudo de interseccién en el punto (3/2, #/3) y por simetria en el (3/2, 5a/3), es /6.
En ¢l polo: Graficamente o teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, s¢ puede ver que las curvas dadas son

ortogonales.
12, o =sec? 30, o = 3 csc? 40.
(a) Resolviendo ¢ = sec? 30 = 3 csc? 40 obtenemos los puntos de interseccidn (4, 27/3) y (4, 47/3).
(b) Para p =sec?40: ' = sec? 40 tagdf y tag v, = cot 30,
Para o = 3csc? §0: o' = —3csc? §0cot 40 y tag y, = — tag 40,

(c) Para 0 =2n/3: tagy, = 1/A/3, tag y, = —V/3, y ¢ = $n. Las curvas son ortogonales.

13, p =sen 20, o =cos ¥,
(a) Las curvas se cortan en los puntos (\/3/2, 7/6), (—A\/3/2, 57/6), y en el polo,

(b) Para p =sen20: p" = 2cos 20 y tag y, = 3 tag 20,
Para g =cos0: p’'=—senl y tag y, = —cot B,

(¢) Para 0 = n/6: tag y, = V/3/2, tagy, = —V/3, y tag ¢ = —34/3. El dngulo agudo de interseccién en los pun-
tos (V/3/2,7/6) y (—+/3/2, 57/6) es ¢ = arc tag 34/3 = 79°6",

En el polo, los angulos agudos de interseccién son 0° y 7.

Hallar ds/d0 en el punto P(g, 6) en los Problemas 14-16.

14. o = cos 26.
o' =—2sen20 y ds/df = +/0* + (0')* = V/cos? 20 + 4sen®*20 = 4/1 + 3sen®26.

15. o(1 + cos 8) = 4. .
esenf  4senf
1+cos® (14 cosh)

ds . N~ W2
@&~ VY = g

—psend + o°(1 + cos§) = 0. De donde p’ =

16. ¢ = sen?® 0. Hallar ds/d8 para 68 = .
o’ =sen? 40 cos 40 y ds/dd = 1/sen® }6 + sent 30 cos® 30 = sen® 16.

Para § = 4n, ds/dB® = sen® }n = 1/4,

@ + 2(e) —ee”
TH T
Por definicién, K = drjds. Comot =80+ y ¥y

4 _ b dy A dy o
ds  ds ds ~ ds dé ds

17. Demostrar que K =

_d dy . _ e
=z (1 + —E), siendo y = arc tag o
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dy _ [ ="V (o) —pp” 148 — Ve _ P+ 207 —pp"
de 1+ (p/p') ot + (') y de P+ () o'+ (p)?

_ de ﬂ) _ 1+dy/ds _ 1+dglds _ o+ 20) — po
Porwante, K = 0\'* %)= “dads ~ mrp . @ e

18. ¢ = 2 + senf. Hallar la curvatura en el punto P(g, 0).

P+ 200" —pp"” _ (2+ sen§)® + 2cos’s + (send)(2 + send) _  6(1 + seng)
{pz + (p/)z}:/l - {(2 + sen 8} + cos? 0}:/: - (5 + 4 seng)¥2”

K =

19. o(1 —cos) = 1. Hallar la curvatura en 8 = #/2 y en 8 = 43,

/= — sen ¢ 17— — C08 § 2Sen'0

P (1 —cosg)®’ ° ~ (1 —cosg)® " (1 —cosg)’

y K = sen® 10,
Para 0 = /2, K = (1/4/2)* = 4/2]4; para 0 = 4n/3, K = (V/3/2)* = 34/3]8.

20. A partir de la relacion r = gu,, deducir las férmulas de v y a en funcién de u, y up.

r = pu,
_ode o de 9 dp ds
VS G T Wt ege T g TPy
_dav _ _dp dp de a0 dpde _ (ﬂ'
a = g T Wgs T Regge T et Yegs gr T MM\ g

= o [Fe (%Y d' | g dpds
= “P[W P(a) ]* “O[szz + 25 dt]

21. Una particula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj a lo largo de la curva g = 4 sen 20, siendo
d6/dr = } radianes por segundo. (@) Expresar v y a en funcién de u, y ug. (b) Calcular |v| y |a| para 6 = n/6.

r = 4sen20 u,, dp/dt = 8 cos20de/dt = 4cos28, d%/dt® = —4 sen2¢

(@) v = up%%+ pug% = 4u, cos 26 + 2u, sen 2¢

_ d2p _ ig_ : ds dp de
* = "”l:dt’ "(dt ]+ “9["W+2d_zt§:|
= —bu,sen26 + 4u,cos 2§

V3, , 1. 1, . V3, gng; a o 19, V3

(b) Parag = #/6: w, = Ti + i, wy = —5i + 5i. v =

M=V7, jal=4vEL

Problemas propuestos

Calcular tag y en los puntos dados, en los Problemas 22-25.

22. 0 =3—senf para 0 =0, 6 = 3n/4 Sol. —3, 3v/2 —1
23. o =a(l —cos0) para 0 = /4, 0 = 3n/2 Sol. v2—1, —I
24. o(1 —cos0) = a para 6 = n/3, 6 = 5n/4 Sol. —V3(3, 1 + V2

25. o = 4sen 20 para = 57/12, 6 = 273 Sol. —1/4/3, V3
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Calcular tag v en los Problemas 26-29.

26.

27.

30.

o =2+ senf para § = n/6 Sol. —34/3 28. o0 = sen®6/3 para 6 = n/2 Sol, —/3
ot = 9cos 20 para § = n/6 Sol. 0 29, 20(1 —sen6) = 3 para 0 = n/4 Sol. 1442
Hallar los puntos de la curva g = sen 20 en los que la tangente es horizontal o vertical.

Sol. T.H. en 8 =0, 7, 54°44’, 125°16°, 234°44’, 305°16’
T.V. en 0 = n/2, 3n/2, 35°16°, 144°44°, 215°16’, 324°44’

Hallar los angulos agudos de interseccidn de las curvas dadas en los Problemas 31-33.

31.

32.

33.

u,

3s.

37.

38

40,

41.

42.

3

g =senf, o = sen 20 Sol. ¢ =79°6’ para 0 ==nf3 y 5%/3; ¢ =0 enel polo.

e = V2sen, p* = cos 20 Sol. ¢ = n/3 para 6 = /6, 5n/6, ¢ = n/4 en el polo.

o' = 16sen 20, o* = 4 csc 29 Sol. ¢ = /3 en cada interseccién.

Demostrar que cada uno de los pares de curvas siguientes se cortan en 4ngulo recto en todos los puntos de interseccion.

(@) ¢ =4cos6, g =4senb (c) ecos20 =4, p*'sen20 =9
b)) ¢g=eb p=e"? @ oe=1+4+cosb, p=1-—cosb
Hallar el dngulo de interseccion de las tangentesa ¢ = 2 — 4 sen § en el polo. Sol. 2n/3

. Hallar la curvatura de cada curva en el punto P(g, 6):

@ e=¢% (&) o=sen8, (c) o* =4cos20, (d) o =3senB + 4cos¥h.
Sol. (@) 1/(v/2e%, (B 2, () 31/ cos 26, (d) 2/5

Sea ¢ = f(0) la ecuacidén en coordenadas polares de una curva y s la longitud de arco a lo largo de e¢lla. Partiendo de

dy \! ds \* — pt 2
W) , demostrar que (70-) =g 4+ (@)

Suponiendo que s aumenta en la direccion creciente de 8, hallar ds/df en las curvas siguientes:
(@ o=acosh, (b) o=a(l + cosb), (¢) ¢ = cos 26.
Sol. (@) a, (b)) a\/2 + 2cos 8, (¢) V1 4 3 sen? 26.

. ds \* dx
x = pcosf, y = psenf y teniendo en cuenta que (W) = (W) + (

. La posicién de una particula que se mueve a lo largo de la curva ¢ = f(6) viene dada, en funcién del tiempo ¢, por

e = &,8 = h(@).
. H ]
(a) Multiplicar la relacién obtenida en el Prob. 37 por (%) para obtener v* = ( ds = 9’( 49 ) + ( de ) .

dr ra dr
. 46 do/d: o db 1 do
b) A partir de t =Q0— = p—— == e it
®) partir de tag y o ede/dt’ obtener sen y ar Y cos v @
dug,  dO  dug db
Demostrar que —EE- = Ile'—d!— Yy 7 = — lle—‘?t-.

Una particula se mueve sobre la cardioide g = 4(1 + cos 8) con d/dt = n/6 radianes por segundo. Expresar v y a ¢n
funcién de u, y ug.

27-5 27'5 3 2
Sol, v = —3 U sen 0 + T"e(l 4+ cosf), a = ——fg— u, (1 + 2cosﬂ)—3-;—- ug sen 8
Una particula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj sobre la curva ¢ = 8 cos 8 con wna velocidad
constante de 4 unidades de longitud por segundo. Expresar v y a en funcion de u, y ug.
Sol. v = —4du,senb + 4ugcosf, a = —4u,cos @ —4ugsenf
. Si una particula de masa /7 se mueve a lo largo de una trayectoria por la accion de una fuerza F constantemente dirigida
. , 1
hacia el origen, F = nm, 0 sea,a = ;F de manera que ag = 0. Demostrar que cuando ag = 0, p* % = k (constante)
y la velocidad con que el radio vector barre el &rea comprendida por la curva es constante.
k1
Una particula se mueve a lo largo de la curva g = T—cosd con ag = 0. Demostrar que a, = — Car L siendo k la
constante definida en el Problema 43 anterior. i 2



Capitulo 21

Teoremas de valor medio

TEOREMA DE ROLLE. Si una funcién f{(x) es continua en el intervalo cerrado a < x < b, derivable
en el intervalo abierto @ < x < b y ademads f(a) = f(b) = 0 existe al menos un valor de x, x = x,,
comprendido entre a y b en el que se verifica f'(x) = 0.

La interpretacion geométrica de este teorema es: si una curva continua corta al eje x en dos
puntos x = a y x = b existe al menos un punto x = x, comprendido entre a y b en el cual la tan-
gente a la curva es paralela al eje x. (Ver Fig. 21-1.)

(La demostracion se encuentra en el Problema 11.)

Corolario. Si f(x) es una funcién que cumple las condiciones dichas anteriormente en el teorema
de Rolle, salvo que f(a) = f(b) # O, existe al menos un valor de x, x = x, comprendido entre a y b
en el que se verifica f'(x) = 0. (Ver Fig. 21-2.) :

(La demostracion se encuentra en los Problemas 1-2.)

|
I
|
I
|
[
|
|
I
|
|

o] Ie (o, 0) ol 0

Fig. 21-1 Fig. 21-2

TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado a < x < b
y derivable en el intervalo abierto a < x < b, existe al menos un valor de x, x = x,, comprendido
entre a y b en el que se verifica

SO —f@) _ , v
T b—a = f'(xo)

Ps(b, /(b))

Geométricamente, significa que si Py y P, son Fa, f(a))
dos puntos de una curva continua, existe al menos
un punto de la misma comprendido entre P, y P,
en el cual la tangente es paralela a la recta P,P,.
(Ver Fig. 21-3))

(La demostracion se encuentra en el Problema 12.) 0

f(b)

R|l-— — —— — —

o ————— ——— ]

El teorema del valor medio admite varias ex- Fig. 21.3
presiones de gran utilidad: &

108
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M , J&)=f@+®b—a) f'(x,), Xx,entreayb.

Por un simple cambio de notacion se llega a
(n f(x) =f(@) + (x—a)+f'(x)), xpentreay x.

De la Fig. 21-4 se deduce que xo = a + (b — a), — \ .
siendo 0 < 0 < 1. Efectuando esta sustitucién, (I) ad- 0 e g - b
quiere la forma Fig. 21-4
(1I1) fB)=fl@+G—a)fla+b8b—a))] 0<i<]I

Poniendo (b — @) = h, (III) obtenemos
aw) fla+h=f@+h-fa+6h) O0<i<l

Finalmente, poniendo a = x y h = 4x, (IV) llegamos a

W) fx +Ax) =f(x) + Ax-f'(x +0-4x), 0<O<1
(Ver Problemas 3-9.)

TEOREMA DE CAUCHY. Si f(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x < b
y derivables en el intervalo abierto a < x < b, siendo g'(x) # 0, existe al menos un valor de
X, X = X4, comprendido entre @ y b en el que se verlﬁca
JS(b) —fla) — J'(x0)
gb)—g@  g'(xo)

En el caso particular de que g(x) = x, este teorema coincide con el del valor medio

(La demostracion se encuentra en el Problema 13.)

GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) y sus (7 — 1) primeras derivadas
son continuas en el intervalo cerrado a < x < b y existe la derivada n-sima f“(x) en todos los
puntos del intervalo abierto @ < x < b, hay al menos un valor de x, x = x,, comprendido en-
tre a 'y b en el que

VD o =fa+ LD 6 —a+ LD p—ap+ -
1@ (o gyer  S20D _gy
+ SO p—ar + L 00

Ver la demostracion en el Problema 15.

Al sustituir b por la variable x, (VI) obtenemos

v 50 =1@ + LD —a) + L2 e —a +
+ _{ni——l)—l(;z_% (x —ay! + —— e (x°) (x—a)y’, xgentreay x.
Cuando g se sustituye por 0, (VII) se transforma en
I (0) f "0) L. forO L, SP (o)
VI )= E I e

xq entre 0y x.
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Problemas resueltos

Hallar el valor de x, que cumple las condiciones del Teorema de Rolle, siendo f(x) = x* — 12x en el intervalo
0<x<2V3.

f'(x) = 3x* — 12 = 0 para x = +2; por tanto, x, = 2 es el valor buscado.

x2— —4x
2 YO S) = =55
(@) f(x) =0 para x = 0, 4. Como f(x) es discontinua en x = 2, que es un punto del intervalo 0 < x < 4, no se puede
aplicar el teorema.

{Se puede aplicar el Teorema de Rolle a Jas funciones (a) f(x) =

(b) f(x) = 0 para x = 0, 4. En este caso, f(x) es discontinua en x = —2 que no pertenece al intervalo 0 < x < 4.

F(x) = (x® + 4x — B)/(x + 2)® esta definida en todos los puntos del intervalo excepto en x = —2, Por tanto, se
puede aplicar el teorema y el valor pedido es x, = 2(4/3 — 1), que es la raiz positiva de la ecuacién x? + 4x — 8 = 0,

Hallar el valor de x, que cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo f(x) = 3xt + 4x —3,a =1, = 3.

Aplicando (I) con f(a) = f(1) =4, f(b) = f(3) = 36, f(xy) = 6xo + 4y b—a =2, resulta 36 = 4 + 2(6x, + 4)
= 12x4 + 12, de donde x, = 2.

Aplicar el teorema del valor medio para calcular, aproximadamente, /65, Haciendo f(x) = ¥x,a =64, b =65y
aplicando (I), se obtiene: f(65) = f(64) + (65 — 64)/6x}/¢, 64 < x, < 65. Como x, no se conoce, tomamos x, = 64;

por consiguiente, resulta de forma aproximada, ¥'65 = ¥/64 + 1/(6¥/64%) = 2 + 1/192 '= 2,00521.

Se mecaniza un taladro circular de 4 centimetros de diametro y 12 ¢centimetros de altura en un bloque metélico, de manera
que sc aumenta su digmetro hasta 4,12 centimetros. Hallar ¢l volumen de metal eliminado.

El volumen (centimetros cubicos) de un cilindro circular de radio x centimetros y altura 12 centimetros es
V = f(x) = 12nx El volumen que queremos calcular es f(2,06) — f(2). Segiin el teorema del valor medio,

[(2,06) — £(2) = 0,06 f'(x,) = 0,06(247x,), 2 < xq < 2,06
Tomando x, = 2; tendremos, aproximadamente, f(2,06) — f(2) = 0,06(24x * 2) = 2,887 cm3.
Suponiendo que la funcién y = f(x) cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo ¢ = x, b = x + Ax,
demostrar que dy = f'(x) * 4x, aproximadamente.
Tendremos 4y = f(x + Ax) —f(x) =[x + Ax — x] " f'(x¢g), x < Xo < x + Ax.

Tomando x, = x; tendremos, aproximadamente Ay = f"(x) * dx.

Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que sen x << x para x > 0,
Como senx < 1, senx < x cuando x > 1. Tomando f(x) = senx con 0 < x < 1 y aplicando (I1); tendremos
senx =sen0 4 xCcosxy = XCO8 X, 0 < Xy < X

Ahora bien, en este intervalo, cos x, < 1 y x ¢cos x, < x; por tanto, sen x < x.

Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que i _T_ g <In(l+x)<xpara—] <x<O0yparax>0.
Aplicando (IV) con f(x) =Inx, a=1 y h = x; tendremos
' 1 x
l = l =
n{l + x) nl+xl+6x T ox 0< <1
1 1 X x
Cuando x> 0, 1 < 1 4 8x< 1 + x; por tanto, 1> > y x> >

1+ 6x 14+ x 1+ 6x 1+ x

1 1 X X
Cuando —1< x< 0, 1>1+ 8 . tanto, 1 = .
uando x , 1> 14 6x> 1+ x; por tanto, <1+0x<l+x yx>l+0x>l+x

X X . x X
E — - M ===
n ambos casos, T T 0% <x y Ind+ J;) T 6x < x; también, T+ 6x > T+ = y In(l +x)

x x X
1+0x> Tz Porlanto,H_—x<ln(l+x)<xcuando —]1< x< 0 ycuando x> 0.
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9.

10

11.

12,

13.

Aplicando el 1eorema del valor medio, demostrar que v/1 + x <1 4 }x para—1 <x < 0y para x > 0,

Tomando f(x) = Vx y aplicando (IV) con a = 1, h = x, tendremos

VI+x=l+;, o< b<1
2v1 4+ 6x

X

x
>
24/1 + 6x 2v1 + x

Cuando x >0, V1 + 0x< V14 x ¥y

;cuando —1< x< 0, V1 +8x> VI + x

X

X
> s
241 + 6x V1 +x

En ambos casos, V1 +x =1+ S | + . S Multiplicando la desigualdad por v/1 + x> 0,
: 24/1 + 6x 24/1 + x

tendremos 1 + x> vV1+x+4x v vVIi+x< 1+ dx

Y

Hallar el valor de x, que satisface las condiciones del teorema de Cauchy, siendo f(x) =3x + 2, g(x) =x*+ 1,
1<x <4

El valor de x, debe ser tal que:

fG)—fl@ _ f@—fN) _14-5 3 _ ) _ 3
&(b) —gla) &(4)—g(1) 17 -2 5 &' (xy) 2x,

Dedonde 2xo =5 y x, = 5/2.

Demostrar el Teorema de Rolle: Si una funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado a < x < b, derivable en el
intervalo abierto @ < x < b, y ademas f(a) = f(b) = 0, existe, al menos, un valor x = x, comprendido entre a y b, en
el que se verifica f'(x) = 0.

Si f(x) = 0 en el intervalo, también lo sera f'(x) = 0 v, por tanto, el teorema estard demostrado, En los demads
casos, f(x) serd positivo (negativo) en algin punto del intervalo y, por consiguiente (ver Propiedad II, Capitulo 3), habra
un valor x = x,, a < xo < b, para el que corresponde un mdximo (minimo) relativo y f’(x,) = 0.

Demostrar el teorema del valor medio: Si f(x) es una funcidén continua en el intervalo cerrado a < x < b y derivable en
el intervalo abierto a < x < b, existe, al menos, un valor de x, x = x, comprendido entre a y b, en el que se verifica

fO—f@ _ .
Th—a W

En la Fig. 21-3, la ecuacion de la secante P,P; es y = f(b) + K(x — b), siendo K =&Z.E¥’l_ En un punto cual-

quiera x delintervalo a < x < b, la distancia vertical de la secante a la curva es F(x) = f(x) — f(b) — K(x — b). Ahora
bien, £(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle (como ficilmente se puede comprobar), con lo que F'(x)
= f'{x) — K = O en algin x = x, comprendido entre a y b. Por tanto,

f®)—f(a)
b

K=f) = =5

como queriamos demostrar.

Demostrar el teorema de Cauchy: Si f(x) y g(x) son funciones continuas €n el intervalo cerrado a < x < b y derivables
en el intervalo abierto @ < x < b, siendo g’(x) # 0, existe, al menos, un valor de x, x = x,, comprendido entre a y b,

en el que se verifica
f(b) —~f(a) _ S(xo)
2(b) — g(a@) £’ (x0)
Supongamos que g(b) = g(a); segiin el corolario del teorema de Rolle, g°(x) = 0 en algin x comprendido entre a y b,

lo cual es contrario a la hipdtesis; por tanto, g(b) #* g(a). Hagamos ﬁ—z;:g—?‘g = K (constante), y formemos la funcion

F(x) = f(x) —f(b) — Klg(x) — g(b)]

Ahora bien, esta funcién cumple las condiciones del teorema de Rolle (como ficilmente se puede comprobar) y, por
tanto, F'(x) = f'(x) — K g’(x) = 0 al menos para algin valor de x, x = x, comprendido entre a y b. Asi pues,

K = [ _ S)—f@
&' (x0) £(b) — gla)

como queriamos demostrar.
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14. Un arco PQ de la curva y = f(x) es cOncavo en la regidn situada por encima de la cuerda PQ y convexo por debajo de
ella, Demostrar que si f(x) y f'(x) son continuas en el intervalo cerrado a < x < b y f'(x) tiene el mismo signo en el
intervalo a < x < b, se verifica:

() f(x)esconcavaenelintervaloa < x < bcuandof’'(x) > 0, v

v =f(z)

(ii) f(x)esconvexaenclintervaloa < x < bcuandof’’(x) < 0.

Pa,
(2, f(a)) .

La ecuacion de la cuerda PQ que une los puntos P[a, f(a)]
y Qb S @) es: ¥ =f@ + x—a) LOZTD gean 4y Blos

puntos sobre el arco y sobre la cuerda, respectlvamente cuya
abscisa es x = ¢, a < ¢ < b; las ordenadas correspondientes

|

|

serdn f(c) y |
_ o e |

@ +e—afO=S@ 9@t /O |
I

|

a

1Q(b, 7(b)

|
|
|
I
c

(i) Tendremos que demostrar que

b—c): fl@)+(c—a) f(b)

b—a

|
|
I
I
I
|
I
b

flo<

M Fig. 21-5

f (b) —f ()
—C
= f'(n), en donde 7 es un punto comprendido entre ¢ y b. Como f'’(x) > O en el intervalo @ < x < b, f'(x) serd una

funcién creciente en el intervalo y f(£) < f“(%). Por tanto, S (c)_;: @ S (I;):{ ©@

cuando f’/(x) > 0. Segin el teorema del valor medio,

= £*(§), siendo £ un punto comprendidoentrecyay =~~~

, de donde se deduce

b0 fl@ + (c—a) f(b)

b—a

f@@<

como se queria demostrar.

La demostracion de (ii) se deja como ejercicio para el alumno.

15. Demostrar que si f(x) y sus (n — 1) primeras derivadas son funciones continuas en el intervalo cerradoa < x < b
y f® (x) estd definida en el intervalo abierto a < x < b, existe un valor de x, x = x,, comprendido entre a y b, en el
que se verifica:

f(n—l)(a)
(n—1n"'

En el caso particular de que # = 1, se obtiene el teorema del valor medio, La demostracién que se hace seguida-
mente es andloga a la del Problema 12, Sca K un numero tal que s¢ verifique:

f’(a) (b— )+ f“(a) (b— )z LR N, ni (b_ )n—l + f (x") ( a)n

f®) = fla) +

o so=r@+LPe—a+ LR e—ar+ -+ L0 6o s ke —ar
¥y consideremos
Fo =10 —f@ + L2 6 —0+ L0 ap 4o £ LD e s ko —

(n—1)!
Ahora bien F(a) =0 por (i) y F(b) = 0. Por el teorema de Rolle, existe un x = x,, siendo a < x, < b, tal que

TG0 (et — e (6 — 20

F'(xo) = f'(x0) + {f""(x0) * (b — x0) — f’(xe)} + I

£ (xp) o1 S (x) s =
R A A RPN I—Kn(b—x..)- '
()
- (£ _(’l‘;), (b — x"~ — Kn(b — xoy*~* = 0
Entonces K = / (ﬂ)n(f") e (i) se convierte en
f® = f@) + f (a) (b—a) + f”(a) b—a@p+ -+ L f1(a) b—apt4+ 129 fe (x") ®—ay

[CE=
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

25.

26.

27.

Problemas propuestos

Hallar un valer x, que cumpla las condiciones del teorema de Rolle para las funciones
@ fx)=x*—4x+3, 1 <x<3 Sol, x, =12

B fx) =senx,0<sx<n Sol. xq = in

() f(x) =cos x, /2 < x< 3nf2 Sol. x, =n

Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema del valor medio para las funciones

@y=x}0<x<6 Sol. xo =24/3
®) y=ax®+bx+e x; <x<x Sol. xo = §0r; + xp)
2¢e —1

= <x< L Xe =
() y=Inx. 1< x<2e Sol. x, 12

Obtener un valor aproximado de (@) 1/15, (&) (3,001)3, (¢) 1/999, aplicando el teorema del valor medio.
Sol. (a) 3,875, (b) 27,027, (¢) 0,001001

Aplicar el teorema del valor medio para demostrar que:

(a) tagx>x,0<x<§n;(b)ﬁ<Arctagx<x,x>0;(c)x<Arcsenx<¥,0<x<l.

V1i—xt
Demostrar que | f(x) — f(xy) | < |{x — x;1, siendo x, un nimero cualquiera, cuando (a) f(x) = sen x, (b) f(x) = cos x.

Aplicando ¢l teorema del valor medio, demostrar que:

(a) Sif'(x) =0 en todos los puntos del intervalo cerrado a < x < b, se verifica f(x) = f(a) = c (constante) en todos
los puntos del mismo. i

(b) f(x) es creciente al aumentar x en el intervalo cerrado a < x < b, si f'(x) > 0en todos los puntos del mismo.
Ind. Sean x, < x; dos puntos del intervalo; f(x,) = f(xy) + (x3 — X)) f(xy), x; < X¢ < X3

Aplicando el teorema del Problema 21(a), demostrar que si f(x) y g(x) son dos funciones distintas pero f'(x) = g(x) en
todos los puntos de un intervalo, f(x) — g(x) = ¢ # 0 (constante) en el citado intervalo.

Una funcién f(x) tiene un punto critico en x = x,, si f'(x) cambia de signo cuando x pasa por x = x,.Sean x, < xy° * *
< Xm_1 < X, distintos puntos criticos de la funciéon f(x). Demostrar que f(x) = 0 tiene como maximo una raiz real en
cada uno de los intervalos x < x5, x; < X < Xz * * ) Xoae1 < X < Xpwy X > Xene

Demostrar que si f(x) = 0 es una funcién de grado n con n raices simples, la funcidn f(x) = 0 tiene exactamente n — 1
raices simples.

Demostrar que x* + px + g = 0 tiene (@) una raiz real si p > 0, (b) tres raices reales si 4p® + 27¢* < 0.

Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones
@ fx)y=x*+2x—3,gx) =x*—4x+6;a=0,b=1. Sol. %
#) f(x) =senx, g(x) =cos x; a =mn/6, b =mn/3. Sol. }n.

Aplicando el teorema del valor medio generalizado (VIII), demostrar que:
(a) se puede sustituir x por sen x para x < 0,31 con un error menor que 0,005,
Ind: Para n = 3, sen x = x — ¥x* cos x,. Por otra parte, ¥ [x®cos xo| < } [x3| < 0,005,

(b) Se puede sustituir x por x — x*/6 para x < 0,359 con un error menor que 0,00005.




Capitulo 22

Formas indeterminadas

EL CALCULO DE LA DERIVADA de una funcién f(x) por la regla de los cuatro pasos, dada en el
Capitulo 4, considera la expresion

. fix + Ax) —f(x) _ .. F(dx)
B TG A9 T x e 6D
Cuando los limites del numerador y del denominador de la fraccién son ambos iguales a cero la

expresion (a) presenta la forma indeterminada 0/0. En el Problema 5 del Capitulo 2 vimos algunos
ejemplos de este tipo.

Analogamente, la expresion lim % (ver Problema 6, Capitulo 2) presenta la forma inde-

X—00
terminada oofoco. Estos simbolos, asi como otros que veremos posteriormente (0 ¢ oo, 0o — oo, 0°,
00® y 1) carecen de significado aritmético y no tienen otro alcance que el de recordar los limites

de las funciones con que se opera.
FORMA (/0.

Regla de L’ Hépital. Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el intervalo 0 < |x —a| < 8
siendo @ un nimero, y g(x) # O para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f(x)

= 0 y lim g(x) = 0, si existe o es infinito el lim [ ()
x—>a

=~ se verifica:
x—a g'(x) !

. S
m 2o = Im o

. .
Ejemplo 1: lim xx gl es de la forma indeterminada 0/0. Por tanto
38 -_—
d
— (x* — 81)
im -2 _ limdx® = 108, osea lim>*SF — 108
>3 d >3 =y X— 3
'th (x e 3)

(Ver Problemas 1-7.)
Nota. La regla de L’Hopital implica que lim f(x)/g(x) = lim f{x)/g(x). En algunos problemas
X—+a+t+ x—+a—
(concretamente en el Problema 8) se demuestra la existencia de uno de estos limites.
FORMA oofcc.

La regla de L’Hopital sigue siendo valida si efectuamos una o ambas sustituciones en las hi-
potesis:
(i) «lim f(x) =0 y lim g(x) = O» se sustituyen por «lim f(x) = co y lim g(x) = oco»,

X—>a X—>q X—*a x—a

(i) «siendo @ un nimero» se sustituye por «a = 400, —o0, 0 co» y «0 < |x —a| < 8» se sus-

tituye por «|x| > M».

o

Ejemplo 2: lim x
X— 400

e?

es de la forma indeterminada oo Joo. Por tanto,

(Ver Problemas 9-11.)

114
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FORMAS 0* 00 € 0o — o0, .

Estas formas se pueden tratar como las anteriores reduciéndolas, previamente, a una de las
formas 0/0 o oo/co. Por ejemplo:

2
lim x2e—*esdeltipo0- ooy lim X es del tipo oc/foo;

x—+00 x—>+o0 €2
lim (csc x— -l) es del tipo co — o0 y lim (—x—ﬂ) es del tipo 0/0.
x>0 x X0 xsen x

(Ver Problemas 13-16.)

FORMAS (9, o0y 1=,
Si lim y conduce a uno de estos tipos, lim (In y) es de la forma 0 * co.

Ejemplo 3: Hallar lim (sec® 2x)et* 3=,
x—0

Este es del tipo 1, Sea y = (sec?® 2x)**** 9; tendremos In y = cot? 3x In sec® 2x = 3lnsec2x lt:gs:;:xe
y lim In y es del tipo 0/0
x—0
. . 3lnsec2x _ . 6tag2x . tag2x . e .
Ahora bien, LI—IEJW = mm = mm, ya que L'ﬂ sec? 3x = 1, es del tipo 0/0.
. tag2x . 2seC*2x 2
Astpues, I o = Mo — 3

Como limIny = 2/3, lim y = lim (sec® 2x)°t* 3= — e¥3,
X0 xX—0 x—0

(Ver Problemas 17-19.)

Problemas resueltos

1. Demostrar la Regla de L’Hdpital: Dadas las funciones f(x) y g{x), derivable en el intervalo 0 < |[x — a| < &, siendo aun
nimero, y g(x) # 0 para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f(x) = 0y lim g(x) = 0, si existe 0 es
x—ra X=->q

infinito el lim &, se verifica: lim 2% — Iim L&) :(x)
x—bag'(x) x—a g(x) x—af (x)

Sustituyendo & por x en el teorema de Cauchy (Capitulo 21), teniendo en cuenta que f(a) = g(@) = 0, tendremos,

fx)—fl@  flx Sf'(x0)

) —gl@  ex)  g'(xd)
en donde x, estd comprendido entre g y x. Ahora bien, cuando x, = a, x - a y, por tanto,

@ e [
Im e ~ i a1 e

3 —
2. Hallar lim % Cuando x — 2, el numerador y ¢l denominador tienden a cero.
x—3 -_—

x4+ x—6 - lim 2x + 1 _5_
xX*—4 2y 2x 4"

Aplicando la regla de L’Hdpital lim
>3

3. Hallar lim X T %" 2*
X—r

——————, Cuando x — 0, el numerador y el denominador tienden a cero.
o X —sen 2x ‘

Aplicando la regla de L'Hopital lim Xt 302X _ py 1+2c082x 142 _ 5

z—+p X —Sen 2x - z+0 1 —2cos 2x - 1—2 -

4. Hallar lim £ =1 lim “x_,’ = lim &

— = 00.
0 X %0 =g 2X
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5.

10.

11.

FORMAS INDETERMINADAS [CAP. 22

. ef et —xt—2
Hallar lim 3 .
x—50 sen? x — x3

Cuando x — 0, ¢l numerador y el denominador tienden a 0. Aplicando la regla de L’Héopital

lim e te T —x'—2 lim e*—e*—2x
X0 sen? x — x32 x-»0 Sen2x —2x

Como la funcién que resulta es de 1a forma indeterminada 0/0, aplicamos la regla de nuevo:

lim e*+e*—x2—2 lim e—e*—2x lim e +e=*—2
0  sen® x —x? T x»e sen2x —2x = x+0 2cos2lx—2

La funcién que resulta ahora es también de la forma indeterminada 0/0. Por consiguiente, sin detallar los pasos inter-
medios, resulta:

B e+ e F—x?—2 lim ef—e*—12qx lim e*+e*—2
— sen?x — x3 = o TsenZx —2Ix | .o 2c082x —2
— lim e* —e—* — lim e* + e—* =_i
T s —Asen2x | s+ —8cos2x 4
Xt —xt—x—2 It —2x—1 6x —2 . 6
Criticar 1a solucién: lim —o—— o = lim i3 —im g =lm ¢ =1

La funcién dada es de la forma indeterminada 0/0 y, por tanto, se puede aplicar la regla de L’Hépital, pero la funcion
resultante no es indeterminada (su limite es 7/3), con lo cual, las sucesivas aplicaciones de la regla carecen de justificacién.
Este tipo de errores es muy frecuente,

X¥=xt—x+1 3P —2x—1 6x—2

riticar | cion; li = .
= a solu ’l_r.r: X} —2x% 4+ x 3 —dx + 1 6x—4a =2
. .o x—x'—x+1 . X —2x—1 . 6x—2
La solucién correcta es: 1’1_12 P o v 121_:2 A T T llil} ——d 2.
El resultado era el verdadero, pero no estaba correctamente expresado.,
Hallar lim —2<2%
—+nt \/ X — n
lim _senx . lim __cosx lim 2(x —mY2cos x = 0

z—rat \/X — 7 snt Jx —m)TWE z—>nt

En este caso, se pide el limite cuando x tiende « disminuyendo hacia él, porque en otro caso (x — 7)"? es imaginario

Inx
Hallar lim ——,
z—>4+0 X
Inx 1/x
Cuando x> + o, el numerador y ¢l denominador tienden a + . Por tanto, lim —— = lim —— =0.
40 X 24D 1
In sen x . Insenx . COsxfsen x .
Hallar lim ———— im —— = lim w,/— = lim cos®x = 1.
ot INtagx’ ot INtagx o secixftagx g+
. cot x \ cot x csct x . cscix cot x
Hallar lim . m ————= lim ————— = lim
=y COt 2x =0 COt2x ~—o 2 Csc?2x =—o 4 ¢csc® 2x cot 2x

Como vemos, después de cada aplicacién de la regla de L’Hépital se obtiene una forma indeterminada del tipo oo/,
Por ello, se debe intentar resolverio efectuando, previamente, una sustitucién trigonomeétrica:

3
cot x i tag 2x - lim 2 sec?® 2x

= 1 —_— 2
o COt2x —9 tagx >y Secx
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S(x) [ _
( D = =L, se vernﬁca'_linm 29 L.

Tomando x = 1/y. Cuando x»+4o00, y+0+ y lim ELC R im )
=400 g(x) y—rot g(l/y)

) £AD) . —fA) ey
L = — — =
e M T I ey
d
i T s S
d T ot A T AT g
o eumn

12. Siendo lim f(x) =0 y lim g(x) = 0. Demostrar que si hm
400 z+400

. De donde

13. Haliar lim (x*In x).

ot

Cuando x—+ 0+, x*—+ 0 y In x—~ —w, Por tanto, ; /% J: es una forma indeterminada del tipo «o/co,
lim e x) = fim 2% = fim — Y% fim (4 =0
ot ot U o =2/ T
—tag x . —sec? x
H 1 — = —_— 2" = Y R -
= lun ( tag x) sec 2x :l—?:t.l/. cos 2x .Lu,:. — 2sen 2x
—1—x et —1 . e* 1
15. Lu:.l' ?_ —l) =->. x(e"—-l) l-»o xe'+e‘—1—,l.l—lf.l, xe* + 2e¢ 2"
16. lim (cscx —cotx) — lim L —598% _ )iy 50X _ 4
0 >0 sen x =—9 COS X

17. Hallar lim x¥%=-9, (Es del tipo 1°,)

=1
Sea y = x¥*-1, Tendremos In y = ;lni es una forma indeterminada del tipo %
lim tny = lim —"%— — 1im 2% -
a1 —1 x—1 = 1

Como In y— 1 cuando x— 1, y— e. As{ pues, el limite es igual a e.

18. Hallar lim (tag x)***. (Es del tipo o°.)
x—+1fyn~"

In tag x . [
Sea y = (tag x)*** TendremosIn y =cos xIntagx = nlagx es del tipo =
. . 1 x . 2 x/t . cos X
lim Iny= Ilim Lt& = lim m = lim — =
x—*ljgn— x—>llan— sec x z—+1/gr— s€C x tag X x>l sen® x

Como In y— 0 cuando x> 45—, y—> 1. Asi pues, el limite es igual a 1.

19, Hallar lim x*=#% (Es del tipo 0°.)

z—rot

. . . o0
es una forma indeterminada del tipo—.

In
Sea y = x*0*, Tendremos Iny = sen xInx = ud
csC x

. . In x . 1/x . sen® x . 2sen xCos x
lim Iny = lim =lim —~ = lim —— = _— =
—rot —ot CSC X ot —CSC X cot x g+ — X COS X o+ X SEN X — COS X

Como In y—+ 0 cuando x— 0+, y— 1. Asi pues, ¢l limite es igual a 1.

2 1 2 2
20. Hallar lim Y2 1% im Y2P* _im — %~ fim Y2 ¥ e
2+ 40 x 400 x 2=+ 400 .\/2 + xt 2= 400 X

»‘/ A 2
Por ejemplo, lim AV o . lim l/ _Z_i-ix_ = [lim |/ i, +1=1.
> X X X

+%0 *=> 430 =>4 30
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21. La intensidad de corriente por una bobina de resistencia R y coeficiente de autoinduccién L, conectada a una fuerza
. . . . . _E .
electromotriz constante E viene dada, en funcién del tiempo 1, por: i = ~§(1 — e~BLy Obtener una férmula de apli-

cacion en el caso de que la resistencia R sea muy pequefia.

. E(1 — e~®vE) . t Et
. : -1 — E~eRUL = 2~
limi = lim——p imEpe
Problemas propuestos
Haliar
“_
22. lim 2—256 _ 256 4. lim B%Z _
et —4 st giteteE
. x'—2566 _ . e+ 3x' _
B Ime—ie - % i lm et T4
t . : X o —
2. lims :;._—?;: = 1/2 42, 11_13 (e*—1)cotx = 1
. 43. lim =z%e* = 0
a et — e - 1 Loty ~ 20
= lez r—2 ¢ 44. linga:cscx =1
26. lin; l:ff;‘ = -1 : 45. llll’} escrxlnz = =17
. 46, lim e~ *gec*z = 0
. ef— _ Zer Yomw—
A lg?) tag 2x 1/2 47. lin}) (x — arcsenx) esc*z = —1/6
. In@+z) _ ' . 4 1\ _
28. ’Ergl = T1 1 48, 111!}(4‘:,_4 =)= —-1/4
. cosx—1 .
K = = 1/4 ! 1 _
e !mcos2x—1 / 48. 1[_'"}, ;_senx) =0
el:_e—h
. lim ——— = 4
] 1‘.'33, sen x 80. lim (sec®’x — tag®zx) = o
hing 14
gr—2: 1 ,
81. Jim = =1In2 1o _® N _
im0 dx 2 . 5t. ll..mx<lnz z—l) =

2arctagx — %

— lm 2z — arcsens 1 52, lim i, = —2—) = —1/3
0\ T 1—cosx

In sec 2x

3. Nm T secz 53. lim (B2 — —1—> =0
l a o Tes tao x ﬁ
34, lim —S98% — _y/2
=0 X 54. lima® = 1
Tas 0t
35, lim S0S2E C08F g9 55. lim (cosz)* = 1
T 0 sen®*x 240
56. lim (e*+ 3z)/* = ¢!
3%. lim B2 = =0 .
st 57. lim (1—e 9 = 1/e
Xed + oo
37. lim cacle o 1/3 58. lim (senz — cosx)"8* = l/e
=147 ©SC 2 Tee BT
bx + 2Ilnx Skt :Jm- (tag 2)™* = 1
L ,LITQ z+3inz . 60. lim xtas% 7 — o ¥w
Tep 1
.o+t . . _
39. blllpx"eT'_*"_"i- = 0 61. :Bll‘l” (1 +1/:‘£) = e
. Hallar: . e*(1 — e%) = 1 e . 1—e _
62 Hallar (@ lm G - - iMi s Mpa=s =
. 2t . e¥r
() J}Tt? =0, (o) 3_1"?+ P 0
3 1000
63. Hallar lim 2 = 0. idem, lim 1"2, z.

T tw X3 Tep t o
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Diferenciales

DIFERENCIALES. Dada la funcién y = f(x) se define:

(@) dx, leido diferencial de x, por la relacién dx = Ax.
(b) dy, leido diferencial de y, por la relacién dy = f'(x)dx.

La diferencial de una variable independiente es, por definicidn, el incremento que experimenta;
sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o funcién no es igual a su incremento.
(Ver Fig. 23-1.)

Ejemplo 1:

Dada la funcién y = x?, dy = 2x - dx, mientras que, 4y = (x + dx)? — x? = 2x + Ax + (4x)? = 2x dx + {(dx)".
La Fig. 23-2 muestra una interpretacién geométrica en la que se puede observar que 4y y dy se diferencian en el
pequeiio cuadrado de 4rea (dx)®.

v

Q(x+az, y+Ay)
S(x+dz, y+dy)

7 [Jrw

Feic

d
z / dz 8
— x% y=2 af [a g (e)
Lt x ;”xj z -
0 (a)
Fig. 23-1 Fig. 23-2

LA DIFERENCIAL, dy, se puede hallar aplicando su férmula de definicién, o bien por medio de las
reglas del calculo de derivadas. Algunas de estas son:

d(c) =0, d(cu) = cdu, d(uv) = udv + vdu,

d (i) - Lig:;u—dv’ d(sen u) = cos udu, d(Inu) = %u_’ etc.

Ejemplo 2: Hallar dy en las funciones siguientes:
(@ y=x*+4x*—5x+6

dy = d(x®) + d(4x?) — d(5x) + d(6) = (3x* + 8x — 5) dx
b y=Q2x*+ 5)%

dy = 3@x® + U d(2x® + 5) = 32x® + 5V - 6x? dx = Ix}(2x® + 5)2 dlx
(Ver Problemas 1-5.)

CALCULO APROXIMADO DE INCREMENTOS POR MEDIO DE LA DIFERENCIAL. Si dx = Ax
es relativamente pequefio con respecto a x, el valor de 4y se puede obtener aproximadamente ha-
llando dy.

Ejemplo 3: .

Sea y = x* + x + 1 y supongamos que x sufre un incremento desde x = 2 hasta x = 2,01. La variacién real
correspondiente a y es Ay = {(2,01)* + 2,01 + 1} — {22 + 2 + 1} = 0,0501. Haciendo x = 2 y dx = 0,01 podemos
obtener, aproximadamente, el valor del incremento de y, hallando dy = f'(x)dx = (2x + 1) dx = {2(2) + 1}

0,01 = 0,05.
(Ver Problemas 6-10.)
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120 DIFERENCIALES [CAP. 23

APROXIMACION DE LAS RAICES DE UNA ECUACION.
Sea x = x; un valor aproximado, convenientemente elegido,
de una raiz r-sima de la ecuacion -y == f(x) = 0, y suponga-
mos que f(x,) = y, # 0, de forma que y, diferira de cero en
una cantidad pequeiia. Si el valor de x, se incrementa hasta r,
el incremento correspondiente de f(x,) es Ay, = —y,. Asi,
pues, un valor aproximado del incremento de x; vendré dado

Y1

S'(x) I

valor, mas aproximado, de la raiz r-sima sera: P(r,0) L,(z.,O) N
)¢ S(x;) O 7/ @0
f) 7 fix)

por f'(x)dx; = —y,, 0 sea, dx; = — Q(z1, f(z1)

. Por tanto, otro

Xy =x +dxy=x—
Fig. 23-3
S(xs)

fi(xd)’

Después de una tercera aproximacion, tendremos x3 = x, + dx; = x5 — y asi sucesiva-

mente.

Si el valor elegido de x; no estd suficientemente aproximado al de la raiz, se observard que x,
difiere apreciablemente de x,. Aunque esto no presenta un serio inconveniente ya que el proceso
se autocorrige, sin embargo, lo mas rapido es comenzar de nuevo el proceso con otro valor inicial
mas preciso.

(Ver Problemas 11-12.)

Problemas resueltos

1. Hallar dy en las funciones siguientes:

_ 2 +2x+1
@ vy = —&m==—

2+ 3
d (22 +3)d(z?+2x+1) — (x*+2x+ 1)~ d(z*+ 3)
. (= F 3)°
_ (2?4 3)8x*+2)dxr — (x'+2x+1)(2x)dx _ 2*+Tx*-—-2xr+6 dz
N (2 +3)* - (x*+ 3)*
(b) ¥ = cos*2x + sen3zx.
dy = 2cos2xd(cos2x) + d(sen3x) = 2 cos2x(—2 sen2x dx) + 3 cos 3z dz
= —4sen2xcos2xdx + 3cos3xdr = (—2sendz + 3 cos 3z)dx
(¢) ¥ = €=+ arcsen 2z. dy = (3e* 4+ 2/\/1—4x") dx
Diferenciar las funciones de los Problemas 2-5 y hallar dy/dx.
2. xy+x—2p=235.
d(xy) + d(x) —d(2y) = d(5).
dy y+1
xdy+ydx +de —2dy =0 0o (x—2)dy +(¢y + Ddx = 0. Dedondex ~— 7
3. 2! — 22% + 3xy* — 8xy = 6.
2x% dy + 3x*y*dxr — 2x'dy — 4xydx + 6zydy + 3y'dz — 8xdy — 8ydx = 0
dy _ By —3y*+4ay— 37y
der = 2x% — 2x*+6xy — 8x

2z 3y _ yde — xdy\ _ ,(zdy — ydz\ _ dy _ 22y +3y°
4. = 8 2( ' . x? S y dx = 3xy* + 22
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5.

10.

1.

x=3co80—cos 30, y =3sen 0 —sen 0.
cos 8 — cos 36
—sen § 4 sen 36

dx = (— 3 sen 8 + 3 sen 30) d9, dy =(3cos0—300530)d9.y£=
Aplicando el célculo diferencial, hallar aproximadamente (a) ¥/124, (b) sen 60°1°,

‘ 1 1 —1
= yl/3 = = = 453 = — = ———— (1) = ——
(@) Para y = xV3 dy ED dx. Tomando x = 125 53 y dx 1. Obtenemos dy B (—1) 75

= —0,0133 y, aproximadamente, v’ 124 = y 4 dy = 5 —0,0133 = 4,9867.

() Para x =60° vy dx =1’ =0,0003rad, y =senx = \/572 = 0,86603 y dy = cos x dx = $(0,0003) = 0,00015.
De donde, aproximadamente, sen 60°1’ = y 4 dy = 0,86603 + 0,00015 = 0,86618.

Calculardy, dy, e Ay, — dy siendo y = §x* + 3x, x =2, ydx = 0,5.
dy = {§2,5)* + 32,5)} — {}Q2)* + 3(2)} = 2,625.
dy=(x+3Ndx=02 + 3)0,5) =25 Ay —dy =2,625—2,5 = 0,125.

Hallar, aproximadamente, la variacién experimentada por el volumen de un cubo de arista x cuando esta se incrementa
enunl .

V = x? y dV = 3x?dx. Para dx = 0,01x, dV = 3x3(0,01x) = 0,03x% cm?

Hallar el peso aproximado de un tubo de cobre de 2 metros de longitud y 2 centimetros de didmetro interior y 2 mili-
metros de espesor. El peso especifico del cobre vale 9 000 kp/m?,

Calculemos, en primer lugar, la variacién de volumen cuando el radio r = 0,01 m se sustituye por dr = 0,002 m.
V = 8art y dV = 16nr dr = 167(0,01)(0,002) = 0,00032 7m?

El peso buscado es 9 000 (0,000327) = 9 kp.

Hallar los valores de x para los cuales se puede sustituir 4/x por ¥/x + 1 con un error menor que 0,001.
Paray = x5 ydx = 1,dy = $x~¥YSdx = §x-V°,
Si x~¥% < 10-3, tendremos x Y5 < 5102y x—¢ < 55+ 1015,

]
Six* < 10-5%- 101, tendremos x* > o yx>

31250 s

_ Lot
/31250
Aproximar las raices reales de x® 4+ 2x — 5 = 0, o bien, x* = 5§ — 2x.

(a) Sobre el mismo sistema de ejes, se construyen las curvas y = x*e y = 5 — 2x.

Las raices de la ecuacién dada son las abscisas de los puntos de interseccién,
Del grifico se deduce que existe una raiz cuyo valor aproximado es x, = 1,3.

(b) Una segunda aproximacién de esta raiz es

_ fx) (1,3)* + 2(1,3)—5

=R Eey T a0+ 2

La divisién se ha calculado con dos cifras decimales ya que inmediatamente después de la coma, la cifra corres-

pondiente es cero. Ello esta de acuerdo con un teorema que dice: si en una divisién resultan & ceros inmediatamente
después de la coma, el cociente debe calcularse con 2k cifras decimales.

—0,203

= 7,07

=1,3+0,03 =133

(c) Efectuandc una tercera y una cuarta aproximacién, tendremos:

f(x) (1,33)* +2(1,33) —5

o e e S (O LY

BEART ;'(:;,))

= 1.33 —0,0017 = 1,3283

= 1,3283 —0,00003114 = 1,32826886
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12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21,

R B

DIFERENCIALES ' [CAP. 23

Aproximar las raices de la ecuacién 2 cos x — x? = 0.

(@) Lascurvas y = 2¢0s x e ¥y = x? se cortan en dos puntos cuyas abscisas son, aproximadamente, 1 y —1. Obsérvese
que si una de las raices es r, la otra debe ser —r."

o 2cos l—1 _ . 2(0,5403)—1 _ 3
(b) Parax, = I.Xz =1 ———28311—1——-2 =144+ W =14+ 0,02 = ],02.
2 cos (1,02) — (1,02) 0,0064
b J— — = —— =
() x 1,02 —Zsen(1,09) — 201,09 1,02 + 3.7442 1,02 + 0,0017 = 1,0217.

Por tanto, con cuatro cifras decimales, las raices son 1,0217 y —1,0217.

Problemas propuestos

Hallar dy en las funciones siguientes:

@ y=06—x)3 Sol. —3(5 — x)*dx (d) y = cos bx* Sol. — 2bx sen bx® dx
. —2
b) y=et' Sol. 8xe'= dx (¢) y = arccos 2x Sol, ————dx
V1—4x®
X COS X — Sen x 2 dx
(¢) y = (sen x)/x Sol, — dx (f) y=Intagx Sol. “on 3%

Hallar dy/dx como en los Problemas 2-5.

2y(3* + 3x) ¥y 2x + y
3 2., — — 2 2
@ 2xy*+ 3xy =1 Sol. Iy T x) (c) arctag o In(x® + »?) Sol. x—2y
_ B cos (x —y) —y . s _ 2x*lny + "y
B xy=sen(x—y) Sol. =T @ x*lny+)y*lnx=2 Sol. @y Inx + 2Ox

Hallar, con ayuda del céleulo diferencial, un valor aproximado de (a) ¥/17, () /1020, (¢) cos 59°, (d) tag 44°
Sol. (a) 2,03125, (b) 3,99688, (c) 0,5151, (d) 0,9651,

Hallar, con ayuda del calculo diferencial, el incremento de (a) x*® cuando x pasa de 5 a 5,01; (b) 1/x cuando x disminuye
de 1 a 0,98. Sol. (a) 0,75, (b) 0,02.

Un disco metdlico se dilata por’la accion del calor de manera que su radio aumenta desde 5 a 5,06 centimetros. Hallar
el valor aproximado del incremento del area. Sol. 0,67 = 1,88 cm®.

Una bola de hielo de 10 centimetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor 9,8 metros. Hallar, aproxi-
madamente, la disminucién que experimenta (@) su volumen y (4) su superficie. Sol. (a@) 80m cm?, (b) 16z cm?,

La velocidad (metros por segundo) de un cuerpo en funcién de un parametro k viene dada por v = 4/64,4 h. Hallar el
error en v debido a un error de 0,5 metros en la medicion de A si este vale 100 metros. Sol. 0,2 m/s,

Si un aviador vuela alrededor de la tierra a una altura de 3,2 kilémetros sobre el ecuador, calcular cuantos kilometros
recorrerd mas que una persona que la circunda por el ecuador. Sol. 20,2 km.

La precision con que se puede medir el radio de un circulo es de 0,001 centimetros. Sabiendo que se quiere obtener su
drea con una aproximacion de 0,1 centimetros cuadrados, hallar el mdximo radio con el que se puede conseguir dicha
medicién. Sol. Aprox. 16 cm.

Hallar e] volumen V sabiendo que pV = 20 y que la medida de p es 5 + 0,02, Sol. 4 1 0,016.
Hallar el radio r sabiendo que F = 1/r? y que la medida de Fes 4 + 0,05. Sol. 0,5 = 0,003.
Hallar la variacion del 4drea total de un cono recto circular cuando (@) permaneciendo constante el radio, aumenta su

altura en una cantidad muy pequefa, (b) permaneciendo constante la altura, el radio aumenta en una cantidad muy
pequenia.

Sol. (a) __mrhdh
vVt +h
Hallar con cuatro cifras decimales (a) la raiz real de x* + 3x 4 1 = 0, (b) la menor de las rajces de ¢~= = sen x, (¢) la
rajizde x* 4-In x =2, (d) laraizde x —cosx = 0. Sol. (a) —0,3222, (b) 0,5885, (¢) 1,3141, (d) 0,7391.

2 2
Jiir_ + 2r
r*+ At

’ (b) n dr




Capitulo 24

Trazado de curvas

UNA CURVA ALGEBRAICA PLANA es aquella cuya ecuacién puede escribirse en la forma general
ay» +(bx + )yt (@ +ex + )+ ulx) =0

en donde ux(x) es un polinomio de grado #. Seguidamente veremos las propiedades de este tipo
de curvas.

SIMETRIA. Una curva es simétrica con respecto a
(1) el gje x, si su ecuacién no varia al cambiar y por —y;
(2) el eje p, si su ecuacion no varia al cambiar x por —x;
(3) el origen, si la ecuacién no varia al cambiar x por —x e y por —y simultineamente;

(4) larecta y = x (bisectriz del primer cuadrante), si la ecuacion no varia al intercambiar x con y.

INTERSECCION CON LOS EJES. Los puntos de interseccion con el eje x se obtienen despejando x
en la ecuacién y = 0. Los puntos de interseccién con el eje y se obtienen despejando y en la ecua-
cién x = 0.

CAMPO DE VARIACION. El campe de variacién horizontal es el de la variable x, es decir los intervalos
de x en los cuales esta definida la funcién.

El campo de variacion verticel es el de la funcién y.

Un punto (x,, y,) recibe el nombre de punto aislado de la curva si sus coordenadas satisfacen
la ecuacién de ésta, no sucediendo lo mismo con puntos infinitamente proximos a él.

MAXIMOS, MINIMOS, INFLEXION Y CONCAVIDAD. Ya se han estudiado en el Capitulo 8.

ASINTOTAS. La asintota de una curva es una recta cuya posicion viene definida por el limite de una
secante cuando los dos de puntos de interseccion se aproximan indefinidamente a lo largo de ella.

Una curva tiene asintotas verticales cuando el coeficiente de la mayor potencia de y, escrita la
ecuacion en la forma anterior, es una funcién de x formada por uno o mas factores lineales (reales).
A cada uno de estos factores corresponde una asintota vertical.

Una curva tiene asintotas horizontales cuando el coeficiente de la mayor potencia de x, escrita
la ecuacién en la forma ax” + (by + c)x*! + (dy? + ey + f)x"-% 4 ... =0, es una funcién de y
formada por uno o mas factores lineales (reales). Cada uno de estos factores corresponde a una
asintota horizontal. '

Para obtener las ecuaciones de las asintoras oblicuas:
(1) Se sustituye y por mx + b en la ecuacién de la curva y se ordena ésta en la forma

apx" + ayx* ' - agxtt - - 4+ a,4x+a, =0

(2) Resolver el sistema de ecuaciones formado por a, = 0y 4 = 0, y hallar los valores de m y b.
(3) Para cada par de valores m y b se obtiene una asintota de ecuacién y = mx + b.

Si a, = 0, para hallar el valor de b se resuelve el sistema formado por ay =0y a;, =0
para obtener (3).

123



124 TRAZADO DE CURVAS [CAP. 24

PUNTOS SINGULARES. Un punto singular de una curva algebraica es aquel para el cual la expresion
dy/dx presenta la forma indeterminada 0/0.

Para hallar los puntos singulares de una curva se obtiene %yx_ = % y, sin efectuar simplifica-

ciones de factores comunes, se determinan las raices comunes de g(x) = 0y A(x) = 0.

Si (xg, yo) €s un punto singular de la curva, se puede facilitar su estudio posterior efectuando
los cambios x = x'*+ x4, y = ' + yo. En ¢l nuevo sistema de coordenadas, el punto singular
es el origen (0,0).

PUNTO SINGULAR EN EL ORIGEN. La ecuacién de una curva que pasa por el origen se puede poner
en la forma

(ax + byy) + (@px* + baxy + coy?) + (@5x® + bax?y + caxyr +dp?) +- - = 0

Si ¢, = b, = 0 el origen es un punto singular de la curva.

Si a; = b, = 0 no siendo nulos ag, b, y ¢, simultaneamente, el punto singular recibe el nombre
de punto doble. :

Si g, = b, = a, = b, = ¢, = 0, no siendo nulos a;, b;, c; y d; simultineamente, el punto sin-
gular recibe el nombre de punto triple y asi sucesivamente.

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DOBLES EN EL ORIGEN

A, ¢ %0
(1) Se sustituye y por mx en el término a,x® + b,xy + c,y?, obteniéndose (cgn® + bym
+ az)x®

(2) Se despeja m de la ecuacidén cgn® + bym + a, = 0.

Si las raices m; y m, son reales y distintas, la curva tiene dos tangentes, y = m;x
e y = m,x en el origen y el punto doble recibe el nombre de punto nodal.

Si las raices son reales e iguales, la curva tiene una tangente en el origen y el punto
doble recibe el nombre de A

(a) retroceso, siempre que la curva no continie después del origen.
(b) tacnodal, siempre que la curva continlie después del origen.
En algiin caso, el origen puede ser un punto aislado.

Si las raices son imaginarias, el origen es un punto doble aislado.

v v '} ¥ L4
. . , . N L
[0 o o 0 / [4)
Nodal Retroceso Retroceso Tacnodal Punto aislado
Fig. 24-1

Bn Cz=0,a2¢0.

Se sustituye x por ny en el término a,x® + b,xy, y se procede como en A.

C- 02=C2:0, bz#O.

El origen es un punto nodal y las dos tangentes son los ejes coordenados.
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Problemas resueltos

ASINTOTAS

1. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva »(1 + x) = x*(1 —x).

El coeficiente de la mayor potencia de y es (1 + _x); fa recta x + 1 = 0 es una asintota vertical. No tiene asintotas
horizontales porgue el coeficiente de la mayor potencia de x es una constante.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo,
m+ Dx3+(m* +2mb—1)xt+ b(b+2mx + 562 =0 n

Se resuelve ahora el sistema formado por las ecuaciones que resultan de igualar a cero los coeficientes de las dos potencias
mas altas de x

m+1=0 y m4+2mb—1 =0

Como las soluciones de este sistema son imaginarias, no hay asintotas oblicuas. (Ver Fig. 24-2.)

2. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva x% + y* — 6xt = 0,

Carece de asintotas horizontales y verticales, ya que los coeficientes de las potencias mds altas de x ¢ y son cons-
tantes.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo,

(m* + )x* + 3(m®b — 2)x* + Imb®x + b = : ()

Resolviendo el sistema formado por m® + 1 = 0 y m®*h — 2 = 0, resultan m = —1, b = 2. La ecuacién de la asintota
oblicuaes y = —x + 2,

Sustituyendo m = —1 y b = 2 en (), la ecuacion se transforma en —12x + 8 = 0. El punto x = 2/3 es la abscisa

del punto de interseccion de la curva con su asintota, (Ver Fig. 24-3.)

3. Hallar las ecuaciones de las asintotas de la curva y(x — 1) — x% = 0.

El coeficiente de la ma4s alta de y es (x — 1); la recta x — 1 = 0 es una asintota vertical. Carece de asintotas hori-
zontales.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo,

(m* — Dx® + m(2b — m)x* + b(b — 2m)x — b* = 0 ¥))]
Resolviendo el sistema formado por m* —1 =0y m(2b—m) =0, resultan m=1,b=§ym=—1, b = —4}. Las
ecuaciones de las asintotasson y =x+ ey =—x—{.
La asintota y = x + §, cortaa la curva en un punto cuya abscisa se obtiene de }(} — 2)x — } = 0, es decir, x = —1.
La abscisa del punto de intersecciéon de la curva y la asintota y = —x — § es igual a —}. (Ver Fig. 24-4.)

PUNTOS SINGULARES

4. Hallar los puntos singulares de la curva »*1 + x) = x*1 — x).
Los términos de la potencia menor son de segundo grado; por tanto el origen es un punto doble.

Como ¢, # 0, esto es, hay término en y*, sustituimos y por mx en y* — x* ¢ igualamos a cero el coeficiente de x*,
obteniéndose m* —1 = 0.

Asi pues, m = 11 y las rectas y = x ¢ y = —x son tangentes a la curva en el origen. El origen es un modo.
(Ver Fig. 24-2)

§. Hallar los puntos singulares de la curva x* + y* —6x* = 0,
El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble.

Como ¢, = 0, sustituimos x por sy en el término de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de y*, obte-
niendo n* = 0. Hay una sola tangente, x = 0, a la curva en el origen.

El punto doble es de retroceso, ya que, cuando y = —£, la ecuacién x® — 6x* — & = 0 tiene, segiin la regla de los
signos de Descartes, una raiz positiva y dos imaginarias, y en consecuencia, la curva no continta después del origes
(Ver Fig. 24-3))
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Hallar los puntos singulares de Ja curva »*(x — 1) — x® = 0.
El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble,

Como ¢, # 0, sustituimos y por mx en ¢l término de menor grado € igualamos a cero el coeficiente de x?, obte-
niendo m* = 0. El origen es un punto de retroceso, ya que aunque para x < 0, y estd definida, para 0 <x < 1, y es
imaginario. (Ver Fig. 24-4.)

Dada la funcién y*(x2 —4) = x*, hallar (a) los puntos singulares y (b) las asintotas.

(a) El origen es un punto doble. Come a;, = b, =0 y ¢, # 0, el resultado de sustituir y = mx e igualar a cero es
m? = 0, El origen es un punto doble aislado, ya que cuando x tiende a 0, y es imaginario.

() Las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas ve'rticales.

Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos y por mx + b; resulta,

(m?— Lx* + 2mbx® + (b®* — dm¥)x? — 8mbx — 4b* =

Resolviendo el sistema n*—1 =0y mb =0, se obtienen m =1, b =0 y m = —1, b = 0. Las ecuaciones de las
asintotas son y = x ey = —x. Las asintotas oblicuas cortan a la curva.en el origen. (Ver Fig. 24-5).

TRAZADO DE CURVAS

9.

Estudiar y representar la curva »*(1 + x)} = x3(1 — x).
Simetria, La curva es simétrica con respecto al eje x,

Interseccidn con los ejes. Corta aleje xen x =0y x = 1. Corta al
ejeyeny =0.

Campo de variacidn, La curva estid definida en el intervalo —1 < x
< 1 y para todos los valores de y.

—_—

x

Mdximos y minimos, etc. La curva consta de dos ramas, y = ———
’ Vv1+x
— a1 — 23(] —
ey =— xV1 —* Parala primera de ellas V(i +2) =21 —2)
V14 x
Fig. 24-2
dy l—x—xt d3y x—2 b

ax a+x¥qQ _x)ll? y dx? = a+ x¥a _x)alz

—144/5 (—1+\/5“)\/\/§—2)
7 - p)

es un minimo.

Los valores criticos son x = 1 y (—1 + 4/5)/2. El punto (

No tiene puntos de inflexién. La rama es convexa.

(—1+\/5_ L+ VHVYE—2
2 2

Por simetria, hay un minimo en ) y la segunda rama es convexa.

Asintotas. La recta (ver Problema 1) x = —1 es una asintota vertical.

Puntos singulares. El origen (ver Problema 4) es un punte nodal y las tangentes en él son lasrectas y = xe y = —x.

Estudiar y representar la curva y* — x(6 — x) = 0. (Ver Figura 24-3.)

Simetria. Carece de simetria.

Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccion x =0, x =6 ¢ y =0.

Campo de variacion. Estd definida para todos los valores de x e y.

. . dy 4—x dy —8

Mdximos y minimos, elc. e W;——),-,T y F i FW.
Los valores criticos son x = 0, 4, 6; el punto (0, 0) es un minimo y (4, 24/4) es un méaximo. El punto (6, 0) es de infle-
Xién; la curva es convexa a la izquierda y cdncava a la derecha.

Asintotas, La recta (ver Problema 2) y = —x + 2 es una asintota.

Puntos singulares. El origen (ver Problema 5) es un punto de retroceso; la tangente en él es el eje y.
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2+y*—6x' =0 Yix~-1)—2* =0
Fig. 24.3 Fig. 244

10. Estudiar y representar la curva y*(x — 1) — x*® = 0. (Ver Fig. 24-4))
Simetria. La curva es simétrica con respecto al eje x.
Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccibnsonx =0 e y = 0.

Campo de variacion. La curva esta definida en los intervalos —o0 < x <0 y x > 1 y para todos los valores de y.

s .. I [/ x
Mdximos y minimos, etc. Paralarama y = x =1
x —

Ay _ @x=3x dy 3
dx ~ 2a—n" Y & T R (x— D

Los valores criticos son x = 0 y 3/2. El punto (3/2, 34/3/2) es un minimo. Carece de puntos de inflexién. La rama es

cobncava. Por simetria, hay un méaximo en el punto (3,2, —34/. IT/Z) sobre larama y = —xI/ p f_ i

y esta rama es
convexa.
Asintotas. Las rectas x =1, y = x + 4, y = —x — § son asintotas. (Ver Problema 3.)

Puntos singulares. El origen es un punto de retroceso (ver Problema 6). La recta y = 0 es tangente en €l

11. Estudiar y representar la curva y*(x? — 4) = x*,

Simetria. La curva es simétrica con respecto a los ejes coor- \\ . ; . II /
denados y respecto del origen. N | | o/
. ) l d
Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccién son \\ | : //
x=0ey=0. \\1 | 7
Campo de variacién. La curva estd definida en los intervalos ™ //f
—w <x<—2 y2<x<+owyenlos —w<y=s-4y | \\ // I
4 £ y < +o. El punto (0, 0) es un punto aislado. -2; # §2 x
N
Mdximos y minimos, etc. : ///O NN :
AN
X2 /V \'\
Paralarama y = ————, x > 2, pd N
Vxr—4 s N
S AN
dy _ x3 — 8x d%y . 4x* + 32 // || l \\
dx ~ (x*—4) Y (xt — 4)52 Y I Ir\\

El valor critico es x = 24/2. La rama es concava y en el punto
(24/2, 4) tiene un minimo.

Por simetria, hay un minimo en el punto (—2+/2, 4) y méxi-
mos en los (24/2, —4) y (—24/2, —4).

Asintotas, puntos singulares. Ver Problema 7.

Fig. 24-5
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Estudiar y representar la curva (x 4 3) (x2 + »?) = 4.

Antes de comenzar a estudiar la curva, tratemos de averiguar si
tiene algun punto singular. En caso afirmativo se hace una traslacion de
ejes de forma que el nuevo origen sea dicho punto.

dy  x+DE+2+VIE+2—43) _ _

dx x + Ny -Parax =—2,y =0 \

d, ) 0 x

y Ti' presenta la forma indeterminadaﬁ. E! punto (—2, 0) es un punto / 1 gz
singular,

Haciendo el cambio de coordenadas x = x’ — 2, y = y’, la ecuacién
dada se transforma en y%(x" + 1) + x"*—3x"?2 =0,

Simetria. La curva es simétrica con respecto al eje x’.

Interseccion con los ejes. Los puntos de interseccién son x* =0,
*=3ey=0 (z +3)(z" + %) = 4

Campo de variacién, La curva estd definida en el intervalo

—1 < x’ £ 3 y para todos los valores de y’. e
g. £4-

Mdximos y minimos, etc.
x'vV/3—x’
Vil
dy’ 3 —x? dly’ —12
dx’ 3 —x)i(x’ + 1) y dx’t. T (3—x)¥(x" + 1)¥2

Para la rama y’ =

Los valores criticos son x” = 4/3 y 3. El punto (\/ 3,7 64/3 —9) es un maximo. La rama es convexa.

Por simetria, (\/ 3,4/ 6/3 —9) es un minimo de la otra rama que es concava.

Asintotas. La recta x’ = —I1 es una asintota vertical. Para hallar las asintotas oblicuas, sustituimos ¥’ por
mx’ -+ b, obteniendo (m* 4+ 1)x"® + - -+ = 0. Carece de asintotas oblicuas. ;Por qué?

Puntos singulares. El origen es un punto doble, Cuando y’ se sustituye por mx’ en el término de menor grado,
¥t — 3x"? resulta (m* — 3)x’%. De m® — 3 = 0 se deduce m = +-1/3 ylas tangentes (en punto nodal) sony’ = +4/3x",

En ¢l sistema inicial de coordenadas, (1/3 —2, V 64/3 —9) es un mdximo y (V3i—2,—V eV 3_——-§) es un
minimo. La recta x = —3 es una asintota vertical. El punto (—2, 0) es un nodo, las ecuaciones de las tangentes, no-

dales son y = +4/3(x + 2).

Problemas propuestos

Estudiar y dibujar las curvas siguientes.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

(x—2)(x—6)y = 2x? 23, x(x— 1y = x*—4 33, (x? + yH)? = 8xy
x(3—xf)y =1 2. (x+ D(x + ) = x(x2—49) M. (x? + y)? = 4xh?

(11— x¥y = x4 25, y: =4x* (4 — x> 35. yt—4xyt = x*

xy = (x* — 9).2 26. y* = 5x% + 4x% 36. (x4 yH? = dxp(x® — »¥)
2xy = (x*—1)3 27. y* = x*(8 —x?) 37. yr = x(x—3)

xX(x:2— 4y = x2—6 28. y® = x}(3 —x) 38, y* = x(x—12)*

y: = x(x*—4) 29. (x2—1)y? = x* 39. 3yt = x(x* —9)?
y:=(x?—1(xt—4) 30. (x — 3y = xt 40, x¥* = (x —3)®

xy? =x*+4+3x 42 3. (x—6)y* = x¥(x—4)

(2—=2x—3IPt=2x+3 32, (x*—16))y* = x3{(x—2)



Capitulo 25

Férmulas fundamentales de integracién

UNA FUNCION F(x) cuya derivada, en un cierto intervalo del eje x, F'(x) = f(x), decimos que F(x) es
la primitiva o integral indefinida de f(x). La integral indefinida de una funcién dada no es Unica;
por ejemplo: x?, x? 4 5, x* —4 son las primitivas o integrales indefinidas de f(x) = 2x ya que

d d d
— 3y - 2 —_ 2 —_ Tmiti —_ A
e (x*) g (x2+ 5= e (x? — 4) = 2x. Todas las primitivas de f(x) = 2x estan representadas

por la expresion x% +,C, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante
de integracion.

La primitiva o integral indefinida de la funcidn f(x) se representa por medio del simbolo I f(x)
dx. Por ejemplo: I2x dx = x* 4 C.
FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION. Algunas de las expresiones que figuran a con-

tinuacion se deducen de forma inmediata de las férmulas de derivacion vistas en capitulos ante-
riores. La férmula 25 se puede comprobar teniendo en cuenta que

% tuva® —ut + la*arc sen% +Cct= vVat —u?
En algunas formulas aparece el signo de valor absoluto. Por ejemplo, escribimos
5. f%u_ = Inful +C
en lugar de

5(a). f%’“ = lnu+C  u>0 50 f‘%‘z In(—u) + C, %<0
y

10. f tagudu = Ini|secu| + C
.n lugar de
10(a). ftag’ udu = Insecu + C, siendo u tal que secu =1

10(b). f tagudu = In(—secu) + C, siendo utal que secu = —1

1. f%[f(x)l dr = f(x) + C 9, f cosudu = senu + C
2. J‘(u+v)dx = fudx + fvda: 10. f tagudu = Injsecu| + C
3. fau de = a f uwdz, siendo g una constante 11, f cotudu = Infsenu| + C
m+]
4, [u"‘du = u—+C, m# —1 12, fsecudu = In|secu + tagu| + C
. m+1
5. J‘d_u = Inlul + C 13. fcscudu = Injeseu —cotu| + C
u
T a*
6. fa“du = -IT]-E+ C, a>0,a%#1 14. sec’udu = tagu + C
7. f etdu = e+ C | 15. f escudu = —cotu + C
8. fsenudu = —cosu + C 16. fsecutagudu = secu + C

129



130 FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION . [CAP. 25

17. fcscucotudu = —escu+C 23 fd—“ = In(w+Vit+a') + C
Vora
du ) u du
18. f—' = -4+ C J-____ - s _ 3
Vo= arc sen— ‘ 24, Voo In|u+Vut—a| + C
19. a."-i:'u’ = %arc tag % + C 25. f\/a’-—u' du = iu\/a’-u’ + ja* arc seé% + C
_du _ 1 x i 11 ot — g
20. fu\/a_t’———:’_ = - arcsec— + C 26. f\/u +atdu = 1}u,\/u +a
+ da*In (u + \/u’+a.')+C
a. [ = iln\“'“] +C
u'—a 2a uta
27. f\/u‘-a'du = 1}u\/u —a'
22, .;d“__' . ‘“’+“‘+C —&a’ln|u+\/u—a’|+C
a'—u 2a
Problemas resueltos
S 3 — sg, = 20 — 3,n
1 fx’d:c——g-+C _ 3 f\/?dz_fz'/cgz_4/3+c-4z +C
dz _ = _ z! _ 1 Az _ -1 ._.ﬂ _ 1/3
z‘f?—f“”d"_—_1+c__x+c 4. fv?—f:c dx—1/3+C—3z.+C
5. f(2x'—5::+3)dz = 2fx’ x—5fa:da:+3fd = g‘!'.——~§3;—+3a:+C
6. f(l—w)\/;da: = f(x"'—w”’) dx = fx"’da: - fa:"’ de = §a** — 32" + C

7. f(3s+4)’ ds = f(93'+ 248 +16)ds = 9(}s%) +24(}s") + 168 + C = 38 + 128+ 16s + C
: »

=+ bz’ —4 - — 4yt = 1., _ 4z = 1. 4
8. f o dx = f(x+5 42 dx = 5% + bz 1 = g% +5x+x+C

8x2 dx xtdx

9. Calcular: (a) J.(xz +2)t3x0dx, (b) J'(xs + ) dx, () J.V(x‘ ¥ (@) J- \/(x’ T3

Haciendo el cambio x* 4+ 2 = «; tendremos du = 3x* dx.

(@) f(x‘+2)’°3:v’da: = fu’du = '+ C = HP+2P+C

® (@roymwde = L (@t 3dr = L (wraw = 22 4c = Eprtgm+c
* -3 3 3372 9

2 d 1 _ 8 - 8/1, - = ————4
© f(:f_F;), = 8~-3-f(:p’+2) 30 dz = §fu ‘du = —§<§“ )*C = smrep T C
4
3

(d) f‘ 2 iy = %f(a:‘+2)“"3x‘d:c = %fu“"du = llwiic = S@+amt o
2+2

10. Calcular I 3x4/1 — 2xtdx. Haciendo el cambio 1 — 2x? = u; tendremos du = — 4x dx.

f 81— 223 dz <~—> f (1 — 220 (—dx da) = 3 W du

. 3 3/3 — _—— — 313/3
= 43u +C = (1 2x838 4 C

(x + 3)dx

11, Calcular (x’+—6x)‘/"

Haciendo ¢l cambio x* + 6x = u; tendremos du = (2x + 6) dx.
M_lf. -1 ___1}'_”,
(z* + 6x)"° - @2 (=* + 62) (2 + 6) dz 2 m du

— 1,3 — 3. s
= gt + C = 4(a!+6:v:) + C
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f\/’ l1—2'x dx
13. f\/x’—2x‘ dx

14, f (1—+—9’de

:t+2x
1. f( Tir e

1
= f{l—m}“

FORMULAS 5-7

16. fﬂﬁ”_ =

x

dx _
L 2xr—3

xdr

19. f o1 -
tdr
1-22%

fx+2
x+1
22, fe"dx =
23. fa”dz =

2

—
.

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

1+ 2x+ x*

dx
xill

In|z| + C 17.

f (1—-2eM%zdx =
= 12—t c

~La-2aym 4 C

—% f (1 — 221 (—4z dx)

_%f (1_1’)118(;§zd2) = —-%vi—(l_z!)ln + C -

131

“da-ammtc

4

f(x'”’+2a:‘/"+ ) dx = 222 + 3a:‘/' +
— v = x*
= =7 + i+t ¢ z+1

xtf:2 = df:_:-:) = Injz+2| + C

1[%‘- = -%ln|u|+C = %1n|2z-3|+c, siendo u = 2z —3

1
2

dzx
2x—38

2x dx
2 —1

1 —6xdx

6 1-— 2«

—f e *(—dx) \:‘=
1 f a** (2 dz) -

2

= f(1+5)

1 (d@2x—3)
2) 22-3

—%ln|l—22’| +C = In <

= 2+ Injz+1 +C

—e"* 4+ C 24. fe"dx =

l a’* J‘ eVr dx
2 (ln a) +tC 5 x*

%ln |22 — 3]

Thjat-1] + C = %ln|x=—1| +Ine

V|1 = 23|

% f ¢ (3dz) =
o8

+

c

ST+ C

z*

2 _+c

x+1

y du=2dx, o

InevVl|xt—1|

Piad

+cC

3

__ellz + C

z 4 .
26. f(e‘+1)’e’d:r, = fu’du = Z—‘+C = (—e—;'i+c siendo u = e*+1 y du = e*dx, 4]

dx
ee+1

El signo de valor absoluto no se precisa aqui, ya que 1 + e~* >0 para todos los valores de x.

z 4
f (e*+ 1) e* da f(e’+ 1) d(e* +1) (i:—l’ +cC
e *dx —e"*dr - _ e*
TFer = ") 1xer = In(1+e % + C ln-—-~—1+e,
|

FORMULAS 8-17

28, fsen iz dx

.

29, fcos 3x dz

-

0. rsen’x cosx dx

.

31, f tag x dx

32. f tag 2x dx

33. f x cotx® dx

2 f sen 4z * Jdx

1
§f cos 3x * 3dx

cos x

—;—flag 2x + 2dx

%f cota® s 2x dy = l1n|senau’| + C

= 22— In(l+e) + C

= —2cosqz + C

1
= 3sen3a:+C

fsen’a:(cosa: dz) = fsen’a: d(senz) =

J'senx _ __J' senz dr _ ~In|eosz| + C

cos x

= %ln |sec 2z| + C

2

sendx

+C

In|secz| + C

+ C
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34, fsecxdm — J‘secx(secx+tagx)dw =jsec:::tag::c+'s,ec!:vcm7 = In|secz + tagz| + C
secx + tag x secx + tag x
35. fsecﬁd—x = 2 fsecx”"l:c‘”’dz = 2In|secVz + tag Vx| + C
< v—x_ = 2
36. f sec’2ax dxr = —l-f sec?2az + 2a dx = tag 2az + C
. 2a 2a
37. fscnx_-i-cos_gdz f(tagx+1)d:v = Inlsecz|+ x + C
. cos X
sen y dy _ f -
3s. f Tcos’y tag y sec y dy secy + C
39. f (1 + tag x2)dx = f(l + 2tag r + tag?zxjdx = f(sec‘:v + 2 1ag z) dx
= tagex + 2in|secz| + C
40. f e*cose*dxr = J(' cose**e*dr = sene* + C
1 e!cnslz
41. fe"““ sen 2x dx = ~% e’ (—Bsen2x dx) = — 6 +C
42, d—.’t = f l_ﬂ = l—ﬂ f (csc’x — cot x csc x) dx
1+ cosz 1 — cos®z sen?zx
= —cotzx+cscz + C
43. f (tag 2x + sec 2x)*dx = f(tag’Z:c + 2 tag 2z see 2x + sec®2z) dx
= j‘ (2 sec?2x + 2 tag 2x sec2x — 1)der = 1tag2r + sec2z — xz + C
’ _ du _du  _ (sectju-ddu
4. J escudu = senw f Zsonjucosju f g Ju = In|tag u| + C
~
45. f(secfi:c —1)dx = f(sec’4:c —2secdr + 1)dx = }tag 4x — }In|secdx + tag x|+ 2z + C
sec x tag x dx 1 (Csecxtagzebde _ 1
46. f——_——a+bsecx bf an e = bln|a,+bsec:c|+C
dx sen 2x dx 1 ("sen2x+2dz 1 _ y
17. fcsc 22 — cot 2z fl —cos%x 2 1 — cos2z Eln(l cos2x) + C
= 4In(2sen’z) + ¢ = i(n2+2Inlsenz|) + C' = In|senz| + C
FORMULAS 18-20
dx dx
48. f— = arcsenz + C f = aresen= + C
V12t \/ -zt 2
dx _ —
49, T+ 2 arctagx + C 52. f e arc tag = 3 I+ cC
dx dx 1 4dx 1 4z
50. f—— = arcsecx + C 53. f —_— N ~arcsen— + C
ez —1 V25— 162° VB —(dzyp 4 5
dx 1 2dx _ 1 2z
M) o f @r+s - goretsg T C
dz 2dx 1 2x
55. f— f = =—arcsec— + C
ry4x* —9 22v/(22)* — 8 3 3
xtdx 1 3x? dzx 1
56, — = f————— = Zarcsenz® + C
1/1—::‘ 3 ‘/1_(13): 3
z dx 1 2z da 1 1 V3 /3
. —_—= S = S — —_ = = tag—— + C
5 fa:‘+3 z2) &P+s T 2 ,/g““ag\erC g arclit T3
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58. f___dx__
zVxt—1

dx
59. —_—_—
f V4 — (z+2)

1. 22+ 1
sec ¥ tag x dx

55 f 9+ 4seciz

63 (x+3)de _
V1—2zx?

3x3 —4x% + 3xd

64, J(2ac ) dx -

’+9

65. fy +10y+30 -

66. r#__
. v20+8x~—x’

dx
2x2 4+ 2245

z+1
25 fx —4x+8

67.

El signo de valor absoluto no se precisa aqui, ya que x* — 4x + 8 > 0 para todos los valores de x.

69. f o dx
V28 — 122 — a?

x+3
70. f—dz
Vb —dx — x*

f 2x+ 3
922 —12x+ 8

72, f x+2
\/4:1:—9:

—_—dx

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

J‘ 2x dx
2 xz I)I

= }-arcsecx’+C = 1

2 2

1
arccos 5 + C

r+2 dzx e“de _ .
arcsen = + C 60. J‘W fe"+1 = arclage* + C
L) 2
J(Sx—4+ﬁ>dm = 32i—v4x+4arclagx+0
1 (2secxtagadr _ 1 ., 2secx
) ST 1 (2 sec Z]t @secay 6 arc tag 3 + C
z dz + 3 f— dx —Vl—a;;\\‘)-k 3arcsenz + C
V 1 = :x: = 1—2° e e
Prdr _ o dr  _ o aier - Lol ®
219 710 In (22 4+ 9) 3arctag3+C
dy _ dy _ [_arctdg(zﬁﬁ)\/_
(y*+ 10y +25) + 5 (y+5?*+5 5
f d j‘_dx— = arcsenx6;4+C
V36 — (2> — 8z + 16) V36 — (x—4)* '
2dx 2dx 1 o2t
42+ 42+ 10 f(2x+1)2+9 g arelae g +C
f 2z +2 (29:—4)+6d 2z — 4) d=
2) 21— -

2

H

1z +8° =2 2 —dz+8

(2x 4)dx _
-4z +8 3f(x—2)’v+-4 -

= — _dx =

V5 —4x —x? 2
_lf —2x—4 de + j‘ dx
2 V56— dx — x? v b —4dx — x?
1 —2x—4
— § ————dx +
2f\/5-—4x—x’
—\/5—4x—x’+arcsenx:2+0

1
2

dx

In (2* — 42 + 8) + 3a.rc tag 2

_ /J‘ dx _ _ x+6
== = J T = arcsen—g
V64 — (2* + 12z + 36) 64 — (z+ 6)*
1 —2x—6 _ (—2r—4)—2 ;.

V5 —4x — 2?

dx
J‘\/9 — (x+2)

1J‘ _18x427 (182 —12) + 39 ,
92" — 12z + 8 5 92 — 12z + 8

1 18x 13 f dx
fgx—12x+sd"‘+ GBz—27+4

%1n(9z’—12x+8) + %g are tag3 3 =2 4 ¢

_22:_.
4x—x
4— 2:1:

4x—x’

1 I‘ —22+4)—8

4x—-x

dx+4
fm

dx

—V4z — 2 + 4 arc senx

2

+ C

-2

-2

+ C

133

dx
5) 7—dzis T3 fa:’—4x+8

+ C
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FORMULAS 21-24

dr  _ 1. |z=1 dr  _ 1 ]3+x
no |2 = g +1|+c 76. f———g_z, = in3E2 40
dx _ 1 dx — 1
74. j‘——l—x’ = 2]n 77. J‘\,/O:T-f-—l = In{z+Ve*+1)+ C
_ _1_ xr—2 _ -
. J‘x’—wi);’l‘yln x_*12\‘+C = Inlz+Ve'—1| + C
79. f = _f __2ds = Lin@e+ Vazit9) + C
4x* + 9 V2 + 3 2
X f——i’-— = f 8dz _ _ lyy3:+V97—25| + C
V921 — 25 3 927 — 3
dx _ 1 3dzx 1, 18z—4
81. _f9a:’——16 - 3J (BzP-16 T 3x+4\+c
dy 1J‘ _4dy  _ 1 '5+4y‘
82. f w168 S — " [sdy| T
da _ da 1, |@+3—1 _ 1, |x+2
8. fx=+ex+s = Yerayro1 ~ 2 (x+3)+1l +C = gln x+4‘-.+c
_ 1, 2+@@=-2) -1 L
84. 4x—x’ f4—(x—2)' = 41n ‘2_@_2) + C = 4ln i 4+ C
ds _ ds _
85. _ds % = m{s+2+ Vet + C
CARVETE Y & Viie+2)! -4
86 [’x+2 — j‘2x+4 _ 1J‘ 2z dx +2_f dx
Ve +9 Ve +9 2) Vz+o Vei+9
= Vx'+9+2]n(a:+\/z’+9)+C
2x—3 _ 1 (8—12 _ 1 8x dx 3 2dx
81. 4x’—11dx T4 4z‘—11dx = 31) @11 2) -1
= 1 e -11] - 3:/:1 22 — V11
4 2x+\/1_1
88, J“ _ x+2 _ _;_f 2z+4 . - %j‘ 2x+ 2 d:c+f dx
\/:c'+2x-- Vz'+2z-—-3 var+2z—3 Vic+1*—4
= Ve'+2z—3 + Injz+1+Va'+22-3|+ C
_ 1 8z — 16 _ 1 8z + 4 5J‘
8. f4a:’+4x— = ~5) mrm_3® = T8) w377 (2a:+1)’—4
' _ 1 . _ 5., 22— ‘
= 1n|4z + 4z 3|+161 2% T3 + C

FORMULAS 25-27
90. f V2 —axrdx = %z\/ZS—-x’ + 2—25- arc sen% + C

ol f\/s—-wdx %f\/B-tlz’-de = 1022 T +—a.rcsen-—>+C

2\ 2
= -21—x\/3—4x’+%arcsen2x;/§+C ¢

92. f\/x’-SGdz -;—z\/x’—-36-—181nlx+\/:c’-36|+C



CAP. 25]

93. fv3x'+5dx =

o, f\/3—-2x—z’dx
95. f\/4x’—4x+5da: =

Vl_gfm'\/gdx

fV4—(z+1)’dx
%f Vez—17 +14-2dx

FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

\/E[‘/_ W+—ln(ﬁz+m)]

1. Ver¥s + 5flnh/§x+\/ 32 +5) + C

lem + Zarcsenxgl + C

N %[2“;1\/4x*—4x+5 + 21n(2x—1+\/4x’—4x+5)] +C
_ 22-1 5 5
= 2 Viz—~dz+5 + In(2x — 1 + Vax*—42+5) + C

Problemas propuestos

Comprobar las siguientes integraciones.
%. f (42' + 82" + 20 + B) dz =

97. j(3—2:v—:c‘)dz = 3z —

2 — 26+ C

98. f @C—-3xz+28dxr = 2x — 32¥/2 + x/4 + C

e+ +2t+ 52+ C

99, f (2*—1)*dx = 26 — 223 + 2z + C

L5 f Vz—Jz+2/Va)dz = §a** — }z* + 42?4+ C

lﬂl.f(a+x)’da: = }a+z) + C
102 f (@~ 2)** dx
1os.fii% = —2%,+c

104.fﬁ1? = ‘Tzl—T)'*C

2Vz+3+ C

gz—2 + C

dx
105. f
Vz+3
1os.f V3x—1dx =

107. f V2 —8zdx =

§8z 1) + C

~3@~32)" + C
108. f @z +3)ads = S(25'+3)" + C
‘°9-f (x—1Pzde = }zt—§z*+ 3o + C
110. f (@' —lzde = }=—17+C

lll.f Vi+y'yidy =

Ha+y9 + C

112, f (z® + 3)x* dx =" +3)'+ C

113. I (4—2"z'dx = =z

114, f = 1 + C
(2~ ﬂ)’ To22—y»

zdx 1
115. [ @ray - @+ T e

z— 4z*+ 42"+ C

116.f (1-de =
117. f (1 - 2%z do

118. f (1—2zids = — J1-2% +C
118, f (@ — )@z — 1) dx =

3t dt
120.J' ==
Vit +s

(x +1)dz

121.‘[———
Vzr+2x—4

122. f = +bx),,, = %I(a+bx)"’ +C

= Je+3r 4

Vzr+22—-4+ C

s $a5 + ha" + C

Jat — §2' + J0 + C

%(x’-—x)’ + C

135
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A+vVze 2 ) dz__ _ 3 "
B..f——ﬁ—-dap = 3(1+\/E) +C 147.‘ oy 2lnC(x +1), C>0
124.f Vz (3 —bx)dx = 22%*(1—2) + C 148, r sen2zdx = —}jcos2x + C

+ 1) {x—2 2 2
125..[ (x ‘)/(; Dir = Ezs/s_szf”—4x"'+c 149.f cosjzdr = 2seniz +C
126 9 = jz-1 +C
5 z—1 lso.f sec3x tag 3x dx = «}tag3:c+C
121 f—‘iiw = dinpz+1+c .
) 3z 41 3 151. | csc'2xdx = —}cot2x +C

3z dzx 3 .

128. o Eln(z’+2)+c 152.fzsec’z'dz = gz +C

x da: _ 1 .

s [ 3lnIl # +C 153.rtag’zdx = tagz—z2+C

-1
130. f—’ de = z—2hnjz+1/ + C
x+1 . . nlx | 154.f tag iz dﬂ: = 2ln |sec-&z| + C

131, f” T2t 24 = Za+2lz+2+C
%+ 155.f csc3zdr = §In|csc8z —cotdz|+ C
z+1 1 .
132. f x = Zln(z*+2x+2)+C _
z’+2x+2 ?f‘ l56.f b secaz tag ez dz = %secaz-{'—C
dx
133. f( - > = In 2x—li+ c
2z —1
v 2z +1 2z +1 157.f (cosx —senz)der = x+ 4cos2zx + C

4
l34.f a**dx = %u + C

158.f senax cosaxr dx = —21;sen’a.x +C

135.f edz = je + C . .
= ——cos*ax+C' = — —cos2azx + K
2a 4a ]

ad el/.r2 1
136.J dz = —get 4+ C
) ,}59.fsen’a: coszdr = }sen'z+ C
137. r eripdy = —je =t 4+ C
.“ lGﬂ.fcos‘zsenzdx = —}cos’zr +C
138, I Pedr = %e‘a + C
“Ng61. f tag*zsec'zrdr = jtagtz+C

139, f (e + 1) dx e + 2+ 2+ C

140 f T e .z lGZ.f cot'3z csc’3xdr = — g cot’3z + C
A (e*—2°)dx = e —m+ C
dx
1 f ———— = 4(tag §x + sec f2) + C
141.f (e*+1)erdz = %(e’+1)’ +C 63\ 1 —sen ,}’x &(tag ‘9 & )
22 dx _ 1 —cosdzx
ldz.f e’Te-FEdz = %ln (e*+3) + C lﬁ"f 1+cos3z =~  3sen3z +C
l43.f<e’+l>=dz = }-e”+2x— +C 165 IL = a:+ (cota:c—-—c ax) + C
e* 2 2t : 1 + secax =
e —1
IM.J‘mdz’ = In(e+1* -z + C 1ee.f sec’i—tag%dz = %atag’%+ C
e —1 _ . _1 sec? 3:: _ 1
145. fmdz = In (e** + 3)*® -§x + C 167. f tag 3z = §ln |tag 32' + C
dx C sec? 2 1
146.f——— = In——— f = = gect
Vel —v2) n(l—\/E)" c>0 168. Py 4seca:+C
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dx 1 3x
tagax 2 e tag 2z _— = = _
169.f e sec® 2¢ dx 3e + C 176.j e g &rc sen 5 + C
1 3z
170.f e'*2¥= cog3x de = }e*** + C 171. f ey ,+4 = garctag 5+ C
dr _ zV5 sen 8x _ 1 sen? 4x
17l.f—\/g—__;— arc sen — + C 178f9+sen4xx = 12arctag 3 + C
5
172. %—; = \/?-—arc tag x;/g+c 179. f sect z do = %arcsen (2 tag ) + C
1—4 tag x
iz _ VB 5 s 1
173.1‘%\/&:”___5 = —5—arcsecT+ C 1so.fxm = Earcsenlnz +C
ﬂ. = z 21:—1:‘ _ 1 s ﬁ
174.f\/1__628 = arcsene + C 181f22+1 x—gx—x+—2—arctagx\/2—+C
e*dr _ 1 . cos2xdx  _ \/5 sen 2z
175. T+e= — Earc tag e¥* + C 182, %enflr +8 Tarc tag —— + C
2v2
2z - 3)dx _ 2z + 6)dx dx _ . _9 z+3
8. ) o 6e+18 = )7 t6atid ) Freeriz - Mm@Hbzt1d) —garctag 5=+ C
@—1dx _ 1 ( (6x—4)de _ dz _ ~ \/3 3z — 2
B ) 5= 4r+3 =~ 6) 3—dz+3 f9m2—12m+9 = ]“(3°° 4z +38) — 15 arc g V5 +C
185.f—xdx— = —V27T+6x—2 + 3arcsenx;3+ C
V27 + 6x — 2t
186. o dxldz V12x — 42* —~8 — L arc sen (22 —3) + C
Vi2z — 4xt—8 2
dx 1 x—2 dx N 3x+5
187.\;&7—2—7 = Zln m‘ + C 190.f25_9x, = 3oln 32— l"}‘C
dx ' dx
188.1—_— = T5ln ) |+C 191. = In(x+Va*+4) + C
4x*—9 2x+3 N

d 1, iz+8].
189.f9_”z, = glniz_3‘+0 192.[-{-‘”—-&3 = %1n|2x+\/4x’-—25|+€
Vaz? —

193.f \/imdx = %x 16—9x’\-j-§arcsen§f—+0

194.f\/xT—Tsdx = 3/’ — 16— 8In|z+ Ve — 16|+ C

195.J' VIZ ¥ 0dr = JaVi@' +0 + 2In 2z + V& +9) + C
196.fm¢1x = Me—1)Ve=2z-3 — 2In|x—1+Vei-22 3| + C
197.f \/mdx = He—2)VI2+4z—of + Barcsen}z—2) + C
198.!\/2’_+—4xdx = MHz+2)Va'+dz — 2In|z+2+Va'+dz| + C
199.‘[\7;/'——&5411, = Mz—4)Va'—8 — 8In|x—4+Va'~8z| + C

200\[ Véz —a*dz = %(1—3)m+§arcsenz;3+c



Capitulo 26

Integracion por partes

INTEGRACION POR PARTES. Sean u y v funciones derivables de x. En estas condiciones,
duv) = udv + vdu
udv = d(ww) —vdu

(i) fudv = uv—fvdu

Para aplicar (i) en la practica, se separa el integrando en dos partes; una de ellas se iguala a u
y la otra, junto con dx, a dv. (Por esta razén, este método se denomina integracién por partes.)
Es conveniente tener en cuenta los dos critertos siguientes:

(@) La parte que se iguala a dv debe ser ficilmente integrable.

) f v du no debe ser mas complicada que I udv.

Ejemplo 1: Calcular f e dx.

Hacemos u = x* y dv = e*' x dx; de donde du = 2x dx y v = §e*'. Aplicando la férmula
J edx = - [ etdr = Jate™ — fe + C

Ejemplo 2: Calcular f In (2* + 2) dzx.

Hacemos 4 = In(x® + 2) y dv = dx; de donde du = };’ﬁfx_z y v = x. Por tanto,

fln(z‘+2)do: = zln(@*+2) — % = zln(x*+2) — f( :+2>

= zln(2+2) — 2z + 2VZ arctag z/VZ + C (Ver Problemas 1-10.)

FORMULAS DE REDUCCION. Las férmulas de reduccién permiten simplificar el clculo cuando se
haya de aplicar la'integracién por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9.) En general,
una férmula de reduccién es aquella que da lugar a una nueva integral de la misma forma que la
original, pero con un exponente mayor o menor. Una formula de reduccién es titil si, finalmente,
conduce a una integral que se pueda calcular ficilmente. Algunas de las férmulas mas corrientes
de reduccién son:

du _ 1 u 2m —3 du
.f (@ xu?)™ a’{(Zm—Z)(a’ * ut)m-! + 2m—2 (a’ +u’)"" } y m*l
2+ ,,2\m _ u(a*x ut)™ 2ma® 2 2\m—1 _
(B) ‘r(q—u) du = o +2m+1 (@xut)"'du , m#*-1/2
' du - _1 n 2m — 3 du
© ’ (W —a’)™ d’{(2m D —a T em—2J) @i- a’)""} » m*1

D B __ aym - u(u!_a”)" _ 2mat ? __ m— -
™ f(u @)™ du om+1  2m+1 f(“ a)midu, m o —1/2

(E) fu"‘e'"‘ du = lu"‘e““ - fu"‘”e‘“‘ du
a a

.

138
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(F) .fsen"'udu = —Sc"m_l;:cos" + m;l I sen™" 2y du
(G) f cos™udu =. cos““"t: senu m”: 1 f cos™ Ty du
(H) J-sen"‘ ucos*du = sen"‘*;nu_:(;s“‘ L3 + :;:_i . sen™u cos™ " *u du
= sen'“‘:nu_:;s"*‘ LIS :::;?lt I secn®"?y cos"udu, m#*—n
(I J‘ umsenbudu = —--12—“ cos bu + % ." u™~! cos bu du
(I ‘fu"‘ cosbudu = yb: sen bu — %l J u™ " sen bu du

(Ver Problema 11.)

Problemas resueltos
1. Calcular J x sen x dx.

Podemos seguir los siguientes caminos:
(@ u=xsenx, dv=dx; (b) u=senx, dv=xdx; (¢) u=x, dv=senxdx.
(@) u=xsenx, dv=dx. Portanto du =(senx + xcosx)dx, v=1x, y
stenxdx = Xx°xsenx— J x(sen x + x cos x) dx

La integral que resulta es menos sencilla que la original por la cual se descarta este camino.

(b) u=senx, dv=xdx. Portanto du =cosxdx, v = §x*, y
stenxdx = {x'senx — J $x cos x dx

La integral que resulta es menos sencilla que la original y también descartamos este camino.

() u=x,dv=senxdx, Portanto du =dx, v=—cosx, ¥

stcnxdx = —xcosx—J—cosxdx = —xcosx+senx + C

2, Calcular I xe* dx.
Sea u = x, dv =e”dx. Entonces,du =dx, v =¢% y

Jxe‘dx = xe’—fe’dx = xe*—e*+ C

3. CalcularJ x*In x dx.

3
Sea u = In x, dv = x*dx. Por tanto, du = d?x,v= xT, y

e _x
x 3

3
lnx—-;—Jx’dx=f—lnx—lx’+C

3 9

x! xa
2 — — —_—
Ix In x dx 3 In x J 3

4. Calcular J xV'1 + xdx.

Haciendo 4 = x, dv = V1 + x dx. Tendremos du = dx, v= §(1 + x)*2, y
Jxvmdx - —§-x(1 ¥x m—-i- J(l +x)Wde = %x(l R SV l15(1 FR¥+ C
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s. Calcularﬁrc sen x dx.

Haciendo w = arc sen x, dv = dx. Tendremos du = dxfvV1I=x%, v=x y

’ xd
yarcscn:cdx = xarcscnx—j = xarcsenx+\71t:c"+C
. 1 —— :U’
6. Calcularﬁen’xdx.
Haciendo u = sen x, dv = sen x dx. Tendremos du = cos xdx, v=—cCOS X, Y
J scnPxdxr = ~—senxcosx + f cos’z dx
= —senrcosx + f (1 —sen*z)dx = —4sen2zx + f dx — J sen®z dz
Pasando al primer miembro la integral del segundo,
2fscn’a:da: = —isen2z + 2+ C y fscn":cdx = 4x — }sen22 + C
7. Calcular f sec® z dx.
Haciendo % = secx, dv = sec?x dx. Tendremos du = secx tag x dx, v = tagx, Y
f sec’zxdx = seextagx — J secrtag® x dxr = secx lagx — f sec z (sec®x — 1) dx

= secxtag x — fsec’:cdx +J sec x dx

Por tanto 2J sec?zxdr = seczx tagzx + j secxdr = secx tagz + In|secx + tag x| + C'

¥ Isec’xdx = JMsecxtag x + In|secz+ tagx|} + C

8. Calcular ] x? sen x dx.
Haciendo « = z*, dv = senz dx. Tendremos du = 2xdx, v = —cosz, y -

f:v:2 senxdx = —zxz?cosx + 2J x cosx dx

Haciendo en la integral resultante « =2 y dv = cosz dz. Tendremos du=dx, v = senz, vy

‘x‘scnxd:c = —:c’cosx+2{:csen:t—J‘scnxdx}

= —2x*cosx + 2x senx + 2cosxz + C

9, Calcular J‘z“e" dz.

Haciencio wu=1x% dv = e*dz. Tendremos du = 32*dz, v=4e", vy

f xde*dr = %x’e” - %f x¥e™ dx

Haciendo en la integral resultante u=2x* y dv = e**dz. Tendremos dv: = 2% dx, v=4€", vy

3 .
f xle¥dx = %x e — —-{ xle? — f :ce"d:c} = %x’e" — %—x"e" + —2—f ze® dx

Haciendo en la integral resultante u =z y dv = e**dz. Tendremos du=dzx, v= e,y

f ¥ dx = %x’c” - %xzez‘ + g{% zet™ — % f et* d:r}

132:_§222 _3_22_§u
—x%e 4xe +4£e 88 +C

2
. d *1
10. (a) Haciendo =z, dv = ﬁ;, Tendremos du =dx, v = Cm @ = y
f ztdx *z + f
(a’ -+ xl)m = (2m — 2)((1" -+ x!)m—l om — 2 (a.’ -+ xz)m—!

*1
(b) Haciendo u=z, dv = z(a* + ") 'dz; Tendremos du =dz, v = %(a’tx‘)", y

]- 2( 2+x’)m_‘dl‘t — i_x(az+xz)m * _1_ f (a’i:c’)"d:r
J T T o2m T 2m .
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11. Hallar: () f e ,),,,, b) J (© + 21" da.
(@) Como la férmula de reducciéon (A) reduce a una unidad el exponente del denominador, aplicdindola dos veces

resulta:

dx _ x 2 dx _ x 2 x
(1+ z557 - 3(1+x:)a/2 + 3 f (1+xz)an = 3(1+x1)3/l + § 1 +z)" +C

(b) Aplicando la férmula de reduccién (B),
f @+a)rdr = T20+ay + 2 f (9 + 2% dr

2@+ + 2 iz@ + 29 + 9ln(z + VBT A + C

e |

Problemas propuestos

tag 3x;— % In [sec3z| + C

Wy,

13. fxsec’3:cdx =

Y

12. fxcos:cdx = xzsenx +cosx + C

(V4

14. farccos2:udx = xarccosZz—-]ﬁ,Vl—4z’+C
\5. farctagzda: = garctagz — InV1l+a2*+ C

£ /1 — S — )3 2 . ze® dx — e*
16. 2*V1l—zx dx 5 (1 — 2)*® (152* + 122 + 8) + C 17. f(1+x)’ 1-}_:c-i-C

18. f zarc tagzde = J{(z*+1)arctagx — dx + C

9. [atetrdn = —fe+istP +C
20. f sen‘z dx = -% cos’z — sen*x cosx + C
ot fx‘senmdx = —zx%cosx + 8x*senz + 6xcosx — Gsecnzx + C

22,

— 2
f L R e ) e 2. f 92 = 2@ -1z +8)Vitz +C
Va+ bz 3b 1+-E

24. fxarcsenx’da: = %x’arcsgnx’+§V1—?+C
25. fsenxsen&zd:c = ﬁsenSicosx—gsenxcos3x+C

26, fsen(lnx)dx = 4z (senlnz —coslnz) + C

oz e** (b sen bx + a cos bx)
21, f e*cosbx dr = ( T +C .
ax _ e (asenbx — b cos bx)
28, f e“senbx dx = P + C
. a® dx _ (a* * 2% = x? _ J dx f 2 dx .
29. (a) Poniendo @z BCET dr = @Eay T @z Y aplicando el

resultado del Problema 10 (@) deducir la férmula de reduccion (A).

()] Poniendof (e*xa)"dx = a® f (@)™ 'dx * f z(a® = x)™~'dx y aplicando el resultado

del Problema 10 () deducir la formula de reduccion (B).

30. Deducir las férmulas de reduccion (C)-(J).
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dx _ (5 — 8z%) 3 142 x
31. f A=y — + ‘ —

da _ B
+C 32 f—(4+z,)m = Wt + C

33. I (4—=)%dx = }x(10—2*) V4—2® + 6 arcsen jx + C
dz _ 1 r(32*—~80) , 3 x—4
. f(x‘—lG)’ - 2043{(x=—16)= tgl x+4{}+ ¢

35. f(x’—-l)"'”dx = Fpx(8x*—262"+33)Val—1 — S Injz+Vz*—1] + C

8l—= T 16 |1

36. fsen“xdx = fx — Jsenzcosxr — }senzcosxy + C
37. f coszdr = [h(3cos'z+ 4cos’x+8B)senz + C
38, f senz cos’z dx = —1 cos’z (sen*zx + %) + C
39. f senfx cos’x dx = L1 sen®x (cos'z + 4 cos’z + &)Y+ C
Otro procedimiento \itil en los casos mis complejos y laboriosos de esta seccifn, resulta al considerar que en (ver
Problema 9)
(i) f e dx = Jx’e’* — 8x%e’ + Juwe* — g+ C

los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte-
grando x3?*. Asi pues,

(if) I xe¥ dx = Ax¥%e®™ 4 Bx'e** 4+ Dxe** + Ee¥* 4+ C

y derivando
x%e® = 24x%%* + (34 + 2B)x%e* + (2B + 2D)xe* + (D + 2E)e*

Identificando coeficientes, tendremos
2A=1, 344+2B=0, 2B+2D =0, D+2E=0

Dedonde A = ¢, B = —-%A =—4, D= —B =}, E=—}D = —}. Sustituyendo A4, B, D, E en (ii), obtenemos (i).
Este método se puede aplicar en el cdlculo de j S(x) dx siempre que al derivar repetidamente f(x) se obtenga un
nimero finito de términos diferentes,
40. Calcular J e¥cos 3x dx = Y/e**(3sen 3x + 2cos 3x) + C haciendo
I e¥*cos3xdx = Ae*™senldx + Be*cosix+ C
41. Calcular I e¥*(2sendx — 5cos 4x) dx = /5 e**(—14 sen 4x — 23 cos 4x) + C haciendo
I e(2sendx —5cosdx)dx = Ae**sendx + Be**cosdx + C

42. Calcular I sen 3x cos 2x dx = —1/4(2 sen 3x sen 2x + 3 cos 3xcos 2x) + C haciendo

J.senchosz.xdx = Asen 3xsen 2x + Bcos 3x cos 2x
+ Dcos3xsen2x + Esen 3xcos2x + C

=
43. Calcular J- e¥x*sen x dx = ;—50 [25x*(3sen x —cos x) — 10x(4sen x — 3 cos x) + 9senx —13cos x] + C
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Integrales trigonométricas

LAS IDENTIDADES que se utilizan en la resolucion de las integrales trigonométricas de este capitulo

son las siguientes:

1. sen*x + cos*x =1

2. 1+ tag'x =sectx

3. 14+ cottx =csc?x
4. sen'x = }(1 —cos 2x)
8. cos?x = }(1 + cos 2x)
6. senxcosx = }sen2x

SENOS Y COSENOS

L

2’

(2]

7. senxcosy .= }[sen(x —y) + sen(x + )]
8. senxseny = }[cos (x — y) —cos (x + »)]
9. cosxcosy = §[cos (x —y) + cos(x + y)]
10, 1 —cosx = 2sen? }x

11. 1 4+ cosx = 2cos® §x

12. 1+senx=1+cos(dn—x)

Problemas resueltos

fsen’xdz = f&(l—cos2x)dz = 4xr — }sen22 + C

fcos'&tdx = f§(1+c0561)da: = -&x+f§sen6z+c

5 fsen'a:dx = fsen’a:sen:cdx = f(l—cos’a;)senzdx = —cosx + }cos’z + C

f cosbz dx = f cos*zxcosx dx = f (1 —sen®*xz)*cosz dx

= f cosx dxr — 2f sen!z cos x dx +fsen‘xcosx dx

= senz — §sen'z + {sen*z + C

fsen’:ccos‘xdx = fsen’a:cos’xcos:cdx = fsen’x(l-—sen'x)coszdx

= fsen’xcosxdx—fsen‘xcos:cda: = }sen’x—*wn’x-i-c

f cost 2z sen?2x dx = f cos'2x sen*2zx sen 2z dx = f cos* 2z (1 — cos? .2x) sen 2z dx

= f cos* 2x sen 2x dx — f cos?2x sen2x dx = -— le-cos’ 2z + A cos’2x + C
f sen®8x cos*8x dx = f (1 — cos® 3x) cos® 3z sen 8x dx

= f cos®3xsen 3z dx — f cos’3xr sen3xrdx = —HAeos’3x + Lcos’3x + C
o
f send3x cos’Bx dx = f sen® 3z (1 — sen® 3x)* cos 3x dx

= f sen®3z cos 83z dx — 2f sen® 3z cos 3x dx + f sen’ 3z cos 3z dz

= Tlfscn‘lix — %sen‘ax + Fesen*3x + C
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8. f cos’g-dx
f sen*x dz

—cent X x — xr _ 3 X
f(l sen 3>cos3dx 3sen3 sen 3 + C
f (sen?zx)idz = -l-f (1 — cos 2x)* dx
= -l-fax - —fcostd:c + = fcos’2xdx
1
= fd:c—- fcosszz,—/h-s-I(l+cos4z)dfv

3 1 1 = 8 _1 1
= Zz 4sen2:c+ x+325en4x+C = 3% 4s,c=.n2:tc+3zsen4:c+C
10 f sen*z cos*x dz = 1 sen?2z dz = 1 f (1 —cosdz)dz = lx - Lsen 4z + C
: 4 8 8 32
11. f sen*3x cos’ 3z dx = f (sen®3x cos?8z)sen?Bx dx = %f sen? 6z (1 — cos6z) dx

= %J‘ sen®6x dr — -;—fsen’Ga: cos 6z dx

— L ) — _.1. 2’
= 16 J (1 — cos 12z) dx 8‘J.sen 6z cos 6z dr

= 1 1 _ 1 s

= 16% 192sen12z 1aa " 6z + C
12. fsen 3zsen2zxdx = f%{cos (83x — 2z) — cos (8x + 2xz)}dx = %f(cosx—cosﬁx) dx

- 1 !

= gsenz Esenﬁz + C
13. f sen 3z cosbrdx = f%{scn (3z — bz) + sen (8z + bx)} dxz = %cos 2z — 11—6cos 8x + C
14. f cosdx cos2z dx = %f (cos 2z + cosbz)dz = %sen2z + i%sen 6z + C

15. [Vl—cosxd:c = \/Efsen%xdx = —2\/§cos%x+C

16. f (1 + cos 3z)¥*dx = 2\/§f cos’$z dz = 2\/§f (1 — sen®*#z) cos §z dz
= 2\/§(§ sen§zx — %sen’%x) + C

dx \/_ B _@ _
‘J.\/l—cos(%w-—&c) - fsen(iw—z) -2 .fcsc(}-n- x) dz

__?Irﬂcsc(ir—z)—cot(}w—z)[ + C

17.

dz
IVI — sen 2z

TANGENTES, SECANTES, COTANGENTES, COSECANTES
18. f tag*z dx f tag*z lag*’zr dxr = f tag?z (sectz — 1)dzx = f tag®x sec’ z dx — f tag?z dz

= ftag’zsec’zd:c—f(sec'x-—l)d:c = }tag’z — tagz + x + C
19. f taglx dx = f taglz tag?z dx = f tagd x (sec’z — 1) dz

= f tag3x sec*z dx — f taglz dz = f tagdz sec’z dx — f tag x (sec’z — 1) dz
jtag*z — }tag*x + Injsecz| + C

2¢. f sec* 2z dx f sec’ 2z sec’ 2z dx = f sec’ 2z (1 + tag®2z) dz

f sec? 2z dx + f tag?2x sect2x dx = é tag 2z + %tag’z:c + C
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21. f tag3 3x sec* 3z dx J‘ tag® 3z (1 + tag?® 3x) sec?* 3z dx

= f tag? 3x sec? 3z dx + f tag® 3z sec*3x dx = L tag'3x + ftag®8x + C

22. J tag?x sec’x dx = f (sec’z — 1l)sec’z dx = f sec’x doe — f sec’x dx

= }sec’ztag x — fsecx tagx — §In|secx + tag x| + C, integrando por partes.

23. f tag?2x sec®2x dx = r tag?® 2z sec’ 2z © sec 22 1ag 2x dx

= f (sec? 2x — 1) sec? 2:c._- sec 2x tag 2x dx

= f sec' 2x * sec 2x tag 2x dx — f sec® 2x » sec 2z tag 2x dx

= -ll—osec52x — rsec®2x + C

- 24, f cot’2x dx = f cot2x (csc*2x — 1)dr = —}cot'2x + Llnjesc2x + C
25. f cot*3z dx = f cot’3x (cse’3x — 1)dx = f cot® 3z csc? 3x dx — f cot? 3x dx
= f cot? 3x csc?3x dx — f {csc?3x — 1)dx = —%cot’3x + }eot3z + 2 + C
26. f esctzx dx = f ese*z (1 + cot*z)*dx

= fcsc’xdx + 2fcot’xcsc’a:d:c + f cot'x cac? x dx

—cotx — geot’r — feotx + C

21, ’ cot3x csc*3x dx = f cot 3z (1 + cot® 3x) cse® 3x dx
= f cot 3x esc?3x dx + f cot’3xr cse*3rdx = —}teol?3xr — freottdz + C
28. J cot*z ese*x dx = f cot?’Z csc'z *ecscxcotz dx = f (cse*xz — Dese'z * escx cotx dx

= fcsc"x-cscxcotxd:c - fcsc‘x-cscxcot:cda:

= —lcsc"x + fesclz + C

Problemas propuestos

29, [cos"a: dr = %x + i.sen 2r + C - 30. fsen’zx dxr = }cos’2x — %cos 2z + C
31. fscn‘2x dz = $z — ﬁsen 4 + LsenBx + C
32. fcos‘-%x dr = §x + Jsenx + Lsen2z + C

33. f sen"x de = %cos"x}— gcos’x + cos’x — cosx + C
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34. fcos‘*a:dx = i—%x + Fsenz + Zysen2z — Ql—gsen’z + C

35. f senfz cos’zdr = §sen’x — gsen®x + lsen'z + C -
36. fsen’x cos®zrdr = j}Jcos*zx — jcos’r + C

37. fscn’z cos’rdr = fcos'2x — Jecos2xr + C

38. fwn‘xcos‘zdz = g3z —sendx + }sen8z) + C
39. f sen2z cosdz dr = }cos2x — jcosbx + C
40. fcos3x cos2xdx = }senz + Jysenbz + C
41. fsenExScnxdz = {sendz - fzsen 6z + C
cos*z dx 1 A cos** z _
42, f 1 —senz = sen z + gsentx + C 43. sen® z =
4. J‘cosx = cscz—lcsc’x+C
sen'zx 3
45, f z(cos’z® —sen’z’) dr = l; (senz’ + cosz®)(4 +sen 2zt) + C

46. f tag*x dx = 4 tag’z + Injcosz| + C

47. f tag*3z sec 3z dz = }sec'8z — §sec3z + C

48. f tag®* z sec' z dzx $ ag¥'z + § tag”’z + C

49, f tag'z sec'zdzr = }tag'x + § tag*x + C 53. f csct 2z dx
4
secz
50. f cot?’zrdx = —}cot’z — Injsenz| + C 54. f(tag x> dz
51. fcot’xcsc‘xdx = —icot‘x—%cot‘z + C 55. J’cotx
cscx
52. fcot‘xcsc’x dr = —3}esc*z + fesc’z+ C 56. f lag x Vsecx dx
57. Aplicar la integracion por partes para deducir las formulas de reduccién
{a) fsec”‘udu = ml_lsec"l ’utagu+ fsec“‘ Ty du
" [ 1 m—1 2 m—1
(b) esc"udu = -— ese™ u cot u + cse™ 'u du
m—1 m—1

—-%cot”’x +C

11

[CAP. 27

— 4 cot 2z — %cot‘2x + C

_3 tag?x tag

—senx —csczx + C

2vsecz + C

+C
z

Aplicar las férmulas de reduccion por partes del Problema 57 para resolver los Problemas 58-60.

58. fsec’:: dr = J}secxtagz + }lln|secx+tagz| + C
59. fcsc?xd:c = —lecsc’zcotx — Fescxcotx + §Injcscx —cotz| + C
60. fsec‘:cd:c = ¢$sec'rtagr + f- sec’ztagzr + ftagz + C

3 tag®z + 3 tag’z + tagx + C



Capitulo 28

Cambios de variable trigonométricos

UN INTEGRANDO, que sea de una de las formas, va?— b%u®, Va? + b*u® o +/but— g%, se puede
transformar, si no contiene otro factor irracional, en otro formado a base de funciones trigonomé-
tricas de una nueva variable, efectuando los cambios siguientes:

Para hacer el cambio para obtener
va®— biu? u=—;:—senz avV'l—sen*z=acosz
va® + bu? u=—‘—;—tagz av'l +tag?z=asecz
Vb*u? — q* u=—Z—secz avsectz— 1 =gqtagz

En cada caso, la integracidén conduce a una expresién en funcién de la variable z. Para obtener
la solucién correspondiente en funcidn de la variable original no hay més que deshacer el cambio,
es decir tener en cuenta las relaciones pitagéricas en todo tridngulo rectangulo, como se indica
en los problemas resueltos.

Problemas resueltos
1. Calcular f _dz
x4+ x?

Haciendo x = 2 tag z; tendremos dx = 2 sec®zdzy /4 + x* = 2sec z.

f__._d"’_ = f 2 gec*z dz — lf secz ..
V4 + 2 (4 tag® 2)(2 sec 2) 4) tagz

= lj sen*z cogz dz = 1 +C = _.___M+ C Fig. 28-1
4 4senz 4z

2. Calicular f N dx .,
Vai—4

Haciendo x = 2 sec z; tendremos dx = 2secztagzdz y V' x* —4 = 2tag z.
’ x
2 2 ‘/ .
f L _dr = w@secztagzdz) = 4fsec’zdz w4
»— 4 2 tag 2z
= 2secztagz + 2In|secz+ tagz| + C’ z >

= Jayzr*—4 + 2In|x+ Va*—4| + C

Fig. 28-2
— : ]
3, Caicular f ————Vgx“ dz.

Haciendo x = %sen z; tendremos dx = —;—coszdz y V9 —4x®* = 3 cos z.

147
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VO = 4zt
f——g 4 e = 3cosz(§coszdz) = 3fc—°s——d

x $senz sen z
1 — sen?z i 2%
= 3y ———"dz = 3J csczdz—3J sen z dz
sen 2
z
= 3In|esez—cotz| + 3cosz + (' Vo -4

—VI—4dz o o8,
|3 : 4x +W+C Fxg.283

= 3ln

f dx
4. Caleular e ——

2V8 + 422

Haciendo x = -—;— tag z, tendremos dx = % sec?zdzy vV9 + 4x* = 3secz, %

- $sec?z dz _ %—fcsczdz

dx
J':t:\/9+d=ac’ 4tag 2+ 3 secz

3
V9+4x®* -3
= l1n|csu:z—cot;z|+C’ lln —L—‘+C .
3 3 x Fig. 28-4
5. Calcular f (16—2—5.):::')"' dx
Haciendo x = — sen z, tendremos dx =-—cosz dzy v/ 16 —9x* = 4 cos z.
4
(16 — 9x*)** dz = 64 cos’z 4coszdz _ 243 cos*z ,, 3
x° - % sent T 16 sen® z
sen
2
214_63 cot*zesetzdz = —284—03c0t’z + C . V16~ 9o
_ 243 (16 — 9=7)%2 = _ .1 (6—92%" Fig. 28-5
80 243x° G S 80 x* +C &
xidx zidx
6. Calcular f = f —_—.
V2z —a* V1 —«(x—1) .
Haciendo x — 1 = sen z, tendremos dx = cos z dz y /' 2x — x? = cos 2. z-1
' dx (1 + senz)* f \ z
—_— = ~—————coszdz = (1 + sen z)*dz ~— Vez—=o
J oz — g f oS 2 : : Tz
= f (3+2senz — Jcos2z)dz = 8z — 2cosz — }sen2z + C Fig. 28-6
= faresen(z~1) — 2V2x—2a! — z—1)V2x—2a* + C
= $arcsen(z—~1) — Jx+3)V2x—2? + C
J’ dx .
7. Calcular (dx* — 24z + 27)312 {4(x — 3)1 —opn”
Haciendo x —3 = % sec z, tendremos dx = —;— secztagzdzy Vd4x? —24x + 27 =3tagz.
[’ _ dgecz tag z dz
(4x* — 241: + 27)%3 27 taglz
L
= %fsen"z cosz dz 2% Ve — 24z + 27
1 z
= —1gosc z+ C
. z—3 Fig. 28-7

—= + C
9 dxr — 242 + 27
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Problemas propuestos

N
dx x
= +
J-(4—x')”' 44—zt ¢
Vs — «* V35 —
f—zi”x—"dx 5 In Lﬂ—” +VeE—2 +C
2 __ 2
10, f___dL = ____'a“x+c
et -2t Lyt
11, f\/:c’-i-'idz = Java*+4 + 2In(z+V2"+4) + C
' dx _ x _ z
12. f @ —x')”' = -—-E aresen a + C

13. f\/w'—jdx = javz'—4 — 2In|z+Vat—4| + C

\/x’+a’ \\/ at+zxt—a
14. f vzt +at + + C
.d Vat+ 2+ a

z' dx _ x?
18. f (4__ zs)sn - 12(4_ xl)a/: +C

x
= +
. [ i = st
dx _ 9—uot
R ey e R
18. r—\/éi—x—_- = %z\/x'—16+81n|a:+\/z’—-16]+0
. x*— 16

19. f 2Varl—atdx = %(a! — gt — %’. (a*— 2" + C

20. f——di—— = In(z—2+Vz*—4z+18) + C
at—4x+13

dx x—2
1. —_—— = —— + C
2 f (4x — xl)S/I 4 r-'—"""__4x T x’

_ 1 x x
2. f(9+a:')’ = e eyt oy O

Aplicar la integracién, por partes y el método de este capitulo, en la resolucién de los Problemas 23-24.

23. f x arcsen x dx (22*—1) arcsenz + txyl1—-2* + C

24, f xzarccosx dr = $(22°—1)arccosz — jzvVl—2* + C



Capitulo 29

Integraciéon por descomposicion en fracciones simples

UN POLINOMIO EN x es una funciéon de la forma ggx” + @, x"* + - + - + @,-1x + as, €n donde los
coeficientes son constantes, @y 7= O y n un nimero entero y positivo cualquiera, incluido el cero.

Si dos polinomios del mismo grado toman iguales valores numéricos para todos los valores
de la variable, los coeficientes de los términos de igual grado de ésta, en ambos polinomios, son
iguales.

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos tedricamente) como producto
de factores reales lineales, de la forma ax + b, y de factores cuadriticos reales irreducibles, de la
forma ax?® + bx + c. L

UNA FUNCION F(x) = jgr g; en la que f(x) y g(x) son polinomios recibe el nombre de fraccidn ra-
cional.
Si el grado de f(x} es menor que el de g(x), F(x) recibe el nombre de funcidén propia; en caso
contrario, F(x) se denomina impropia.

Toda fraccion racional impropia s¢ puede expresar (al menos teéricamente) como suma de un
x3 X"
Bl YT err
» x+1 xt+1

Toda fraccion racional propia se puede expresar (al menos tedricamente) como suma de frac-
ciones simples cuyos denominadores son de la forma (ax + b)" y (ax® + bx + c)", siendo n un
nimero entero y positivo. Atendiendo a la naturaleza de los factores del denominador, se pueden
considerar cuatro casos.

polinomio y una fraccion propia. Por ejemplo,

CASO 1. FACTORES LINEALES DISTINTOS

A cada factor lineal, ax + b, del denominador de una fraccién racional propia, le corresponde

una fraccion de la forma siendo A una constante a determinar.

ax +b’
(Ver Problemas 1-2.)

CASO II. FACTORES LINEALES IGUALES

A cada factor lineal, ax + b, que figure n veces en el denominador de una fraccién racional
propia, le corresponde una suma de n fracciones de'la forma

Al Az An
ax+b Tt T T by
siendo los numeradores canstantes a determinar.

+

(Ver Problemas 3-4.)
CASO III. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS

A cada factor cuadratico reducible, ax* + bx + ¢, que figure ¢n el denominador de una frac-
Ax + B

. B i
ey s——_ siendo 4 y B cons

cion racional propia, le corresponde una fraccion de la forma

tantes a determinar.
(Ver Problemas 5-6.)
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CASO IV. FACTORES CUADRATICOS IGUALES

A cada factor cuadritico irreducible, ax3 + bx + ¢, que se repita n veces en el denominador
de una fraccion racional propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma

Ax+B | Aw+Bi Axx + B
az?+bxr+c¢ = (ax?+ bz +c)? (ax?+ bz + ¢)®

siendo los valores de A y B constantes a determinar.
(Ver Problemas 7-8.)

Problemas resueltos

dz
1. Hallar f P—4-

(@) Descomposicion del denominado/en factores: x*—4 =(x—2)(x + 2).
1 A B . .
Por tanto 4 - T2 + PP quitando denominadores

Iy 1 = Ax+2)+B(x—2) obien (2) 1 = (4 + B)x + (24 —2B)

() Cilculo de las constantes,

Meétodo general. Se identifican los coeficientes de igual potencia de x en (2) y se resuelve el sistema de ecua-
ciones obtenido para determinar las constantes. Estoes, A + B=0y 24—2B=1; A=}y B=—}.

Meétodo abreviado. Se sustituyen en (1) los valores de x que anulen los denominadores de las fracciones.
Es decir, para x =2 y x = —2, obtenemos 1 =44 y 1= —4B, de donde, A =} y B = —}, como antes.

R ;

(¢) Hemos obtenido -4 - z-2 =32 o lo cual
dv _ 1( de 1 ( de _ 1., . 1 __1_a:-—2‘
-2 = 1) 7-2"1) z+3 = 4ln|a: 2| 4!ln|:|:+2|+C = 4'ln z72| + C
2, Calcular —Sﬁj—%ﬁi
e +1 A, B c
(a) 2* + 2*—6x = x(z-—2)(x+3).Portanto;,+—zz—,—__E = ;+x_—_2+ z+3 7

(1) z+1 = A(x—2)(x+3) + Bzx(zx+3)+Cx(x—2) o
(¢ z+1 = (A+B+Cx*+ (A+3B—2C)x — 64
(b) Método general.  Resolviendo el sistema de ecuaciones
A+B4+C=0, A+3B—2C=1 y —b4=1
obtenemos A = —1/6, B = 3/10, y C = —2/15.

Método abreviado. Sustituyendo en (1) los valores x =0, x = 2, y x = —3 obtenemos 1 = —64, o sea,
A=—1/6,3=10B 6 B=3/10, y —2 =15C 6 C = —2/I5.

(x+1)de _ J‘dz dx_ _ 2 dz
2*+z2*—6x 10 z—2 15 x+8

|x__2SII.
= —Elnlx| + Eln|z— 2| - —1n|a:+3| 4+ C = In |=|"'|1+3”"+ C

3. Calcular f 3"’+5)d"’

(c)

St —24+1°

A B C
-z —z+1 = (z+1Nz—1)% Tendremos;i__e';—tiﬁ = :|:+1+:v:—1+ =—1¢ 7

3z +5 = A(z—1 + Bz+1)(z—1) + Clz+1)
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Para x =—1,2 =44y A =}. Para x = 1,8 = 2C y C = 4. Para determinar las demas constantes, se sustituye
otro valor de x, por ejemplo, x = 0; parax = 0,5 = A — B + Cy B = —}, Por tanto,

3z+56 _ 1 de _ 1 dx r
fx’-—x’—x+1dz = 2) z+¥1 7 2 4) -

_ 1 _1 4 - __4 1 z+1
= 21n|x+1| 211’1 r—1 = ——:E—l +2ln|x—;—1|+C
4 pd —
4. Calcular f —%—x,—ldx.
-z
El integrando es una fraccién impropia. Dividie;{do,
—at=-z—-1 _ . - z+1 _ _x _ _z+a
83—t - xd—zx 23z — 1)

\ x+1 A B C

Descqmpomendo Ta—D ~ x tato—1- Tendremos,

x+1 = Ax(x— 1) + B(x—1) + Cx*
Parax=0,1 =-—ByB=—1. Parax—-l,,z—C Parax=2,3=24+B+4Cy A =—2. Porlanto,

f——“"’ﬁ_’;"ldx = fxdx+2fd—“+fd"—2f
r©—x z—1

= ot omp-Ll-2nmp-1+c = tae-Liom| 2|+
2 x 2 x xz—1
P+at+z+2
. Calar | EEEELE,
3 1
" . R 2 2+a*+x+2 _ Axz+B  Cz+D
2+ 32*+2 = (2*+ 1}x*+2). Conlo que T itz - A71 + o prar et De donde
B2 +2+2+2 = (Az+BNz*+2) + (Cz+ D)(x*+1)

il

(A+Cz* + (B+D)z* + (24 + C)x + (2B+ D)

Luego A+ C=1,B+D=1,24+ C=1,y 2B+ D =2, Resolviendo el sistema, 4 =0,B=1,C=1,D =0,
Es decir,

e’ tat2 dz zdzx 1 ,
fm‘d” 21T fz’+2_ = arctagz + gln@'+2) + C

. z*dz - .
6. Resolver la ecuacién f P g—— f k dt_que sc presenta en quimica fisica.

. .
Tendremos d = 4 B + (& a gt Por tanto,

at —xt a—x a+x a® + x? ‘
=A@+ x)@+x)+Ba—x)@+ x)+(Cx+ D)(a—x)(a + x)

Para x = g, a2’ = 44a*y A = 1/4a. Para x = —a, a® = 4Ba®* y B = 1/4aq. Para x = 0, 0 = Aa® + Ba® + Da® = a¥/2
+ Da* y D = —1/2. Para x = 2a, 4a® = 15Aa® — 5Ba®* — 6Ca® — 3Da*y C = 0. Asl, pues,

J’ #tde _ 1 (" dx_ + 1 de 1 dx
a*—2*  4a) a-=z da ) a+=x 2J) at+z?
- 1 1 -1 z
= yps Inle—z| + 4!aln la + = 2g BTe tag + C
y fkdt = kt = ——1—-1n|a+—z - -l—arctag£+ C
, 4a a—x 2a a

25— 2t + 42 — 4zt + Bz — 4
7. Calcular f @ T2y dz.

x8— x4 4+ 4x3 —4x2 4+ 8x — 4 Ax + B Cx+ D Ex + F
(x* + 2)° = xt + 2 +(x,+2), +(x’+2)" De donde
X3—x' 4+ 4x —4dx? + 8x —4 =(Ax+ B (x*+2)*+(Cx+ D (x*+2)+ Ex+ F
= Ax®* + Bx* 4+ (44 + C)x* 4+ (4B + D)x®
+ 44+ 2C+ E)x+ 4B+ 2D + F)

Tendremos
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secobtiecne 4 = 1,B=—1,C =0, D =0, E =4, F= 0. Asi, pues, la integral dada es igual a

1 zdx _ 1 . _ Ve z 1
f 2+2dx+4f(2+2)3 = 2ln(:v:-{‘-2) o arctag-—gﬂa—,—;—z)—,—+c
2z*+ 3
8. Calcular f (2:2—_+_l);d1.
2x* + 3 Ax+B , Czx+ D
Tendremos (x’+})"’ = 1 + @+ 1) . Por tanto .

2 +3 =(Ax+ B+ 1D+ Cx+D = Ax*+Bx*+ (A + Cx +(B+ D)
dedonde 4 =0,B=2, A+ C=0,B+ D=3 PortantodA=0,B=2,C=0,D=1y

222+ 3 * 2dx dx
LTS 4 — RLLE _or
(@ + 1) % 2+1 T f(x’+1)’

Aara la segunda integral del segundo miembro, hacemos x = tag z. Con lo cual

dx _ ec? z dz . 1 1
f(xz_[.__l)z = .I‘?—s?c‘_z—' fcos zdz = 2z+45e,n2z-+-C

y ‘(—i:::_-*_l)id:c = 2arctag:c +%arcldgx + %1—4-0 = —g—arctugz+%+ C
Problemas propuestos
0. [Eo = imidvc 12, f:fgi: dz = z+1In|(z+2z—4) + C
10, Jg%ﬁ: ;—ln x“’ +C 13. f B8l = |E2EdB” o
1. J';—,—%—Z = ln](x+1)(:c—4)‘|+C 14. f(“’;), = 1n|:v—2|—z%2+c
15. f—(l—f-qx—),dx = —fx' -z —In(l-2' - [+ 2(11x),+ c
16. x’L-fz_ z:c+1 + C 17. %dm = Inyz'+3 + arctagz + C
18. fx4—:3xi;jgx_i;:+3dx = %x’%- In \/Ta;ix:;‘ +C
19. Jé—f% = ln(x’+1)+ﬁ+c
20. J.%_:l—;“dx = 1n(x’+4)+%arctag%:c+ 2_+_4+C
21. f%ll),l-dz = ]n\/:z:’—-’r-l—%arclaga:—%<ﬁ—:il>+0
2. f”‘t:fi;;(‘;jff)*“ldx = ﬁ—;jle—;x‘ - %arc tag 2“1/%1+C
23. ‘ (:cf3++5’):::c_’ix2:j-53) der = ]n\/m + %arc tag E\_;—El - \/garc tag -\7——5--% C
T et B S e = s - Syt O
25. fﬁ = 3—tz+%ln g’;:g\A+C (Hacer e =u.)
26. J‘cosxsi;idca;s’x) = lnl%:s"’x + C ( Hacer cosx = u.)
7. f@*;“iggﬁezz’d” = ]n|1+tag0+%arclalg2—mg\—/_i—_——l+c



Capitulo 30

Diversos cambios de variable

INTEGRANDO RACIONAL de la forma:

1. Yau + b. Se transforma en racional mediante el cambio de variable au + b = z.

2. Vg +pu+ut Se transforma en racional mediante el cambio de variable g + pu + u?
= (z—u)

3. Vg4 pu—u?=+(a+ u)(f—u). Se transforma en racional mediante el cambio de va-
riable g 4+ pu — u? = (a + u)*z? o bien g 4+ pu — u® = (B — u)?z%.

/ (Ver Problemas 1-5.)

T

EL CAMBIO DE VARIABLE u« = 2 arc tag z transforma una funcién racional de sen u y COS # en una
funcion de z,

2z 1—22 2dz »

- = - _ by
senu = 1522’ COS%——mz‘, y du = ﬁ? ' 2 X 2z
u
Las dos primeras relaciones se deducen de la Fig. 30-1 y la tercera, diferen- 1—2t

ciando la expresion .
u = 2arctagz Fig. 30-1

Después de efectuar la integracion se deshace el cambio, es decir, z = tag }u, con objeto de ex-

presar el resultado en funcién de la variable original.
(Ver Problemas 6-10.)

OTROS CAMBIOS DE VARIABLE. Seglin la forma que presente el integrando se pueden aplicar otros
cambios de variable de suma utilidad en el calculo de integrales.
(Ver Problemas 11-12.)

Problemas resueltos

1. Calcu]arf L . Haciendo 1 — x = z% tendremos x =1 — 2%, dx = —2zdz, y
/1l—=z
T dx Sy Y & o
J _ 22(5;': I‘dz ‘:_ln1+z+0211\/1x+c
/1 -« (1~ 2%z 1 1- 1+vVi—z
2. Calcular J‘L— Haciendo x + 2 = 22, tendremos x = 22 —2,dx = 2zdz, ¥
(x—2) Vx+2
" oL B ’ 2:dz 2]' dz_ _ 1, —2“2\+c = L yz+2-2),
- 2zt — - 2. 2 +2 Vv 2
. (1_2)‘/;:_3 J oz(z2—4) J -4 x+2+
3. Calcular I‘de_'ﬁ . Haciendo x = z4, tendremos dx = 4z%dz y
J -
dx _ 4z°dz T2 _ I‘ 1
.fx‘”'—x T ) -z T 4,’ z—ldz - 4. <.z+1+z_1>dz
= 4d2*+z+nfz—1) + C = 2z + 4V + m(Va—1)* + C
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DIVERSOS CAMBIOS DE VARIABLE

4. CalcularJ _dx Haciendo x4+ x + 2 = (z— x)%, tendremos
zVx*+x+2
_ =2 _ 22+ 2+ 2)dz T -5 . 2+z:+2
= 1T ¥ T T arey o VETETZE Ty
2(z* '+2+42)
S == ,/7 = f (F2f g o= o d . 1, zovel, g
etz +2 22—2 2*+z+2 2t -2 z+ye |
1+2z 1+22
\/x +z+2+ 22— 4 C
\/2 "Vetzte +x+f
5. Calcular __xd:c__ Haciendo 5 — 4x —x® = (5 + x) {1l — x) = (1 — x)%2%, tendremos
(5— 4x — x?)¥2
|
_ -5 _ 12z dz _ 6z
T = T de = ———b(l+z’)” Vo—dzx—2* = (1—2x)z = 5 y
2 -5, _ 122
h xdx _ 1+ 2 (1+z’)’ _ 1 5
[ (5—4x—2%? f _2162° “ = 13 .f(l )%
1 .08
S - %<z+§>+c _ o s-
z 9V/5 — 4z — «*
2dz_
dx _ 1+ 22 J‘ dz _
6. f1+senz_cosz = fl o e A+ - Injzl — Inj1+z| + C
tire 12 ,
tag 4=z
= ] — = ———
‘1+ w2 (5 B 1+ tag iz (6
2dz f
dz _ 1+ 22 2dz 2
1. _3__2(:082: - fS 21_2; 1+ 522 —arctagz\fE—+C
1+ 2
= ———2\/garclag (\/5 tag \}x) + C
. . .
B.Jsecxd:cz 1+2 2 =2J 1n1+_z +C=ln£d—g—-&i+c
1-2 1+z 1—z’ 1- 1— tag =
= Inftag 3x+4in)| + C
2dz
1+ 22 dz 2 2
9. I—— = f . —arctag —— + C
J 2+ coszx 2+1—z’ 3+z V3 V3
1+ 22 .
= %arcmg (—— tag %x) + C
2 dz
10 J dx 1+z2 — 2dz _ 2 dz
) 5+ 4senx 5+8+522  5J (z+#*+ £
54+ 4 s
1+
2 z+4/6 2 b tag x + 4
= = ag =—— - ol t A< S
g arctag oo + C g arc tag 3 + C
11. Por medio del cambio de variable 1 — x* = z® calcular :c’\/l———z—" dz. x* = 1—22, 3x'dx = —2zdz,

f V1 — 2 dx

I

_.§ J‘ (1—2%)2"dz

21 (2+32%) + C

J /1 —x* 2 dx

___)+ c =

J‘(l —z8)z(—3%zdz) =

2
—
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s/ a L L
12. Haciendo x = %, ca]cu!arj A/xx‘—x dx. Tendremos dx = — %, VX —xt= —i— Vi—1,y
1 d
i (8)

= forr

1/z2¢

Haciendo z — 1 = s, tendremos

—f tyz—1dz = —f (8 + 1)s28ds = —2<%+§—’> +C

_2<(z _51)511 " (z— 1)3/2) to = _2<(1 — )3t " (1-~:c)”’> +c

3 515/! 3x3/2

It

Problemas propuestos

13, fl\/_ dr = 2yz — 2arctag Vx + C = 2In(l+vzx)+ C

J‘ dx
V(1 + V)
15. f3+\/m = 2Vz+2-6In3+Vx+2)+C

16. fl’__ VS 2SS +§-{\/3z+ —1n(1+\/3z+2)}+C

1+v3z+2
dx
17, f— = In{2Vx*—2z+1+2x—-1|+ C
Vei—z+1 l I
dx
18. f—— = 2arctag (Vx*+x2—1+2) + C
:c\/x’+z—
f— ‘/ — ot - pdy3/2
19. f = arcsenzx 1+C 5 J‘Lﬂd:\: = —M+C
V6+.r—z 5 z? 6z
— 1y 14 174
21. f(z+1)"'+(z+l)”' = 2@+ —4@E+DY + 4l + E+D") + C
x 2 2tag dzr + 1
22, fm = ﬁarc tag ‘/3_ + C
dx \/§ tag éx-—2—\/§
B Stz = +C
dx _ 1 3 tag j= + 1 f dx _ _
i Ers v e e A rEr s S
26 dx 1 ) 5“’8\}"“*'3 . fsenza‘z _ ﬁl tag ‘}"'+3_2\/-
% ) 5+ 3senz ~ 2CUE 4 1+ sen? 4 7 lagtye +3+2V2
dx _ z _ 2
28, T Tsenz T cosz = Injl1+tagdz| + C 29, f——z—cosx = ﬁarclag(\/ﬁtagf}x) + C
30. f senVz dz = -2\/;cosx/; + 2sen\fa_: + C
31 I—L = -—arc senl—_—i 4+ C  Hacer z=1/z.
xV3z' + 22 — 1 2z
32. (i-:-z)—e‘d:t = ¢ —3In(e*+1)+ C  Hacer e+1 =
N et +1
33. J‘_slen_zcﬂdz = co8z + In(l1 —coszx) + C Hacer cosz = z,
— €OS X ,
dx _ 41—z B
34. fm = T4z + C Hacer 2 = 2/2. _
—iz— - _1 l E f -_ S/s 372
3. .fxa{4+z.) = —4; tgarctag_+C 36 V1+ Vzde = $(1+Vz) 41 +vz)yr+C
f dz _ 2y/1+z ‘e
3(1—aY) — (5 +42)V1 -z 3Wi+z - Vi—=z



Capitulo 31

Integracién de funciones hiperbélicas

FORMULAS DE INTEGRACION

rsenhudu = coshu + C fsech’udu = taghu + C
fcoshudu = senhu + C fcsch’udu = —cothu + C
/
ftagh udu = Incoshu + C / fsechutaghudu = —gechu +C
fcothu du = Inj|senhu| + C [cschucothudu = —cschu + C
du - o du 1 a 3o
f_——u’+a’ = senh G+C T atagh a+C, w<a
'_ﬂ__ = 1% _duw _ _1 % 2 1
J = = cosh a C, u>a>0 T —a = g coth™ -+ C, u>a
Problemas resueltos
1. rsenh fxdz = 2coshix + C 3. f sech®*(2r—1)dr = } tagh 2x—1) + C
2 fcosh 2zdx = }senh2x + C 4. f csch3z coth3x dr = —}ecsch3z + C
- cosh z cosh z —
5. f sechz dx = f cosh® f—cosh’x mdm = are tag (senhz) + C
6. rsenhlx dx = -;-f(cosh 22 —1)de = }senh2z — 4z + C
7. f tagh? 2x dx = f (1 —sech®2x)de = =z — 4 tagh2z + C
8. fcosh’ drdzr = f (1 + senh?* 4x)coshxr dz = 2senhix + §senh® dx + C
9, fsech‘x dx = f {1 — tagh® x)sech’xdx = taghx — } tagh®z + C
x — x e'+€_' —_— l i t F3 — l‘, iz l
10. fe coshxdxr = fe<—_»2 >dz = 2J(e +1)dx = ed +2:c+C
11 f zsenhxdx = r x e e’ dx = lJ‘aze’da: - 1f:ce"da:
' . 2 2 2
— l 2 __ oy . l_ — -2 __ o= — €=+G_' -— e—e*
—2(ze e*) 2(ze e)+C—x< 2 ) 3 + C

zcoshx — senhz + C
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= seosh 2 4 C

12 f__d.?__
* ]/49::_9 2

INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS

dz _ _ _ 1 ...
13. f9:c’—25 = 15coth 3 + C

14. Calcular f 4/x* + 4dx. Haciendo x = 2 senh z, tendremos dx = 2coshzdz, v/x* + 4 =2coshz, y

f\/mdx;-

4 f cosh? z dz

I

15. Calcular f dix
xV/1—x%

_ f sech z tagh z ;
sech z tagh z

2senhzcoshz + 22 + C =

2f (cosh2z + 1)dz = senh2z + 2z + C

ix\/x'+4 + 2senh™' 4z + C

Haciendo x = sech z, tendremos dx = —sech ztagh zdz, 1 — x* =tagh z, y

-2+ C = —sech”iz + C

-

Problemas propuestos

16. fsenh3:c dz = }cosh3z + C

4senhir + C

17. f coshlz dz =

18. f cothjz dr = §Injsenhiz| + C
19, fcsch‘(1+3x)dx =

20. f sech 2x tagh 2x dxz =

—%coth(l1+3x) + C

—4 sech2z + C

22, f cosh*ix dz = {(senhxz+2z) + C

23. f coth*3rdx = x — 4 coth3xz + C

24, f senh*x dxr = } cosh’z — coshz + C
25. f €¢* senh x d=x 1 — 42 + C

26. r e*coshzxdx = }e* + e + C

21. f eschxdz = In ‘\/M + C 27. f xcoshzdr = =xsenhx — coshzx + C
coshz +1
28, fx'senhxdx = (x*+2)coshx -~ 2xsenhx + C

29. f senh®z cosh*x da =

30. f senh z Incosh*z dx =

dx x
1. = 12
3 f S senh 3 + C
dx
32. f—— = cosh” Ly
Vat—25 5
de  _ 1.3
33. f i—97 = gmehizz +C
dz = _1 14
34. flGx’—Q = —jpeothizz + C

: f\/x’-Qda: = —x\/a:’ 9-——cosh 1z

4 cosh’z — } cosh’z + C

coshz(lncosh*x — 2) + C

z—1

36. J‘_dx_ = senh! + C
\/x'—2x+1

37. f = —-lcoth" x+§> + C
4 +12z+ 5 12a:+5 4 2
_xt = Al __ =

38. f (x,+4)mdx = senh 53 o + C

: : ]
39. f Vxxj-ldx = senh"ly — 1:” +C

+C

[CAP. 31



Capitulo 32

Aplicaciones de las integrales indefinidas

CONOCIENDO Ia ecuacion de una curva, y = f(x), la pendiente m de la tangente a ella en uno de sus
puntos, P(x, y), viene dada por m = f'(x). Reciprocamente, si la pendiente de la tangente en un
punto, P(x, y), de una curva es m = dy/dx = f'(x) se puede hallar, por integracién, una familia
de curvas, y = f(x) + C. Para determinar una de ellas en particular es necesario asignar o determi-
nar el valor de la constante C. Esto se puede realizar obligando a que la curva pase por el punto dado.

(Ver Problemas 1-4.)

UNA ECUACION s = (1), siendo s ¢l espacio y ¢ el tiempo, define de forma completa ¢l movimiento
rectilineo de un cuerpo con respecto a un punto fijo, razén por la cual se denomina ley del mo-
vimiento. La velocidad y la aceleracion vendran dadas, en funcion del tiempo ¢, por

ds , dv  d*s "
= — = t = e——= =
v=2 =0y a=5=S0=r0
Reciprocamente, si se conoce la velocidad (aceleracion) en funcién del tiempo ¢ y la posicidn (posi-
cion y velocidad) en un instante dado, normalmente el instante inicial 1 = 0, se puede obtener la
ley del movimiento. '
(Ver Problemas 7-10.)

Problemas resueltos

1. Hallar la ecuaciéon de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de signo contrario al doble de
la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1).

Se sabe que dy/dx = —2x. Por tanto, dy = —2x dx, j dy = J —2xdx, e y = —x'+4 C.Esta ¢sla ecua-
cién de una familia de parabolas.

Sustituyendo x == 1, y = 1 en la ecuacién de la familia, 1 = —1 4+ C y C =2,
La ecuacién de la curva de la familia que pasa por el punto (1,1) es y = —x* + 2.

2. Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente en un punto, P(x, y), es m = 3x?y y determinar la curva de
la familia que pasa por el punto (0, 8).

@
dx

Parax =0 e y =8, 8 =ce® =c. Laecuacién de la curva pedida es y = 8¢*’.

d.
m= = 3x% o 7y=3x’dx. Portanto Iny =x*+ C=x3+Inc¢c e y = ce*s.

3. Hallar la ecuacion de Ia curva que pasa por el punto (1, 1) y es tangente a la recta x + 12y = 13 en dicho punto, sabiendo
que en cualquier punto de ella se verifica y'' = x* — 1.
dy d ., d _ . ,_ x°
T E(y)—x — 1. Por tanto j F;(y)dx— I(x —1dxe y = 3 x + Ci.
Enel punto(l, 1) la pendiente y* de Ia curva es igual a la pendiente, —'/,,, de la recta. Por tanto, —/;, = 4 — 1 + C;
C; = 7/,4, con o cual

;_dyul 3 7 = 1 3 7 — 1 4_i2 l

y—E——j—x-x+ﬁ,'[dy—j(7x——x+lz)dx,y—ux 2.J\:-}—12x+Cz
1 1 7 _ 5 ., . N 1, 7 5

En(l,l),l=—ﬁ—7+l—2—+C,yC,——6—. Laecuacnonpedldaesy——ﬁx —-—2—x + l2x+ 5

4. La familia de curvas ortogonales a un sistema de curvas dado es otro sistema de curvas en el que cada una de ellas corta
en angulo recto a cualquiera de la familia dada. Hallar 1a ecuacién de la familia de curvas ortogonales a [a familia de
hipérbolas x* —y? = ¢,
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En un punto cualquiera, P(x, y), la pendiente de Ia hipérbola que pasa por él es m, = x/y y, por tanto, la pendiente

de la curva ortogonal que pasa por P serd, m, = dy/dx = —y/x. Asi pues,
d dx
7’ =—=, Inlyl=—Inixl+IC ¥y |x=C

La ecuacion pedida es xy = +C’ o, simplemente, xy = C,

5. El incremento respecto del tismpo de una cierta magnitud ¢ es proporcional al valor de dicha magnitud. Sabiendo que
en ¢l instante inicial 7 = 0, ¢ = 25, y que en el instante ¢ = 2, g = 75, hallar el valor de ¢ en ¢l instante ¢ = 6.

Como ;ﬁ; kq, tendremos dT kdt. Dedonde Ing =kt + Inc osea, g = ce®

Para t =0, g = 25 = cg® = c; 0sea, q = 258,
Parat =2, g = 25¢* =75, esdecir, e =3=¢"0 y k=055
Para t = 6, g = 25¢>%% = 25¢’-’ = 25(e*")? = 25Q27) = 675.

6. La velocidad con que una sustancia se transforma en otra es proporcional a la cantidad que, queda sin transformar.
Sabiendo que la cantidad de sustancia inicialmente presente es igual a 50 y que en el instante £ = 3 es igual a 25, hallar
el tiempo que transcurre hasta que la cantidad que queda sin transformar sea igual a ¥/, de la inicial.

Si representamos por ¢ la cantidad transformada en tiempo ¢; entonces

dq
50—

da _
o =50 —0)

Para +=0,4=0 y c=50; portanto, 50 —q = 50e%.
Para t =3, 50 —q = 25 = 50e~%*; esdecir, e * =05 =¢% k =023, y 50 — g = 50e %,
Cuando la cantidad sin transformar es 5, 50e %2 =5; osea,e ™ =0,1 =¢™*% y (=10

q=kdt, In(50 —q) = —kt +Inc, y 50—q=de™

7. Selanza una pelota rodando por una superficie horizontal con una velocidad inicial de 25 metros por segundo. Debido
al rozamiento, la velocidad disminuye a razén de 6 metros por segundo cada segundo. Hallar el espacio que recorrerd
la pelota hasta detenerse.

—:%—-—6 y v=—6t+C,. Parat=0,v =25, portanto C;, =25 y v=—6¢+ 25.
v=dsldt=—6t+25y s=-=-34*+25t+C,. Parat=0,5s=0; portanto C, =0 y s =-—3*14 25¢.
Para v = 0, t = 25/6, es decir, la pelota rueda durante 25/6 seg hasta que se detiene.

Para t = 25/6, s = -—3(25/6)* + 25(25/6) = —625/12 + 625/6 = 625/12 m.

8. Desde un globo en reposo situado a una altura de 3 000 metros sobre la tierra, se lanza un objeto verticalmente hacia
abajo con una velocidad inicial de 15 metros por segundo.

Suponiendo que la aceleracion de la gravedad, g, es de 10 metros por segundo cada segundo, hallar la posicién
del objeto, y su velocidad, 20 segundos después de iniciado el descenso.

Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, cuando el objeto abandone el globo,
a = dvldt = —10 m/s?, de donde v = —10t 4 C,

Para f = 0, v = —15; por tanto, C; = —15. En estas condiciones v = ds/dt = —10t — 15, de donde

s =-=5r— 15t + C..

Para ¢ = 0, s = 3 000; por tanto, C; = 3 000, con lo que s = —5¢2 — 15¢ + 3 000.

Para ¢t = 20, s = —5(20)®* — 15(20) + 3000 = 700 y v = —10(20) — 15 = —215.

Al cabo de 20 seguados, ¢l objeto esta a una altura de 700 metros sobre la tierra y su velocidad es de 215 mys.

9. Desde un globo que se eleva a una velocidad de 15 metros por segundo, se deja caer un objeto cuando Ia altura de aquél
sobre la tierra es de 200 metros. Hallar, suponiendo el valor de 10 metros por segundo cada segundo para la aceleracién
de la gravedad, g:

(@) la mdxima altura sobre la tierra a la que llega a estar el objeto.
(b) el tiempo que esti el objeto en el aire.
{c) la velocidad del objeto cuando llega al suelo.

Tomando la vertical hacia arriba.como sentido positivo, tendremos:
a = dvjdt = —10 m/s?, de donde v = —10¢t + C,

Para? = 0, v = 15; por tanto C, = 15. En estas condiciones v = ds/dt = —10t+415, con lo que 5 = —5¢*+15¢+C,.
Para t = 0, s = 200; por tanto, C, = 200, dec donde s = —5¢* 4+ 15¢ 4 200.

(@) Cuando v =0, ¢ =3/2 y s = —5(3/2)* + 15(3/2) + 200 = 211,25. La méaxima altura alcanzada por el objeto
es de 211,25 metros.

() Cuando s = 0, —5¢* + 15¢ + 200 = 0, de donde ¢ = 8. El objeto estd en el aire durante 8 segundos.

{¢) Cuando ¢ =8, v = —10(8) + 15 = —65. El objeto llega al suelo con una velocidad de 65 m/s.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18,

19.

20.

21.

La velocidad con que sale el agua por un orificio situado a una distancia de & metros con respecto a la superficie
es 0,61/ 2gh metros por segundo, siendo la aceleracién de la gravedad de 9,8 metros por segundo cada segundo. Hallar
el tiempo que tardara en vaciarse un depésito cilindrico de 1,5 metros de altura y 30 centimetros de radio a través de un
orificio de 2 centimetros de didmetro situado en el fondo.

Sea 4 la profundidad del agua en el instante ¢. El agua qﬁsale en un tiempo df, forma un cilindro de vdr metros
de altura, 0,01 metros de radio y 7(0,01)* v dr = 0,62(0,01)2\/2gh dt metros cubicos de volumen.

Si llamamos —dh al descenso de la superficie del agua, la disminucién de volumen es —n(0,3)*dh metros cibicos.
Por tanto, 0,6:2(0,01)% - 4,42/ h dt = —n(0,3)*dh, o sea, dt = —(340 dh)/ v/ h, de donde 1 = —680 vVh+ C.Parat =0,

h=1,5y C = 680+/1,5; por tanto, 1 = —680 \/h + 680 A/1,5. Cuando el depbsito esté vacio, s = 0, y t — 6804/1.,5
seg = 14 min, aproximadamente.

Problemas propuestos

Hallar la ecuacién de la familia de curvas cuya pendiente es la indicada y la ecuacion de la curva de la familia que pasa
por el punto dado.

(@ m=dx; 1,5) © m=E—1)% G0 () m=xly; (4,2) (&) m=2lx; (2,8
) m=Vx;(5,18) @ m=1/x* (1,2 () m=xy; 3,2 W m=xy/(d + x1;3,9)
Sol. (@ y=2x*+C; y=2x2+3 e) xt—y2=C; x*—y*=12
by 3y =2x¥* 4+ C; 3y = 2x¥? (f) I =4x*+C; Iyt =4x* — 60
© dy=(x—1)+C;4p=(x—1)*—16 (g y=Cx®, y=2x*
d xy=Cx—1; xy =3x—1 () »*=Cd + x; 2y* =501 + x9)
(a) Hallar la ecuacion de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2,6) en el que la pendiente es igual a 10 y que, en
cualquier punto de ella, se verifica que y’’ = 2. Sol. y = x* + 6x — 10.
(b) Hallar la ecuacion de una curva sabiendo que pasa por el punto P(1,0) en el que la pendiente es igual a 4 y que,
en cualquiera de sus puntos, se verifica y’’ = 6x — 8, Sol. y = x* —4x* + 9x — 6.

Una particula con movimiento rectilineo, parte del origen O, en el instante £ = 0, con una veiocidad v. Hallar el espacio
recorrido por la particula durante el intervalo ¢ = ¢, hasta ¢t = ¢,:

@ v=4+1;04 (€) v=23r+ 21, 2,4 (&) v=2r—2;0,5

b v=6+3;1,3 @ v=+1+5;49 () v=r—3++2,0,4

Sol. (a) 36, (b) 30, (¢) 68, (d) 37%, (e) 17, (f) 17/3.

Hallar la ecuacién de la familia de curvas cuya subtangente en un punto cualquiera sea igual al doble de la abscisa en
ese punto. Sol. y* = Cx.

Hallar la ecuacién de la familia de curvas ortogonales a la familia de pardbolas y* = 2x + C. Sol. y = Ce-3*,

Una particula con movimiento rectilineo parte del origen (en t+ = 0) con una velocidad inicial v, y aceleracién a. Ha-
Ilar la posicién s en funcién del tiempo ¢ (ley del movimiento).

@ a=32;v,=2 b)) a=-—32; v, =96 () a=1282 4 6t; vy = —3 @ a=1/A/t;vy,=24
Sol. (@) s=16*+ 2 (b) s = —161* + 96¢ € s=+2—3% d s=4(@2+30

Un vehiculo lleva una velocidad de 15 kilémetros por hora y frena a razéon de 0,8 metros por segundo en cada segundo.
Hallar el espacio que recorre antes de detenerse. Sol. 11 metros.

Se lanza verticalmente hacia arriba una particula desde un punto situado a una altura de 40 metros sobre el suelo con
una velocidad inicial de 30 metros por segundo. Hallar (@) la velocidad de la particula cuando estd a una altura,
de R0 metros, (b) el tiempo que tardard en alcanzar la méxima altura, (c) la velocidad de la particula al llegar al suelo.
Témese g = 10 m/st, Sol. (a)I0 m/s, (b) 45, (c) 41,2 m/s.

Un bloque de hielo desliza hacia abajo por una pendiente con una aceleracién de 4 metros por segundo al cuadrado.
La pendiente tiene 60 metros de longitud y ¢l bloque emplea en bajar 5 segundos. Hallar la velocidad inicial del bloque
y la velocidad que lleva cuando diste 20 metros del fin de la pendiente. Sol. 2 m/s; 18 m/s.

Hallar la aceleracién constante que debe tener una particula para (a) recorrer 50 metros en 5 segundos, (b) detenerla
en un espacio de 15 metros desde el instante en que su velocidad es de 45 metros por segundo. Sol. (a) 4 m/s?,
(b) —67,5 m/st.

La ley del crecimiento de una cierta bacteria viene dada por dN/dt = 0,25N. Sabiendo que inicialmente N = 200
hallar N en el instante ¢t = 8. Sol. 1478.



Capitulo 33

Integral definida

INTEGRAL DEFINIDA, Sea la funcion f{x) continua en el intervalo cerrado a < x < b. Consideremos
el intervalo dividido en n subintervalos h,, h,, ..., h,, mediante los (n — 1) puntos &, &,, ...,
En—y, siendo @ < & < &, <0 - < &, < b y representemos ahora el punto a por & y el b
por &,.. A las longitudes de los subintervalos #,, #,, .. ., ., las denominamos 4,x = & — &,, 4,x

a o X2 T z. b
L l ] | L | | ] | | IL

|
| —I Az I A2 I r Ar® I l Axx
0 o £ 2 £k—1 £k fn—1 §n

Fig. 33-1

=&, — &, ..., dax = &, — &, -4, respectivamente. (Estas distancias se consideran con signo, siendo
positivas cuando estan de acuerdo con la desigualdad anterior.) Elijamos en cada subintervalo
un punto; x; en Ay, x, en Ay, ..., Xa €n h, y formemos la suma

Q)] Sy = 2 Jxi) dwx = f0) dix + fxg) Agx + - -+ + f(xn) dax
k-1

en la que cada término es igual al producto de la longitud del subintervalo por un valor de la fun-
cion en el punto elegido del mismo. Sea A, la longitud del mayor de los subintervalos que figuran
en (i) y supongamos que el numero de estos aumenta indefinidamente de forma que 4,— 0. (Una
forma de conseguirlo seria dividiendo los subintervalos iniciales en dos partes, cada una de ellas
en otras dos, y asi sucesivamente.) En estas condiciones,

n
(ii) lim S, = lim Y f(x0) axx
n->40 n->4 k-1
existe y su valor es independiente de la forma de subdividir el intervalo @ < x < b siempre que
A, 2 0, y del punto xi elegido en los subintervalos.

La demostracion de este teorema queda fuera del propdsito de este libro. En los Problemas 1-3
se halla este limite en el caso de funciones f{x) convenientemente elegidos. Se comprendera, sin
embargo, que este procedimiento no se puede aplicar en la practica con una funcidn cualquiera.
Ademas, con objeto de poder efectuar los calculos que aqui figuran es necesario dar alguna relacion
entre las longitudes de los subintervalos (a los que supondremos todos de igual longitud) y seguir
algan criterio en la eleccidn del punto de cada subintervalo (por ejemplo, elegir el extremo izquierdo,
el derecho o el punto medio de cada subintervalo).

Por convenio, se escribe

[* feydx = lim S, = lim 3 iz dux

LR T

b
El simbolo J f(x) dx se lee «integral definida de f(x) con respecto a x, desde x = a a x = b».
La funcidn f(x) recibe el nombre de integrando y a y b el de limites inferior y superior de integracion,
respectivamente,

(Ver Problemas 1-3.)

162
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de inte-
gracion a << x < b:

o (" fwyde = —faf(x)dx

=

b 7 b
j ¢cflxydx = cj f(x)dx, siendo ¢ una constante.
o o 5
Ver demostraciones en ¢l Problema 4.

4. f {f(x) x)) dx f f(x)dx = J‘bg(a;) dx
5. J: f(x) dr + j; f(x)dx = j; f(x)dx, cvandoa <c¢ <b

6. Primer teorema del valor medio:

f f(x)dx = (b—a)f(xe) paraal menos un valor x = x,entre ay b.
¢ Ver demostracion en el Problema 5.

7. Si Fu) = f"f(x) dx, se verifica di; Fu) = f(u). Ver demostracién en el Problema 6.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULQO INTEGRAL. Regla de Barrow. Si f (x) es continua
en el intervalo cerrado a << x < b, y F(x) es la primitiva o integral indefinida da f(x), se verifica

f “Hoyde = F@)| = F®) - F)

Ver demostracion en €l Problema 7.

Ejemplo 1: . T
(a) Seaf(x) = c, una constante, y F(x) = cx; tendremos f cdr = ex| = clb—a)
: 1, 25 25
(b) Seaf(x) = xy F(x) = }x?; tendremos rdx = 5 =5 0 = 5
o
0
3 1 P
(c) Seaf(x) = x*y F(x) = }x*; tendremos f 2dxr = ZI* = % _% = 920.
Y1 1

Compirese este resultado con cl de los Problemas 1-3. Se deja para el alumno la demostracion de que para obtener
el valor de (¢), siendo F(x) = }x* + C, se puede utilizar una primitiva o integral indefinida cualquiera de f(x).

(Ver Problemas 8-20.)

TEOREMA DE BLISS. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo cerrado @ < x <{ b y se divide, como
antes, este intervalo en subintervalos eligiendo dos puntos en cada uno de ellos (es decir, xx y X,

en el k-ésimo subintervalo), se verifica:
lim X f(x) - g(x?) ax f f(z) - g(z
n—++wk=1

Observemos en primer lugar que el teorema es cierto si los puntos xx y x, son idénticos. El va-
lor del teorema reside en que cuando los puntos de cada subintervalo son distintos el resultado
es €]l mismo que cuando coinciden. Para probar la validez del teorema, tendremos

$iwy-gepme = B -ayae + 3 fw) o) - oe) aa

y observando que cuando n-> -} oo (esto es, Axx -» 0), xx y x, tienden a confundirse y al ser g(x)
continua, g(x,) — glxx)— 0.
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Problemas resueltos

Hallar en los Problemas 1-3 las integrales definidas estableciendo el valor S, y calculando su

limite cuando n— +co.
. :
1. J ¢ dx = c(b — a), siendo ¢ una constante.

Dividamos el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitud Ax = (b — a)/n. Como el integrando es f(x) = ¢,
resulta f(x,) = ¢, cualquiera que sea el punto x, del k-enésimo subintervalo y, por tanto,

S. = kglf(a:u)Aua: = kgl clAxg) = {c+e+--Fe)dx) = ne+Axr = ncb;a = ¢b—a)
) .
Luego f cde = lim S. = Ilim ¢b—a) = cb—a)
a n—+ +ow n—+ +w
L]
2. f xdzx = 25/2.
L}
0 T X Tk Ln-1 Ta
| A I I || || 15
Tazlazl 1 | lazi L
bo & b2 3 &4 -1 bn—2 fn—1 £n

Fig. 33-2

Dividamos el intervalo 0 < x < 5 en # subintervalos de longitud Adx = 5/n. Eligiendo los puntos x; coincidiendo
con el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, x, = dx, x, = 2 Ax, ..., xu = 1 Ax, tendremos

2
» n 1
Se = Sfaghz = Skeaz)ar = (L+2+ - +m@zr = MREDISN §<1+—>
K=1 K=1 2 n 2 n
-3
y f zdx = lim S. = lim gzé(l+l>
A ne— +ew ne t+« n
a
3. f x*dzx = 20.

' Dividir el intervalo 1 < x < 3 en n subintervalos de longitud Ax = 2/n

I. Tomemos los puntos x; coincidiendo con el extremo izquierdo de cada subintervalo, como se indica en la Fig, 33-3,
es decir, x, =1, x; =14+ Ax, ..., x, = 1 + (n — 1) Ax. En estas condiciones,

S. = kglf(a:x)m‘n = zleAx + zlebx + -0 + 2lAx
= 1+ QQ+axP + Q4282+ --- + {1+ (n—1)ax}% ax

= m+ 3142+ - +m—1)ax + {1242+ -« + (n—1)?} (Az)?
+ {12420+ -+ (n—1)%) (ax)'] Az

_ l)n n—1Dn@n~1)/ 2\* (n—l)’
- [" ( >+3 1-2-3 (') d-2r ( >]
2 (6——) (8——+ ) (4——+—> 20-2-6—+i2
n n

) fxd I (20—g§+8> = 20
ne tow

1

XD ox: oz X X Tx 3
A T [
Az | Az ! Ax ) I Ax | | { |
o &1 &2 &3 k-1 £x fn—-1 &n
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125 X2 X3 X Xn 3
|I111L| 119 [ I
lazTAz | ax ¥ i \ | N B
{0 £1 2 & E—1 & fn—1 &n
Fig. 33-4
II. Toanemos los puntos x; coincidiendo con los puntos medios de los subintervalos, como sc indica en la Fig. 33-4;
es decir,
2n—-1
=1+ 34, 22 =1 +3ax, ..., z. =1+ 3 Az. Tendrcmos
. on—1_ Y
S. = (1+ 3ax)® + (1 +3Az) + --- + 1+ 2 Az Ax

{1 + 3()az + 33 (a2 + (3 (a2} + {1 + 3@)Aa2) + 3(3)" (a2)” + @ (a2} +

2n—1 on—1\' .,  [2n—1Y 3]
+{1+3< n2 )(Aw) 4-3(-2—) (Ax) +< 3 )(Ax)} Ax
2 3 (2 : 1 ans 2 ) 1o nf2 ‘
n(;) + E'n (;) +Z(4n —n)(n> + 8(211 n)(n>
2 2 _ _ 4
2+6+<8—;,)+<4—;,> = 20 o

Y e i 4Y = 20
y .fxdx = "HTE 20—;13 =

1

4. Demostrar que:

(@) f f(x) dx = 0. La longitud del intervalo de integracidn es 0; luego Ax =0, S, =0,y

a n=+w
i i i il g b s A B b
} ¥ L] T T 1 T 1 T T 1 T ¥ ¥
o & £ -1 & fn-1 &n £ - & - s fo
Fig. 33-5 Fig. 33-6

b . -]
» f f(x) dx = _f J(x) dx. Para la integral dcl primer miembro, dividamos el intervalo a < x < b de forma que
e ®
los puntos x; sean los indicados en la Fig, 33-5, Para la integral del segundo miembro, elegimos el intervalo
(Fig. 33-6) exactamente igual al anterior, excepto gue los puntos &, y x; se numeran de derecha a izquierda en lugar
de izquierda a derecha. En estas condiciones, el valor de S, a partir de lo indicado en la Fig. 33-5 serd igual al

calculado a partir de la Fig. 33-6, salvo que los signos de A,x son positivos en el primer caso, y negativos en el
segundo. Asi pues,

fb f@) dz = —f;(:)@.

] b
(c)f c f(x)dx = f f(x) dx, Efectuando apropiadamente la subdivision del intervalo y 1a eleccion de los puntos

d-e los subinlervalo;,
S = Fcflz)ax = ¢ kEl flax) Az
k=1 =

De dond b " b
onde f eflx)dx = ¢ lim 3 flx) Aez = cf f(x) dz

n— +x k=1
a

5. Demostrar el primer teorema- del valor medio del cilculo integral: Si f(x) es continua en el mtervalo a<x=<b,se
verifica: J- f(x) dx = (b —a) *f(x,) al menos para un valor x = x, comprendido entre a y b.
El teorema es cierto [ver Ejemplo 1 (a)] cuando f(x) = ¢, una constante. En los demds casos, sean m y M el minimo

y el maximo absolutos, respectivamente, de f(x) en el intervalo a < x < b. Realizando de forma conveniente la subdi-
vision del intervalo y la eleccion de los puntos de los subintervalos,
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n n n
Smae < D fla) Az < 3 MAx
k=1 k=1 k=1

.fbmdx < fbf(a:)dx < fbMda:

b
mb—a) < ff(:r.)dx < M(b—a)

Ahora bien, cuando n—» 4+ w, tenemos

que, por ¢l Problema I, se transforma en

Por tanto m < —f flx)de < M

f f(x) dx = N, siendo N un numero comprendido entre m y M. Como f(x) es continua en el

de forma que

intervaloa < x < b, tomaré al menos una vez, todos los valores comprendldos entre nm y M (ver Teorema I, Capitulo 3).
Por consiguiente, debe existir un valor de x, x = x,, para el cual f(x,) = N, Asi pues,

1 i oy ’ _ h g
- f feyde = N = flzg ¥ f f@dz = (b—a)f(zo)

Demostrar que si F(u) = f Sf(x) dx, se verifica -;;F(u) = flu).

Para calcular la derivada, pondremos

utdw L]
Flu+Au) — F{u) = f flzydx — f f(z) dx

y segun las Propiedades 2, 5 y 6, llegamos a
w+au u+An
f flx)dx + f flx) dx f f(x) dx

= (uo) Au, siendo u < w0 < u+ Au

F(u-+Au) — F(w

Por tanto
Flu+Au) — Flu) _ dF . Futaw) —F) _ = flu
Au = flua) Y AT Au Alun—'vlo 4 A
ya que cuando du— 0, u,— u.
Esta propiedad se suele expresar en la forma:
(i) Si Fix) = f f(x) dx, se verifica F'(x) = f(x).

El haber empleado la letra v en el desarrollo anterior, es debido a evitar toda confusién entre las diversas x. Obsérvese
en (i) que F(x) es una funcién del limite superior de integraciéon x y no de la letra x que figura en el integrando f(x) dx.
En otras palabras, esta propiedad también se puede expresar en la forma:

Si Flx) = f fitydr, se verifica F'(x) = f(x).

De (i) se deduce que F(x) es simplemente una primitiva ¢ integral indefinida de f(x).

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y si F(x) es una integral indefinida de f(x), se verifica
f f(x)de = F(b) — F(a)
Apllcando la 1dltima expresién del Problema 6
f flxYde = F(z) + C
Cuando el limite superior de integraciér: es x = a, tenemos
f flx)de = 0 = F(a) + C y C = —F(a)
Asi pues, f J(x)dx = F(x)-—F(a) y cuando ¢l limite superior de integracién es x = b, tenemos lo que queremos

demostrar, »
I fleyde = F(b) — F(a)
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Aplicar el teorema fundamental del calculo integral o regla de Barrow para calcular las integrales siguientes.

! 3 4«1
8. J'(2x’—:c“)dx = [21—‘&] = (Z-l _ _Z_.l_> =~ 4
- 3 4] 371 314 3
11 1, 17 1
9,[”_>d:[_-_ - 1IN (1, 1) _ 10
J \F7F)Y z 12| 1+3 3118 9

10. f:% = 2\/5:1 = 2/1—-V1) = 2

3 3
11. f e dx = —2e“’/’] = —2(e¥ —¢e) = 49904
-3 -2
-10 d:c -10
12- f = = — —
L Tt2 In |x+2|:|_6 In8 — Ind In2
~3T/4 3T/4
13. J seng dr = —cosz:I = = —%\/'2__0> = %‘[2‘
Wit w

: dx 1 1 T 11 1 1
14. — = = = = Z|Zpg —{ —= = =
J:’x’+4 2”““2"]_, 2[4" ( 4”)] rid

-3 -3

. S 1 —

15, f \/?c*—4dx = [E:v\/x’—4—21n|x+\/x'—-4|} = -g—v2l —%ﬁ—zlns \/E
-5 -5 b—val
* de 1. |z—3|T _ 1/, 1 1

s [ = iR, = F(mgome) = fwos

1

17. J"lnxdx = [mlnx—x] = (¢elne—¢) —(In1—-1) = 1
1

[ ]
18. Calcularj xydx siendo x = 6cosf,y = 2s8en0,

Expresando x, y, dx, en funcién del pardmetro 8 y 48, y escribiendo los nuevos limites de integracidn correspon-
dientes a los valores del pardmetro, se halla la integral que resulta.

dx = —6sen 8 df. Cuando x = 6cos 8 = 6, 8 = 0; y cuando x = 6 cos 6 = 3, @ = n/3. Luego

] ]
f xydx = f {6 cos #)(2 sen 9)(— 6 sen g) do

3 e
[ ] 0
= -72f sentdcosede = -—24 sen’a] = —24{0 — (\/5/2)’} = 9\/_§
w/3 /s
2dz
/3 —_—————
de de 1+2 2dz
19.C f __de f __ds f _1+t2 [ 2dz
alcular 5+ dcose B+ 4coss -2 9+
o B+ AT

Para determinar los limites de integracion de z (6§ = 2 arc tag z): Cuando 6 =0,
z=0;cuando @ = 2nf3,arctagz ==n/3yz = 4/3. Por tanto,
V3

fﬂmL = 2f dz 2-arcta z v = 1
. 5+4dcoss , 9+2° 3 £3], Fig. 33-7

0|3
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L : 2dz
20. Calcular f _d""_.__ f __dx = f 1+2° +z’ 2dz
e 1—senz 1—senz Jo o 21 f(l—z)’
\ 152 +z’

Para =0, arctagz =0 y z=0; Para z=45/3, arctagz = x/6 y 2z =1/3/3. Por tanto

7] Vs
_dxz 2z _ g ™ 2

V3/3

Problemas propuestos

21, Hallarla mtegralf ¢ dx del Problema 1 dividiendo el intervalo a < x < b en »n subintervalos de longitudes

d,x, d;x. ..., A,.x Obsérvese que 2 dx=b—a.

k=1

3
22. Hallar la integralj x dx del Problema 2 empleando subintervalos de igual longitud y (@) eligiendo los puntos x, coin-

cidiendo con el extremo izquierdo de los subintervalos, (b) eligiendo los puntos x; coincidiendo con los puntos medios
de los subintervalos, (c) eligiendo los puntos x; a un tercio de sus longitudes, es decir, tomando x; = §4x, x, = $dx, ...

4
23. Comprobar quej x*dx = 21 empleando subintervalos de igual longitud y eligiendo los puntos x, (a) en el extremo
1

derecho de los subintervalos (b) en el extremo izquierdo de los subintervalos, (¢) en el punto medio de los subintervalos.

3
24. Con los mismos subintervalos y puntos elegidos en el Problema 23(a), calcular las mtegralesj xdxy (x’ + x)dxy

1
demostrar quej {f(x) + g(x)} dx = y f(x) dx +f £2(x) dx.
25, Hallar las integralesj x*dx yf x? dx, Comparar la suma con el resultado del Problema 23 y demostrar que

f fHzx)dx + f Jlx)dx = f f(x)dx cuando a < ¢ < b.

1
26. <Calcular f e*dr = e~ 1.

[ ]
n A .
Ind. S. = 3 ek-arax = ebdr(e—1) GA?Z 1 y lim ——=— = lim _Azr es una forma
k=1 -

n=++w eA"-'l AI-QOEAI'_].

indeterminada del tipo 0/0.
27. Demostrar las propiedades-4 y 5 de la integral definida.

28. Aplicar el teorema fundamental o regla de Barrow para calcular:

(a) f 2+x)dz = 6 (9) f 2z + 1) dx = 40/3
(b @2—2x)ds = 8/3 (k) =
) J;’ o J' V1+x
() f (B—2z+ 2% dr = 9 (i) I 2(1 — Va) dx = 1/30
s e dx
d) (1—t)tdt = —9/4 () X8 =6
( f_, + Vat—1b

(¢) f‘(l—u)\/;du = —116/15 (%) J‘ Vet =~z dz = }ar
() fa\/1+3xdx = 26 () J’ 2Vi-xde = §r — 3V3
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29,

30.

31.

32,

33.

34. Hallar:
(a) fu\/2x+3d:c = 98/3 () f 1+\/_ 41n§-— 1
T4 cos2x — 1 1 - B
(%) f c052a:+1d = Z”_l (d) f e dr = 3+ 1)
ami sen x dx _ 1 7+3f
() f o'z —beosz+ 4 - 3 7 3¢‘
T z—1 3-2V2
2=l = In +2VE — VB
0 J, e ST VE
(y)f & = V3
e
() f'ln(x+\/r—1)dx = 3In(8+2V2) — 22
1
. -2 dx -3 (x +2) dz _]:_1 §+
0 f T, = m0E-Y (k) f Erhs - gmg
34 (x-{-l)dd: _ 1 8 T dz 1 3_[g
G) f 2Hx—1) 41"3“3 0 J; 24 gz 5ln 4

INTEGRAL DEFINIDA

In2 + }r — 2

Q‘,(r’ — 4)

4 1
dz 1.3 [ _
(m>£m = 2md @ ) nE+nds =
g 3 mr
x®dx _ Var _ 5 J‘ _
(n) ‘[% izl 9 8 (r) , sendtdt = 4
s \/ s w3
(o)f¥dx = 4ln@+V3) - 2V3 (s)f 2 sen 3z dz
2 (]
) f T_dz_ _ 3,8 (8) fm dz V2a
g T— XV 273 ¢ 3T cos2z 8
Demostrar qucf J‘_l S
\/a:‘+ 16 -5 Vz*+16
8 =27
Hallar f ydor = 37, siendo x =6 —senf, y = | —cos 6.
9=0
4
Hallar f V14 ()'de = ¥+ 41In2, siendo y=4x*—}Inx.
Hallar J‘ \/( > dt = 2 e*(e— 1), siendo x = e‘cost, y = efsent.

Por medio de las formulas de reduccién (Capitulo 26) deducir las férmulas de Wallis: -

n—3)(n—1) =

w2 2 1.3 —
f sen"x dx = f cos*zx dx = 4 (n—2)n

et 3
Jo SpmEeostzdr = Ty m+n—2)m+ )

4., .(m—3)(m~-1)
(n+1)(n+3)...(n+m)

4...m—3)n—-1)

2
2+4...n—3)(n—-1)
1-3...(n—2)n

3 ..(m—ll)-1-3...(n—1) T

2

*— sinespary> 0

2

sinmesimpary > 1

simy nson paresy >0

si mes impary > 1

= 2-4. siesimpary > 1

(m+1)(m+3)...(m+n)

ol

-+
54

169



Capitulo 34

Calculo de dreas planas por integracién

CONCEPTO DE AREA COMO LIMITE DE UNA SUMA. Sea f(x) una funcién continua no negativa

. . : : b N
en ningdn punto del intervalo cerrado a < x < b; la integral definida J f(x)dx =1lim Z S(x)Axx
a n—+- 00
k=1
admite una interpretacion geométrica suma- "
mente importante. Dividamos el intervalo v = flx)
a < x < b eligiendo los puntos xx, como hemos
visto en el capitulo anterior y levantemos, desde

los extremos & = a, &, &, . . ., & = b, perpen-

diculares al eje x; la region del plano limitada Pu (xx, )

por la curva, el eje x y las ordenadas en los pun- /‘\

tos x =a y x = b, quedara dividida en » fran- |

jas, cada una de las cuales es, aproximadamente, o

un rectangulo cuya base estid apoyada en el . 3

eje x y cuya altura es la ordenada levantada I

desde el punto xi del subintervalo correspon- 3

diente. El area de la franja representada en 1% |

la Fig. 34-1 es igual a f(xx)dxx. Asi, pues, la [4) a g2 A Ng b
n

suma 2 S(xx)Aix representa el area de los n
k=1 Fig. 34-1

rectangulos.

b
El limite de esta suma, J f(x) dx, cuando el nimero de franjas crece indefinidamente en la
a

forma indicada en el Capitulo 33 es, por definicion, el area de la porcidn del plano citada anterior-
mente, o dicho en pocas palabras, el area encerrada por la curva desde x = a hasta x = b.

(Ver Problemas 1-2.)

Analogamente, sea x = g(y) una funcidén continua no negativa en ningun punto del inter-
valo ¢ < y < d; la integral definida J: g(y) dy es, por definicion, el area limitada por la curva
x = g(y), el eje ¥ y las ordenadas extremas y =ce y =d. (Ver Problema 3.)
Si y = f(x) es una funcién continua que no toma valor positivo en ninglin punto del inter-
valo @ < x < b, la integral definida J: Sf(x) dx sera negativa, queriendo esto decir que el area esta
situada por debajo del eje x. De igual forma, si x = g(y) es continua y no toma valor positivo en
ningin punto del intervalo ¢ < y <C d, la integral Jjg(y) dy sera negaliva y el drea estara situada

a la izquierda del eje y. ‘ (Ver Problema 4.)

Si y = f(x) cambia de signo en el intervalo @ < x < b, o0 si x = g(y) cambia de signo en el
¢ < y < d, el area encerrada por la curva se hallara por medio de dos o mas integrales definidas.

(Ver Problema 5.)

CALCULO DE AREAS POR INTEGRACION. Los pasos a tener en cuenta para plantear la integral
definida que proporciona el valor del area a calcular son:

170



‘CAP. 34]

CALCULO DE AREAS PLANAS POR INTEGRACION

171

(1) Trazar un diagrama en el que figuren (a) el 4rea a determinar, (b) una franja representativa
y (c) el rectangulo genérico. Para ello tomaremos, sistematicamente, el subintervalo repre-

sentativo de longitud 4x (0 dy) y el punto xx (0 yi) de este subintervalo en su mitad.

(2) Hallar el area del rectangulo y iz suma correspondiente al area de los n rectingulos.

(3) Aplicar la regla de Barrow o tearema fundamental del calculo integral (Capitulo 33) supo-

niendo que el numero de rectingulos crece indefinidamente.

Problemas resueltos

Hallar el 4rea limitada por la curva y = x*, el eje x y las ordenadas én
los puntos x == 1y x = 3.

En la Fig. 34-2 se representa el drea a calcular, KLMN, una franja
representativa, RSTU, y su rectangulo genérico, RVW{/. La base de
este rectangulo es Agx, la altura es y; = f(x;) = x} y, por tanto, su
drea vale xj * 4,x. Asi pues,

n 3
A = lim I rlAx = f z* dx
7o 400 k=1 L
3 |3
- X = 9 i = 26 unidades de superficie
3, k] 3

Hallar el 4rea comprendida entre el eje x v la pardbola y = 4x — x2.

La curva dada corta al eje x en los puntos x =0 y x = 4, que
seran los limites de integracién. La base del rectangulo genérico
es dyx, la altura y, = 4x, — x}, y su drea vale (dx, — x}) - dyx.
Por tanto,

A = lim X @r—xDAa = f (4z — 2*) dx
N +took=1 . 0
1 ‘ .
= [Zx’ — Tx’J = 32/3 unidades de superficie

Una vez que el alumno tenga en su mente todas las operaciones
a realizar para hallar el valor de un 4rea, es relativamente ficil plan-
tear, directamente, la integral a resolver, una vez conocidos los limites
de integracién.

Hallar el 4rea comprendida entre la pardbola x = 8 + 2y — )%, el cje ¥y
ylasrectasy = —l ey = 3.

En este caso, dividimos el 4rea en franjas horizontales. La base del
rectangulo genérico (Fig. 34-4) es Ay, la altura es x = 8 + 2y — %,
y su drea vale (8 + 2y — »*) Ay. Por tanto, el drea pedida sera:

3 ya 3 92 .
J @+2y—yHdy = [8y + yr— T = Z= unidades de
- 4

3 superficie

(Ver Problemas 6-14.)

v ”:7
M

Pu(xx, Y) T,
Vi ‘W
SV
/|3
K A!.:c N =
0 1 R Xy U 3
Fig. 34-2
v
Py(x, yu)
I
!
3
]
|
0 : 4 x
4 AxZ ‘
Fig. 34-3
v
\ \\
Ay ______ —_ ____3 P(‘::II)
x

~1

Fig. 34-4
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4, Hallar el 4rea limitada por la pardbola y = x* — 7x + 6, el eje x
ylasrectas x =2y x = 6.

La base del rectangulo genérico (Fig. 34-5) es Ax, la altura )
es —y =—(x?—Tx + 6), y el drea vale —(x*— 7x + 6) 4x. \l 2 Ar s’ z
El 4rea pedida es, [9) i

|
s . ] |
f @ =Tz +6)dz = (——7i+e>J X

A

1l

5—36 unidades de superficic 1
!

5. Hallar ¢l drea comprendida entre la curva y = x¥ —6x* + 8x y
el eje x.

La curva corta aleje x en x =0, x =2 y x = 4, como s¢ Fig. 34-
indica en la Fig. 34-6. Trazando franjas verticales, el drea del
rectingulo genérico, con su base en el intervalo 0 < x < 2,
es (x> — 6x* + 8x) 4Ax, y el 4rea situada por encima del eje x

2
vendra dada por J (x? — 6x* + 8x) dx. El 4rea del rectdngulo P(z, )
0

genérico con su base en el intervalo 2 < x < 4 vale —(x® — 6x*
+ 8x) Ax, y el 4rea situada por debajo del ¢je x viene dado por

)

[

I —(x* — 6x* + 8x) dx. El drea buscada serd, en definitiva, i’l
|

A = f (x® — 6z + Bx) dx +f ~(x® — 6z* + Bx) dx :
1

? ‘. Az i
o 44| - l:f— — 22 + 4;*] !
4 . L34 . !

= 4 + 4 = § unidades de superficie |
I

En este caso, ha sido necesario calcular dos integrales definidas,
ya que el integrando cambia de signo en el intervalo de integracion. Pz, ¥)
Con un planteamiento incorrecto del problema habriamos llegado

4

a la conclusién de que J (x* —6x* + 8x)dx =0.
]

Fig. 34-6

6. Hallar el drea comprendida entre la pardbola x = 4 — )* y el eje .

‘La pardbola corta al eje x en el punto (4, 0) y al eje y en los puntos (0, 2) y (0, —2). Vamos a resolver el problema de
dos formas distintas. y

42\ P(z,y)
i
|
{
Ax
T i 4 x
o |
3
)
= 4
Fig. 34-7(a) Fig. 34-7(b)

Empleando franjas horizontales. La base del rectangulo genérico [Fig. 34-7(a)] es Ay, su altura 4 — y* y su area
vale (4 — y*) 4y. Los limites de integracién de la integral definida son y = —2 e y = 2. Ahora bien, observando que el
drea situada por debajo del eje x es igual a la situada por encima de él, tendremos:

] 2 PN | 32 . .
J' G—ydy = 2 J @—y)dy = 2 (4y — -3—)] =3 unidades de superficie
-2 [ [1]

Empleando franjas verticales. La base del rectdéngulo genérico [Fig. 34-7(b)] es x, su altura 2y = 24/4 — x, y su
4rea vale 24/4 — x Ax. Los limites de integracién son x = 0 y x = 4. Por tanto, el drea serd:

4 14
J 24 —xdx = — _‘;-(4 — x)”’] = —331 unidades de supcrficie
'} L
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7. Hallar el arca comprendida entre la pardbola y* = 4x y larecta y = 2x — 4,

La recta corta a la parabola en los puntos (I, —2) y (4, 4). En las figuras se puede observar que, si empleamos franjas
verticales, unas van desde una rama de la parabola a la recta y otras desde una rama de la pardboela a la otra. Si empleamos
franjas horizontales, todas ellas van desde la recta a la parabola. Aqui vamos a resolver el problema de las dos formas
para observar cual de ellas es la mas adecuada. Antes de empezar a calcular, conviene considerar, previamente, qué
tipo de division del 4rea a resolver es el mas apto.

u P(z, 1) 4, 4)
t
}
| Peve-@z-4)
Az FP@Y)
] Y Ax
3
-2
y=22—4 Y = dx
Fig. 34-8(a) Fig. 34-8(b)

Empleando franjas horizontales. La base del rectingulo genérico [ver Fig. 34-8(a)) es Ay, su altura {(valor de x de
la ‘rjecta) — (valor de x de la pardbola)} es (}y + 2) — $»* = 2 + 4y — }»*, y su érea vale (2 + 4y — $y9Ay. El drea
pedida es .

4 " 3 4
f C+iv—ddy = [21/ + yT - i’—z:l = 9 unidades de superficie
- -3

Empleando franjas verticales. Dividimos el 4rea por la recta x = 1 [ver Fig. 34-8(5)). El rectingulo genérico, a la
izquierda de esta recta, tiene de base Ax, de altura (teniendo en cuenta la simetria de la figura) 2y = 44/ x y su 4rea
vale 44/ x Ax. El rectingulo genérico, a la derecha de la recta, tiene de base Ax, de altura WV x—(2x—4) =
24/ x—2x + 4 y su 4drea vale v/ x — 2x + 4) Ax. El drea pedida es, entonces,

1 o 1
f 4Vzxdx + f @2V —2x+dx = [gx"':l + [iz”'—-z'+ 4z:| = §+ ) = 9 un,sup.
1 0

1

3

& Hallar el drea comprendida entre las pardbolas y = 6x —x* ¢
y=x'—2x o

Las parabolas se cortan en los puntos (0, 0) y (4, 8). En la figura
se observa que le m4s adecuado es dividir el drea mediante franjas
verticales.

El rectingulo genérico tiene de base Ax, de altura, {(valor de y en
el limite superior)--—(valor de y en el limite inferior)} = (6x — x%
—(x* — 2x) = 8x — 2x®, y su drea vale (8x — 2x?) Ax. El 4rea pe-
dida es

4 4
2 64
— Oyt - 1 __ S, e .
f (Bx 2:|:)d:\:l = [4:1: 3x:|n 3 un. sup

/

9.- Hallar el drea limitada por la curva y* = x* — x*,
v
La curva es simétrica con respecto a los ejes coordenados. Por
tanto, el drea serd 4 veces la correspondiente al primer cuadrante. P(z,v)
, La base _del rectingulo genérico es Ax, su altura y = 4/x3 — x4 P
= xA/T—x*, y su rea vale x4/1 — x* Ax. El 4rca buscada es, pues, 5 Az x
1 1
4f zyl—atdz = [— %(1 = a:')”':|
['] ]

4 .
= — unidades de rficie
3 U idade supe Fig. 34-10
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10. Hallar el 4rea del menor de los sectores que la recta x = 3 determina en el circulo x* + y* = 25. (Ver Fig. 34-11))
3 5 3
A = f 2ydx = 2f V25 —atdx = 2{%\/25—::’ + 22—5arcsen§:|
3 3 3

(%77 — 12 — 25 arcsen §> unidades de superficie

5
7, ' ¥ 1,v9
~N P,y
_ AI/
x x
ol 3 Jys 0
Az (1,-v3)
Fig. 34-11 Fig. 84-12

11. Hallar el 4rea de la interseccién de los circulos x* + y* = 4 y x? + y? = 4x. (Ver Fig. 34-12.)
Los circulos se cortan en los puntos (1, + \/_3). '
El rectingulo genérico se extiende desde x = 2 — 4/4 — ! hasta x = /4 — ),

Vi Vi
A = 2f VI—p - - Vi—P)dy = 4f WVi—y — 1)dy

NE
= 4 [%\/4-—1/‘ + 2arcsen%y = y:l

[}

[
= (83—" - 2\/5 ) unidades de superficie

12. Hallar el drea limitada por la curva y* = x%4 + x). (Ver Fig. 34-13,)

1] ]
A = f 2ydz = 2f z*v4 + x dx. Haciendo 4 + x = z?, tendremos
-4 -4
: 7 5 3 |?
— 2 __ 4)2,2 — z _BL 162 - 4096 . .
4 = 41; (#—4)2*dz = 4 [7 5t 3 Jo 105 Unidades de superficie
Y i
P(z,v) L/
P(z,¥)
x 2 z
iy [7) ] )
0 Ax 2r
Fig. 34-13 Fig. 34-14 Fig. 34-15

13. Hallar el area limitada por el arco de cicloide x = @ —sen 8, y = 1 — cos 0. (Ver Fig. 34-14.)
Cuando 8 varia de 0 a 2n, se describe un arco completo. Por tanto, dx = (1 —cos ) df y
8=21 s wr
A = f yde = f (1 ~cose)(l —cose)dse = f (%—2coso+lc0320>d0
o °

8=0 2

3 1 b1
= [50 — 2sené + 1 sen 20] = 3= unidades de superficie

[

14. Hallar el irea limitada por la curva x = 3 + cos 8, y = 4 sen 0. (Ver Fig. 34-15.)

Cuando @ varia, de derecha a izquierda, desde 0 a }m, se describe el 4rea rayada de la figura, que vale, { del drea
pedida.

m/e ™/e /s
A = —4f (dseng)(—seng)ds = 16 sen'é do = SI (1 — cos 26) de
° 0

w2
8 [0 — —;— sen 20] = 47 unidades de superficie
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15.

16.

17.

\ Problemas propuestos

Hallar el 4rea limitada por las curvas y rectas que sc indican:

@ y=xy=0x=2x=35 () y=x*—4,y =8—2x

B y=x%y=0x=1,x=13 () y=x*—4x% y =4x*

(¢ y=d4x—x%y=0,x=1,x=3 (k) La curva dada por y* = x*(a* — x?)
d x=1+y,x=10 (/) La curva dada por 9ay® = x(3a — x)*
) x=3—9,x=0,y=0,y=1 m y=e,y=e*x=0x=2

f) x=3»)4+4y,x=0 (n) y=e"+e*, y=0,x=2a

@® ryr=9—xty=x+3 W xy=12,y=0,x=1,x = e?

W y=2—x%y=—x P y=1l+xHy=0x=z+1

(99 y=tagx,x=0,x =in

(r) Un sector circular de radio r y dngulo a.

() Laelipse x =acost,y = bsent.

() x=2cos0—cos20—1,y = 2senf—sen 20,
(W) x=acos®t,y=asent.

(v) Primer arco de y = e¢~°* sen ax.

(w) y = xe-*", y = 0, y la ordenada maxima.

(x) Lasdosramasde(2x —y)? = x*y x = 4.

(») Dentro de y = 25 — x?, 256x = 3%, 16y = 9x2,

Soluciones: (a) 39 unidades de superficie, (b) 20, (c) 22/3, (d) 36, () 8, (f) 32/3,(g) 125/6, (#) 9/2, (i) 32, (j) 5124/°2/15,
(k) 2a%/3, (1) 84/ 3a¥/5, (m) (e* + 1/e2 — 2), (n) 2ale— 1/e), (0) 24,(p) 3, (g) } In 2, () }r%a, (5) mab, (1) 6m,
W) 3a?/8, (M (1 + 1/e™f2a,(w) 31 — 1/4/ e), (x) 128/5, () 98/3 unidades de superficie.

La ordenada media de la curva y = f(x) en el intervalo a < x < b viene dada por

b
Area _ f f(x) dx
Base i
b—a
Hallar la ordenada de (a) una semicircunferencia, (b) la pardbola y = 4 — x? desde x = —2 hasta x = 2.

Sol. (a) nr/4, (b) 8/3.

(@) Hallar la ordenada media de un arco de la cicloide x = a(f — sen 8), y = a(l — cos 8) con respecto a x.

(b) Idem, con respecto a 0.

1 o 3a 1 (7
2 2 — — —
Sol. (a) 3.0 J; a*(1 —cos 6)*ds = 2 (b) ZwJ; a(l —cose)ds = a
18. En la caida libre de un cuerpo, s = $g1*y v = gf = 4/ 2gs.

(@) Demostrar que el valor medio de v con respecto a s en el intervalo 0 < ¢ < 1, esigual a la mitad de la velocidad final.

(b)) Demostrar que el valor medio de v con respecto a s en el intervalo 0 < s < s, es igual a dos tercios de la velocidad
final,



Capitulo 35

Volimenes de sélidos de revolucién

UN SOLIDO DE REVOLUCION esta generado por la rotacion de un area plana alrededor de una recta
del plano o eje de revolucién. El volumen de un sélido de revolucion se puede hallar por uno de los
procedimientos siguientes:

METODO DEL DISCO
A. El eje de rotacion forma parte del contorno del area lana.

(1) Se traza un diagrama indicando el area generatriz, una franja representativa perpen-
dicular al eje de rotacion, y su rectangulo genérico, como se hizo en el capitulo anterior.

(2) Se halla el volumen del disco producido en la rotacion del recténgillo genérico alre-
dedor del eje de rotacion y la suma correspondiente a los n rectangulos.

(3)  Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del calculo integral (Capitulo 33)
suponiendo que el numero de rectangulos crece indefinidamente.
(Ver Problemas 1-2.)

B. El eje de rotacién no forma parte del contorno del area plana.
(1) Se procede como en el apartado (1) anterior.

(2) Se prolongan los lados del rectangulo genérico, ABCD, hasta que corten al eje de ro-
tacién en £ y en F (ver Fig. 35-3 correspondiente al Problema 3). Cuando este rectan-
gulo gire alrededor del eje de rotacion se produce un cilindro cuyo volumen es igual
a la diferencia entre los volimenes generados por los rectangulos EABF y ECDF al
girar con respecto al mismo eje. Se halla la diferencia de los dos volimenes y se procede
como en el apartado (2) anterior.

(3) Se procede como en el apartado (3) anterior. (Ver Problemas 34.)

METODO DEL ANILLO

(1) Se dibuja, en un diagrama, el irea generatriz, una franja representativa paralela al eje de ro-
tacion, y su rectangulo correspondiente.

(2) Se halla el volumen (= circunferencia media X altura X espesor) del anillo cilindrico prb-
ducido en la rotacién del rectangulo genérico con respecto al eje de giro y se halla la suma
correspondiente a los n rectangulos.

(3) Se aplica el teorema fundamental, o regla de Barrow, suponiendo que el nimero de rectan-

gulos crece indefinidamente.
. s & . (Ver Problemas 5-8.)
o J 7 x

( s _j ‘“‘\?

s

»

Problemas resueltos

§ Hallar el volumen generado en la rotacién del 4rea del primer cuadrante limitada por la parabola y* = 8x y la ordenada
correspondiente a x = 2 con respecto al eje x. (Ver Fig. 35-1.)
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Dividiendo el area mediante franjas verticales, cuando el rectangulo genérico de la Fig. 35-1 gire alrededor del eje x
se produce un disco de radio ¥, de altura 4x y de volumen wy? Ax. La suma de los volimenes de los 7 discos, correspon-
dientes a los n rectangulos, es Zmy® Ax, y el volumen pedido sera,

2
V = r av = J‘ mytdx = nr 8xdx = 47:):2]2 = 167 unidades de volumen
a 0 [1]

2, —4) 2, -9
Fig. 35-1 Fig. 35-2

2. Hallar el volumen generado al girar el area limitada por la parabola y* = 8x alrededor de Ia ordenada correspondiente
a x = 2.{Ver Fig. 35-2.)

Dividiendo el drea mediante franjas horizontales, cuando el rectangulo genérico de la Fig.. 35-2 gire alrededor del
eje y se produce un disco de radio 2 — x, de altura Ay y de volumen (2 — x)* Ay. El volumen pedido serd

¢ 4 4 yz 2 256 .
V = J 2 —x)tdy = MJ Q—x3dy = an (2 — % dy = 5 unidades de volumen
~—4 0o /]

3. Hallar el volumen generado en la rotacién del area limitada por y* = 8x y la ordenada correspondiente a x = 2 con
respecto al eje y. (Ver Fig, 35-3.) -

Dividiendo el areca mediante franjas horizontales, cuando el rectdngulo genérico de la Fig. 35-3 gire alrededor del-
eje y, se produce un disco cuyo volumen es igual a la diferencia entre los volumenes generados al girar los rectangulos
ECDF (de dimensiones 2 por Ay) y EABF (de dimensiones x por 4y) con respecto al eje y, es decir, m(2)? Ay — m(x)® 4y.
El volumen pedido sera

4 4 4 4 y4 128 .
V = I dndy — '[ nxtdy = an A—xdy = Zn'[ (4 — ——) dy = —— nmunidades de volumen
—4 -4 1] [) 64 5
P(z,y) — Y _v=s
A C i
Er- 3 Lo
Fry ‘B D | :
z \ Pz, ¥)
4] 2
.
F 4 X
(2,—4) o Ax
Fig. 35-3 Fig. 35-4

4. Hallar el volumen generado en la rotacion del drea comprendida entre la pa'r:’nbo]a y = 4x — x* y el eje x con respecto
a la recta y = 6, (Ver Fig. 35-4.)

Dividiendo el 4rea mediante franjas verticales, el rectdngulo genérico, al girar alrededor de la recta y = 6, produce
un disco de volumen n(6)? Ax — (6 — »)* Ax. El volumen pedido sera

L] 4
v - nj (@' —6—nYyds = a[ 12y —)dx
o 0
4
= nj (48x — 28x* + 8x* — x9) dx 1410 58 id unidades de volu‘l;pen
Q
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- 6.

"7‘

VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION [CAP. 35

Se trata de hallar el volumen generado en la rotacién del area del primer cuadrante limitada por la curva y = f(x) y las
ordenadas correspondientes a x = a y x = b, alrededor del eje y. (Ver Fig. 35-5.) Dividiendo este 4rea en n franjas y
trazando los rectangulos correspondientes, cuando uno de ellos gire alrededor del eje ¥, se produce un anillo cilindrico
de altura y;, radio interno &;_,, radio externo £, y volumen

M 4V = ali—bc-In

Por el teorema del valor medio de la derivada

. d
(i) &—fi, = E(x!) (U —&-) = xdyx
ELIH
Siendo £, —; < x, << &. Por tanto, (i) se transforma en
Ay = 2axy,Ax = 2nxif(x) dux
y "
v o= 2 lim Vxf)dx = 2 J * %f(x) dx por el teorema de Bliss
n—>+ Py a

Nota. Si los puntos x; de los subintervalos son los puntos medios de estos, no es necesario acudir al teorema
de Bliss. Para los x] definidos en (ii), se verifica: x{ = 3(4; + & — l) = X [ver Problema l7(b), Capitulo 21). El vo-

lumen producido al girar los n rectingulos alrededor del eje y es 2 2ax, f (xp) dpx = Eg(xk) Ayx del tipo (l) del
Capitulo 33. k=1 k=1

Fig. 35-5 Fig. 35-6

Hallar el volumen generado en la rotacidn del 4drea limitada por la pardbola y? = 8x y la ordenada correspondiente
a x = 2 con respecto a esta recta, Aplicar el método del anillo. (Ver Problema 2.)

Dividimos el 4rea (Fig. 35-6) mediante franjas verticales y eleglmos, para mayor sencillez, el punto P de forma que
sea ¢l punto medio del segmento AB.

La altura del rectdngulo genérico es 2y = 44/2x, su base, Ax y su distancia al eje de giro, es 2 — x. Cuando este
rectAngulo gire alrededor de este eje se produce un anillo cilindrico de volumen 2n(2 — x) - 44/ 2x Ax. El volumen
pedido serd

V = 842 nr C—0Vxdx = Bﬁnr(Zx”’ —x¥)dx = Zi;? unidades de volumen
] 1]
Hallar el volumen del toro generado en la rotacién del circulo x® + y* = 4 alre- Y
dedor de la recta x = 3. :
P(z,y) -
Aplicamos el método del anillo. La altura del rectangulo genérico es 2y, su 1
base Ax, y la distancia media al eje de revolucion vale 3 — x. El volumen pedido 8
sera
—2 0 2 x
3 2 R
v = 2z 26—mdx = 4nJ G—0)Vi—xdx ~ H—3-2
-1 -1
2 -
= 12 x/&'—T dx — 4n x\/Z——x” dx

I

[12” ( ) V& =% +.2 arc sen —) + —(4 — xﬂ)m]

= 24n® unidades de volumen

- Fig. 35-7
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8. Hallar el volumen generado en la rotacién alrededor del eje y del drea limitada por el primer arco de la cicloide
x=0-—sen8, y =1—cos 8y el eje x. Aplicar el método de!l anillo.

O=2n 1% Yy
v = 27:J xydx = znj (0 — sen 8)(1 — cos 6)(1 —- cos 6) db Pz, v)
o-0 °
27
= 27| (@0—20cosd + 0cos?f —senl + 2sen Ocosb z
o —cos? @ sen 0) db 0 Az  2r
~ 2n [goz —2(Bsen 6 + cos 0) + 4(30 sen 20 + 4 cos 20)
¥4 4
+ cos 6 + sen? 8 + 4 cos? B] = 67° unidades de volumen
' (2, Yc)
© 9. Hallar el volumen generado en la rotacién del drea limitada por_y — —x?
—3x +6yx+ y—3 =0 alrededor de la recta, (a) x = 3, (b)) y = 0.
1
@ Vv = 2] Go—r)G—xdx T?
~3
1 8
= ZnJ' (x — x*—9x + 9)dx = 25673 unidades de volumen
-3 (152)
1
®& v = =] (0r—0udx
z
)

1
= nJ (x* + 6x* —4x2 — 30x + 27) dx = 17927/15 unidades de
-2

volumen.

Problemas propuestos

Hallar, en los Problemas 10-19, el volumen generado en la rotacién del irea plana dada alrededor del
gje indicado, aplicando el método del diseo. (Soluciones en unidades cibicas.)

10. y=2x%, y =0, x =0, x =5; ejex Sol 2500n 15. y=x%3,py=0,x=2; x=2 Sol, 16n/5
11.' x* —3y* =16,y =0, x = 8; eje x Sol. 256n/3 16. »* = x¥(1 — x?); eje x Sol. 4m/35
12, y=4x% x =0, y = 16; eje y Sol. 32x 17. 4x® + 9y* = 36; eje x Sol. 16n
13. y=4x*, x=0,y=16; y =16 Sol. 40967/15 18. 4x® 4+ 9y% = 36, eje y Sol. 24n
14. 2 =x3y=0,x =2; Ejex Sol. 4= 19. Dentro de x = 9 — »?, entre
x—y—T=0,x=0; ejey Sol. 9637/5

Hallar, en los Problemas 20-26, el volumen generado en la rotacion del area plana dada alrededor del
eje indicado, aplicando el método del disco. (Soluciones en unidades cubicas.)

0. y=2x%, y=0,x=0, x=35;: ejey Sol. 6251 U, y=x1, y=4x— X3 cje x Sol. 3273

. x*—5y' =16,y =0, x =8; eje y Sol. 1284/ 3n 25. y=x} y=4x—x% y=6 Sol. 64n/3
2. y=4x% x =0, y = 16; €je x Sol. 2 048x/5 26, x=9—y,x—y—7=0;x=4 Sol 153a/5

. y=xx=0y=8x=2 Sol. 144n/5

Hallar, en los Problemas 27-32, el volumen generado en Ja rotacion del area plana dada alrededor del
eje indicado, aplicando el método del anillo. (Soluciones en unidades cubicas.)

27, y=2xt, y=0,x=0, x =5, ejey 30. y=x%, y=4x—xt; x =35

8. y=2x4L, y=0,x=0,x=5;x=6 31, y=x*—5x+6,y=0; ejey

2. y=x%y=0,x=2,y=8 32. Dentrode x =9 —y% enire x—y—7=0, x=0; y =3
Sol. (27) 6257, (28) 375z, (29) 3207/7, (30) 647/3, (31) 57/6, (32) 3692

Hallar, en los Problemas 33-39, el volumen generado en la rotacion del area plana dada alrededor del
eje indicado, aplicando el método que sea mas idoneo.

B, y=e, y=0,x=0,x=1; ejey Sol. n(1 — 1/e) unidades de volumen

34. Unarco de y = sen 2x; eje x Sol. }n* unidades de volumen

35. Primer arco de y = e*sen x; eje x Sol. (e* — 1)/8 unidades de volumen

36. Primer arco de y = e*sen x; eje y Sol, #[(t — 1)e™ — 1] unidades de volumen

37. Primerarcode x =0 —senf, y =1-—cos8; eje x Sol. 57 unidades de volumen

38. La cardioide x = 2cos 6 —cos 20 .— 1, y = 2 sen @ — sen 28; eje x Sol. 64:1/3 unidades de volumen
¥ y=2x, 22—y +4=0; x =2 Sol. 27 unidades de volumen

40. Hallar el volumen de un tronco de cono cuya base inferior es de radio R, la superior de radio r y de altura k.
Sol. dnh(rt + Rr + R?) unidades cubicas,



Capitulo 36

Volimenes de sélidos de seccién conocida

EL VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION generado en la rotacion alrededor del eje x de
un 4rea plana limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas x =a y x = b viene dado
z

por rny” dx. El integrando, ny* = a{f(x)}? se

puede interpretar como el area de la seccion deter-
minada por un plano perpendicular al eje x situado
a una distancia del origen igual a x unidades.

Reciprocamente, si el area de la seccion ABC
determinada en un sélido por un plano perpendicu-
lar al eje x situado a una distancia del origen igual
a x unidades, se puede expresar como funcién,
A(x), de x, el volumen del sélido viene dado por

‘V = J j A(x) dx.

Problemas resueltos

1.- Hallar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades
de radio sabiendo que toda seccién plana perpendicular a un
diametro fijo es un tridngulo equilatero.

Tomando el circulo, como en la Fig. 36-2, con el eje x
sobre el diametro fijo, la ecuacion del circulo serd x*+y* = 16.
La seccion ABC del sélido es un triangulo equilatero de lado

2y y drea A(x) = v/ 3 =4/ 316 — x2).

B
v — JA(x)dx - \/SJ' (16 ~ x*) dx
a -4

3 e : .
= 43 [16x - xT] = —g%é— 3 unidades de volumen Fig. 36-2
-4

2.. Un sélido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor
y menor miden 10 y 8, respectivamente. Hallar su volumen
sabiendo que toda secciéon del mismo perpendicular al eje
mayor ¢s un tridngulo isdsceles de altura igual a 6.

Situemos la elipse como indica la Fig. 36-3, siendo su x
. xt 2 . . .
ecuacién 2% + 16 = 1. La seccién ABC es un g_léngulo isos-

celes de base 2y, altura 6 y drea A(x) = 6y = 6 +4/,1/25 — x°.

1 1 R
vV = 351 V25 — x*dx = 60m unidades de volumen Fig. 36-3
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3.-

5.

2
Hallar el volumen del sétido limitado por el parabolonde — + —2? = z yel plano z = 10, (Ver Fig. 36-4.)

La seccion determinada en el s6lido por un plano paralelo al xOy situado a una distancia z del origen es una elipse
de 4rea nxy = n(44/ 2)(54/ z) = 20nz. En consecuencia,

10
v = ZOnJ zdz = 10007 unidades de volumen
1]

Fig. 36-4 Fig. 36-5 Fig. 36-6

En un ciliﬁdro recto circular de madera, de 8 centimetros de radio, se efectia un corte por un plano que pasa por un
didmetro de la base y forma con ella un angulo de 60°. Hallar el volumen de la madera eliminada. (Ver Fig. 36-5.)

Tomando los ejes coordenados que se indican en la figura, la seccién determinada por un plano perpendicular al
eje x es un tridangulo rectadngulo en el cual el dngulo agudo adyacente al cateto y es de 60°. La longitud del otro cateto

es v/ 3y y el drea de la seccién es §1/ 3 y* = 44/ 3(64 — x?). Por tanto,
1 s \ ——> NOTA AC(ARATOUA 0oy
v o= 7\/3'[ 64 —x)dx = —2/3em? coic Wle e
- ecucesd e o aou.

Hallar el volumen de la interseccién de dos cilindros circulares de igual radio r que se cortan ortogonalmente.
(Fig. 36-6.)

Tomando los ejes coordenados que se indica en la figura, las ecuaciones de los cilindros son x® 4+ z2 = % e
»* + z* = r®. La seccion determinada en el volumen que se trata de calcular, por un plano perpendicular al eje z, es

un cuadrado de lado 2x = 2y = 24/r* — z* y 4rea 4(r* — z%). Por tanto,

g 16r3 .
= 4J (r*—z=)dz = 3 unidades de volumen

Hallar el volumen de un cono recto de altura k, cuya base es una elipse
de eje mayor 2a y eje menor 2b. (Fig. 36-7.)

La seccién determinada en el cono por un plano paralelo a la base
es una elipse de eje mayor 2x y eje menor 2y.

De los tridngulos semejantes de la figura, se deduce:

PC PM h—z . PD PM y  h—z
04 " OM O @ = g ambién, o= o6 g =0
Y
El 4rea de la seccibn es nxy = Lb(’;,—z). Luego

nab ¥ tdz = Lnabh unidades de vol
VvV = e Io(h—z) dz = +7abh unidades de volumen Fig. 36-7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

VOLUMENES DE SOLIDOS DE SECCION CONOCIDA [CAP. 36

Problemas propuestos

Haliar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que la seccién determinada en él por
un plano perpendicular a un didmetro fijo (eje x de la figura del Problema 1) es (4) un semicirculo, (&) "\n cuadrado, (¢}
un tridngulo rectangulo isdsceles con su hipotenusa en el plano de base.

Sol. (a) 1287/3, (b) 1024/3, (c) 256/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un solido de base eliptica de ejes mayor y menor iguales a 10 y 8, respectivamente, sabiendo que
la seccidn determinada en él por un plano perpendicular al eje mayor es un tridngulo rectingulo con un cateto en el
plano de la base. Sol. 640/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido cuya base es el area limitada por la paridbola y2 = 12x y su ordenada correspondiente
al punto x = 3, sabiendo que la seccion determinada en él por un !plano perpendicular al eje x de la pardbola es un
cuadrado. Sol. 216 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido cuya base es el drea del primer cuadrante limitada por la recta 4x + S5y = 20 y los
ejes coordenados, sabiendo que la seccidn determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un semicirculo.
Sol. 107/3 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido cuya base es el circulo x? + »* = 16x, sabiendo que la seccién determinada en él por
un plano perpendicular al eje x es un rectangulo de altura igual al doble de la distancia del origen al plano de la seccidén
Sol. 1024x unidades de volumen.

Hallar el volumen del sdlido engendrado por un circulo cuyos extremos de un diametro se apoyan en las pardbolas
y* 4+ 8x = 64 ¢ y2 + 16x = 64, cuando se le desplaza paralelamente al plano xz.
Sol. 256m/15 unldades de volumen.

Hallar el volumen de un cono cuya base es el circulo y* + 22— 26y =0, x =0, y su vértice, el punto (a, 0, 0).
Sol. Ynab® unidades de volumen.

Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide y* + 4z = x y el plano x = 4.
Sol. 4n unidades de volumen.

Hallar el volumen de un barril cuyo perfil es el de un elipsoide de revolucién, sabiendo que su altura es 6, el radio de
la seccién media es igual a 3 y ¢l radio de las bases igual a 2. Sol. 44n unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido sabiendo que la seccién determinada en €l por un plano perpendicular al eje x es un
circulo cuyos extremos de un didmetro se apoyan en las pardbolas y* = 9x y x? =9y,
Sol. 6 5612/280 unidades de volumen.

Hallar el volumen de un sélido sabiendo que la seccion determinada en él por un plano perpendicular al eje x €s un cua-
drado cuyos extremos de una diagonal estdn situados sobre las pardbolas )? == 4x y x? = 4y.
Sol. 144/35 unidades de volumen.

En una esfera de 3 centimetros de radio se efectiia un taladro de 1 centimetro de radio, siendo el eje de éste uno de
los didmetros de aquélla. Hallar el volumen de la esfera que resulta. Sol. 647:\/_2/3 cm?,



Capitulo 37

Centro geométrico

Areas planas y solidos de revolucién

LA MASA DE UN SOLIDO es una medida de la materia que contiene y su volumen es una medida del
espacio que ocupa. Si la masa por unidad de volumen es la misma en todo el cuerpo se dice que
éste es homogéneo o que tiene densidad constante.

En mecénica se simplifican mucho los calculos cuando se puede considerar a la masa del cuerpo
concentrada en un punto que se denomina centro de masas. En un cuerpo homogéneo este punto
coincide con el centro geométrico o centroide. Por ejemplo, el centro de masas de una pelota de
goma homogénea coincide con el centro geométrico de la pelota considerada como una esfera.

El centro geométrico de una hoja de papel rectangular estard situado entre las dos superficies
en la mitad del espesor pero, en este caso, se puede considerar situado sobre una de las superficies
en ¢l punto de interseccién de las diagonales. Asi, pues, el centro de masas de una hoja delgada
coincide con el centro geométrico de la hoja considerada como un area plana.

En este Capitulo, y en el siguiente, nos limitaremos a considerar ireas planas y sélidos de re-
volucion. En capitulos posteriores trataremos de otros sélidos, arcos de curvas y cuerpos hete-
rogéneos.

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) M; DE UN AREA PLANA con respecto a una recta L es
el producto del area por la distancia de su centro geométrico a dicha recta. El momento de un drea
compuesta de otras varias con respecto a una recta es igual a la suma de los momentos de las
areas individuales con respecto a dicha recta.

Para hallar el momento de un area plana con respecto a un eje coordenado se procede de la
manera siguiente:

(1) Se dibuja el 4rea y se traza una franja representativa y su rectingulo genérico correspondiente.

(2) Se efectua el producto del area del rectangulo por la distancia de su centro geométrico o cen-
troide al eje, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectangulos.

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del célculo integral (ver Problema 2)
suponiendo que el nimero de rectingulos crece indefinidamente.

Para un area plana A4 cuyo centro geométrico es ¢l punto (Z, ) y cuyos momentos con respecto
a los ejes x e y son M. y M,, respectivamente, se tiene:

At =M, y Ay= M,
(Ver Problemas 1-8.)

EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) DE UN SOLIDO de volumen V, engendrado en la rotacidon
de un area plana alrededor de un eje coordenado, con respecto a un plano que pase por el origen
y sea perpendicular a dicho eje, se halla de la manera siguiente:

(1) Se dibuja el drea y se traza una franja representativa y su rectangulo genérico.

(2) Se efectua el producto del volumen del disco o anillo, generado en la rotacién del rectangulo
con respecto al eje, por la distancia del centro geométrico del rectingulo al plano, y se es-
cribe 1a suma correspondiente a todos los rectangulos.
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(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del célculo integral suponiendo que el
numero de rectangulos crece indefinidamente.

El centro geométrico (&, ) esta situado en el eje x si el area gira en torno a dicho eje. Llamando
M,; al momento del sélido con respecto al plano que pasa por el origen y es perpendicular al cje x,
se tiene

VE = M,,, §=0

Anilogamente, si fa rotacién del area tiene lugar en torno del eje y, el centro geométrico (Z, )
esta situado en dicho eje. Llamando M,, al momento del s6lido con respecto al plano que pase
por el origen y sea perpendicular al eje y, se tiene

Vi= My, =0
(Ver Problemas 9-12.)

PRIMER TEOREMA DE PAPPUS. El volumen engendrado por un 4rea plana en rotacion alrededor
de un eje de su plano que no la corte es igual al producto del area por la longitud de la trayectoria

descrita por su centro geométrico.
{Ver Problemas 13-15.)

Problemas resueltos

1. Dada el area plana de la figura, hallar (@) su momento con respecto a los ejes ¥
coordenados y (b) las coordenadas de su centro geométrico (Z, ¥). 10 5
(a) El area del rectangulo superior es § X 2 = 10 unidades, y su centro
geométrico es el punto 4(2,5, 9). Anilogamente, las dreas y centros de A 2
los otros rectangulos son: 12 unidades, B(1, 5); 2 unidades, C(2,5, 5); N
10 unidades, D(2,5, 1). 2
Los momentos de los rectangulos con respecto al eje x son 10(9),
12(5) y 10(1). Por tanto, el momento del 4rea de la figura, con respecto 1
al eje x, es I C
Be s |2
M, = 1009) + 12(5) + 2(5) + 10(1) = 170 !
Analogamente, el momento del drea de Ja figura con respecto al 2
eje y €s 2
M, = 10(2,5) + 12(1) + 2(2,5) + 10(2,5) = 67 ] i
De 2
(0) Eldreadelafiguraes 4 =10+ 12 + 2 + 10 = 34, x
Luego A% = M,, 34& = 67 y & = 67/34, 0 5
yAGj =M, 345 =170¢ 7 =5.
Fig. 37-1

El punto (67/34, 5) es el centro geométrico.

2. Hallar el momento con respecto a los ejes coordenados del 4rea plana del segundo cuadrante limitada por la curva
x = yt—9,
v
El 4rea del rectadngulo genérico de la figura es —x + Ay, su centro geo-
métrico es (3x, y), y su momento con respecto al eje x vale y (—x - Ady). -

Por tanto, pusa

3 3
M, = —J' xdy = —I P9 dy = P(z, v)-
. o xdy o=y 3 (=, (3=, |ay
Analogamente, el momento del rectdngulo genérico con respecto al eje y
es dx(—x * Ay). En consecuencia, x
0

l 1 1 3 324
M, - _?szdy - __3L(y2—9)=dy S Fig. 37-2
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3. Hallar el centro geométrico del 4rea del primer cuadrante limitada por
la pardbola y = 4 — x®,
El centro geométrico del rectdngulo genérico es (x, }»).

2 1

f ydx = f 4—x)dx = 16/3
° °
2 1 3
yryde = (4—z%ds = 128/16
S pves =g ) uare
3
M, = f’x-ydx = f zxd—2%)dx = 4
[ ]

A

M.

Por tanto & = M,/A = 3/4, § = M,/A = 8/5, y las coordenadas
del centro geométrico son (3/4, 8/5).

4. Hallar el centro geométrico del drea del primer ciiadrante limitada por la
pardbola y = x® ylarecta y = x.

El centro geométrico del rectingulo genérico es [x, $(x + x¥)].
1
A = f (z—adx = 1/6
! 1
M, = f e+ a)z—a)de = 1/16
[}

M, = fl 2z —zxt)dx = 1/12
o

Por tanto £ = M /A = 1/2, § = M,/A = 2/5, y las coordenadas del
centro geométrico son (1/2, 2/5).

5. Dcterminar el centro geométrico del irea limitada por las parabolas
x=y'y x*=—8y.

El centro geométrico del rectangulo genérico es [x, $(—x*/8 — \/ )

S
Il

J;‘(“‘%’+ ﬁ)dw = %
wo= fU-E-vE) (2 vE)e = -2

J;‘z<—%’-+ VE) dx = 2?4

X
I

185
v
’
P(z,¥)
(zr'}y)'L
[az 2 z
0
Fig. 37-3
L}
n==
P'(zl V')
(@, iz + =)
Pz, ¥1)
z
(4] Az
Fig. 37-4
Ax z

| Ps(z, ys)
(z, 31 + ¥2))

Pl(zp Vt)

y el centro es (&, ) = (9/5, —9/10). v = —x%/8
6. Hallar el centro geométrico del 4rea limitada por la curva y = 2 sen 3x, Fig. 37-5
desde x == 0 hasta x = n/3. (Ver Fig. 37-6.)
Empleando el rectingulo genérico de la figura cuyo centro geométrico es (x, 3),
T3 ] 2 w3 4
A = f ydx = 2sendxdx = — cos3zx o
3 3
[ [ 0
T/ i3
M, = eyde = 2 sen® 3x dx
. i P(z,)
= 1,_1 = T
= 2 2j T qg sen 6:n:j|° = 3
- w3 (= $¥)
M, = f xeydx = 2f z sen 3z dx
2° oms Ax x
= —|:sen 3z — 3z cos 3x} = Zr 7/3\
9 . 9
Fig. 37-6

Las coordenadas del centro son (M,/A, M.[/A) = (n/6, n/4).
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7.

9.
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Hallar el centro geométrico del drea del primer cuadrante de la h:pocnclonde x =

y = asen® 0. (Ver Fig. 37-7.)
Por simetria, £=47.

A

w2
2 sen® 26 (u—#) de
[ ]

_ 3

32

f=0 0
' _q.s|cos*®  2cos’4 | cos’e
3a I: 3 + 9

7

wis
3a’f cos's sen®a do = 3a'f

wie
f a e0s® 9 * 3a sen® ¢ cos @ de

w1

]

[CAP. 37

acos?f,

wis Fig. 37-7
cos*d (1 — cos® #)*sens dé
24a?
315

Por tanto, § = M,/A = 256a/315n y las coordenadas del centro son (256a/315x, 256a/3157).

Demostrar que el centro geométrico del 4rea de un sector circular de

del centro del

radio r y dngulo 20 esta situado a una distancia 2 ;%n J

circulo.

Situemos el sector de forma que su centro geométrico esté situado
sobre ¢l eje x. Por simetria, la abscisa de dicho centro sera igual a la del
drea situada por encima del eje x, limitada por la citcunferencia y la recta
y = x tag 6. Para este ultimo sector:

rsen 8
A = f (Vr*—y* — ycoto)dy
[ ]
rsen O
= I:ly\/vry'+l-r’arcsen!-—-l—y'cota = lr’a
2 2 r 2 : 2
'lanBl _— 1
M, = f E(V"’—y’ + yeota)(Yr*—y* — ycoto)dy = 3
[ ]
v sen @
= e 1. 1, LT -1,
2|:1‘U 3V 3Y cotao = g7T seny, y

¥ (r cos 9, r sen #)
GV =7+
ay y cot @), ¥)
Pz, y)
4 r z
O\ /o
Fig. 37-8
¢ sen O A
f (r* — y* — y? cot'e) dy
(]
3 = M, 2rsene
T AT 8¢

Hallar el centro geométrico (£, 0) del s6lido generado en la rotacién del drea del Problema 3 alrededor del eje x.

Aplicando el método del disco al rectdngulo genérico del Problema 3,

ﬂf yidex = f (4 —2*)dx

]
7f Sy dz = ,f 24— a2 de = 320/3,

14

2667/15,

M'.

y i = yx/V = 5/8

10. Hallar el centro geométrico (0, 7) del sdlido generado en la rotacion del drea del Problema 3 alrededor del eje y.

Aplicando el método del anillo al recidngulo genérico del Problema 3,

2
2rrf xy dx
[ ]

 §
erj. 3y xy dx
a

14

\3
2ﬂf (4 — x%) dx 8,
0

M. T f! r(4 — x*) dx

327/3,de donde ¥ = M./V = 4/3

11, Hallar el centro geoméirico (£, 0) del sélido generado en la rotacién del drea del Problema 4 alrededor del eje x.

Aplicando el método del disco al rectdngulo genérico del Problema 4,

= VJ: (x? — z') dx

1
2:/15, M,. = wj‘ wat—2)de = 2/12, y #=M,/V =5/8.
0
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12. Hallar el centro geométrico (0, i) del s6iido generado en la rotacion del area del Problema 4 alrededor del eje y.
Aplicando el método del anillo al rectdngulo genérico del Problema 4,

1
V = 21rf x(x —2x2¥) dx = =/6,
°
1
M., = 21rf Mzt a') e x(z—2*)dx = n/12,dedonde § = M../V =1/2
0 v

13. Hallar el centro geométrico del drea de un semicirculo de radio r.
Tomando el semicirculo como en la figura, £ = 0.

El 4rea del semicirculo es 4zr?; el sdlido generado en la rotacion alrede-
dor del eje x es una esfera de volumen ¢/,7ir3, y el centro geométrico (0, )
del 4rea describe una circunferencia de radio y. Aplicando el teorema de
Pappus, {nr? - 2n§ = Y,7nr® e § = 4r/3n. El centro geométrico es, pues, el 0
punto (0, 4r/3n).

Fig. 37-9

14. Hallar el volumen del toro generado en la rotacion del circulo x* + y® = 4 alrededor de la recta x = 3. (Fig. 37-10).
El centro geométrico del circulo describe una circunferencia de radio 3.
Por tanto, V = 4n(6x) = 24x* unidades de volumen,

¥

o| w9 | I
-
4
@,9) . 5 .
0
.3

Fig. 37-10 Fig. 37-11

15. Hallar el volumen generado en la rotacion del rectingulo de la Fig. 37-11 alrededor de (1) la recta x = 9, (2) la recta
=—5y (3) larecta y = —x.

(1) El centro (4, 3) del rectangulo describe una circunferencia de radio 5. Luego, ¥V = 8(10x) = 80n unidades de vo-
lumen.

(2) El centro describe una circunferencia de radio 8. Luego, ¥V = 8(167) = 128n unidades de volumen.
(3) EI centro describe una circunferencia de radio (4 + 3)/A/ 2. Luego, ¥ = 564/ 2 = unidades de volumen.

Problemas propuestos

Calcular el centroide de las dreas dadas en los problemas 16-26.

16. y=x, y =9 Sol. (0,27/5)
17. y=4dx—x%, y =0 Sol. (2, 8/5)
18. y=4x —x%, y=x Sol. (3/2,12/5)
19. 3 =43 —x), x =0 Sol. (6/5,0)
20. x* =8y, y=0,x=14 Sol. (3, 3/5)

2, y=x, 4y =x* Sol. (12/5, 192/35)
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22. x* —8y + 4 = 0, x* = 4y, primer cuadrante. Sol. (3/4, 2/5)

23. Areca del primer cuadrante de x* 4 y* = a®, Sol. (4a/3n, 4a/37)
24. Area del primer cuadrante de 9x® + 16y® = 144, Sol. (16/3n, 4/7)
25. Lazo derecho de y* = xi(1 — x3). Sol. (32/15n, 0)
26. Primerarcode x = 0 —senf, y =1 —cos 0, Sol. (r, 5/6)

27. Demostrar que la distancia del centro geométrico de un tridngulo a la base es 1/3 de la altura.

Hallar el centro geométrico del sélido generado en la rotacion de las areas planas dadas alrededor de
los ejes indicados en los Problemas 28-38.

28. y=x% y=9, x=0; ejey Sol. =6

2. y=x%y=9x=0; ¢ejex Sol. £ = 5/4

30. y=4x—xt y = x; eje x Sol. & = 27/16
3. y=4x—x%, y = x; eje y Sol. 5 = 27/10
32, x*—)y* =16,y =0, x = 8; gjex Sol. £ = 27/4
B.x*—»=16,y=0,x=8; ejey Sol. § =332
M. x—-2)*=4y=0,x=3,x=35; ejex Sol. 2 =(2 + 2In 3)/(In 3)
5. xly=16—3), x=0,y =0, x = 4; eje y Sol. 4 = 1/(In2)
36. Area del primer cuadrante limitada por y* = 12x y la ordenadaenx = 3;ejex Sol. £ =2

37. Area del Problema 36; eje y Sol. 4 =5/2

38. Area del Problema 36; directriz. Sol. § = 75/32

39. Demostrar ¢l teorema de Pappus de este capitulo,

40. Aplicando el teorema de Pappus, hallar:
(a) el volumen de un cono recto circular de altura a y radio de la base b.
(b) el volumen del sélido abtenido al girar 1a elipse 4(x — 6)* + 9(y — 5)* = 36 alrededor del cje x.
Sol. (@) {mab*u.v. (b) 6023 u.v.

41. Dada el drea A, limitadapory = —x*—3x+6 y x+y—3 =0,

hallar (a) su centro geométrico, (b) el volumen generado en la rotacién L4
de A alrededor de la recta dada.

‘ 2+y—3 256vy2
Sol. -1, 28/5), b | ——— ) - = . .
ol. (a) ( /5), (b) zr( v ) 4 =BV 1 oenvor

42. Dado el volumen generado en la rotacién del drea A4 (rayada en la
Fig. 37-12) alrededor de la recta L, obtener:

a2+ 4y—b 27
Vv = o (BI04 = B (oM, + M. b4
( Vo +1 ) VaFl | )

T

a*+1

r (yc—y.)' dx

43. Aplicando la férmula del Problema 42, obtener el volumen generado
en ia rotacién del drea alrededor de la recta.

@ y=—x*—3x+6x+y—3=0 az+y—>b =0
b)) y=2x*,2x—y+4=0
Sol. (a) Ver Problema 41, (b) 1624/ 5 /25 un. vol. Fig. 37-12

hS



Capitulo 38

Momentos de Inercia

Areas planas y sdlidos de revolucion

EL MOMENTO DE INERCIA I, DE UN AREA PLANA A4 con respecto a una recta L situada en su
plano se halla de la forma siguiente:

(1) Se dibuja el area, trazando una franja representativa paralela a la recta y su rectingulo ge-
nérico correspondiente.

(2) Se calcula el producto del area del rectingulo por el cuadrado de la distancia de su centro
geométrico a la recta, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectangulos.

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del célculo integral suponiendo que el

numero de rectangulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 1-4.)

EL MOMENTO DE INERCIA I; DE UN SOLIDO de volumen ¥, generado en la rotacién de un area
plana alrededor de una recta L de su plano con respecto a esta recta (eje del s6lido), se halla de la
forma siguiente:

(1) Se dibuja el area, trazando una franja representativa paralela al eje y su rectangulo genérico
correspondiente.

(2) Se calcula el producto del volumen generado en la rotacidon del rectingulo alrededor del eje
(anillo) por el cuadrado de la distancia del centro geométrico del rectangulo a dicho eje, y se
escribe la suma correspondiente a todos los rectangulos.

(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental de calculo integral suponiendo que ¢l

nimero de rectangulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 5-8.)

RADIO DE GIRO. El nimero positivo R definido por la relaciéon I, = AR?en el caso de un area plana 4,
y por I = VR? en ¢l caso de un sélido de revolucién, recibe el nombre de radio de giro del area
o volumen, respectivamente, con respecto a L.

TEOREMA DE STEINER. El momento de inercia de un area, arco, o volumen, con respecto a un eje
cualquiera es igual al momento de inercia con respecto a un eje paralelo a €] que pase por el centro
geométrico mas el producto del area, longitud del arco, o volumen, por el cuadrado de la distan-

cia entre dichos ejes. (Ver Problemas 9-10.)
Problemas resueltos v T
. £ a,b
Hallar el momento de inercia de un irea rectangular A de dimensiones a y b ! (2. 8)
con respecto a un lado.
Consideremos el 4rea como se representa en la figura, y supongamos que
el lado en cuestion es el eje y.
El 4rea del rectangulo genérico es = b - Ax, y su centro geométrico estd (=, 4b) ™
situado en (x, 44). Por tanto, su movimiento vale x* 4x. En consecuencia,
’ :” ba® 1
I = f z = £:| = — = = 2
5 ) x%b d;v b 3, 3 3 Aa
Ax x
Asf, pues, el momento de inercia de un 4rea rectangular con respecto a
uno de sus lados es igual a 4 del producto del 4rea por el cuadrado de la lon- .
gitud del otro lade. Fig. 38-1

189
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2. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje », del drea plana limitada por la pardbola y = 9 —x? y el ¢je x.
Primera solucidn. . Para el rectangulo genérico de la Fig. 38-2, tencmos, A = y - Ax, y ¢l centro geométrico estd
en (x, $»). Luego,

3 ~3
I, = f 2yde = 2) (927 -2 dr = §§é
- ,
’ v
. P(z,v) 9
(=, §v) s Ple.y)
v
=3 AX 3 * \ .
’ 0 1) { - \
Fie. 382 Fig. 38-3

Segunda solucion. El drea del rectingulo genérico de la Fig. 38-3 es x + 4y, siendo x la dimensién perpendicular
al eje y. Por tanto (ver Problema 1), el momento elemental vale 3(x dy)x®. Asi pues, teniendo en cuenta la simetria
de la figura,

1., 2 (° - 324
0 . = & = — — )32 d ==
1 2 3 Jo ' dy 3 Jn (9 —y)dy 5

] 8
Luego 4 = 2 f xdy = 2f\/9—-y dy = 36, I, = 324/5 = AR*y el radio de giro es R = 3/4/5.
: [ ] Q

3. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y, del drea limitada por la parabola x® = 4y y la recta y = x (ver
Fig. 38-4).

Considerando el rectdngulo genérico de la Fig, 384, de drea (x — 3x?) Ax y cuyo centro geométrico esta en
[x, #(x + }x?)], tendremos,

4
8 4 ,
4= flemamae = § e n = fremme - § - By
'} y = iz
by v
4,9 P(z,y)
Ps(z, ys)
(z, }(x + }z%) (z, wi\
IPl(zryl)
.
Az x Az z
0O 0 1r\
Fig. 38-4 Fig. 38-5

4. Hallar el momento de inercia, con respecto a cada uno de los ejes coordenados, del 4rea limitada por la curva y = sen x
desde x = O hasta x = n. (Ver Fig. 38-5.)

T T
A = fscnxd:t = —cos:c] = 2

19
T

_ .1 17 1 1 Y 4 2
I. = J;y 3sunxdr = 3J0 senfr dx = §|:—cos:r +§cos xJo =3 = 9A
™ T 1
I, = f 2sena de = [2 cosx+2xscnr—r’cost = (s2—4) = E(rr’——4)A

V] 0
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5.

Hallar ¢l momento de inercia de un cilindro circular recto de¢ aitura b y radio de la base a. (Ver Fig. 38-6.)

Consideremos que el cilindro se genera en la rotacién, alrededor del eje y, de un rectingulo de dimensiones a y b,
como se representa en la figura. El centro geométrico del rectangulo genérico es (x, 4b), y el volumen del anillo gene-
rado en dicha rotaciéon alrededor del eje y es, AV = 27bx * Ax. Por tanto, como ¥ = nba?,

I, = 217'f ebrde = -_}ﬂba‘ = lrbatca? = .&Va,2

Asl, pues, el momento de inercia de un cilindro circular recto con respecto a su eje es igual a la mitad de su volu-
men multiplicado por el cuadrado de su radio.

24 2,4

(hlx+2), ¥
P(x, v)

Ay

x 0 Ax z

Fig. 38-6 Fig. 38-7 Fig. 38-8

Hailar el momento de inercia con respecto a su eje, del sélido generado al girar en la rotacion alrededor del eje x, de
area del primer cuadrante limitada por la paribola y® = Bx, el eje x y la recta x = 2.

Primera solucion. El centro geométrico del rectangulo genérico (Fig. 38-7) es [#(x + 2), y], ¥ el volumen generado
en la rotacion del rectdngulo alrededor del eje x es 2my(2 — x) Ay = 271y(2 — y?/8) Ay. Por tanto,

. * 256 16
vV = 27TJ‘ y(2 — y/8)dy = 16x e I. = 2rrf ey —y/8)dy = 3= —é—V
0 0
Segunda solucion. El volumen generado (Fig. 38-8) en la rotacion del rectingulo genérico con respecto al eje x

es my* Ax, y teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, su momento de inercia con respecto al eje x vale
¥yt Ax) = dmyt Ax. Por tanto,

2 2
vV = rrf ytdx = 87rf xdx = 167

0 ]

3 3 .
256 16
e I. = %ﬂ'f vidx = 327J;x’da: = 37 = —3‘V
o

Hallar el momento de inercia, con respecto a su ¢je, del solido generado en la rotacion del drea del Problema 6 con
respecto al eje y (Fig. 38-8).

El voelumen generado en la rotacién del rectdngulo genérico con respecto al eje y es 2axy Ax. Por consiguiente,

2 ¢
vV = 27;-f zydzx = 4V§1l_f 2 dy = %F
2 9 0 ]
[ I, = 27-" exydr = 4‘/517.] 2Vidx = ?” - %V
[ ]

Hallar el momento de inercia, con respecto a su €je, del volumen de'la esfera generada por un circulo de radio r alrededor
de un didmetro fijo. ‘

Tomemos el circulo con el didmetro fijo segun el eje x, como se representa en la figura. Aplicando el método del
anillo,
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11,

12.

13,

14,

15
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')
T
Vv = quf 2xrydy = #=r?
e r L] ¥ /;_\ P(x y)
I. = 4ﬂ‘f yieaxydy = 41,-f yVri—yt dy a 109 ’

[} a r

Haciendo y = r sen z, tendremos 4/r® — y* = rcos z, dy = r cos z dz. 0 z
Para pasar de los limites de integracién de y a los correspondientes \ l
de z, tendremos: para y+=0, 0 = rsen z, 0 = sen z, luego, z = 0, para . '
y=r,r==rsenz 1 =senz luego, z = }n. Por tanto: Fig. 38-9
mie T2
I. = 41,-1".[ sen®z costz dz: = 4rr’f (1 — cos*2)costzsenzdz = ﬁm'“ = 2V
[} 1]
Hallar el momento de inercia del 4rea de un circulo de radio r con res- \y _
pecto a una recta situada a s unidades de su centro. + y— 8
Tomando el centro del circulo como origen, calculemos en primer (4=,
lugar el momento de inercia del circulo con respecto al didmetro paralelo L P(z,y)
a la recta dada: 37 ’
v : o x
I, = 4f yYiexdy = 4f wWri—yrdy = 1r'z = lFA k/
[ [}
De donde I, = I+ A8t = (irrt+s)A
Fig. 38-10

El momento, de Jnercia con rosposto 4 8u 4J4, 481 8810 gonaradn en Ia rolaclon dc Uy AfCO U6 10 GUIYe ¥ — asin dy
alrededor del eje x es {, = /16 = 3¥/8. Hallar el momento de inercia del s6lido con respecto a la recta y = 2.

Iy I, + 2°V = 3V/8 + 4V 30V/8

Problemas propuestos

Hallar el momento de inercia del 4rea plana dada con respecto a la recta indicada:

(@ y=4—xx=0,y=0; ejex, ejey
b)) y=8x%y=0,x=1; ejex,ejey
(¢) x* + y* = a?; un didmetro

Sol. 128A4/35, 44/5
Sol. 128A4/15, 2A4/3
Sol. a*A/4

Sol. 44/5, 3A4/7

(d) y*=4x, x=1; eje x, ejey
Sol, 4,9A/4

(e) 4x® + 9y* = 36, eje x, eje y

Teniendo en cuenta los resultados del Problema 11 y el teorema de Steiner, obtener ¢l momento de inercia del drea
dada con respecto a la recta que se indica.

=0; x =4 (b) x* + »* = a®; una tangente
(e) 104)7

@ y=4—x%y ©)y=4x=Ix=1

Sol. (a) 844/5 (b) 5a*A/4

Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sélido generado en la rotacién del drea plana dada alrededor
de la recta que se indica:

(©) 4x* + 9y = 36; eje x, eje ¥

dy x*4+y*=a'; y=05bb>a
(c) 8V/5, 18V/S (d) (b* + $a¥)V

(@ y=4x—x* y=0; ejex, ejey
B) » =8x, x =2; ejex, ejey
Sol. (a) 128V/21, 32V/5 (b) 16V/3, 20V/9

Aplicando el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia de (@) una esfera de radio r con respecto a una tan-
gente a ella, (b) un cilindro circular recto con respecto a una de sus generatrices,
Sol. (@) TrtV(5, (b) 3r*V/2,

Demostrar que el momento de inercia de un 4rea plana con respecto a una recta L perpendicular a su plano (o con
respecto al pie de esta perpendicular) es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos rectas cuales-
quiera perpendiculares entre si, situadas en el plano y que pasen por el pie de L.

Hallar el momento de inercia polar I, (momento de inercia con respecto al origen) del: (@) tridngulo limitado por
y =2,y =0, x = 4, (b) circulo de radio r con su centro en el origen, (¢) circulo x> — 2rx 4+ ¥® = 0, (<) area limi-
tada por la recta y = x y la pardbola y? = 2x.

Sol. (@) I, =1, + I, = 56A4/3, (b) 4r2A, (c) 3r34/2, (d) 724/35.



PRESION = fuerza por unidad de superficie =

Capitulo 39

Presion de los fluidos

fuerza que actiia perpendicularmente a una superficie

area sobre la que se distribuye la fuerza

La presion p ejercida sobre una superficie horizontal de 4rea A debida al peso de una columna
de fluido de altura & es p = yh, siendo y el peso especifico del fluido o peso por unidad de volumen.
La fuerza ejercida sobre esta superficie es: presién X 4rea de la superficie = yhA.

La presion ejercida por un fluido en un punto cualquiera de su interior es igual en todas las di-

recciones.

FUERZA SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA SUMERGIDA

EN UN FLUIDO. La Fig. 39-1 representa una superficie
plana sumergida verticalmente en un liquido de peso espe-
cifico y. Tomemos los ejes coordenados de forma que la su-
perficie esté en el plano xy, con el eje x en la superficie libre
del liquido y el sentido positivo del eje y hacia arriba. Divi-
damos el 4rea en franjas (siempre paralelas a la superficie
libre del liquido) y aproximemos cada una de ellas a un rec-
tangulo (como se hizo en el Capitulo 34).

Si llamamos /4 a la profundidad del lado superior del
rectangulo genérico de la figura, la fuerza ejercida sobre este
rectangulo, de altura A,y y base xx=g(y;) es y * ¥, - g(y) *Avy,
siendo y; un valor de y comprendido entre & y h + Aiy.
La fuerza total sobre la superficie plana es, segln el teorema
de Bliss,

LE RN

d
F = lim gy-y;-g(yk)my = ?f y-9(y) dy

[8) Superficie libre del liquido

A z=g(y)

3 (2, Yx)

Fig. 39-1

d
= 7f yx dy

La fuerza ejercida sobre una superficie plana sumergida verticalmente en un liquido es igual

al producto del peso especifico del liquido por el area sumergida y por la distancia a la superficie
libre del liquido del centro geométrico del area sumergida. Esto, mas que una férmula, es un enun-
ciado que se debera utilizar en el planteamiento de la integral correspondiente en cada casc.

Problemas resueltos

Hallar 1a fuerza ejercida sobre una de las caras de un rectingulo sumer-

Superficie libre del agua

gido en agua, como indica la Fig. 39-2. El peso especifico del agua es 05 m 2 m
1 000 kilopondios por metro cibico.
El 4rea sumergida es 0,5 X 2 = 1 m*, y su centro geométrico estd Fig. 39-2

0,25 m por debajo de la superficie libre. Por tanto,

F = peso especifico x drea x profundidad del centroide
= 1000 kp/m® x 1m®* x 0,25m = 250 kp

Superficie libre del agua

02 m
Hallar 1a fuerza ejercida sobre una de las caras del rectingulo sumergido 05 m
en agua que indica la Fig. 39-3. X 06 m
El 4area sumergida es de 9 m?, y su centro geométrico esta 0,5 m por 15 m
debajo de la superficie libre. -
= 1000 kp/m® x 9m?® x 0,5m — 4500 kp Fig. 39-3
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PRESION DE LOS FLUIDOS [CAP. 39

Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del tridngulo representado en la Fig. 39-4, siendo la unidad de longi-
tud el metro, y el peso especifico del liquido 800 kilopondios por metro ctibico.

Primera solucion. El drea sumergida esta limitada por las rectas x =0, y = 2 y 3x + 2y = 10. La fuerza ejer-
10—2
cida sobre el rectdngulo genérico de drea x + Ay y profundidad yesy * y-x+ dy = yy (~— 3 y) Ay. Por tanto,

s (10—2y
F = yL.v"———:‘ )dy = 9y = 7200 kp

Segunda solucion. El drea sumergida es 3 m® y su centro geométrico estd 2 + $(3) = 3 m por debajo de la super-
ficie libre del liquido. Por tanto, F = 800 x 3 x 3 = 7 200 kp.

O Superficic libre del liquido 2 Superficic libre de} agua z

0
=
3
2.2
4,3)
Ay P(z,¥) Ay | P, ¥)
{0, 5) ©,6)
v : v
Fig. 39-4 Fig. 39-5 -

Una superficie triangular, de lados 35, 5, y 8 metros, esta sumergida verticalmente en agua con su lado mayor horizon-
tal, como representa la Fig. 39-5, situado 3 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre
una de las caras de l1a superficie.

~ Primera solucién. Eligiendo los ejes que se indican en la figura, se observa que la fuerza pedida es el doble de la
ejercida sobre ¢l drea limitada por las rectas y = 3, x = 0 y 3x + 4y = 24. El 4rea del tridngulo genérico es x * Ay,
y la profundidad de su centro geométrico es y. Por consiguiente, AF = yyx -+ dy = yy(8 — 4y/3) Ay, v

[ ]
F=2 L W8 —%yy)dy = 48y = 48000 kp

Segunda solucidn. El drea sumergida vale 12 m®, y su centro geométrico estd 3 + }(3) = 4 m por debajo de la
superficie libre, Por tanto, F = 1000(12) (4) = 4 800 kp.

Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma . .
semicircular de 2 metros de radio cuando esté lleno de un liquido Senciee -LUSICCItas SOl 2.0)
de peso especifico 900 kilopondios por metro ciibico. 0

Eligiendo los ejes coordenados que se indican en la Fig. 39-6,
la fuerza cjercida sobre el rectdngulo genérico es yyx: Ay Ay Pz, v)
1

= yyV/4 — y*+ Ay. Por tanto,

x

2 16 0,2)
F=2y [ yVa—rdy= 3y = 480kp v
0 Fig. 39-6

Una superficie plana, cuya forma es la de un segmento parabélico

de 12 metros de base y 4 metros de altura, estd sumergida en el v
agua de manera que su base se encuentra en la superficie libre del SUBCHCIEl el s 6. 4)
liquido. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de la su-
perficie. i—-v

Elegido un sistema de coordenadas como indica la Fig. 39-7, o2& __¥__
la ecuacién de la pardbola es x* = 9y. El drea del rectdngulo ge- 9 Pz, v)
nérico es 2x * Ay, y la profundidad de su centro geométricoes 4 — y, \
Pot tanto, o

AF = 2y(4 — y)x - Ay = 2y(4 —y) - 3Vy Ay

4
yF=6 [ —pvray = Ly~ sio0ip

Fig. 89-7
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7.

9.

10.

11.

12.

13,

14.

Hallar la fuerza ejercida sobre la superficie de Proble- ¥
ma 6, cuangﬂo esta se encuentra parcialmente sumergida
eén un l[qgndo de peso especifico 800 kilopondios por 4.8
metro cﬁblco{ de manera que su eje es paralelo a la super-

ficie libre y situado 3 metros por debajo de ella. Superficie libre del liquido

_Eligiendo los cjes coordenados que se indican en y=3
la Fig. 39-8, la ecuacion de la pardbola es y2 = 9x, 3
-V

El drea del rectangulo genérico es (4 — x)4y, la [¢) z
profundidad de su centro geométrico es 3—y, y la ‘
fuerza cjercida sobre €l vale

AF = y(3 — y)(4 — x)dy = y(3 — »)4 — y*(9)dy

Pz, ¥)-

3 yl
Por tanto, F = yJ‘ G—y (4 ——) dy

=305 101000 kp

. ‘ Fig. 39-8

Problemas propuestos

Una superficie rectangular de 6 x 8 metros estd sumergida verticalmente en un liquido de peso especifico y (kilopondios
por metro cubico). Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras:

(@) Siellado mas pequeiio estd situado en la superficie libre. .

(b) Siellado més pequeiio es el mds proximo a la superficie libre y esta situado 2 metros por debajo de ella.

(¢) Siel lado mayor estd situado en la superficie libre.

(d) Si la superficie se mantiene, por medio de una cuerda atada a un vértice, 2 metros por debajo de la superficie libre,
Sol. (a) 192y kp, (b) 288y kp, (c) 144y kp, (d) 336y kp.

Supouiendo el eje x horizontal y el eje y vertical, con el sentido positivo hacia abajo, hallar la fuerza ejercida sobre
una cara de cada una de las superficies siguientes, suponiendo que las dimensiones se expresan en metros y que el peso
especifico del fluido es y (kilopondios por metro cibico),

(@) y = x%, y = 4; superficie del fluidoen y = 0. Sol. 128y/5 kp

(b) y = x* y = 4; superficie del fluido en y = —2. Sol. 704y/15 kp

(© y=4—x%y=0;superficic del fluidoen y = 0. Sol. 256y/15 kp
(d) y =4 —x%, y = 0; superficie del fluido en y = —3. Sol. 736y/15 kp
(¢) y =4 —xt y = 2; superficie del fluidoen y = —1. Sol. 152v/2y/15 kp

Un recipiente de seccidn trapezoidal, tiene 2 metros de base inferior, 4 metros de base superior y 3 metros de altura.
Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo (@) cuando estd lleno de agua, (b) cuando contiene 2 metros de agua.
Sol. (a) 1200 kp, (b) 4 900 kp.

Una superficie plana circular de 2 metros de radio esta sumergida verticalmente en un liquido (¥ kilopondios por metro
cubico) de forma que su centro queda 4 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre la mitad
inferior y sobre la mitad superior de la superficie en cuestién. Sol. (8n + 16/3)y kp, (87 — 16/3)y kp.

Un depésito cilindrico apoyado sobre una de sus generatrices, de 6 metros de radio, contiene un aceite de peso espe-
cifico ¥ (kilopondios por metro cubico) con una profundidad de 9 metros. Hallar la fuerza ejercida sobre cada una de

las bases. Sol. (12n + 814/3)y kp.

Se llama centro de presién de una superficie (Fig. 39-1) sumergida en un fluido, a un punto (£, #), en ¢l que se debe
aplicar una fuerza F para que produzca ¢l mismo momento, con respecto a un eje cualquiera horizontal (vertical), que
las fuerzas aplicadas sobre ella. .

d d
(@) Demostrar que Fz2 =1}y J yxtdyyFj=vy J Yix dy
7 ¢ c

() Demostrar que la profundidad del centro de presién es igual al momento de inercia de la superficie dividido por el
momento del 4rea de la misma, ambos con respecto a una recta situada en la superficie libre del liquido.

Teniendo en cuenta el apartado (b) del Problema 13, hallar la profundidad del centro de presi6én con respecto a la super-
ficie libre del liquido en el (@) Problema $, (b) Problema 6, (¢) Problema 7, (d) Problema 9(a), (¢) Problema 9(5).

Sol. (a) 3n/8, (b) 16/7, (c) 126/25, (d) 20/7, (e) 358/77.



Capitulo 40

Trabajo mecdnico

FUERZA CONSTANTE. El trabajo W realizado por una fuerza constante F a lo largo de un espacio s,

en linea recta, es F - s unidades.

FUERZA VARIABLE. Consideremos una fuerza que varie constantemente a lo largo de un espacio

1.

rectilineo. Llamando x a la distancia del punto de aplicacidn de la fuerza a un punto fijo de la recta,
la fuerza vendra dada por una funcién, F(x), de x.

z
-— — — - >

o a ‘__Atl'- _’l b
Fig. 40-1
Para hallar el trabajo realizado cuando el punto de aplicacion se desplaza desde x = a hasta
x=>b,
(@) Se divide el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitud 4.x y sea xi un punto cual-
quiera del k-ésimo subintervalo.

(b) Se supone que durante el desplazamiento a lo largo del k-ésimo subintervalo la fuerza es
constante e igual a F(xx); el trabajo realizado es igual a F(xx)dxx, y el trabajo total debido al
conjunto de las » fuerzas, vendra dado por

él F(xi) Axz.

(¢) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del calculo integral suponiendo que el
nimero de subintervalos crece indefinidamente de manera que dix— 0; en estas condi-
ciones tendremos

n
W = lim Y F(ax) acx J‘ F(x

R=+0 k=1

Problemas resueltos

Entre ciertos limites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporcional al alargamiento (acorta-
miento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina constante de rigidez del resorte. Suponiendo gque para
producir en un resorte, cuya longitud ratural es de 10 centimetros, un alargamiento de 2,5 milimetros se necesita aplicar
una fuerza de 25 kilopondios, calcular el trabajo realizado para alargarlo desde 11 a 22 centimetros.

Sea x el alargamiento: en estas condiciones, F(x) = kx.
Para x = }, F(x) = 25; luego 25 = }k, k = 100, y F(x) = 100x.
El trabajo correspondiente a un alargamiento Ax es 100x * 4dx, y el trabajo pedido serd

2
w =f 100x dx = 150 kp.cm
1

La constante de rigidez de un resorte vale 400 000 kilopondios por metro. Hallar e} trabajo necesario para compri-
mirlo 1 centimetro.

Sea x el desplazamiento, en metros, del extremo libre del muelle. En estas condiciones, F(x) = 400 000x y el trabajo
correspondiente al desplazamiento Ax vale 400 000x * Ax. Por consiguiente,

1/100
W=f 400 000x dx = 20 kpm
0

196
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3

4.

5.

6.

De un tambor cilindrico se han desenrollado 50 metros de un cable que pesa 3 kilopondios por metro. Hallar el trabajo
realizado por la fuerza de la gravedad para desenrollar 250 metros mas.

Sea x = longitud desenrollada en un instante dado. Entonces, F(x) = 3x y

300
W=j 3x dx = 131 250 kpm
50

Un cable de 100 metros y 5 kilopondios por metro de peso, estd unido a un cuerpo de 500 kilopondios. Hallar el trabajo
realizado al enrollar 80 metros de cable sobre un tambor.

Sea x la longitud de cable que se ha enrollado en el tambor.

_El peso total (cable y cuerpo) es 500 + 5(100 — x) = 1 000 — 5x, y el trabajo realizado para elevar el cuerpo una
distancia 4x es (1 000 — 5x) dx. Por tanto, ¢l trabajo pedido sera;

- 80
W:J' (1 000 — 5x) dx = 64 000 kpm
0

Un depésito cilindrico circular, de 2 metros de radio y 8 metros de altura, esta lleno de agua. Hallar el trabajo realizado
al bombear todo el agua hasta la base superior del depdsito. El peso especifico y del agua igual a 1000 kilopondios
por metro clibico.

ly

-

Fig. 40-2 Fig. 40-3

Primera solucidn. Supongamos (Fig. 40-2) que el agua es impulsada por medio de un pistén que empuja al agua
desde el fondo del depésito. En la figura, se representa al piston situado a una distancia y metros del fondo. La fuerza
necesaria para elevar el agua es igual al peso del agua que gravita sobre el pistdn, es decir, F(3) = nr*p(8 — y) = 4np(8—))
con lo que el trabajo correspondiente a un desplazamiento Ay del pistén serd 4ny(8 — y) * Ay. El trabajo necesario para
vaciar el depésito es, en consecuencia,

8
W = 4ny J- (8 —»)dy = 128 ny =128=(1 000) = 128 0007 kpm
0

Segunda solucién. Imaginamos (Fig. 40-3) que ¢l agua del depésito se divide en  discos de espesor Ay; para vaciar
el depdsito, habra que elevar cada uno de estos discos hasta la base superior. El trabajo necesario para elevar el disco
genérico de la figura, situado a una distancia y de la superficie libre y cuyo peso es de 47ty - Ay, es igual a 4ayy - dy.
Teniendo en cuenta el teorema fundamental, cuando el nimero de discos crece indefinidamente,

8
W = day J ydy = 128y — 128 0007 kpm
0

La dilatacion del gas contenido en un depdsito cilindrico desplaza un émbolo de forma que el volumen del gas aumenta
de 15 a 25 centimetros cubicos, Suponiendo que la relacion entre la presion (p kilopondios por centimetro cuadrado)
y el volumen (v centimetros ciibicos) viene dada por pvt* = 60, hallar el trabajo realizado en la expansién.

Sea A el area de la seccion del cilindro; en estas condiciones, la fuerza ejercida por el gas es p4. Un aumento de
volumen 4dv supone una elevacion del piston de dv/A, y el trabajo correspondiente a este desplazamiento es
Ay

60
pA: 4 =i Av Luego,

25 25
W=60J SN v““] =—150( L 1 )=9,39kp-cm

15 v 0,4 N 25047 1504
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TRABAJO MECANICO [CAP. 40

Un depésito conico (Fig. 40-4) cuya base tiene un didmetro
de 4 metros y cuya altura mide 5 metros, contiene un liquido de
peso especifico ¥ kilopondios por metro cubico. Sabiendo que Desagie
la profundidad del liquido del deposito es de 3 metros, hallar el
trabajo necesario para bombear todo el liquido hasta una altura
de 1 metro por encima de la parte superior del depdsito,

Consideremos un disco genérico cuyo radio sea x, de es-
pesor Ay y distante del fondo del depdsito y. El peso de este
disco serd ryx® - 4y, y el trabajo necesario para elevarlo hasta
la altura indicada serd myx*(6 — y) Ay.

De los tridngulos semejantes, x/y = 2/5 6 x = 2/5y.
Luego

3
W = —iny J- Y36 — y)dy = 5,47y kpm
25 0

Problemas propuestos

Sabiendo que para producir un alargamiento de 1 centimetro en un resorte de 12 centimetros de longitud natural hay
que aplicar una fuerza de 80 kilopondios, calcular el trabajo necesario para alargarlo (a) desde 12 a 15 centimetros,
(b) desde 15 a 16 centimetros. Sol. (a) 360 kp cm, (b) 280 kp. cm.

Dos particulas se repelen mutuamente con una fuerza inversamente proporcional a Ja distancia que las separa. Supo-
niendo que una de ellas permanece fija en un punto del eje x a 2 unidades a la derecha del origen, hallar el trabajo
necesario para desplazar a la otra desde un punto situado 3 unidades a la izquierda del origen hasta el origen.

Sol, 3k/10.

La fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo de peso y kilopondios situade a una distancia s kilémetros de su centro
es igual a F = (4 000)?%/2,2s%. Suponiendo que e! radio de la tierra es de 6 400 kilometros, hallar el trabajo realizado
contra la fuerza de la gravedad para mover un cuerpo de 1 kilopondio desde la superficie de la tierra hasta un
punto situado a 1 000 kilometros de dicha superficic. Sol. 15,4 x 10° kpm. .

Hallar el trabajo’realizado contra la fuerza de la gravedad para elevar un cohete de 8 toneladas métricas de peso hasta
una altura de 200 kilémetros sobre la superficie terrestre. Sol. 34,5 x 10° kpm.

Hallar el trabajo realizado en una mina al elevar 500 kilopondios de cal una altura de 500 metros por medio de un cable
que pesa 3 kilopondios por metro. Sol. 6,25 x 10% kpm.

Un depésito tiene una base cuadrada de 3 metros de lado y una altura de 2 metros, Hallar el trabajo realizado para
vaciarlo por su parte superior (a) si estd totalmente lleno de agua, (b) si el agua ocupa las 3/4 partes del depésito.
Sol. (a) 18 000 kpm, (b) 16 875 kpm.

Un deposito semiesférico de 1 metro de radio estd totalmente lleno de agua. Hallar (a) el trabajo necesario para bombear
el agua por la parte superior del depésito, (b) para vaciarlo a través de un tubo situado a una altura de 60 centimetros
con respecto a dicha parte superior. Sol. (a) 786 kpm, (b) 2 040 kpm.

Hallar el trabajo necesario para llenar un depdsito cilindrico de 3 metros de radio y 10 metros de altura de un liquido
de peso especifico ¥ kilopondios por metro cubico a través de un orificio practicado en su fondo. Idem, suponiendo que
el depésito estd horizontal. Sol. 450my kpm, 2705ty kpm,

Demostrar que el trabajo necesario para bombear el agua de un depdsito a través de su parte superior es igual al nece-
sario para elevar su contenido desde el centro geométrico del liquido hasta el orificio de salida,

Un peso de 100 kilopondios se arrastra hacia arriba por un plano inclinado de 20 metros de longitud que forma un
angulo de _30° con la horizontal. Sabiendo que la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento es u N, siendo
=1 /4/3 el coeficiente de rozamiento y N = 100 cos 30° la fuerza normal entre el peso y la rampa, hallar el trabajo
realizado. Sol. 2 000 kpm.

Resolver el Problemai7 suponiendo que el angulo de inclinacion de la rampa es de 45° y que el coeficiente de roza-
miento vale g = 1/4/2. Sol. 1000(1 + +/2) kpm.

Un cilindro contienc un volumen de aire sobre el que se apoya un émbolo. Sabiendo que cuando la presion es de 20 kilo-
pondios por metro cuadrado el volumen és de 100 metros clibicos, hallar el trabajo realizado por el émbolo para com-
primir el aire hasta 2 metros cubicos (a) suponiendo pv = constante, {b) suponiendo py'4 = constante.

Sol. (a) 7 824 kpm, (b) 18 910 kpm.



Capitulo 41

Longitud de un arco

LA LONGITUD DE UN ARCO AB de una curva es, Y
por definicion, el limite de la suma de las longitudes Pa-s
de las distintas cuerdas APy, P\P,, ..., P,B, que
unen los distintos puntos del arco, cuando el nt-
mero de estos crece indefinidamente, de manera
que la longitud de cada una de las cuerdas tiende
a cero.

Sean A(a, c) y B(b, d) dos puntos de una curva
y = f(x), con f(x) y su derivada, f’(x), continua en Py
el intervalo @ << x < b; en estas condiciones, la lon- P
gitud del arco AB viene dada por

b 2 Q
s = f ds = f 1+(%> dx
AB a V \ &% Fig. 41-1

Analogamente, si A(a, ¢) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su deri-
vada con respecto a y continua en el intervalo ¢ < y < d, la longitud del arco AB viene dada por

= — ‘ d: :
8 ABds = j; /1+<d—;>d'y

Si A(u = u;) y B(u = u,) son dos puntos de una curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = f(u), y y = g(u) que cumplen las condiciones de continuidad, la lengitud del arco 4B viene

dada por ;

u, 2

_ : dx dy

§ = ds = f - -

T “ \Kdu) + (du) i
(Véase la deduccién en el Problema 1.)
Problemas resueltos
1. Deducir la férmula de la longitud de un arco v /

r= SN (@ - o

Dividamos el intervalo a < x < b en subintervalos me-

diante los puntos & = a, &, &,, .. ., &aoy, & == b, y levantemos
en ellos rectas perpendiculares; sobre la curva se determi-
nan los puntos P, = 4, Py, Py, ..., Py_y, P, = B como indica

la Fig. 41-2. En una cuerda representativa se verifica,

Y
A
PP = (anx)* + (Any)* = 1 +(A:z> fn®

Seguin ¢l teorema del valor medio (Capitulo 21) existira al
menos un punto, x = x,, sobre el arco P,_; P, en la que la pen-

Auxz|b x
Ee & Ee—1Fx & | S

. . . 4
diente de la tangente, f*(x;), es igual a 1a pendiente, A:.i de la

cuerda P,_; P,. Asi, pues,
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PP = Y1+ {f’(xk)}’ Arx, Eg—1<xk<£t

y, aplicando el teorema fundamental,

AB = lim g 1+ {f'(x0)}® Asz f \/1+(d” dac

N~ +ok=1

2. Hallar la longitud del arco de la curva y = x%* desde x =0 e x = 5.
dy _ 3 oy

dz ~ 27
f 1+ dy dz = Jd \’1 +3zdr = (1424 " - 835 ynidades
\} T = . 4 T o27 4 . 27

Hallar la longitud del arco de la curva x = 3y%' — 1 desde y =0 a y = 4.
§ o

dz_9
’ 4
J‘ {1+(dx dy =J’ f1+i_1ydy = 243(82\/_2--1) unidades
n .

1/2
ay 27
AN
‘4> Hallar la longitud del arco de 24xy = x* + 48 desde x =2 a x = 4,

dy _ z*—16 z*+ 16 — = 17
dr — &2 y 1+< ) 64( po ) De dondes = Bf( dz 8 unidades

st

5. Hallar la longitud del arco de la catenaria y = 3a(e*® + e—**) desde x = 0a x = a.
2
% = 3(e— e"*) y 1+ (%) = 1+ He***—2+ e ) = L(e¥®+ ¢™**)% Por tanto,

—_ 1_ * x/8 —x/a — l s/a . _’M" — 1 ( _l> 1
= Zj;(e + e ¥Yydzx = 2a,|:e e ., = 2a e unidades

“ﬁ Hallar la longitud del arco de la pardbola y* = 12x limitado por la ordenada cone§pondiente ax=3.
‘ La longitud pedida es el doble de la que hay desde ¢l punto (0, 0) al punto (3, 6).

dz _y 36+y
dy 6 y 1+< ) . Por tanto,

I

]
%[%y\/36+y’ + 18In(y + \/36+'y’)]
[+]

6{V2 + In(1 + V2)) unidades

2(;1;)f V36 F 4 dy

~ 7. Hallar la longitud del arcode lacurvax =13, y = r*desde s = 0a ¢t = 4.

— 2 TR 2 2 2
dt = 2t, dt—3t, ( ) ( ) = 4t* + 9t* = 4t(l+ t). Por tanto
f ‘\’1+Zt"2tdt = ﬁ(37\/37~—l) unidades
[ 3

8. Hallar la longitud de un arco de la cicloide x = 8 — sen 6, y =1—cos 0.
Se describe un arco cuando 6 varfa desde 8 =0a 8 =

d d
d_: = 1-—coss, d—z = sené, ( ) < > 2(1 — cos9) = 4sen’ }4. Por tanto

T 1 1
g8 = 2f sen—-od¢e = —4 cos—o] = 8 unidades
. 2 27|,
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Problemas propuestos

Hallar, en los problemas 9-20, 1a longitud de la curva entera 6 del arco indicado.

9‘

10.

11.

1.2.

13.

14,

15.

16.

17.

18,

19.

20.

21.

y*=8xtdesdex =1ax =38, Sol. (1044/13 — 125)/27 unidades.

6xy =x*+3 ciesde x=lax=2 Sol. 17/12 unidades.

y=Inxdesdex = 1ax =24/2. Sol. 3 —4/2 4 In {2 + V/2) unidades.
27y* = 4(x —2)? desde (2, 0) a (11,64/3). Sol, 14 unidades.

y=In{e*—1)/(e* + 1)desde x =2a x =4, Sol. In(e* + 1) — 2 unidades.

y=In(l —x%) desde x = 1/4 a x = 3/4. Sol. In 21/5 — 1/2 unidades.
y=4§x*—%Inxdesdex=1ax=e. Sol. }e* — } unidades.

y=Incos xdesde x =n/6ax={n. Sol. In (1 + v/2)/4/3 unidades.
x=acos 0,y =asen®. Sol. 2ma unidades.

x=e‘cost,y =e'sentdesder =0ar=4. Sol. 4/2(e*— 1) unidades.
x=InV/1T+1,y=arctagrdesdet =0ar=1. Sol. }n unidades.

x=2cos 0 +cos20 + 1, y = 2sen 0 + sen 20. Sol. 16 unidades.

La posicion de un punto en el instante ¢ viene dada por x = %, y = §{6¢ + 9)*. Hallar el espacio recorrido por el

punto desde ¢t = 0 hasta ¢ = 4. Sol. 20 unidades.

Sea P(x, y) un punto fijo y Q(x + Ax, y + Ay) un punto variable de la curva y = f(x) (ver Fig, 17-1, Capitulo 17).
Demostrar que

arco PQ As _ ds/dx

l. eadinlt. S —_ l' == pr—
o, “cuerda PQ s V(dx)® + (dy) V1 + (dy/dx)*

(@) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de x = acos® 8, y = a sen?® § es 3a/2.

a dx
(b)) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de x¥* + y¥® = g¥% es igual a aV/? L i en la que

el integrando se hace infinito para el limite inferior de integracioén. En el Capitulo 46 s¢ estudian las integrales defi-
nidas de este tipo.

Un perro situado en el punto A(1, 0), ve a su dueiio en el origen O(0, 0) que pasea a lo largo del eje y y echa a correr
hacia €]. Hallar 1a trayectoria que recorre el perro suponiendo que se dirige constantemente hacia su duefio y que, ambos,
se mueven a una velocidad constante, siendo p 1a del dueiio y ¢ > p la del perro. El problema se resuelve, por ejemplo,
aplicando la teorfa expuesta en el Capftulo 70. Sin embargo, aqui se trata de demostrar que la ecuacion y =f(x) de la
trayectoria se puede hallar integrando

¥y = _&(xpfq —_ x-p/c)

Ind, Sea P(a, b), 0 < a < 1, la posicién del perro y sea Q la interseccién del eje y con la tangente a y = f(x) en P. Hay
que hallar el tiempo que tarda el perro en alcanzar el punto P y demostrar que, en ese momento, el duefio estd en Q.



Capitulo 42

Area de la superficie de revolucién

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotacion
del arco AB de una curva continua alrededor de una
recta situada en su plano es, por definicidn, el limite
de la suma de las areas generadas por las n cuerdas,
AP, P,P,, ..., P,_1B, en la rotacion en torno a dicha
recta, cuando el numero de cuerdas crece indefinida-
mente de manera que la longitud de cada una de las
cuerdas tiende a cero.

Si A(a,c) y B(b,d) son dos puntos de la curva
y = f(x), siendo f(x) y f'(x) continuas y, ademas, f(x) 2

no cambia de signo en el intervalo @ << x < b, el area

de la superficiec generada en la rotacion del arco AB G
alrededor del eje x viene dada por

b dy 2
S: = 27r‘£3yds = 27r£ Yy 1+(E) dx Fig. 42-1

Cuando, ademas, f'(x) 7 0 en el citado intervalo, se tiene

d da: ?
S: = 27rf yds = 27rj‘ ¥y [1+ a-— dy
AB

Si A(e, ¢) y B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su derivada con respecto
a y dos funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el area de la superficie generada
en la rotacién del arco AB con respecto al ¢je x viene dada por

_ _ » / dy2 B j“ dz\’
S, = 2ﬂ‘£8xd§‘ = 27rJ:x 1+(E dr == 2« cx 1+ a dy

Si A(u = u;) y B(u = uy) son dos puntos de la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = f(u), y = g(u), funciones que satisfacen las ecuaciones de continuidad, el area de la superficie
generada en la rotacion del arco AB alrededor del eje x, viene dada por

S:: e ZTFJ‘ d = 2 d
B yas rf \[ U

y el drea generada en la rotacién del arco AB alrededor del eje y viene dada por

S, = ZﬂLBxds = 2ﬂ_f \[ du

Problemas resueltos

1. Hallar el drea de la superficie de revolucion generada en la rotaciéon alrededor del
eje x, del arco de pardbola yt = 12x desde x = 0 hasta x = 3. ,6)

b s
(a) Aplicando la férmula S: = 2-:rf y” 1 + ﬂ’ da:

1+( ) '+36 A z

Fig. 42-2
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y J‘ Vv +36 f V122 + 36 dz = 24(2V2 — 1)» unidades de superficie

() Aplicando la formula S, = 2ﬂf 1/ 1+ d‘” —y % ( > LY

-‘/ |
1]

i — f'g (36 + y:)an:| = 24(2V2 - 1)r unidades de superficie

o

2. Hallar el area de la superficie de revolucién generada en la rotacién alrededor v
del eje y, del arco de la curva x = y* desde y = O hasta y = 1. a1
S, = 2,_[' \’H 4z dy = 27 y’\/1+9y‘dy
o x
= —=(1+9 ”‘:| = — (10 — 1) unidades de superficie ]
27( A o 27( vie-1 Fig. 42-3
3.

Hallar el 4rea de la superficie de revolucion generada en la rotacién, alrededor del eje x, delarco de curva y* + 4x = 2 Iny
desde y = 1 hasta y = 3.

) - 2 3 s 3
S: = 21rf y\" 1+ (g—:) dy = 21rf yl ;yy dy = wf (1+yMdy = gr unidades de superficie
c 1 1

3

4, Hallar el 4rea de la superficie de revolucion generada en la rotacién alrededor del
eje x de un lazo de la curva 8a'y* = a*x* — x4,

dy _ o'z — 2 1+ du oy 4 lot=22 (30’227 . =
dx 8a'y 4 t Rt —aY) -~ 8aia— 2%

i)
b ) :ﬂ’ Tt 3q® — 2!
S=:2n’f y‘\/1+<§,l>dx=21rf rEL. T i
. x o 2a\/§

2a\/2 Vo' — =* Fig. 42-4
Z% f (3a*—2z")zdx = }ra® unidades de superficie.
]

Hgllar el2 drea de la superficie de revolucién generada en la rotacién alrededor del eje x de la elipse
e Yy
6t~

. b ’ 4 4
16! 2
S. = 2,rf y1/1+ g—: dr = 21rf y gy = %ﬂ_f V64— 32 dz

‘"'/,_[m/_\/M 3x' 4+ 32 arcsen
2

‘é/§:| = 87 (1 + — 7—\ unidades de superficie.
~4

6. Hallar el érga de la superficie de revolucién generada en la rotacién, alrededor del eje x de la hipocicloide x = a cos® 0
y =asen® .

La superficie pedida se genera en la rotacién del arco desde & = 0 hasta 6 = n.
dz

dy
% - 2 2¥ _ 2 z 2 2
e 3a cos? @ seny, 6 3a sen® ¢ cos 8, ( ) ( > 9a* cos? 8 sen? 6.

3
S = 2- ZTTI \/( de = 2'21rf {a sen® #)3a cos 6 seng do = 12é“run.sup.
]

Nora. Seria l6gico escribir ?JTJ (a sen® §)3a cos 6 sen 6 d6, pero este valor es igual a cero. Debe recordarse
0

que si bien un drea, un volumen, etc., se pueden expresar por medio de una integral definida, no toda integral definida
representa siempre un area, etc.
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7. Hallar ¢l area de la superficie de revolucion generada en la rotacion, alrededor Y
del eje x, de la cardioide x = 2¢os 0 — cos 20, y = 2 5¢n 6 — sen 26,

La superficic pedida se genera en la rotacion del arco desde 6 = 0a 0 = x.

dx/dé = —2sene + 2sen29, dy/de = 2cos6 — 2cos20, y
(dx/de)* + (dy/ds)* = B(1 — sengsen 26 — cos @ cos28) = 8(1 — cos 8). 0 r
w WNEL =0
S, = 217f (2 sen ¢ — sen 26) * 2\/5\/1 — cos é d8 f
’ Fig. 42-5

o T
= 8\/§n-f sen §(1 — cos 8)¥*ds = 16\/571- (1 — cos a)m] = 1258" unidades de superficie.
U )

5
b 2
8. Demostrar: S, = 2ﬂj Y 1’ 1+ (gﬁ dx.
X

Supongamos dividido el arco en n cuerdas, como se observa en la Fig. 42-1. En la rotacién de la cuerda Py_, Py
alrededor del eje x se genera un tronco de cono cuyos radios de las bases son y_; € )%, respectivamente, de altura

2
Pe 1P = V{Ax) + (Ag) = 1+ (iii) Ayx = 1+ {f'(xx)}* Az
k.
(ver Problema 1, Capitulo 41) y cuya 4rea lateral (circunferencia de la seccién media x altura) es
Se = 2r (’-’w—~2111-> 1+ {f'(@)} Axw

Como f(x) es continua, existird al menos un punto, x';, del arco P, #; tal que

f)) = k-1t = Hf-) + f&}

Luego St = 2r fl)) V1 + {f (@)} dex
y, por el teorema de Bliss,
S. = lim S8 = lim 3 2rfE)VI+ @) A
n=+x k=l ne +oo k=1

21Tf f(x)\/l + {f’(x)}2 de = Z,TJ' Y 4 ’ 14 (_g_:) dx

Problemas propuestos

Hallar en los problemas 9-18, el area de la superficie generada en la rotacién del arco dado alrede-
dor del eje que se indica.

9, y=mxdesde x =0ax =2;¢jex Sol. 4mn4/1 + m® unidades de superficie
10, y = ix*desde x =0 a x = 3; eje x, Sol. 7{824/82 — 1)/9 unidades de superficie.
11. y = 4x*desde x =0a x = 3; eje y. Sol. }n[94/82 + In(9 + \ﬂ‘f)] unidades de superficie,
12. 8y® = x*1 — x?), un lazo; eje x. Sol. 17 unidades de superficie.
13. y = x%6 + l/2x desde x = 1 a x = 2; eje y. Sol. (15/4 + In 2)m unidades de superficie.
14, y=Inxdesdex =1ax =T7;ejey Sol. [344/2 + In (3 + 24/2))r unidades de superficie.
15. 99 = x(3 — x)* un lazo; eje y. Sol. 2874/3/5 unidades de superficie.
16. y = acosh x/a desde x = —a a x = a; eje x. Sol. ¥na*(e®* — e—* + 4) unidades de superficie.
17. Un arcode x = a(6 — sen 0), y = a(l — cos 8); eje x. Sol. 64nat/3 unidades de superficie.
18. x =¢€'cost,y = e'sentrdesde t = 0at = }m; eje x. Sol. 27m4/2 (2e* + 1)/5 unidades de superficie.
19, Hallar la superficie de la zona determinada en una esfera de radio r por dos planos paralelos cada uno de ellos distante
del centro }a. Sol, 2nar,

20. Hallar la superficie de esfera de radio r cortada por un cono circular de 4ngulo 2a con el vértice en el centro de la esfera,
Sol. 2nr*(1 — cos a) unidades de superficie.



Capitulo 43

Centro geométrico y momento de inercia

Arcos y superficies de revolucion

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (Z, %) del centro geométrico de un arco AB
de una curva plana, de ecuacién F(x, y) = 0 o x = f(u), y = g(u), satisface las relaciones

s = & ds = f xds y y*s = ¥ ds = f yds
AB AB AB AB
(Ver Problemas 1-2)

SEGUNDO TEOREMA DE PAPPUS. El area de una superficic generada en la rotacién de un arco
de curva alrededor de un eje situado en su mismo plano y que no corta el arco es igual al producto
de la longitud de dicho arco por la longitud de la trayectoria descrita por el centro geométrico

del mismo. (Ver Problemas 3)

MOMENTOS DE INERCIA DE UN ARCO. Los momentos de inercia de un arco 4B correspondiente
a una curva dada con respecto a los ejes coordenados vienen dados por

J‘ yids e = f x2ds
AB A (Ver Problemas 4-5)

CENTRO GEOMETRICO DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. La coordenada Z del centro
geométrico de una superficie generada en la rotacién de un arco 4B de una curva alrededor del

eje x satisface Ja relacién :
z°S: = 21rf x yds
AB

MOMENTO DE INERCIA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. El momento de inercia, con
respecto al eje de giro de la superficie generada en la rotacién de un arco AB de una curva alre-
dedor del eje x viene dado por

I. = 2vrf y-yds
AB

Problemas resueltos

1. Hallar el centro geométrico del arco del primer cuadrante de la circunferencia v
x4yt = 25.
dy _ =% dy _ ;.2 _ 2 _b
iz = Ty y 1+ dx) —1+ = —. Comos_zn-,
5.4 J. dex = 2 o ¢=10/r
27" z
Por simetria, £ = ¥, con lo que las coordenadas del centro geométrico son 0 Fig. 43 15
(10/n, 10/7). g. 43-
2. Determinar el centro geométrico de un arco circular de radio r y 4ngulo en el cen- v
tro 26,

Tomando el arco, como se representa ¢n la Fig. 43-2, de forma que # coincida
con la abscisa del centro geométnco de su mitad superior e ¥ = 0, tendremos:

R [}
‘_13’- =-Y y 1 +< > . Para la mitad superior del arco, s = r#6, N

dy x

reend d rsen@
roe% = f T 1+ —E dy = rf dy = risens
[ ] dy [

y £ = (rsen 6)/8. Por tanto, el centro geométrico estd sobre la bisectriz a una dis- .
tancia (r sen 6)/0 del centro de la circunferencia. Fig. 43-2
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3.

5.

10.

11.

12.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTO DE INERCIA [CAP. 41

Hallar el drea de la superficie generada en la rotacitn del rectdngulo de dimensioncs ¢
a por b altededor del eje sittado a ¢ unidades (¢ > a, b) del ¢entro geoméirico. -[ b

El perimeiro del rectangulo es 2(a < b) y su centro geométrico describe una R
circunferencia de radio ¢. Por tanto, .

8 = 2(a + b) - 2ne = 4n(a + b)c unidades de superficie .
Fig. 43-3

Hallar el momenio de inercia de un arco de circunferencia con respecto a un did-
metro fijo.

Tomando la circunferencia, como se representa en la Fig, 43-4, con el diametro )
fijo sobre el eje x, el momento pedido sera 4 veces el del arco del primer cuadrante.

dy 7 dy * ¥ o

-l +{ =) = —. También, 8 = 27r. Luego

dx Y y i (dx) Yy ¢ 4 . r

I. = 4f yrds = 4f veldr = 4rf Vri—x? dx ¢ 0 —=
Py 0 4 . [}
1 2 2 1 2 x — 3 — 1 ]
= 4dr|zzvyr*—2z* + S r®arcsen— = art = S8 Fig. 43-4
2 2 r |, 2

Hallar el momento de inercia, con respecto aleje x, del arco de hipocicloide v

x=asen®0, y =acos®0.

El momento pedido es cuairo veces el del arco del primer cuadrante.

% = 3a sen’ g cos ¢, %% = —3a cos’gsens, y
e
g = 4fds = 4f dasengd cosd dd = 6a
[}
. w2
I. = 4J Yyrds = 12a3f cos’dsengcosg dé = 3a° = }a’s
]

Problemas propuestos

Delerminar el ceniro geométrico de

(a) el arco del primer cuadrante de x%2 4 y*? = g%3, Aplicar s = 3af2.

(b) el arco del primer cuadrante del lazo de 9y? = x(3 — x)2, Aplicar 5 = 24/3.
(¢) el primer arco de x = a(f —sen 0), y = a(l — cos 0).

(d) el arco del primer cuadrante de x = acos? 8, y = asen?®f.

Hallar el momento de inercia del arco dado con respecto al eje indicado:

(@) unlazo 9* = x(3 — x)%; cje x, eje y.  Aplicar s = 4v/3,

(b) y = acosh xfa desde x =0 a x = a; eje x.

Determinar el centro geométrico de la superficie de una semiesfera.

Determinar el centro geométrico de la superficie generada al girar:

(@) 4y + 3x = 8 desde x = 0 a x = 2 alrededor del eje x.
(b} un arcode x = a(6 —sen8), y = a(l — cos 0) alrededor del eje y.

Aplicar el segundo teorema del Pappus para determinar:

(@) el centro geométrico del arco del primer cuadrante de una circunferencia de radio r.

A

N4

Fig. 43-5

Sol. (2a/5, 2a/5)
Sol. (1/5, \/3/4)
Sol. (na, 4a/f3)
Sol. Ver (a).

Sol. I, = 8s/35, I, = 995/95

Sol. (a® + 359s

Sol. § = 4r
Sol. & = 4/5
Sol. i = 4a/3

Sol. (2r/n, 2ri7)

(b) el 4rea de la.superficie generada en la rotacién de un tridngulo equildtero de lado a alrededor de un eje situado a

¢ unidades de su centro geométrico. Sol. 6mac unidades de superficie.

Hallar el momento de inercia con respecto al eje de rotacién de:

(@) la superficie esférica de radio r. Sol. 3Sr?

(b) la superficie lateral de un cono generado al girar la recta y = 2x desde x =0 a x = 2 alrededor del eje x.

Deducir las férmulas de este capitulo,

Sol. 8S.



Capitulo 44

Area plana y centro geométrico de un drea

Coordenadas polares

EL AREA PLANA limitada por la curva g = f(0) y los radios vectores 8 = 8, y § = 0, viene dada por

1 %
e 2
A = 3 o P dg

Al manejar las coordenadas polares se debe tener sumo cuidado en la determinacién correcta

de los limites de integracion. Conviene aprovechar todo tipo de simetria para tomar estos limites

tan préximos como sea posible.
(Ver Problemas 1-7.)

CENTRO GEOMETRICO DE UN AREA PLANA. Las ¥ Y
coordenadas (&, 7) del centro geométrico de un area
plana limitada por la curva p = f(0) y los radios vec-
tores § = 0, y 0 = 0, vienen dadas por ] Px
1 6y 1 0, Th(pp ak)
. 2 e 3 d Ru-1
Azx X 5 o P a9 ,3 o p° COS 4 do A
1 h ) .
= 2), 8%r - /
y /
- b3 1 O ) B
Ay = q’-%f prdd = §f pdsen d d 0 9 6, %
a, 6, .
1 %2 Fig. 44-1
= = —3-3; ’ p2 dag
2 J,, , (Ver Problemas 8-10)

Problemas resueltos

[}
1. Demostrarque A = % L' o? db.
1

Dividamos el angulo BOC de la figura superior en n partes mediante los radios OP, = OB, OP,, OP;, ..., 0Py,
OP, = OC. La figura muestra una franja representativa, Py-, OPy, de angulo en el centro 4,0, asi como su sector
genérico, Ry -, ORy, de radio gy, angulo enel centro 4,8 y (ver Problema 15(r), Capitulo 34) drea 40%4:0 = 3{f(6,)}24,9.

En estas condiciones, teniendo en cuenta ¢l teorema fundamental,
1

n 1 1 el 1 o!
A = lim I ={f(e))aws = —f {fle))*ds = = f ptde
n— towk=12 2 A 2-01
2. Hallar el 4rea limitada por la curva p* = a®cos 20.

En la Fig. 44-2 se puede observar que el drea pedida consta de cuatro partes iguales, cada una de las cuales es ba-
rrida por el radio vector al variar el dngulo # desde 6§ = 0 hasta 6 = }n. Por tanto,
mie mie w4

A = 4 % f p*de = 2a’f cos20 ds¢ = a*sen 20:l == ¢? unidades de superficic
[

° 0
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Como cada una de las partes estd sitrada en un cuadrante, pare-
ceria 10gico escribir:
ar o

T
%f plde = %a’f cos26de = i—a’ sen 20] = 0
[ ° [

T

k: 4
es degir, - 2%f pide = a’f cos26ds = 0
[

La razdn de este resultado incorrecto estriba en lo siguiente: Fig. 44-2
1 T 1 LA 1 3TW/4 1 T
— _ - [ 2
EJ: ptde = E[ ptde + Ef ptdé + —2-f p'dé = la'— ld + a
0 wid /e

En los intervalos [0, n/4] y [3n/4, n], o es real; asi pues, la primera y tercera de las integrales proporcionan las dreas
barridas al variar @ entre dichos intervalos. En el intervalo [/4, 3n/4], o® < 0 y ¢ ¢s imaginario. Por tanto, aunque

/4
%f a? cos 20 df es una integral perfectamente valida, aqui no se puede interpretar como un 4rea,
™4

3. Hallar el drea limitada por los tres lazos de la curva ¢ = a cos 34,
El 4rea pedida es igual a 6 veces el 4rea rayada en la Fig. 44-3, es decir, el drea barrida al variar el Angulo 8 desde
0 hasta z/6. Por tanto,

0 / .
4= 6-lJ' "ot d — 6--;—J"8a’cos’30d0 ~ wJ"”G + } cos 68) 8 = }na® unidades de superficie.
0 0

2 1
Y v
C
a x
0 0 A B
Fig. 44-3 Fig. 44-4 Fig. 44-5
4. Hallar el 4rea limitada por la curva ¢ = 2 + cos 8 (Fig. 44-4).
El 4rea buscada es el doble del 4drea barrida al variar 8 desde 0 hasta n.
1 (" i
A = 2--2-‘[ 2+ cosd)*dse = f (4 + 4 cose + cos®e)ds
[} 0
1 1 T . L
= 49 + 4 sené + -2—0 + i sen 24 = 9#/2 unidades de superficie
o
5. Hallar el 4rea interior a la cardioide ¢ = 1 + cos 0 y exterior al circuio ¢ = 1.
En la Fig. 44,5, 4rea ABC = 4rea OBC — 4drea OAC es igual a la mitad del 4rea que se pide. Por tanto,
1 It l T/ ™3
A = 2--§f (1 + coss)*de — 2-§J‘ Hrdse = f (2cosd + cos’6)de = 2 + L un.sup.
0 o °
- v
6. Hallar el 4rea de cada uno de los lazos de ¢ = } + cos 4. \\\‘°
Lazo mayor. El 4rea pedida es igual al doble de la barrida al variar el dngulo 8 \‘:Tp
desde O hasta 27/3. Por consiguiente, \
1 2w/a 2T/9 x
A = Z'EJ- (4 +cose)ds = f (} + cosé + cos*e)ds 0
[} [}

% + E‘ng unidades de superficie
Fig. 4-6
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Lazo menor. El area pedida es igual al doble de 1a barrida al variar 6 desde 2n/3 hasta 7. Por tanto,

4 = Z'LIN (} + cosB)2dd = 7 _ 33
t/a . 4 8

3 unidades de superficie.

7. Hallar el drea comun del circulo ¢ = 3 cos 0 y la cardicide ¢ = 1 + cos 6.
El drea OAB consta de dos partes: una barrida por el radio vector

¢ =1 + cos 8 al variar 6 desde O hasta n/3, y la otra barrida por z
© = 3 cos 8 al variar @ desde n/3 hasta n/2.
1 /3 1 n/2
A = 2'—J (1+cosG)‘~'d0+2'—J 9 cost 6 46
2 ), 2 Jan
= 5#n/4 unidades de superficie Fig. 44-7
. _ 1 (&% _ 118 . _
8. Deducir las férmulas AZ = T picos 6d8, A§ = TJ o® sen 8 dO, siendo (£, #) las coordenadas del centro geo-
0, &

métrico del drea plana BOC de la Fig. 44-1.

Consideremos el sector genérico Ri—; OR, y supongamos, para mayor sencillez, que OTy es la bisectriz del angulo
Py -y OP;. Para hallar el centro geométrico de este sector, supongamos se trata de un triangulo, con lo cual, dicho centro
geométrico estard situado sobre OTy a una distancia #g, desde Q. Por tanto, aproximadamente, podremos escribir,

T, = §orcos 0, = £f(6)cos b, y G = %f(6)) sen 0,

Ahora bien, el momento del sector con respecto al eje es
£, §03ds0 = %opcos 0, $0} A0 = L{f(6.)}° cos 6, 4.0

y, por el teorema fundamental,

Az = lim i-!-{f(e)}'cosﬂ A8 = lr' p?cos 6 do
'|—D+®'-1 3 & k k 3 01

Se_deja como ejercicio para el alumno el cdlculo de AF. -
Nota. En el Problema 8, Capitulo 37, vimos que el centro geométrico del sector Ry -3 OR,, estd situado sobre OT;

a una distancia lg,;sTT&.g.O desde O. El alumno puede deducir las férmulas a partir de esta relacion.
v
9, Determinar el centro geométrico del area del lazo del primer cuadrante de la curva ¢ = sen 26.
I L 1 1 LI
A = 7L sen 20‘10_7[0_7““40]0 =3 .
T L [ orcos0d8 = 2 [ sent26cos 6.6 °
TI= -?L p%cos 8df = ?J-o sen® 26 cos 6 4l Fig. 44-8
I . B . . _ 16 . 128
=3 Jo sen*fcost6dé = 3 Jo (1 —cos® 6) cos* Osen 0 dé = 105 Y 2= T0%m
Por simetria, ¥ = 128/105n. Las coordenadas del centroide son (128/105x, 128/1057).
10. Determinar el centro geométrico del 4rea del primer cuadrante limitada por la pardbola ¢ = 1—{-6—c0s0 de la Fig. 44-9,

1 36 9

-y n/
%J’“u + tag® §6) sec? }6 dO = 9[tag 36 + uag';e] 12
0 0
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Yy
_ 216 cos 0 . Me 2cos?§0—1
12% T ,[ T + cos B)% T ToosfyF © = J-u TcostiF L w
nyt njz
=9 _[ (2 soct §6 — soct 48) df = 18 [tag 36 — } tagt wJ
(1] 1]
= T72/5, y & =6/5. z
0
o na 216 sen B _ o
129 = J' e ® =2 ¢ §=94
El centro geométrico es (6/5, 9/4).

Fig. 44-9

Problemas propuestos

11. Hallar el 4rea limitada por cada una de las curvas siguientes:

12.

13.

14.

15.

(a) =1 + cos 26

b) o*=atsenO(1 —cos H)
(c) 0 =4cosb

(d o =acos28

(e) o =4sen*d

(f) o =401 —senb)

Hallar el 4rea

@)
)

interior a ¢ = cos 8 y exteriora ¢ =1 —cos 8
interior ¢ — sen @ y exteriora ¢ = 1 —cos 0,

(c) entre Ovalos interno y externo de p? = a%(1 + sen §),

entre los lazos de p = 2 —4sen 6.

(@)

(@)

Sol. 7 un. sup.
Sol, a® un. sup.
Sol. 47 un. sup.
Sol. }ma® un, sup.
Sol. 67 un. sup.
Sol. 247 un. sup.

Sol. (\/3 —n/3) un. sup.
Sol. (1 — n/4) un. sup.
Sol. 4a® un. sup.

Sol. 4 + 34/3) un. sup.

Dada la espiral de Arquimedes, o = af, demostrar que el drea adicional barrida en la enésima revolucion, n > 2,

es (1 — 1) veces la afadida en la segunda revolucion.

)]

et veces la afadida en el barrido anterior,

determinar ¢l centro geométrico de las siguientes dreas:
(a) Mitad derecha de ¢ = a(1 — sen 0).

(b) Area del primer cuadrante de p = 4 sen® 8.

(¢) Mitad superiorde ¢ =2 + cos 8.

(d) Area del primer cuadrante de ¢ = 1 + cos 0.

(e) Area del primer cuadrante del Problema 5.

Dada la espiral equiangular o = ae®, demostrar que el area adicional barrida en la enésima revolucion, n > 2, es

Sol. (16a/97, —5a/6)
Sol. (128/637, 2048/3157)
Sol. (17/18, 80/27x)

Sol. 16 + 5= ‘ 10
16 + 6= 8+ 3n
Sol. 312 + 15n , 22
48 + 67 24 + 3n

Aplicar el primer teorema de Pappus para obtener el volumen generado en la rotaciéon de

(@) e = a(l — sen ) alrededor del eje y.
(b) ¢ = 2 + cos 0 alrededor del eje polar.

Sol. 8na®(3 un, vol.
Sol. 407/3 un. vol.



Capitulo 45

Longitud y centro geométrico de un arco. Area de una
superficie de revolucién

Coordenadas polares

LA LONGITUD DE UN ARCO de la curva g = f(0) desde 6 = 0, a 0 = 0, viene dada por
0, 6, dQ 2
= d = 2 - de
! L,‘ L,l"’*(de)

CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (f, %) del centro geométrico de un arco
de la curva p = f(f) desde 0 = 8, a O = 8, satisface las relaciones

By 6 0.
f-s=iJ ds:J‘ gcosOds:J‘ xds

ol

0

(Ver Problemas 1-4.)

6, 8

z 0y 0,
g's=gj ds=J gseneds:J yds
0, )

6,

(Ver Problemas 5-6.)

EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotacidon del arco de la curva ¢ = f(0) desde 6 = 6,
a 6 = 0, alrededor de

0, By
el eje polar es S = 27 J yds = 2n J o sen-6 ds
8 o

13 1

0, 0,
el eje transverso es Sy = 2n J xds = 2n J‘ o cos § ds
) 6,

Los limites de integracion se tomarin tan prthimos como sea posible.
(Ver Problemas 7-10.)

Problemas resueltos

1. Hallar la longitud de la espiral ¢ = % desde 6 =0 a 6 = 2n,
dofdf = 2¢* y ¢* + (do/db)* = 5,

o= [T VT @ = v/ [T et b — S e — 1) nidades
[:] 0

2. Hallar la longitud de la cardioide g = a(1 — cos 0).
La cardioide se describe cuando 0 varia desde 0 a 2.
0? + (do/d0)* = a*1 —cos 0)® + (asen 0)* = 4a®sens }0 ol/ z

2 &
5 = J- Vo + (do/d9* df = 2a I sen $40 d0 = 8a unidades
0 0

En esta solucién no se ha podido aplicar el criterio de tomar los limites de
integracién suficientemente préximos, porque la longitud a calcular es el doble
de la descrita al variar el dngulo @ desde 0 hasta n. Sin embargo, el Problema 3
es un ejemplo de céme se aplica dicho criterio. Fig. 45-2
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3. Hallar la longitud de la cardioide ¢ = a(1 — sen 6). L4
o + (%) ’ = a?(1 — sen 0)* + (— a cos 6)t = 2a’(sen 10 — cos 19)? o .
Segun el problema 2, tendremos
5= '[:.1 V'e? + (do/d0R d6 = /2 a J’:n (sen 30 — cos $6) d9
=2 v/2 a(—cos 46 — sen QB)]M = 4 4/2 q unidades
° Fig. 45-3

Como podemos observar, las cardioides de los dos problemas solo difieren en sus posiciones en el plano; en estas
condiciones, sus longitudes deberian coincidir. Para explicar la diferencia de resultados hemos de acudir a los dos inte-
grandos, sen 46 y sen §6 — cos 46. El primero es siempre positivo, mientras que ¢l segundo es negativo, al variar el
4ngulo 8 desde 0 hasta 47, y positivo en los demds casos. Por simetria, 1a longitud pedida ser4 igual al doble de la des-
crita al variar 0 desde n/2 hasta 3s/2, Por consiguiente,

7t/ 1/
s=2v2 a J : .(sen 36 — cos 30) d8 = 44/2 a(— cos } 6 — sen §0)]‘ o 8a unidades
nis ) nis
I’}

4. Hallar la longitud de la curva ¢ = a cos* }0.
La longitud pedida es el doble de la descrita cuando & varfa desde 0 a 2x,
do/d® = —a cos® }0 sen 30 y o® + (do/d8)* = a* cos® 16. &2
“ cos* 10 df = 8a [scn 16 = § 520 1&]'"
o

jﬁZ'aJ

= 16a/3 unidades.
Fig. 454
_5. Hallar el centro geométrico del arco de la cardioide ¢ = a(l — cos 8). (Ver Problema 2.)

Por simetria, 7 = 0, y la abscisa del centro geométrico de todo el arco serd igual a la del centro geométrico de la
mitad superior. La mitad de la longitud del cardioide es, segun el Problema 2, igual a 4a. Por tanto,

4a £ = J-n @ cos 6 \/ g® + (do/dB) db = 2a’J” (1 — cos 0) cos Osen §0 d9
] 1]

= 4a’Jm (— 2cos* §0 + 3 cos® 30 — 1) sen $0 46 = 4a* [gcos‘ }0—-200@'{0+2cos}0]:
0

= —164*/5, y £ = —4a/5. Las coordenadas del centroide son (—4a/$5, 0).

&. Hallar el centro geométrico del arco de circunferencia ¢ = 2sen § + 4 cos 6 desde
0=0a0=1in

do/dd = 2 cos § — 4 sen 8y g + (dp/df)* = 20. Como el sadio es /5, s = /S =. v
njs

\Vin-2= J' 0 cos 8 V& + (de/d0)* dO

0

Y
= 44/5 J .(scnacose+2cos‘0)do
0

= 44/5 [} sen*@ + 6 + }sen 20]:“

=2V + 1),y % =@_ Fig. 45-5

£ njz
\/?n-g=J' gsenO\/g'+(dg/dB)’dB=4\/5_J (sen® 6 + 2 sen 0 cos 6) &8
[} [}

n+4

— 45 [QO—{- sen 20 + sen'O]:" 4V dn+ 1) ed=

7. Hallar el 4rea de la superficie generada en la rotacién de 1a mitad superior de la cardioide ¢ = a(1 — cos 6) alrededor
del eje polar.
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11.

12.

13.
14.

lsl

16.

17.
18.

19

De¢l Problema 2, o' + (do/df)® = 4a® sen® 16.

S=2In J" e sen 64/ ! +(dg/dﬁ’dﬂ=4a*nI"(1—cosB)senﬂmn§0dﬂ
/] [}

n
= l6a'n I sen* 36 cos 46 df = 32/,a%*x unidades de superficie.
[ ]

Hallar el érea de la superficie generada en la rotacion de la lemniscata ¥
o* == a® cos 26 alrededor del eje polar. y

El drea pedida es igual al doble de la generada en la rotacién del arco P
del primer cuadrante. 0 /4

a®sen 20 \* at
e ra

de \*
3 -—
(74 +( !ﬂ) = g*cos 260 +

BT a’ T4
S=2'2nI gseno?dﬂ=4a’nj sen 0 48
[ ]

L)

= 2a*7(2 — 1/2) unidades de superficie Fig. 45-6

Hallar el 4rea de la superficie generada en la rotacion, alrededor del eje transverso de un lazo de la lemniscata

o' = a® cos 20,
El 4rea pedida es el doble de la generada en la rotacién del arco del primer cuadrante,

Al ai B
S$=22n I p cos 6 - d9 = 4a’n I cos 6 df = 24/2 g'nx unidades de superficie.
1] [}

Aplicar ¢l teorema de Pappus para determinar el centroide del arco de la cardioide ¢ = a(l —cos 8)desde 6 = 0a 6 ==,
Si el arco gira alrededor del eje polar, § = 2n4s, o sea, segin los Problemas 2 y 7, 32a%/5 = 2x§+4a e § = 4af5.
Segin el Problema 5, las coordenadas del centro geométrico son (—4a/5, 4a/5).

Problemas propuestos

Hallar la longitud de

(@ g=0'desde § =0a § =24/3 Sol. 56/3 unidades (d) e =sen*8/3  Sol, 3n/2 unidades
) p=e%desde6 =0a0 =8 Sol. 4/5(e*— 1) unidades (¢) o = costf/4 Sol. 16/3 unidades
(¢) o = cos* {0 Sol. 4 unidades
(f) e = a6 desde (00 a (en,0)  Sol. V@@ F o — V@ T 0% +aln 2@+ V@ + 0% ynigages
ofa + Va* +o%)
(8) o= 2atagOsecn8desde § =020 =n/3 sol. 2av/31YT=2 4 1n 2@+ VI idades.
V3 VT+ 43

Hallar el centro geométrico de la mitad superior de ¢ = 8 cos 6. Sol. (4, 8/n).

Siendo ¢ = a sen 6 + b cos 6, demostrar que s = 1V a* + %, S, = ans, y S, = bas.

Calcular el 4rea de la superficie generada en la rotacién de ¢ = 4 cos 8 alrededor del eje polar.
Sol. 167 un. sup.

Hallar el 4rea de la superficie generada en la rotacién de cada uno de los lazos de o = sen®@/3 alrededor del eje transverso
Sol. 7/256 un. sup.; 5137t/256 un. sup.

Hallar el drea de la superficie generada en la rotacién de cada uno de los lazos de g* = cos 20 alrededor del eje transverso.
Sol. 24/2 = un. sup.

Demostrar que cuando los dos lazos de ¢ = cos‘6/4 giran alrededor del eje polar, generan superficies de igual é4rea,

Determinar el centro geométrico de la superficie generada en la rotacidn del lazo de la derechade p* = g* cos 20 alrededor
del eje polar, Sol. 2 = 2/2a(v/2 + 1)/6.

Hallarel4rea de la superficie generada en la rotacion de ¢ = sen*8/2 alrededor de larectag = csc 0. Sol. 8zun. sup.

Deducir las férmulas de este capitulo.



Capitulo 46

Integrales impropias

b
UNA INTEGRAL DEFINIDA, J J(x) dx, se denomina integral impropia si

(@) el integrando, f(x), tiene uno o mas puntos de discontinuidad en el intervalo a < x < b;
(b)) por lo menos uno de los limites de integracién es infinito.

INTEGRANDO DISCONTINUO. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b, pero es discontinua
en x = b,
b b—€
J J(x)dx = lim f(x) dx siempre que exista el limite
a €e+0* Ja

Si f(x) es continua en el intervalo @ < x < b, pero es discontinua en x = aq,
b . b
J‘ f(x)dx = lim J(x) dx siempre que exista el limite
0t Jate
Si f(x) es continua para todos los valores de x del intervalo a < x < b excepto para x = ¢,

siendo @ < ¢ < b,
b c—¢ b
I S(x)dx = lim f(x) dx + lm1 f(x) dx

€s0* J g c+¢

siempre que existan ambos limites. (Ver Problemas 1-6.)

LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < 4,
+e u
f(x)dx = lim J(x) dx siempre que exista el limite

*)a 8- 4 a

Si f(x) es continua en el intervalo «' < x < b,

rb rb
_ S dx = lim f(x) dx siempre que exista el limite

o~ - J N

Si f(x) es continua en el intervalo ¥’ < x < u,

~ + o) ru
J(x)dx = lim f(x) dx + lim f(x) dx
J —® 8-> 4o J PER u’
siempre que existan ambos limites. : (Ver Problemas 7-13.)

Problemas resueltos

3
1. Calcular J \/9dx - El integrando presenta una discontinuidad en x = 3. Consideremos
° —x
(o -l —~ tm arcsenX| ‘= lim accsen 2= = arcsenl =~ 4 x
eror o A/9_ xt €0+ 3k €0+ 3 z.
Luego Ia L ln
’ v V9 —xt 2

214
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3
2. Demostrar que I carece de sentido, El integrando presenta una discontinuidad en x = 2. Considerémos

dx
o 2—X

lim = lim In
ot Jo 2—x c»ot 2—x |,

i-¢  dx 1 ]"‘ . 1 1
= lim (ln — —In —)
€ 2

e>ot

No existe limite y la integral carece de sentido,

dx
3. t —_— ido,
Demostrar que L =1 carece de sentido '}

El integrando presenta una discontinuidad en x = 1, valor comprendido entre los limites
de integracién 0 y 4. Consideremos

li 1-¢ dx li g dx
m ————— m T T
e>ot Jo (x—1) + >0t JH(' (x—1)
= lim -

—1 Jr-e . —1 1 1
] + lim ———] = lim (— —1) lim [—= + — )
T emot x—1 et Xx—1 hie  esot ot 3 €

No existe limite.

. . : \ .. ¢ dx 1 L -
Si no se tiene en cuenta el punto de discontinuidad J =— ] = T
P o (x—1) x—1], o 1234
4
-3 lo cual es un absurdo. Fig. 46-1
4. Hall J" & Elintegrand ta una discontinuidad 1. Consid
) allar | ———=. El integrando presenta una discontinuidad en x = 1. Consideremos
° Vs x—1 = p
1-€¢ dx 4 dx 1—¢€ 3 4
lim —— + lim — = l|m = x—1 ’/3J + = @x—1 ’/']
ot Jo \a/x —1 €20t Jive '\3/ x—1 erot ( ) ° 2 ( ) 1+¢

- limz <—f>’”—’-) + Jm 3 @5 = F @90
_3 . 3
Luego, J E__._x_ ——2—(\/5—1)-

n/s N

5. Demostrar gue J sec x dx carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = }n. Consideremos
[

1/27 ~€ ] j27 €

lim sec x dx = llm In (sec x + tag x)
>0t Jo >0t

= lin;'_ In {sec (}nn — €) + tag (3= — )}

No existe limite y la integral carece de sentido.

nj2 cos
6. Hallar 17"__ dx. El integrando presenta una discontinuidad x = }x. Consideremos
0 —Sen x
1/2r—€ 1/27-€ —
lim S X dx = lim —2(1 —sen x)m] = 2 lim {—[1-<Sen(n—e)] + 1}
>0t Jo \/1 —sen x et 0 e»ot
nie cos x
= 200+ 1) = 2. Luego, —_———dx = 2,
0 4/l —senx
% dx . . . o .
7. Hallar J e El limite superior de integracion es infinito. Consideremos
[]
. « dx .1 1 1 @ odx 1
.Llfcl-o T4 = ..Lle > arc tag ?x]o + Tn. Luego, L F—3 "3 7,

°
8. Hallar I e* dx, El limite inferior de integracién es infinito. Consideremos

[] 1 0 1 1 L]
lim e®dx = lim —e’-‘] = (1)— lim — e®™ = — —0. Luego, I e dx = §.
u——- Jy - 2 - us- 2 2 -0
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+db
9. Demostrar que —‘/: carece de sentido. El limite superior de integracion es infinito. Consideremos
1
L]
im [ -2 = fim 2| = lim @VE—2.  Ellimite no existe.
) —+®0 J 3 v; 5 +00 s +0
. +0 dx +% e¥dx . . . S
10. Hallar J —_—= I —_—. Ambos limites de integracion son infinitos. Consideremos
- € +e* -0 ¥ + 1
. ' etdx ‘ ¢ e*dx . | 1
dm [+ S, [ ST = Jim ercser| 4 im arcuger])

= lim (arctage*—}n) + lim (}n — arctage*)
— 40 ¥ - —00

=lr—jatin—0=1in

+0
11. Hallar I e—* sen x dx, El limite superior de integracién es infinito. Consideremos

lim .e-'senxdx = lim—ie“(senx+cosx)]- = lim {—3}e~(enu+cosuw)}+ }
-+ 0 o w480 0 [E-
+00

Cuando u4 -+ + o, e~ — 0 mientras que sen 4 y cos u varian de 1 a —1. Luego, J e*senxdx = §.
[}

3
12. Hallar el 4rea limitada por la curva y* = od T y sus asintotas, Ver Fig, 46-2,

El integrando presenta una discontinuidad en x = 1. Consideremos

A 4 —
B J‘o Vl—_x"

1-¢ xdx -€
i _xd& oy et T = lim = V=) =
Il Vice = dm 1Y ] Jm ( 2e—e) =1

El 4rea pedida es 4(1) = 4 unidades de superficie.

»

|
b
-
8
)
R

—— e e e — e — =

1
]

|
[ )
|
[
-
-]
-]

Fig. 46-2 Fig. 46-3

13. Hallar el 4rea situada a !a derecha de x = 3 y limitada por la curva y = P o 1 77 el eje x. Ver Fig. 46-3.

A=Im d  _ limr-dx-—w—-llun x—1

s X—1 L x—1 2-..+w x—1
1 -1 1.1 1 1— 1u
—7,‘.“1’@‘“ F1 2y =g lm by t a2

-i— (In 2) unidades de superficie.



CAP. 46] INTEGRALES IMPROPIAS 217

Problemas propuestos

14. Hallar:
1
@ J- i_ =) C)) J- @= )an (Carece de sentido)  (g) I (x—Z)W = 632
dx
) J‘ 7 = (Carece de sentido) (e) J- T ()] J = (Carece de sentido)
-2 A/ 4 — X2 -
2 J. \/4_x”4 (f)f W—9/2 0 J'olnxdx=-—1

@ J’:xlnxdxz—m

15. Hallar el drea limitada por la curva dada y sus asintotas,

. xt _ 4—x _ 1
@ y Sy 0y = P (C)yz—m

Sol. (@) 47 un, sup., (b} 47 un. sup., (¢) 27 un. sup.

16. Hallar:
+0 p-y/z
@ [7% =1 o | dx = 2/e
1 \/;
dx _ 1 t® —z3 —
(b)f-w G—xyp 7 @ [ wetdx=0
+o e _ +a0 dx _
© L e=dx =1 *) J@W“"/z
® __9% _ (Carece de sentid h [
) J_mm (Carece de sentido) @) J-_c\D xe*dx = —1
+o dx _ 1 . +@ - _
) L xInfx In2 ) L xle~rdx =6
17. Hallar ¢l 4rea limitada por la curva dada y su asintota:
= 8 = —x_ — -z’/
(ﬂ)}'—-x,—+4; (b)y_(4+x’)”’ () y = xe~*h
Sol. (@) 47 un. sup., 72) } un. sup., (¢) 2 un. sup.
18. Hallar el drea:
(a) limitada por y = x,_l_4 y a la derecha de x = 3, Sol. } In 5 un. sup.
. . 1
() limitada por y = T —17 y a la derecha de x = 2. Sol. 1 —In 2 un. sup.

19. Demostrar que las siguientes dreas carecen de sentido:

(a) 4rea limitada por y = ﬁ desde x = 2 hasta x = —2.

(b) 4rea limitada por xy = 9 ala derecha de x = 1.

20. Demostrar que el 4rea del primer cuadrante limitada por y = e—* es igual a } (unidades de superficie) y que el volu-
men generado en la rotacién de dicha 4rea alrededor del eje x es }z (unidades de volumen).

21. Demostrar que en la rotacién de la regién R del plano limitada por xy=9ya la derecha de x = 1 alrededor del eje x,
el volumen generado es igual a 81z (unidades de volumen) y que, sin embargo, el 4rea de la superficie es infinita.
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22. Hallar la longitud del arco indicado:

(@ 9yt = x(3 —x)% un lazo, B) x¥3 4 y¥s = g¥? arco entero. (c) 9 = x'(2x + 3), un lazo.

Sol. (a) 4v/3 unidades (b) 6a unidades (c) 24/3 unidades
23. Hallar el momento de inercia de un circule de radio r con respecto a una tangente. Sol. 3ris/2.

+o0
24. Demostrar que J =0 diverge para todos los valores de p.
9

¢ Nd . .
25. (@) Demostrar que I (xTx existe para p < 1 y carece de sentido para p = 1.

by

+ 00

(b)) Demostrar que I existe para p > 1 y carece de sentido para p < 1.

26, Sea la funcion f(x) < g(x) que estd definida y es positiva en ¢l intervalo a < x < b, siendo lim f(x) =
y l|m n g(x) = +o0. Segun la Fig. 46-4, parece l6gico suponer: =

0 slj g(x) dx estd definida, también cstard j £ d.

] ]
(2 Si J f(x) dx no esta definida, tampoco lo estara I g2(x) dx.

Determinar si estdn o no definidas las siguientes integrales:
1
11—t

@ J: lfxc. Para 0<x <, 1 —x*=0—x)0 + )0 +x) <4l —x) y 1—*—x <

1
Luego % J i dxx no estd definida, ni tampoco la integral dada.
o 1—

+ o

1 dx 1 1 1 dx
b J ——, Para 0 <x <1, ———= <—=. Luego J —— estd definida igualmente que la integral
@ | arve PR 0<xsl e < Lo | Ur & a g

dada.
4 cos x e COs X .
(© J x’/‘ esta definida. (d) J dx no esti definida. (e) '[ vV dx esta definida.
f
|
|
'
i
]
f
1
I
i
[}
(
'
0 L !z 0
a b
Fig. 46-4 ' Fig. 46-5
27, Sea la funcidn f(x) < g(x) que estd definida y es positiva en el intervalo x > g, siendo hm f(x) = lim g(x) =0.
25400

Segun la Fig. 46-5, parece logico suponer:

@) Si r

+@
2(x) dx estd definida, también estar4 f £ () dx.
a

4+ 4+
@ si J' f(x) dx no est& definida, tampoco lo estard J' #(x) dx.

Determinar si estan definidas o no las siguientes integrales.

+® dx +0 dx M A
(a) L —;-_;;; Para x > o 2x o Luego L v estd definida igualmente que la

integral dada.

o [T X 4 definid e~ dx esth definid & esth definid
————— est . = . T .
L mes efinida (c)‘[l e x estd definida (d)J-o mcs efinida



Capitulo 47

Sucesiones y series

UNA SUCESION, {5z} = s, Sg, S3, - - -, Sn, . - ., €5 una funcién de » cuyo dominio de definicién lo cons-
tituye el conjunto de los mimeros positivos. (Ver Capitulo 1.)

Se dice que una sucesién {s,} estd acotada, si existen dos nimeros, P y @, de manera que
2n 41

R 2—;{: ..., estd

acotada, ya que 1 < s, << 2 para todos los valores de », sin embargo, la sucesién 2, 4, 6, ..., 2n,

P < sx < Q para todos los valores de n. Por ejemplo, la sucesion 3/2, 5/4, 7/6, .

no lo esta.
Una sucesién {s,} es creciente si 8§ <s5,<s53<- < 8$a<" -, Y decreciente cuando
S5, >S5y =>83=>"+ * *Sn>" - - Por ejemplo, las sucesiones 3_ﬁ2 = 1/2, 4/3, 9/4, 16/5,

y {2n—(— 1)} =3, 3, 7, 7, ... son crecientes y las sucesiones {l/n} =1, 1/2, 1/3, 1/4,
y —{n} = —1, =2, -——3, —4, . . ., son decrecientes.

Una sucesién {s,} converge hacia un limite finito s, [ lim s, = s], cuando, dado un némero ¢
n—> + o0
tan pequefio como queramos, se puede encontrar un entero positivo m de manera que a partir
de un n dado y para todos los siguientes, n > m, se verifica la designaldad |s — s,| < e. Si una
sucesion tiene limite es convergente, y si no lo tiene recibe el nombre de divergente.

(Ver Problemas 1-2.)

Una sucesidn {s,} diverge o tiende a oo, [ lim s, = oo], cuando, dado un ndimero positivo M

n— 4+ oo
tan grande como queramos, existe un entero positivo m de manera que a partir de un n dado y para
todos los siguientes, n >m, se verifica la desigualdad |s,| > M. Si s, > M, lim s,= +oc;

n— + o©
sisy, <—M, lim s,=—o0,
n—> + ¢
TEOREMA DE LAS SUCESIONES.
| Toda sucesién acotada, creciente o decreciente, es convergente. La demostracion cae fuera
del propésito y alcance de este libro.
1I. Toda sucesién no acotada es divergente. Véase la demostracion en el Problema 3.

Muchos de los teoremas restantes son consecuencia inmediata de los teoremas expuestos
en el Capitulo 2.

m. Una sucesién convergente (divergente) no modifica su caracter al cambiar de lugar uno
o todos de sus n primeros términos.

Iv. El limite de una sucesién convergente es tinico.
(Véase la demostracion en el Problema 4.)
Si lim s, =58 vy lim ¢, = ¢
n— 4+ n— +x
V. lim (¥k+s;) = k lim s, = ks, k siendo k una constante cualquiera.
n— +x n— +=
VI lim (saxty) = Ilim s, = lim ¢, = s=*{.
ne= +wx n—+w -+
VIL lim (sp*t) = lim 3¢ lim ¢, = s-t
n= +x n=— -t n—+x

219
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VILI.

XI.
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lim (s»/t,) = lim s,/ lim 1, = s/t, siempre que t % 0 y t, % 0 para todos los va-
84— 4 o0 n-— + oo n-y 4+ oo
lores de n.

Sea {s.} una sucesién de términos no nulos; si lim s, = oo, se verifica lim 1/s, =0.
"= 4 00 n—++

(Véase demostracién en el Problema 5.)
Sia>1, lim a"= 4+ cc.

n—++
(Véase la demostracién en el Problema 6.)

Si |r| <1, se verifica lim " =0.

n— 4 o

LA SUMA INDICADA

XII.

XIV.

XV.

XVI.

+ oo -
Ysa= Y sm=si+ss+sat- -+t (

n=1
de los términos de una sucesion {s,} recibe el nombre de serie. A toda serie se le asocia
una sucesion de sumas parciales: S; = 5, S; = 85, + 53, S3 =5, + 53 + 53, - ,Sa =28

+sp+sz3+- A+ S -
Si lim S,=S, siendo S un numero finito, la serie (/) se denomina de convergente

n— + co -
y S es su suma. Si no existe lim §,, la serie (/) se denomina divergente. Una serie también
n— -4 o
es divergente bien porque lim S, = oo, 0 bien porque a medida que crece n, S, va aumen-
n— 4+ oo

tando y disminuyendo sin aproximarse a un limite; en este dltimo caso la serie recibe el
nombre de oscilante. Por ejemplo, en la serie 1 —1 +1—1+- - §;=1, S3=0,
S;=1,85,=0,...

(Ver Problemas 7-8.)
De los teoremas anteriores se deducen las consecuencias siguientes:

Una serie convergente (divergente) sigue siendo convergente (divergente) si se cambia el
orden de uno o de todos sus n primeros términos. (Ver Problema 9.)

La suma de una serie convergente es Unica.

Si Zs, converge hacia S, la serie Zks,, siendo k una constante, converge hacia kS. Si Zs,
es divergente, también lo es Zks,.
Si Zs, es convergente, se verifica: lim s, = 0.

n— + o

(Véase la demostracion en el Problema 10.)

El reciproco no es cierto. La serie arménica [Problema 7(c)] es divergente y, sin em-
bargo, lim sy =90.
n— 4 o
Si lim s, 5 0, la serie Zs, es divergente.

n— 4 oo

El reciproco no es cierto; véase el Problema 1(c). (Ver Problema 11.)

Problemas resueltos

1. Seala sucesion {s,} cuyo limite es 5. Situemos sobte una escala numérica (Fig. 47-1) los puntos s, s — ¢, 5 + ¢, siendo ¢
un nimero positivo tan pequefio como queramos (infinitésimo) y vayamos colocando, ordenadamente, los puntos

81 82 8m 8m+1

L 1 1 o—d

r 7 1 R T
8—e

L o
L]
+

Fig. 47-1
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2.

3.

6.

7.

515 83, S35 . .« Segln la definicion de convergencia, los m
primeros puntos estan situados fuera del intervalo conside-
rado, pero a partir del s, ., ¢l ¥ todos los siguientes estan
situados dentro de él.

Fn la Fig. 47-2 se puede observar una representacion
en un sistema de coordenadas rectangulares. En primer
lugar, hemos trazado las rectas y =5, y=s5—¢ ¢
y = 5 + ¢, determinando de esta forma, una banda de am-
plitud 2¢. Situando ahora los puntos(l, 5,), (2, 55), (3, 52) ...,
el punto (m + 1, s,,+1) ¥ todos los siguientes caeran dentro
de la banda.

3

&
L]
-
+
i

Es importante obscrvar que fuera del intervalo o banda

de amplitud 2¢, solamente habra un nimero finito de puntos ol L
de una sucesion convergente, Fig. 47-2
. . 1 1:35-7...2n—1)
Aplicar el teorema 1 para demostrar que las sucesiones (a) 31 - 7; y (b) 2—2 T46-8..0n) son convergentes,

(@) La sucesion estid acotada, ya que 0 < s, < 1, para todos los valores de a.

1 1 1 1 . .
Como S t1 — 1 —""'—'_"_—l— =1 '——'-"— + ;(ﬁT)" = S, + m, (3 decir Sp+1 2 Sy Ia sucesion €s cre-
ciente. Por tanto la sucesion converge hacia s < 1.
.y . 1-3-5-7...(2n
(b) La sucesion estd acotada, ya que 0 <s, < 1, para todos los valores de n. Como s, 4, = 2.4~ §. ;EZ’! I;;
2n+1 . . ., .
ey 5., la sucesion es decreciente. Por tanto, la sucesiéon converge hacia s > o.

Demostrar que toda sucesion no acotada {s,} es divergente.

Supongamos que {s,} es convergente (demostraciéon por reduccién al absurdo). Dado un nimero positivo ¢, tan
pequefio como queramos, existird un entero positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m,
se verificard la desigualdad |s, — s| < ¢. Luego en este intervalo estaran todos los términos de la sucesion menos un
nimero finito de ellos con lo cual dicha succsion deberd estar acotada. Como esto es contrario a la hipétesis, 1a suce-
sién sera divergente.

Demostrar que el limite de una sucesién convergente es unico.

Supongamos que la sucesiéon admitiese dos limites distintos, es decir, lim s, = sy lim s, = f, siendo |s—¢| > 2¢ >0
n—>+ o n— 4 oo
En estas condiciones, en los intervalos, de amplitud 2¢, de s y f tendremos propiedades contradictorias: (i) por una parte
no pueden tener puntos comunes, y (ii) cada uno contiene tcdos los términos de la sucesiébn menos un numero finito de
ellos. Asi, pues, deberd ser s = ¢ y el limite serd unico.

Demostrar que si {s,} es una sucesiéon de términos no nulos y lim s, = oo, se verifica: lim 1/s, = 0.
. B>+ 00 B>+ ™ ..
Elegido un nimero muy pequefio € > 0, de lim s, = o se deduce que para todo M > 1/e, existird un entero
n—++oo
positivo m de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m, se verificara la desigualdad |s,| > M > l/e.
Para este valor de m, [1/s,] < 1/M < ¢ siempre que n > m; por tanto, lim l/s, = 0.

"+ o0
Demostrar que lim ¢* = 4+ o para a > 1.
n—> 4 «
Sea M niimero muy grande, M > 0; supongamos a =1 + b con b > 0; entonces
a"=(1+b)"=1+nb+%b”+--->l+nh>M

para n > M/b. Es decir que m es el entero superior a M/b.

Demostrar que:

(@) La serie aritméticaa+(@a+d)+ @+ 2d)+ -+ a+(n—1)dl + --- es divergente cuando a* + d*> 0,
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9.

10.

11.

SUCESIONES Y SERIES [CAP. 47

(b) La serie geométrica a +ar + ar* + +++ 4+ ar** + -+ -, siendo a # 0, converge hacia —laj’ 81 |r] < 1y diverge
si|r| > 1.

(¢) La seric armdnica 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + =+ - + 1/n + «+ - es divergente.

(@ Aqui S, =#2a+(n—1dly lim S, = o excepto para a=d =0,

n~» 4 00

Por tanto es divergente cuando a® + d2 > 0.

a—ar" a a
(b) En este caso S, = — —1—=7 —1=r" s r# 1.
Silr|<1,limrm =0, ylim S, =——~ .
n—+ 00 n— 4+ o 1—r

Silrl>1, lim r* = o, y S, es divergente,
n-— 4+ 00

Sijrj=1,laserieesoa+a+a+-*0oa—a+a—a+ -y es divergente.
(¢) Formando las sumas parciales, obtenemos
$5:>2,8>2556>3, 5S2>35 Su>4, ...

Como la sucesién de sumas parciales no estd acotada, la serie serd divergente.

. |
(@) Sumar la serie 5 + 5 + e +
1 _1 1 1,1 1 1 1111 .
s=s=g(-sps-sre-gl-sps-srsrm-z(-%)
S = —I (1 - ?"—)’ y§ _HETWT 1 5-) '4—_
(b) Sumar la seri ! + 1 S + 1 4o
T2 723 734733 :
S=Tzp=l—b S=prtpyol—i+ti-i=1—}
U1z T N e T T —3= '
Si=Sitgip=l—d+i—t=l—} - Sa=l—
3 = % 3,4_ - - =11 N . = —m
. 1
=1 1— =1,
ys n—»u—fuo( ﬂ+1) 1

Sabiendoquelasuma delaserie 1 + 4 + 3 + 4 + & + - esiguala 2, hallarla suma de la serie que resulta cuando
(a) se suprimen los cuatro primeros términos, (b) cuando se afiaden a la dada los términos 8 + 4 + 2.

(@) La serie 4y + 4% + *** es una serie geométrica de razon r = 3. Converge hacia
S=2—(1+}+1+P=1%
(b) La serie 8 4+4+2+ 1+ 4+ 1+ --es una serie geométrica de razén r = . Converge hacia
24+ 8+44+2)=16

Demostrar que si Zs, = S, se verifica lim s, =0,
n—+

Como Xsp, =S, lim §,=S5 y lim S.-,=S. Ahora bien s, = S, —S,-~; luego,

n~—> -4+ oo n— 4+ 60
lim sq= Ilim (§,—Sx-) = lim §,— lim S4-=5—85=0
n-—» -+ 00 n—> + 00 n— 4 00 n— 4 00

Demostrar que las series (@) 1/3 +2/5 +3/7+4/9+ -+ y (b) 1/2+ 3/4+ 7/8 + 15/16 + - »- son divergentes.

n . . n 5 1 1
@ s=mr e m e S R T O
r—1 r—1 1
b) su = lim = lim |[1—s—-| =1=%#0.
( b1 ):'_b_‘_w om "__.+w( 2n)
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12,

13,

14.

15,

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Una serie Zis, converge hacia S, si 1a sucesién {s,} de las sumas parcial¢s converge también hacia S, es decir, si dado un
€ > 0 tan pequefio COMo quéeramos, existe un entero m de manera que a partir de él y para todos 105 siguicntcs, n > m,
s¢ verifica la desigualdad |S —S,| < e. Demostrar que las series del Problema 8 son convergentes.

. 1 1 1 1 _ 1 In de
@) Si|S—S| = T 7 (1 ——S‘) A S < €, tendremos 5° > e’ nlnd> —In(@e), y n> TR
In 4¢
Por tanto, basta con que rn sea mayor que — s
1 1

1
= < ¢, tendremos n 4+ 1 > - yn> -~ 1. Por tanto, basta con

n41

. 1
b Si IS—S.,|=‘1—(1—"+1)

- que m sea mayor que l‘ — 1.

Problemas propuestos

Determinar si las sucesiones siguientes estdn o no acotadas, son decrecientes, crecientes o convergentes, divergentes
u oscilantes.

(a){n+-f;} ) {%} (@ (senjns) (@ WA (o) { %} 0 {"‘7"}

Demostrar que lim \"/ 1n? =1, p> 0. Ind nin = pgPnaNR
n— + 00
Dada la’sucesién —’%1- , demostrar que: (a) en el intervalo |1 —s,| < 0,01 estidn contenidos todos los términos
de la sucesion menos los 99 primeros, (b) la sucesién estd acotada, (¢) lim s, = 1.
5 n—>-+ 00
Demostrar que si: |r] < 1, se verifica lim »™ =0,

n—+ &
Hallar el caricter de las siguientes series geométricas. Calcular la suma de las que sean convergentes.
@ 1+124+1/44+1/84+++ B)4—1+1/4—-1/164"+ () 1+32+9/4+27/8+--:
Sol. @) $=2, (b) S=16/5 (¢) Divergente

Hallar la suma de las series siguientes:

@ Y3 @ N © S oD
® Lo—n@TD © Yoars ® P TIe TS
© 2(% _'(7:41—1)')"» 0 N YeToT

Sol. (a) 1/2,(6) 1/2, (c) 1, (d) 3/4, (e) 11/18,(1) 1, (&) 1/4, (k) 1/4

Demostrar que son divergentes, las series,

@ 3+52+734+94+ .- (c) e + €8 + €%/27 4 e*f64 + -
1

D) 2+ vV2+V2+V2+ - @ Y

®) Vi+V2I+ Y2 3 VY

Demostrar que si lim s, # 0, la serie Zs, es divergente.

n—>-+ o

Demostrar que las series del Problema 18(a)-(d) son convergentes por existir un entero positivo m tal que para
€> 0, ]S —S,| < e siempre que n > m.

In 2¢ 1 1 » »
Sol, m = unentero mayor que en (a) ~ T3’ (b)4—€ — 5 €} /e —1, (@) la raiz positiva de 2em? —

2(1 —3m —(3 —4¢) = 0.



Capitulo 48

Criterios de convergencia y divergencia de las

series de términos positivos

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. Son series 25, cuyos términos son todos positivos.

I.

HaI.

Una serie de términos positivos Xs, es convergente, si la sucesion de sumas parciales {S,}
esta acotada.

Este teorema es consecuencia de que la sucesién de sumas parciales de una serie de tér-
minos positivos es siempre creciente.

CRITERIO DE LA INTEGRAL. Sea f(n) ¢l término general s, de la seric Zs, de términos
positivos. Si f(x) >0 y es decreciente en el intervalo x > &, siendo & un entero positivo,

4o
la serie X's, converge o diverge segin que exista o no la integral J f(x) dx.
3

(Ver Problemas 1-5.)

CRITERIO DE LA SERIE MAYORANTE. Una serie de términos positivos ZXs, es con-
vergente, si a partir de un determinado valor de n, y para todos los siguientes cada término
es menor o igual que el correspondiente de una serie 2'c, convergente conocida de términos
positivos.

CRITERIO DE LA SERIE MINORANTE. Una serie de términos positivos s, es diver-
gente, si a partir de un determinado valor de n y para todos los siguientes, cada término
es igual o mayor que ¢l correspondiente de una serie Xd, divergente conocida de términos
positivos, (Ver Problemas 6-11.)

CRITERIO DEL COCIENTE. Una serie de términos positivos Xs, es convergente si

. s . c s S A Sn -
lim 22*! <1, y divergente si lim —*% > 1. Si lim * 1 — |, este criterio
n—+400 Sn n—+00 Sn A— 400 Sn
nada dice sobre la convergencia o divergencia. (Ver Problemas 12-18.)

Problemas resueltos

1. Demostrar.el criterio de la integral: Sea f(n) el término general s, de la serie de términos positivos Zs,. Si f(x) >0
y es decreciente en el intervalo x > &, siendo & un entero positivo, la serie Xs, es convergente o divergente segin que

{+ o]
exista ono la integralJ-‘;r S(x) dx.

En la figura, el 4rea limitada por la curva y = f(x) desde x = & hasta x = n, se ha aproximado por medio de dos
sistemas de rectdngulos de base unidad. Expresar.do que el 4rea limitada por Ia curva estd comprendida entre la suma
de las dreas de las series de rectingulos,

St tSgas+ 000+ Sa < _[;f(x)dx< setsgnt 00 s

224
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v
T ———
X
o & - 8N ®n - - on
+ + o+ 4+ |
- L ) ~ ®
Fig. 48-1

(1) Supongamos que lim_ J'E FO) dx = L+°° f(x)dx = A. Por tanto,
=t +

Sevpt+ Sg4at+ - 5 < A
y Sp = sgt+ seta+sgrat 0 s

estd acotada y es creciente cuando n crece. Por tanto, por el Teorema I, Zs, es convergente
+co
(2) Supongamos que el lim J‘: fdx = L f(x) dx no existe. Tendremos que
A=+ 4+ 0O

Se =8¢+ sg41 + ¢+ + s, noestd acotada y s, es divergente

Determinar el caracter de las series de los Problemas 2-5 por medio del criterio de la integral

1 1 1 1 1 1
2, —+—=+—7+—F4+ - f(n) = s, = ———; hacemos f(x) = ——.
VI V5 VT A4S Van +1 Vax +1
En el intervalo x > 1, f(x) > 0y decrece cuando x aumenta. Tomamos £ = 1 y consideramos
J'+mf(x)dx= lim J'“L = lim 2x+1]" - lim VZii~4v3=ow
1 wsto Jy 4/2%x 41 % +© 1 %+
Como la integral no estd definida, 1a serie es divergente.
11 1 1 1, !
3. T+R+R+a+ f(n)—s.—w,haoemosf(x)-—w.
En el intervalo x > 1, f(x) > 0y decrece cuando x aumenta. Tomamos & = 1 y consideramos
+® 1 v dx 1 1\« 1 .. 1 1
_ — i — I — 1 — — == — l —— — l I —
-[1 f(x)dx 4 .Lllilw .[1 x? 4 u-]-lTw ( x)]l 4 --:Tuo( u + ) 4
Como la integral estd definida, la serie es convergente.
1 1 1 1
4. senm+ }sengn + bsendn + fysenin + - - - fm =s, = . sen—n—n;hacemosf(x) = sen 7.
En el intervalo x > 2, f(x) > 0y decrece cuando x aumenta. Tomamos & = 2 y consideramos
J-mf(x)dx = lim [ l—, sen —l-ndx - L lim cos in]. -1
2 u»+0 Jg X X T was+® X Ja n
La serie es convergente,
5 l+l+l+L+"'(>0) (La serie p.) f(n)=s=—l—'haeemosf(x)=L
. 2F 30 4r p 4 serie p. " n’ x*’

En el intervalo x > 1, f(x) > 0y decrece cuando x aumenta. Tomamos & = 1 y consideramos

I+mf(x)dx= im [* % = gim (22 ]".—- ! }lim ar— 10, (p#1)
1

ws+o Jp XP %+ +® l—p 1 l—p % 4+



226 CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE LOS TERMINGS POSITIVOS [CAP. 48

1—p

R
Sip=1, f()dx = lLim Inwu = 4+ 20 la serie es divergente.
1

-y 40

1 .
iim u“"f—lz = ‘ lim

—_— la serie es convergente,
u.y 4 l—p 2u—-+ﬂ5 ut ! p—l &

Sip> |,

3 lim u‘—"——], = + o« la serie es divergente.

u-y +0

o 1
Sip< |1, T—>p

Obsérvese en el segundo caso que la serie armonica es divergente,

CRITERIOS DE LAS SERIES MAYORANTE Y MINORANTE
Para aplicar estos criterios hay que comparar el término general de la serie cuyo caracter se quiere
averiguar con el de una serie conocida, convergente o divergente. Entre éstas, las més utilizadas son:

(@) La serie geométrica a +ar +ar*+ - - - +ar" +- - -, a# 0, que es convergente cuando
la razdn esta comprendida entre cero y uno, 0 < r < 1 y divergente cuando la razénesr > 1.

. 1 1 1
(b) Laserlel—i——z—; F-{—F

vergente cuando p < 1.

+ e+ % + -+ -, que es convergente cuando p > 1 y di-

(¢) Cada una de las nuevas series de caracter conocido.

Determinar el caracter de las series de los Problemas 6-11, aplicando los criterios de las series mayorante
y minorante.

1 1 1 1 1
6 Fstst gt twert o
El término general de la serie es 5, = ﬁ < —:—,; luego la serie dada es término a término menor que la
. 1 1 1
serie p 1 -{-7+3+ +F+
La serie p es convergente por ser p = 2, por tanto, la serie dada es convergente. Aqui también se puede aplicar
el criterio de la integral.
1 1 1 1
7.

+ —=+ + =5
VI VI V3 va
El término general de 1a serie es L Como —IT_ 2

vn L

a la serie armdnica, por tanto es divergente. También se puede aplicar el criterio de la integral.

, la serie dada es término a término mayor que o igual

A=

1
8. Itgrtartar ™t
El término general de la serie es—l— Comon!z 201 -l— = !
B s n!’ = n! = m-1°
. A . . . . 1 1 1
La serie dada es término a término menor que o igual a la serie geométrica convergente 1 + 5 + vy + 3 + .-y
por tanto, es convergente, (El criterio de la integral no se puede aplicar en este caso.)
9. 2+ —237 + —;3— + % + +-+ El término general de la serie es ":; !
n+1 2n 2 . . . . -
Como pec s = la serie dada es término a término menor que o igual al doble de la serie p convergente
1 ‘
i+ + ! -+ L + .- por tanto, es convergente.
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. . 1 1 1 . o . .
El término general de la seric es - Como — = Y la serie dada es término a término menor que o igual a la

1 1

+ o5+

. . 1
serie geométrica convergente 1 4 5 + Y 3

También, la serie dada es término a término menor que o igual a la serie p convergente, con p = 2.

2241 341 42 + 1

e Nty (L T
) nt 41 1 . .. P . . .
E! término general es oy 2 e Luego la serie dada es término a término mayor que o igual a la serie arménica

y, por tanto, es divergente.

CRITERIO DEL COCIENTE
12. Demostrar el criterio del cociente:

. L » . 5 . . 5
Una serie de términos positivos Zs, es convergente si lim —=*' < 1y divergente si lim "' > 1.
n—+oo S, n—+400 Sy

Supongamos lim =¥l — I < 1. Dado un r cualquiera, siendo L < r < 1, existird un entero positivo m7 ta

n— 400 Sn

. . . 5"4.1 .
que siempre que n > m se verificard —— < r, ¢s decir,
n

5, ,
LR <r05,,‘“+2 <r's,,,+1
Sm+1
5m+3 . 2
T KOSy <P Sy < ISy
Sm+2
Sm+4

< r(’)s,,,H < T Smips < r"s,,.ﬂ
Sm+3

...............................

Asi pues, cada término de la serie $p;, + Smis + Smys + ° * - €8 < que el correspondiente término de la serie geo-

MELTICA Spyy + £ " Spmey + P2 Smer + * * * que es convergente, ya que r << 1. Luego Zs, es convergente segun el
Teorema I1I.

. Sn . N . .
Supongamos lim -si = L > 1 (o bien = + o). Entonces, existirdA un entero positivo m tal que siempre que
n—+00 8

Sw41

n>m,

> 1. Ahora bien, 5,,, > S., con 1o que {s,} no tiende a 0. Lucgo Zs, es divergente segin el Teorema XVI
"
(Capitulo 47).

Supongamos lim St _ . Un ejemplo es la serie p 2—1—, p> 0, para la cual
n—+oo 8, nb

m S — lim " lim ( ! )’—
n—++4oo S, - n—++oo (n + 1)P - n>too\ 1 4+ 1/n

Como la serie es convergente cuando p > 1 y divergente cuando p < 1, el criterio no sirve para dilucidar sobre la con-
vergencia o divergencia. ‘

Determinar el caracter de las series de los Problemas 13-23, aplicando el criterio de la raiz.

1

13. 3

2 3 4 n n+1 s, n+1 3 n+1
tattswt o 2= g '

Sy = —, 5, = = —_ =
" 3,| s U+l 3n+l 1] n 3"+1 n 3n

. . 1 1 R
Luego lim " — |im = 1 _1 y la serie es convergente,
n—+oo Sy n—+00 3n 3
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1 2! 3! 4! n! n+ 1) s, n+41
14--3—+-3—5+'F+—3—.'+“‘ T g ST T 5:15 3
. S . n+ 1 . .
Por tanto, lim " = |lim = oo y la serie ¢s divergente,
n>+0  Sq nes +00 3 .
1-2 1-2+3 1-2-3:4
B lty3ty3s "1t
. n! P (n+ 1! Say; _ n+1
T35, . @n—1) "M T 135, @nt D’ s 2t 1
Como lim —1 aal la serie es convergente
ny 4@ 2n+1 - 2 g '
1 1 1 1 1 1 Sa+1 n
l' . ”:_‘—’ n = y = .
6 1-2 + 222 + 328 + 424 + 3, PEpL Snt1 o + D2+ Su 20+ 1)
Como lim . _1 la serie es convergente
oo 20+ D 2 gente.
3.1 4 1 5.1 _n+1 1 _n+2 1 sy nln+2
M2+ gt @ta st S T RN T T s, At
Como lim M = 1 la serie €s ¢convergente,

EE N ] 4(’! + 1)2 _a-_

241 R41 . 4241
Bl+mmgteasrr Taart
nt+1 _a+ 1D+l sy (r+1)P+1 41
m+1 PTG r P+ s, i+ 1)P+1 At

Sy =

Su +1

Como lim = 1 es un caso de duda. Ver Problema 11.

ny+ 0 Sy

Problemas propuestos

19. Demostrar que se puede aplicar el criterio de la integral en las series siguientes y aplicarlo para determinar su carécter.

1 1 n 2n
@ 27 © 2 ninn © 2n’+1 () 2(n+1)(n+2)(n+3)
50 n n 1
®) 2 n(n+ 1) @ 2 (n+ Dn+ 2) 2 2 ra &) 2 @2n + 1)®
Sol. (a), (c), (d), (e) divergente,
20. Determinar el caricter de las series aplicando los criterios de las series mayorante y minorante.
1 n+2 , 1 n
@ ¥ © X o T 0 OB M OBV
— 1
O N X s » BoE ® ¥ T
1 1 1 nt—S5
@ Vn ® YT G M ey @ ¥
1 Inn Inn n+1
@ Y w3 ® ¥ 5 O X LD Yy o

Sol. (@), (b), (@), (f), (i), k), (I) para p > 2 convergente,
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21. Determinar el caricter de las series, aplicando el criterio del cociente.

@ p @+ DED @ 2 © Y s w o
® ¥ o7 © 3§ ® ¥ Gy ® ¥ gy
© Y o En(%)n 0 2"(,,2—;2) LIS
Sol. (a), (b), (c), (e),(f), (h) convergente:

22. Determinar el caracter de las series.
@ g5+ 90+ qer + ® 5+ g gt gt
(b)3+\;—+{’;3_+\;?+”' (h)TZT+234+3?5+456+
©1+g+g+ g5+ I RN A R
@3+ 34t g5 P EETE B i+ gt gmt g+
© 3+ 3+ bk B 2+ 3+ 16+ ot
T R Th e e

Sol. (a), (d},(f), (8), (D), (j), (/) convergente.

23. Demostrar el criterio de la serie mayorante. [nd. Si X¢, = C, tendremos que (S,} esta acotada.

1 n
24. Demostrar el criterio de la serie minorante. Ind. j 8 > 2 di> M paran>m.
1 1
25. Demostrar que si P(n) y Q(n) son polinomios de grados p y q, respectivamente, la serie 2 }Q,((:)) es convergente si
g>p+ 1 ydivergentesi g <p + 1. Ind. Compirese con 1/mP.
b 26. Determinar el caricter de las series aplicando el criterio del problema anterior.
1 1 1 1 1 2 3 4
@15tz t3atas T S vy w il oy SN S oy S
1 1 1 1 1 1 1 1
O zrtztgtgt sty ta—sts—¢&"
s 7 9 2 3 4 5
@zttt ta "’ @13tz 3556
@ >+ o+ g0+ T Sol. (@), (©), (@), () convergente
Pl T4- 108 330 ol, (a), (¢}, , g¢ .

27, Demostrar el Criterio de la Rafz: Una serie de términos positivos Zs, es convergente si liT s, < 1y divergente
n—r-+0o0

si lim 45, > 1. Elcriterio nada nos dice cuando lim /s, = 1. Ind. Si lirr Vs, < 1,tendremos Vs, <r <1,
n—r+od

n—>+0o n-r+00
paran > m,y S, <re.

\‘ 28. Determinar el cardcter de las series aplicando el criterio de 1a rafz.

@ E ',;:;» ()] 2(1—111")—", (© 2—2’:”:-, (d) 2 (’,,—:_2)" Sol. Todas convergentes,
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Series de términos negativos

UNA SERIE cuyos términos son negativos se puede considerar como opuesta a una de términos positivos.

SERIES ALTERNADAS. Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos,
E (1) tsy=851—S2+ 83— Sa+ "+ (=15 + - )
en la que cada s, es positivo se denomina serie alternada.

I.  Una serie alternada (1) es convergente si (i) s, > Sa+1, para todos los valores de n, y (ii)
lim s, = 0.
LEXICS (Ver Problemas 1-2.)

CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie Xs, =5, + 8, + - - - + s« + - - - de términos arbitraria-
mente positivos y negativos se denomina absolutamente convergente si la serie de valores absolutos
Zlsal = [8q] + |sa] + [85| + - - -+ |sal + - - - €s convergente.

Toda serie de términos positivos es absolutamente convergente.

Toda serie absolutamente convergente es convergente. (Véase la demostracion en el Problema 3.)

CONVERGENCIA CONDICIONAL. Si la serie Zs, es convergente, siendo divergente la de valores
absolutos 2'|s,|, recibe el nombre de condicionalmente convergente.

Por ejemplo, la serie | —3 + §-—1 4+ - - -, es condicionalmente convergente, ya que ella es
convergente pero la serie de valores absolutos 1 + 4 +4 +} 4 - - - es divergente.

CRITERIO DEL COCIENTE PARA LA CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie de términos ar-
|

bitrariamente positivos y negativos es absolutamente convergente si  lim ML < 1, y divergen-

n—+ 0o

Sn
Sn+1

> |. Si el limite es igual a 1, nada podemos Saber sobre el caracter de la serie.
(Ver Problemas 4-12.)

te si lim

n— oo

n

Problemas resueltos

1. Demostrar que una serie alternada s, — s, + 53 — s + * - * es convergente si (i) 5, > 5.1, para todos los valores de n,
y@Gi) lim s5,=0.
n—s -+ 00

Consideremos la suma parcial
Som =851 — S+ S5—5+ -+ Samy — Sam
que la podemos ordenar como sigue:
@ Ssm =1 —5) +(3—35)+ - + (Sam1 — S52m)

D) S = 51— (Sg—55) — ** * — (Sam—2 — Szm—1)} — Sz

230
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Por hipotesis, 5, > Sa11 ¥ Ss — Sa41 > 0; luego, por (a), Sy, > 0, y por (), Sa, < s5;. Asi pues, la sucesion {S,.} esta
acotada y converge hacia el limite L < s,,

Consideremos ahora la suma parcial Samiy = Sam + Szn41; tendremos

lim Sim+l = lim S,m + lim Samt1 = L4+0=1L
m—+ 00 n» - 00 m—+ 0o

Por tanto, li_r:] S, = L y la serie es convergente,
Pomte - OO

2, Demostrar que las siguientes series alternadas son convergentes:

1 1 1
@ l—gm+m—gt
1 1 . .
Sy = - Y Spe1 = (HTI)’; Por tanto, s, > S, nilrlo s, = 0, y la serie es convergente.
) 172—1/s+1110—1117 + - - -
1 . 1 .
P e > E——
o= T Y S = G r g T POT Ao, s 2 se, "_l.l[}ncO o 0, y la serie es convergente.
1 2 3 4
@ ematemwt
. . 1 . 1
La serie es convergente, ya que 5, => Sy Yy lim — = lim — =
n—+o0o € a>-00 €

3. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente.

Sea @ Zspa=s5,+s,+s5+s.+ - +5+ e
cuyos términos son positivos y negativos y supongamos que la correspondiente serie de términod positivos
) Zssl = Isu] + lsa) + Issl + -+ Isu] +
converge hacia §’.
Supongamos que la enésima suma parcial S, =5, + 5, + sa + - - - + 5, de (a) consta de r términos positivos

cuya suma es P, y t = n = r términos negativos cuya suma es —(Q,. Es evidente que S, = P, — Q,, mientras que la
correspondiente suma parcial de (b) es S, = P, + Q,. Como lim S, = S’, las sumas parciales S, estan acotadas.
n—>400

Por consiguiente, las sucesiones {P.} y {Q,} estin acotadas y son crecientes a medida que aumenta n. Si lim P, = P

n— + 00
y lim Q, = @, tendremos:
LSt lim §,= lim P,— lim Q,=P—Q
\ n— 400 n— + oo n— -~ 00
y, por tanto, la serie Zs, es convergente.
CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL
Determinar si las series siguientes son absoluta o condicionalmente convergentes.
1 1 1
4 l—a+g—5 +
. 1 . .. -
La seric 1 + —% + vy + % + - - -, obtenida tomando todos los términos positivos, €s convergente, por ser una
serie geométrica de r = }. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.
2 3 4
) 2 3 4 . . - _—
La serie 1 + 3 + 3% + 3% + - - -, obtenida tomando todos los términos positivos, €s convergente, por el criterio

del cociente. Asi pues, la serie dada es absolutamente convergente.

1 1 1

6, | ——MM 4+ — ———+ -
V2 A3 W4
1 1 1 . . , .
La serie 1 + + + + -+« - es divergente, por ser una serie p con p = § < 1. Asi pues, la seri¢
V2 /3 V4

dada es condicionalmente convergente.
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1 2 KO 4 1 :
L S N AR S TR I
, 2 1 3 0t 4 |1 , .
La serie | + 3 .F + 1 ?,— + 5 4—1 + +++ es convergente, ya que es término a término menor o igual
a la serie p con p = 3. Asf pues, la serie dada es absolutamente convergente.
2 3 1 4 1 5 1
bl Sl W B TR M A
.2 3| 4 1 5 1 . A . .
La serie 3 + — vy 2 + - LR + 6 . q -+ -+ - es divergente, ya que es término a término mayor que }(serie
armoénica). Por tanto, la seric dada es absolutamente convergente.
23 2% 27
9. 2— ﬁ + ﬁ — ? + ---
23 2’ 27 221 .. . )
La serie 2 + — 31 5 0 + i @n—nT + - - - es convergente (criterio del cociente) y la serie dada es
absolutamente convergente.
1 4 9 16
0 s —Fri T FsT w1
La l+4+9+16 4o+ — 4 cs divergente (criterio de la integral) y |
serie 371 CE y g e es divergente (criterio de la integral) y la
serie dada es condlcnonalmente convergente,
1 2 3 4
o -y ML L Rty
La serie — l 2 + 3 + 4 +"'+L+-'-esconverente a que es término a 1é
sert 2’+l 3341 4% + 1 2+ 1 8 » ya q a 1ér-
mino menor que la serie p para p = 2. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente,
1 1 1 1
e Ty R X LI B DA B D
La serie l + ! + ! + ! + - - - es convergente, ya que es término a término menor que o igual
12 2.7 3-23 4-2* g »Yaq qu‘ gua
. 1 | 1 .
a la serie convergente geomé‘.-trn:a—]2 +—= 4+ 5 + T6 + - - -. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente.

Problemas propuestos

13. Determinar si las series alternadas siguientes son convergentes o divergentes.

@ 3 © V=il @y
(—1"- - Inn a 1
I Ve o @ X v T N R

Sol. (a), (b), (d), (¢) convergente.

14. Determinar si las series siguientes son condicional o absolutamente convergentes.

@ 3o © 3 i‘l’.)= © R GET ® ey
(= — )1 (—Ip? n—1 nt
) 2 TR (@) 2 P N EW (#) 2(—1) T

Sol. (a), (¢), (d),(f), (h) absolutamente convergente.
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Algebra de las series

OPERACIONES CON SERIES. Sea
Zsn=s5+s;+s3+ - +sat - (1

una serie y 27, la serie obtenida a partir de la anterior agrupando sus términos mediante paréntesis
(asociacién de términos). Por ejemplo,

Lty =(5 + 52) + (53 + 54 +55) + (56 + 57) + (S5 + So + 810 +5) + -~

I. La suma de una serie convergente no varia al agrupar sus términos mediante paréntesis
(propiedad asociativa).

II. El caracter de una serie divergente de términos positivos no se modifica al agrupar sus
términos mediante paréntesis (propiedad asociativa). Sin embargo, la serie obtenida al
agrupar los términos en una serie divergente cuyos elementos sean arbitrariamente posi-
tivos y negativos puede ser o no divergente, (Ver Problema 1-2.)

Sea 2'u, una serie obtenida a partir de (/) por reordenacion de sus términos. Por ejemplo,
Lup =5 +5s3+ 5+ 55+ +85+ -

II. Toda serie obtenida por reordenacion de los términos de una absolutamente convergente
converge absolutamente hacia la misma suma.

IV.>  Ordenando convenientemente los términos de una serie condicionalmente convergente se
puede obtener, o bien una serie divergente, o una serie convergente cuya suma sea un
numero prefijado. (Ver Problema 3.)

ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION. Dadas las series Xs, y Zt,, las series suma Zu,
diferencia v, y producto Zw, vienen dadas por

Eun = Z(S,. + tn)
Zvn = E(sn— t)
ZM’A == sltl + (Sltz ‘|_ Sztl) + (SIta + s&tz + Satl) + Lt

V. Si Zs, converge hacia S y 27, converge hacia 7, 2(s, + t,) converge hacia S + T y
. 2(sy — t,) converge hacia S — 7. Si Zs, y 21, son absolutamente convergentes, también
lo son X(s, 4- t,).

VI. Si Xs, y 21, son convergentes, su serie producto Zw, puede ser o no convergente. Si s,
y Zt, son convergentes y por lo menos una de ellas es absolutamente convergente, la
serie 2w, converge hacia ST. Si Xs, y 21, son absolutamente convergentes, también
lo es Zwh. (Ver Problemas 4-5.)

CALCULOS CON SERIES. La suma de una serie convergente se puede obtener facilmente siempre
que la enésima suma parcial se pueda expresar en funciéon de n como ocurre, por ejemplo, con una
serie geométrica convergente. Cualquier suma parcial de una serie convergente es un valor aproxi-

233
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mado de la suma de la serie. Si se va a utilizar como valor de § su aproximado S, es necesario co-
nocer un limite o cota de ecror de la diferencia [S, — S|,

Si la suma dc una scric convergente s, s S, tendremos

S=Sn+Rn

en donde R, se denomina «resto de la serie» y representa el error que se comete al quedarnos con
la suma parcial enésima s, en lugar de con la verdadera suma S. En los problemas siguientes se
da una cota de este error en la forma R, < a para las series de términos positivos, y en la forma
|Ra| < a para las series de términos arbitrariamente positivos y negativos.

Para una serie alternada convergente sy — 5, + 53— 8, +* * °,
Rom = Samy1 — Somi2 + Somis — Samta + * ° * < S2m4d
y Romi1 = — Sem+2 + Sem+3 — Samiqa + Semis—* * * > — Sam+e

ver Problema 1, Capitulo 49. Por tanto,

VII. En una serie alternada convergente, |R,| < s,+1; ademas, R, es positivo cuando n es
par y negativo cuando » es impar. (Ver Problema 6.)

VHI. En la serie geométrica convergente Zar*-1,

art
|Ral = I—r l|
IX. Si la serie de términos positivos s, converge por el Criterio de la Integral, se tiene
R, < J‘ " f(x)dx para n > & (Ver Problemas 7-9.)
n
X. Si 2'c, es una serie de términos positivos convergente y para las series Zs, se verifica que
$x < ¢, para todo valor de n > nll ie tiene
R, < E cyparan>n (Ver Problemas 10-12.)
"t

Problemas resueltos

1. Dada la serie Xs, =5, + 5, + 8+ -+ 5, + - - - de términos positivos, a partir de ella se obtiene la serie
Zty = (5 + 52) + 53 + (54 + 5) + 55 + -+ -, agrupando mediante paréntesis los términos de la primera siguiendo el
criterio 2, 1, 2, 1, 2, 1, ... Las sumas parciales de Zr, son T, = 8,, T, = 85, T3 = 85, Ty = Sg***. Si X, converge
hacia S, también convergerd hacia este valor 2t,, ya quc llm T. = lign S.. Si Ls, es divergente, la sucesion {S,}

na— -4 00
no estara acotada y tampoco lo esta {T,}; por tanto, EI“ es dxvergente
. {2+
2. La serie X (—1)""! |——-—--| es divergente.(;Por qué?) Cuando la agrupamos de¢ la forma
11 13 4 —1 4m + 1
(3——_) ( )+(—5___6-)+ +(2m—1_ 2m )+
la serie es convergente, ya que el término general 4'" —1 4"1 +1) ﬁl——— < !
g¢ yaq 1no g —1 T 2m T amt—2m m
3. Laserie (a) 1—--i +i—~l—+ . --+¥——i + - - - es convergente, ya que se puede agrupar de la forma
: 23 4 In—1  2n Mitzaciop QI EA L Tl
1—i — ——) + - ——]—~ — .1 + - ue conduce a L serie conver, ente 1 + i + 1 + =4
n—1  2a)7 774 4 s 12 " 30 :
, l 1 l 1
Cuando (@) se agrupa segun la norma + — — + — — « + -, tenecmos l—— —————— + 0+

1 1 1 ] 1 1 1
(Zn—l _4n+2—4_11)+. osa g tagte T =h
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2 3 "
4. Demostrar que S + Sahlal? b S ol

3] 32, 23 CEREE M o ETVTE + + -+ es convergente,
Co I+ 1 | ie dada es i . 1 1
mo s T + an» la serie dada es igual a la suma de las series 2 &Y 2 LR Como éstas son con-

vergentes, segiin el teorema V, la serie dada es convergente.

"
5. Demostrar que la serie # es divergente.
s 3 + n 1 1
upongamos que 2 2 _.' es convergente. Luego, como 2 3= ©S convergente (ver teore-

ma V) también lo serd 2 7'—. Como esto es falso, la serie dada es divergente.

6. Hallar el errer cometido cuando Zs, =1 —} + 3 — & + - - - se aproxima por sus 10 primeros términos.
(b) (Cudantos términos se deben fle tomar para hallar el valor de fa serie con un error menor que 0,05?

(a) Esta es una seric alternada convergente. El error R, < s, == 1/11? = 0,0083.
1

(&) Como |R.| < 5,41, haciendo Sp4q = n+ D

= 0,05, tendremos (n + 1)* =20 y n = 3,5. Por consiguiente,

hay que tomar cuatro términos.

+00
7. Demostrar que R, < J f(x)dx. Ver el teorema IX.

En la figura del Problema 1, Capitulo 48, supongamos que la aproximacion del drea limitada por la curva por
medio de la de rectangulos menores, se extiende a la derecha de x = n. Tendremos

+®
R, = Sat1+ Susa + Snss + ¢+ < J f(x) dx
»

. 1 . . .
8. Hallar el error cometido cuando 2 s se aproxima por sus 10 primeros términos.

Aplicando el criterio de la integral, la serie es convergente (Problema 3, Capitulo 48). Por consiguiente,

1 *+° dx 1 . v dx 1 . 1 1
R < TL,, o N T.L"fm(_— 10) @ = 00
9. Calcular el mimero de tirmmos que hay que tomar para calcular 2 5 + i con un error menor que 0,00001.

Esta serie es convergente por comparacién con la 2 = la cual, a su vez, es convergente por elcriterio de la integral.

+°°dx 1

1
=G yp =25.000 y n = 12,6. Asf pues, hay que to-

Por tanto R, < J

mar 13 términos.

. 1 . . .
10. Calcular el error cometido cuando 2 o1 se aproxima por sus 12 primeros términos.

. . . . 1
Seguin vimos, esta serie es convergente (Problema 8, Capitulo 48) por comparacién con la serie geométrica 2 i

12
Por tanto, el error R,. en la serie dada es menor que el error R;; en la serie geométrica, es decir, Ry < Ry; = —i@—_}
1
= F = O,M)s.
Pod hacerl jor. P 6 1 ! ;1 R @ _ ! = 0,00000008
odemos hacerlo mejor. Para n > " <—4-;~_T, uego, Ky < 1—F  3-470 — 7 5
11. Hallar el error cometido cuando Zs, = § + 1(¥)* + }($)®* + $(®* + - - + se aproxima por sus 10 primeros términos.
. .. . . s,.+,___2_ n I s_+1=i
Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que . 3 (__n 1 ) yr= nEToo—s,. 3.

5, 2 . . . .
Como —**1 < = para todo valor de n, tendremos que la serie dada es término a término menor que o igual a la

S 3
. A 2 11 12 13 (2/3)11 le

n—1 . i j— e e e 2 - =

seric geométrica X' s5; r*~!, Luego R,y < (3 ) + ( 3) + ( 3 ) + T—2/3 310 0,04.
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Se puede obtener mejor aproximacion observando que después del décimo término la serie dada es término a tér-

R 2 n-1 l 2 11 2 n-1 211
mino menor que la Es,, (T) = 2 i (?) (?) = i = 0,004,

. 1 . . .
12. Hallar el error cometido cuando 2 5, = 3 + ;’2— + —33—, + % + - - - s¢ aproxima por sus 10 primeros términos,
. . s . . Sa-1 1 {n+1 1 Sa+1 1
Aplicando el criterio del cociente, 1a serie es convergente, ya que =3 . yr= 3 Como — = 3
" "

para todo valor de n, no podemos utilizar la serie geométrica Z'(1/3)* como serie de comparacion, Ahora bien, 3 j’””-;
L]

. . K; 4 . . . . . S
€s una sucesion creciente y ?'3— = l—l-; luego a partir del décimo término la serie dada es término a término menor
11

. . . 4 \»-1 11{ 4\~ 114\ 121
que o igual a la serie geométrica 2 51 (—IT) = F(TI-) . Luego Ry, < 2 F(ﬁ) =T 0,00009758
< 0,0001,

Problemas propuestos

13. Ordenar los términos de 1 — 4 + § — } + - -+ para obtener una serie convergente cuya suma sea (a) 1, (b) —2.

Ind. (a) Se pueden tomar los n, primeros términos positivos hasta que su suma sea mayor que 1; a continuacion,
los ny primeros términos negativos hasta que su suma resulte inferior a 1, y asi sucesivamente.

14. (Se puede obtener una serie convergente sumando dos divergentes? Poner un ejempio.

(—1r?
‘ 2n—1
(b) Hallar el nimero de términos que hay que tomar para que el error sca menor que 0,000005.
Sol. (a) 0,01, (b) 100.000

15. (@) Hallar el error cometido cuando la serie 2 se aproxima por sus 50 primeros términos.

1y

n4
(b) Hallar el nimero de términos que hay que tomar para que ¢l error sea menor que 0,00005,
Sol. (a) 0,0002, (b) 11

16, (a) Hallar el error cometido cuando 2 se aproxima por sus 8 primeros términos.

. . 3 . . .
17. (a) Hallar el error que se comete cuando la serie geométrica 2 o se aproxima por sus 6 primeros términos.

(b) Hallar ol niimero de términos que hay que tomar para que ¢l error sea menor que 0,00005. Sol. (@) 0,05, (b) 16
18. Demostrar que si la serie de términos positivos Zs, es convergente por comparacién con la serie geométrica Zr*,
n+1
0 < r <1, severifica R, < lr p

19. Hallar el error que se comete cuando:

(@) 2 ﬁ (< Z %) se aproxima por sus 6 primeros términos.

1 1 . . .
()] 2 Ty (< 2 —4—”) se aproxima por sus 6 primeros términos.
Sol. (a) 0,0007, (b) 0,00009

20. Las series (a) 2 :—+371 y (& Z m"—l)s—; son convergentes segin el criterio del cociente. Hallar el error que se
comete cuando ambas se aproximan por sus 8 primeros términos. Sol. (a) 0,00009, (b) 0,00007

1

=" Ind. Ver Problema 9.

21. En una serie p convergente, demostrar que R, <
. 1 n—1 . . .
22, Las series (a) 27’5 y (b) 2 s son convergentes por comparacién con una serie p apropiada, Hallar el,

error que se comete cuando ambas se aproximan por sus 6 primeros términos y determinar el niimero de términcs que
hay que tomar para que el error sea menor que 0,005, Sol, (a) 0,014; 10 términos  (b) 0,002; 5 términos.



Capitulo 51

Serie de potencias

UNA SERIE de la forma
+ oo
Zc,—x'=Ec,-x‘=co+clx+c2x2+'--—I—c,,x"—}—--" (I
i=0
en la que los coeficientes son constantes, recibe el nombre de serie de potencias de x. Analogamente
una serie de la forma
+ o0
Zc,(x —a) = Zci(x —ay =cogtc(x—a) +cx—a+ - +cllx—a)y + --- )
i=0
se denomina serie de potencias de (x — a).
Para cada valor de x, las series (/) y (2) se transforman en series numéricas convergentes o di-
vergentes (ver Capitulos 48 y 49).

CAMPO DE CONVERGENCIA, Es el conjunto de los valores de x para los cuales una serie de po-
tencias es convergente. Evidentemente, (/) es convergente para x = 0, y(2) lo es para x = a. Cuando
existan otros valores de x para los cuales las series (/) 6 (2) sean convergentes, éstas lo seran, o bien
para todos los valores de x, o bien para todos los valores de x pertenecientes a un intervalo finito
(abierto, cerrado o semiabierto) cuyo punto medio es x = Q para (/) y x = a para (2).

El campo de convergencia se determina por medio del criterio del cociente de la convergencia
absoluta, junto con otros criterios de los Capitulos 48 y 49 aplicados a los extremos.

(Ver Problemas 1-9.)

CONVERGENCIA Y CONVERGENCIA UNIFORME. Los teoremas que figuran a continuacion se
refieren a las series del tipo (/) que son igualmente validos para las del tipo (2), una vez efectuadas
en éstas ciertas transformaciones.

Consideramos la serie de potencias (/) y representemos por

n—-1
Sa(x) = Zc,x’ =co+ox + x4+ o0+ Ccpogxn!
i=0
la suma parcial m-sima, y sea
1- 0
Rn(x) = chxk = CpX" + Cpy1 X"t 4 Cuy2 xn+3 e
k=n
el resto de la serie. En estas condiciones,

Z cix! = Sp(x) + Ru(x) &)

Si para x = x,, Zcix! converge hacia S(x,), un nimero finito, tendremos lim Sa(xo) = S(x,).
— 4 00

Como |S(xo) — Sa(xp) | = | Ralxy) |, "EEL | S(xo) — Snlxe) | = n—]>l+moo | Ru(xo) | = O.

Asi, pues, Zc;x! es convergente para x = x, si, dado un nimero positivo € tan pequefio como
queramos, existe un entero positivo m tal, que para todo n > m se verifica: |Ru(x,)| < €.
Obsérvese que m depende no solo de € (ver Problema 12, Capitulo 47) sino también del valor x,
de x. (Ver Problema 10.)
En el Problema 11 se demuestra que:

I.  Si Zcx' es convergente para x = x; ¥ si |x,| < |x;|, la serie es absolutamente convergente
para x = X,.
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III.

IV,

VI.
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Supongamos ahora que (/) es absolutamente convergente, esto es & |c,-x" | €S convergente
para todos los valores de x de manera que |x| < P. Eligiendo un valorde x, x = p 6 x = —p,
siendo |x| = p < P, como (/) es convergente para’ [x| = p, se deduce que, dado un ¢ >0
tan pequefio como queramos, existira un entero positivo m tal, que para todo n > m se ve-

+ oo
rifica [R.(p)| = Z lcx p*| << €. Haciendo variar a x dentro del intervalo |x| < p, cualquier

k=n
+ oo

término de |Ra.(x)| = Z |cxx*| tiene su valor maximo para |x| = p; por tanto, |R«(x)! al-

k=n
canza su valor maximo en el intervalo |x| < p para |x| = p.

Por consiguiente, con estos € y m se verifica que |R.(x)| < € para todos los valores de x
que cumplan la desigualdad |x| < p, es decir, m depende de € y de p pero no del valor x,
de x perteneciente al |x| < p, como ocurre en la convergencia ordinaria. En estas condicio-
nes, (1) es uniformemente convergente en el intervalo |x| < p. En resumen, hemos demostra-
do que:

Si Zeix! es absolutamente convergente para |x| < P lo sigue siendo para |x| < p < P.

Por ejemplo, la serie Z(—1)'x! es convergente para |x| < 1. Segiin el Teorema I, es abso-
lutamente convergente para |x| < 0,99, y segin el Teorema II, es uniformemente conver-
gente para |x| < 0,9.

Una serie de potencias representa una funcién continua en el campo de convergencia de la
serie. (Véase la demostracion en el Problema 12.)

Si Z'e;x! converge hacia la funcién f(x) en un intervalo I, y si a y b pertenecen a dicho inter-
valo, se verifica

b Ml o b b )
J Sx)dx = 2‘ J axtdx = J Codx + J ax dx + J cpx¥dx 4+ ..
a =0 a a a a

b
+ J Cpy X" tdx 4+ ...

(Véase la demostracién en el Problema 13.)
+oo
Si Zex' converge hacia f(x) en un intervalo I, la integral definida E J ¢ix' dx converge
(]
=0

hacia g(x) = J‘ Jf(x) dx para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo.
0

Si Ze,x! converge hacia la funcion f(x) en el intervalo I, la derivada de la serie Z ‘% (eix') con-

verge hacia f’(x) para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo.

VII. La representacion de una funcién f(x) en serie de potencias de x es unica.

Problemas resueltos

1. Determinar el campo de convergencia de x — $x® + dx8 —Jx* 4+ -+ + (—D)" 2 l/nx" 4+ ¢ - -
Aplicando el criterio del cociente,

xn+l n
n+1 x®

. . . n
lim |2t = |x| lim = |x|
n— 400 Sn n—+oco N + 1

n—+400

La serie es absolutamente convergente para |x| < 1, y divergente para |x| > 1. En los extremos x = 1 y
x = —1, hemos de ver el carActer de la serie por separado.

Para x =1, laseriees 1 —4 + $ — 1 4 - -+ que es condicionaimente convergente.
Para x = — 1, laseriees —(1 + 4 + % ++} + - ) que es divergente.
Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo — 1 <x < 1,
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2. Determinar ¢l campo de convergencia de 1 + x + —'2‘—2' + ;—: SIS ;1{':— +
L e B I ML I e
La serie dada es convergente para todos los valores de x.
3. Determinar el campo de convergencia de x 1_ 2 + (x;?')z + (x—;z)’ + - 4+ (x_:2)l + -
A | — e e e

La serie es absolutamente convergente para |x —2| <16 1 <x < 3 y divergente para |[x —2| > 1 o parax < 1
yx > 3.

Parax =1,laseriees —1 + § —4 + }—---yparax =3,eslal + 4 + 4 + 4 + - -. La primera es conver-
gente y la segunda divergente. Por tanto, la seric dada es convergente en el intervalo 1 < x < 3, y divergente fuera de él,

. . x—3 (x—3)? (x—3)° . (x — 3P
4. Determinar el campo de convergencia de 1 + I + 72 + 32 + + =T +
. x=3y_ (—1)y _ . n—1§2
..ET& n? x—3)1| = b —3l .ET«) ( n ) = Bl

La serie es absolutamente convergente para |x —3| <1 o sea 2 < x < 4, y divergente para [*—3| > 1 o para
x<2yx>4. .

Para x =2, laseriees 1 —1+}—4 4 --;yparax=4,eslal +1+3}+3+ --- Como ambas son
absolutamente convergentes, la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo 2 < x < 4, y divergente fuera
de ¢l. Obsérvese que el primer término de la serie no corresponde al valor que toma el término general para n = 0.

1 N 1)? 3 "
5. Determinar ¢l campo de convergencia de Sl + (35 x+D SRR (x_+1)_ +
V1 V2 V3 Vn

. e+ Dt A/n . n

] l E——— . e l l —_ l

\ n-—:Too’ \/n+1 x4+ 1) e+ 1l u—:TCD n—+1 b+ 1

La serie es absolutamente convergente para jx + 1] <1 o sea —2 < x < 0 y divergente para x < —2 y x > 0.
1 1 1 1 1 1
Para x = —2, ]a serie es —1 + — + —-++yparax =0,eslal + + + S 00,
V2 V3 /4 V2 V3 Vi

La primera es convergente y la segunda divergente (;por qué?). Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo
—2 < x < 0y divergente fuera de él.

m(m—1) X4 m(m — 1)(m — 2) 2

6. Determinar el campo de convergencia de 1 + lﬂx + 12 2.3 G

Este es la serie bindmica. Para valores enteros y positivos de m es un desarrollo finito; para los demds valores de m es

una serie. ,
lim mm—1)m—2) - (m—n+ )x (n—1n!
"+ @O n!l” mim—1)m—2)-+-(m—n—+ 2)x"-1
n-» 4 O

La serie es absolutamente convergente para |x| < 1 y divergente para |x| > 1.

En los extremos, x = L 1, la serie es convergente si m > 0, y divergente si m < —1. Cuando —1 < m < 0,1la
serie es convergente para x = 1 y divergente para x = —1. Para demostrar estas conclusiones, se debe recurrir a teo-
remas que no se han incluido en el Capitulo 48. .

. xa xs X7 x2n—l
7. Determinar el campo de convergencia de x — 5D + 5 7 + - 4 (=D T ST
I x>t 2m—1 — % lim 2n—1
e |21 T | T Y M gyt — %

La serie es absolutamente convergente en el intervalo x? < 1 0sea —1 < x < 1,

Para x = —I,laserices —1 + 4 — 4 + 4 — - -yparax=1,eslal —4% + } —4% + - - Ambas series son
convergentes; por tanto, la scrie dada es convergente para —1 < x < 1 y divergente fuera de él.
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8. Determinar el campo de convergenciade (x—1) + 2! {(x—1* + 3! (z—1» + --- + nl(z—1)" + ---,

[} -— ndl

lim |2t 1iE—1) = |z—1| lim (+1) =

ne— +0 ﬂl(x—l)' n— 4o
La serie es convergente solo para x = 1.
9. Determinar el campo de convergencia de 1 + 2 + 3 4 oo 4+ r_ + ---. Estaesuna serie en potencias de 1/x.
2z  4z*  8a° 27z
lim n+l 2% _ 1 lim n+1 _ 1
T+ 2"+IZ'+1 n - 2|$| ne +o n - 2|:t|

. 1
La serie es absolutamente convergente para —2~|x—| < losea|x|> }.
Parax = },laseriecesl +2+3+ 4+ - yparax = —},es—1 +2—3 + 4 — - - -. Ambas series son diver-
gentes. Por tanto, la serie dada es convergente en los intervalos x < —} y x > 4, y divergente en el intervalo

—3<x<4

10. La serie | —x + x*—x3+ --- 4+ (—I)"x*+ - -- es convergente para |x| < 1. Dado ¢ = 0,000001, calcular m
cuando (@) x = 4 y (b)) x = } de tal forma que |R,(x) | < € paran > m.

+ o
R.(x) = n§- (—=1)*z* por tanto,

+

+
Rl = | 3 -1t cp 3 gy

= Pt y IR.(})| = = P
(@) Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique 4(3)*~! < 0,000001 o sea 1/2*~* < 0,000003.
Como 1/2'* = 0,000004 y 1/2'* = 0,000002, m = 19,

(6) Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique }{}H)" ! < 0,000001 o sea 1/4"~* < 0,000005.
Resulta m = 9.

11. Demostrar que si una serie Zc,x* es convergente para x = x, y que si |x;| < |x,|, la serie es absolutamente convergente
para x = X,.

Como Z¢xi es convergente, Iiin enx? = 0, ver Teorema XV, Capitulo 47, y {lc.x{|} estara acotada por ser
n— 1+ 00
convergente, luego 0 < |cx}] < K para todos los valores de n. Supongamos |x,/x,| = r, 0 < r < 1; tendremos

lenzal = eyl la/zll = le.at

/x| < Kr*

y Z |cuxZ|, por ser término a término menor que la serie geométrica convergente XKr", es convergente. Asi pues, la
serie Zc;x} es absolutamente convergente.

12. Demostrar que una serie de potencias representa una funcion continua f{x) en el campo de convergencia de la serie.

Sea f(X) = Zex! = S,(x) + R,(x). Para un valor cualquiera, x = x,, del campo de convergencia de Zc;x’ existe,
segun el teorema I, un intervalo I de x, en ¢l cual la serie es uniformemente convergente. Para probar que f(x) es continua
en x = x,, ¢s necesario demostrar que jim | f(xo + AX) —f(x4) | = 0 con x, + Ax perteneciente a I; es decir, ten-

X—0

dremos que demostrar que, dado un ¢ tan pequeilo como queramos, existe un Ax de manera que x, + Ax pertenece a /
Y S + Ax) —f(xa) | < e,
Ahora bien, si Ax es tal que x, + dx pertenece a I,

() | f(zo + Ax) — f(z0) | | Salzo + Ax) + Ralzo + Ax) — Sa(woe) — Ra(zo) |

= | Su(xe+ Az) — Sa(20)| + |Ru(zot+ )| + | Ru(xo)]

Dado un ¢, como x, + Ax pertenece al campo de convergencia de la serie, se podra encontrar en m > 0 tal que,
siempre que n > m, se verifique | R,(x, + Ax) | < €/3 y | R.(x,) | < €/3. Por otra parte, como S,(x) es un polinomio,
se rodra tomar Ax, todo lo pequeiio que se desee para que | Su(xe + Ax) — Sy(x,) | < ¢/3. Elegido de esta forma

Ax, | R(x, + Ax) | se mantendra menor que ¢/3, con lo cual la serie es uniformemente convergente en I, ya que el valor
de | R.(x,) | no se altera. Asi pues, por (i)

| flxo+AZ) — f(xe) | < /3 + /3 + /3 = ¢

Por consiguiente, f(x) ¢s continua para todos los valores de x pertenecientes al campo de convergencia de la serie.

13. Demostrar que si Z¢x! converge hacia la funcién f(x) en un intervalo dado, y que si x = a y x = b son dos valores
pertenecientes a él, se verifica

B b b b b
f fx)dz = f codz + f cizdr + f cx*dr + -+ + J‘ Caos2* Vdx +
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14.

15.

16.

Supongamos b > a y pongamos f(x) = Ze;x '= S,(x )+ R.(x). Tendremos

fbf(a:)dx = f°s.(x)dx + fR.(x)dx
fbf(x) dx — fb Sa(z) dx J—b R.(x) dx

Como Z¢x! es convergente en un intervalo, (x| < Py la serie serd uniformemente convergente en |x| < p < P que con-
tieneax =ayx =b. Asi pues, dado un € > 0 tan pequeiio como queramos, se puede tomar » lo suficientemente grande

para que | Ry(x) | < para todos los valores de |x| < p. Por tanto,

U f(:r)dx - f S.@yde| < J:.b-—a.dx = - =

f fx)dx — I S.(x)dx| = o0, y fbf(x)dx = Efbcix‘dz

como queremos demostrar,

Y

lim
n—+x

Problemas propuestos

Determinar el campo de convergencia de las siguientes series:
(@) x + 22" + 32° + 42* + - - @ E- 2 4 2 2,
b 2+p*  3-5° 4.5
x x* x® x! 1 x? x! x*
® rztestsatas? © 123 t2:84 7345 156"
x’ x! x‘ zl z' zl xl
@ z—F+ma—g@t N Gmop T Gnep T tnayr T msp T

(g) La serie obtenida derivando (@) término a término,
(h) La serie obtenida derivando (b) término a término.
xt x3 - x

i+ iy tige t

(j) La seric obtenida derivando (i) término a término.

(k) La serie obtenida derivando (j) término a término.

(D La serie obtenida integrando (a) término a término.
(m) La serie obtenida integrando (¢) término a término.

) (z—2) + &2 L @=2 (-2

@ x+

3 9 16
x— (x—3)?*  (x—3)? , (x—3)* _8x—2  (3z-—2)* (3z-—2)
(°)13+23="'33=+434+ (P} 1 5 5 - & T

(@) La serie obtenida derivando (n) término a término.
(r) La seric obtenida integrando (n) término a término.

2 3 4
(8 1+ (1—-;:) (1—::) (¢ 1 Tt F7
1 x*+6x+7 (2 +6x+7)' (z’+6z+7)’
@ g+ — * 2° 2¢
Sol.(@d —1 <x<1 @ —1<x<l1 (m) todos los valores de x ) x<#}
» —1<x<1 ) —1<x<1 M 1<x<3 ) x<-—1,
(c¢) todos los valores de x N —1<x<1 (o) 0<x<6 x>1
d —5<x<5§ (n —1<x<1 (r) —1<x<73 W) —5S<x<—3,
) -1 <x<1 & —1<x<l1 @ 1<x<3 —JI<x<—1
() todos los valores de x ) —l<x<l N 1<x<3
Demostrar que una serie de potencias s¢ puede derivar término a término dentro de su campo de convergencia.
4+ + 0 + o0 . Cn .
Ind. f(z) = ‘§° ezt Y P %(ew‘) = ’2 jesz!~1 es convergente para |z| < Et.::' il Aplicando los

teoremas I, I y V demostrar f' f(x)dx = f(z).
0

Demostrar que la represen\tacién de una funcién f(x) en potencias de x es Unica.
d
Ind. Sea f(x) = Zs,x" yf(x) = Zt,x" en |x| <a#0. Hacerx =0 en Z(s. — r.)x* =0, Z Z(s, — t)x* = 0,
dl

W;!,‘(.s'..—r,.).vr" =0, - yobteners; =4,/ =0,1, 2,3.



Capitulo 52

Desarrollo en serie de potencias

UNA FUNCION se puede desarrollar en serie de potencias de x siguiendo varios procedimientos, por
ejemplo, prolongando indefinidamente la division
1 o)
; x=1+x+x2+x3—{—"'—{—x"‘1+"

(Obsérvese que, por ejemplo, para x = 5 la expresion anterior conduce a un resultado absurdo.

1 .
— el intervalo |x| < 1, es

En el Problema 1 se demuestra que la serie () solo equivale a
decir,
|

—x =l+x+x24x*+ - Fx 1+l <x <1

En los Problemas 2-3 se indican otros métodos para desarrollar una funcion en serie de potencias.

METODO GENERAL para obtener el desarrollo de una funciéon en serie de potencias de x y de (x — a).
Para ello es necesario que tanto la funcién como fodas sus derivadas estén definidas para x =0
0 x = a. Por ejemplo, las funciones 1/x, In x, y cot x, no admiten un desarrollo en serie de poten-
cias de x.

Serie de Maclaurin. Si una funcion se puede representar por medio de una serie de potencias
de x, ésta es necesariamente de la forma, serie de Maclaurin,

S (0) SO, SO, . [0

2! 3 R ) TR A @

S(x) = f(0) + x +

Serie de Taylor. Si una funcion se puede represeritar por medio de una serie de potencias de
(x — a), ésta es necesariamente de la forma, serie de Taylor,

foy =@+ L —a) ¢ LD _ap 4 L@ g o
fo-1(a) o

(Ver Problema 4.)

En el préximo capitulo trataremos del intervalo en el que una funcién f(x) se puede representar
por una serie de Maclaurin o una de Taylor. En las funciones consideradas en este libro, el inter-
valo en el que se pueden representar mediante un desarrollo en serie coincide con su campo de con-
vergencia. {Ver Problemas 5-11.)

Otra expresion muy empleada en la serie de Taylor es

f@ 40 = 1@ + 1@+ 3@ + @+ b @ e (@)

que se obtiene de (3) sin mas que sustituir x por a + A.

242
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Problemas resueltos

1. La serie de potencias ! + x + x* +x®+ -+ + x*"'4 ... es una seric geométrica con a=1y r=x.

. . . a . .
Para [r| = |x| < 1, ia serie converge hacia --—-— == ;para |r| = |x| > 1, la serie es divergente.

1—r l—x

2. Derivando repetidamente la serie del Problema 1, obtener otras series de potencias

@ P+ 20 + 30 +4x3 + » o« + px"t 4 -
(ii) 24+ 6x + 1267+ 2007 + -+ n(n + Det 4 -

Integrando repetidamente entre los limites 0 y x la serie del Problema 1, obtenemos

1 1 1 1
X2 ey gL ) - — 8 .
(iii) x+2x+3x+4x+ +"x+
(iv) lxz 4 ..l_x3 + Lx4 4 _]_x." I ___!_A._,__. x4
2 6 12 20 nln + 1)
3. Determinar la serie de potencias y = Zc,x* que satisfaga las condiciones:
@ y=2parax =0,(Gi)y = 1parax =0,y(ii)y” + 2y =0
Consideremos
(@ Yy =ct+oax+eoxttoext4 -
() Y =+ 2c.x + 3cax® + dex® + -
(¢) y' = 2¢ + 6czx + 12¢,x? + 20c,x? + - - -
De(a) con x =0, ;; 2 obtenemos ¢, = 2; de (b)conx = 0, y’ = 1 obtenemos ¢; = 1. Como y’’ = —2y’, tendremos
2¢, + 6c3x + 12¢4x® + 20¢,x> + - - - = —2¢; — dcagx — 603 X3 — Begx® — - -
de donde se deduce que ¢; = —¢; = —1,¢3 = —%¢c; = §,¢e = —}c; = —4%, - - -. Portanto, y =2 + x — x* + §x?

— 4x* + - - - esla seri¢ pedida.

4. Suponiendo que (i) f(x) y todas sus derivadas estdn definidas para x = a'y que (ii) se puede representar mediante una
serie de potencias de (x — a), demostrar que esta serie es

fa) S (@) fo1 (a) . .
f(X) = f(a) + "_]’!*’(X—a) + -—i—!f(x———a)z + -+ (" :_T)T(x—a) 1 +

Sea la serie
(@ f) =caqtax—a)+ox—af +efx—a)+ ot x—apt 4o

Derivando sucesivamente, tenenos -,
b) fAx} =1+ 20x—a) + dczlx—a)? - de(x—a)® + - + nefx—ayt 4+ -
(c) X)) = 2c + 6cy(x —a) + 12¢(x —a)* + 20c,(x —a)* + -+ +(n+ Dacgiy(x—a** + - -
@ S(x) = 6c5 + 24c(x —a) + 80cy(x —a) + - + (n+ Dn+ Dacassx —a)*~t + - -

Haciendo x = g en (a), (), (c), - - - se deduce

e = S@ ey = [@, ¢4 = 3of @ er = Gy,

Efectuando estas sustituciones en (a), obtenemos el desarrollo en serie de Taylor.
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En los Problemas $-10, obtener el desarrolio de la funcion en potencia de x o de (x — a), seglin se indica,
en las hipotesis de este Capitulo y determinar asimismo ¢l campo de convergencia de las series.

5,

e~**; en potencias de x.

De donde

Como

flx) =e f@ =1
f(x) =2 o =2
[(x) = 2le~* S =2
S (x) = 2%~ [0 = -2
e"‘=l—2x+%x'-—:’2—:x’+42—‘!x‘—----
2n+l xu+l . "! _ _ |x| l|m 2 _
ot |+ DT 2| ST R |

la serie es convergente para todos los valores de x.

6. sen x:en potencias de x.

7.

f(x) =senx
f(x) =cosx
S(x) = -—senx

["'(x) = —cos x

...........

SO =0
SO =1
S =0
S0 = —1

.........

.........

Los valores de las derivadas para x = 0 forman ciclos de 0, 1, 0, —1; por tanto,

Como

sén x =

lim
A+ @

0 —1 0 1
0+ Ix + ﬁx‘+ 3—!x’ + —4—!x‘ + S—!X‘ + -
x! xl x'l - X!n-l
M+ 2n—1)! . 1 B
@n+ 1! x™-1 - wrto 2020 + 1)

la serie es convergente para todos los valores de x.

In{1 + x); en potencias de x.

Por tanto In(l

Segiin el Problema 1, Capitulo 51, la serie e¢s convergente en el intervalo —] < x < 1.

fx) =mhQ +x
R
/@ =_(l-:x)‘
fx) = (lljx;‘
+ x) =x——-2"% +2r;‘_’!—3!;‘,
=x—%x"+—;—x’ — x!

SRR S R

JO =0
o =1
S0 =—1
1770 = 2!
/70) = —3!

.........

+ .
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8. arc tag x; en potencias de x.
f(x) = arctagx JO =0
J(x) =——l_:x, =1—x*+ x*—xt+ - /o =1
J'’'(x) = —2x+4x*—6x"+ -+ 0 =
F(x) = —2+ 12x* —30x* + - - - [0 = —2!
S(x) = 24x —120x* + - - "0 =0
J(x) = 24 —360x* + - 10 =4
Sx) = —720x + - 0 =0
%) = =720+ --- F70) = —6!
e 2' 3 4' ] 6! 7
arctagx—x—-s—'xi-s x—7—!x+‘--
X' X' x'l xh-—l
=X—T+—5-———-.i~+ s+ (1) _l+---

Scgun el Problema 7, Capftulo 51, el campo de convergenciaes —1 < x < 1.

9. e*; en potencias de x — 2.

f(x) =et* Q) =e
f(x) = jevt '@ =je
[(x) = e S =}e
o 1 16G—2 , 1  G&=2r
et =efl+5(x—2+ ¢ e .= Fr—T) +
[(x—2p 2"‘(n-—l)'| 1 _
JmTE e | T "_2'.9'1'@7 =0
La serie es convergente para todos los valores de x.
10. In x; en potencias de x — 2.
fx) =hx @ =In2
ffx =xt @ =i
7Gxy = —x—* @ =—%
flll(x) — zx_ flll(z) — }
fr"(x) =—6x-* Mo =-—i
1 1 (x—2* 1 (x—2) 3 (x—2)0
Inx=ln2+3(,vc-2)—-4 xz! 4 13! 8 x“ E

=1n2+ —%—(x—Z)——%(x——Z)’-I— —l-(x—Z)’—-%(x—Z)‘-l-

.| e=2y  2a _ _ n
S, Jm e E ey =27 " 20 fim T

la serie es convergente para [x —2| <2o0%xa0 <x <4,

1
5 [x —2]

245

Para x = 0, la serie es In 2 — (seric arménica) que es divergente; parax = 4,lasericesin2 + 1 —¢ + ¢ —§ + - - -

que es convergente. Por tanto, la serie es convergente en el intervalo 0 < x < 4.

11. Desarrollar en serie de Maclaurin la funcién 4/1 + sen x = sen §x + cos $x.
Sustituyendo x por §x en el desarrollo de sen x (Problema 6) obtenemos

x? x5 x?

P31 T .51 2.5t T

1
SCI‘ITX = -2—X—'
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Derivando este desarrollo, obtenemos

1 1 xt x* x®
Cs5x =235~ 3.1 T .41 gl T
2 4 ]
X X x

37 T 2i-41 2.1 T
Por tanto,
ViTens = 1 1 _ (4% x* x° x* x®°
I+senx =sengxtcosyx =1+5—oroy— .31 " z-ar F 51

todos los valores de x.

12.‘ Obtener el desarrollo de Maclaurin de e = = g » gfcos -1,

2 3 2 1 L]
Aplicandoe"‘=1+u+"—+%+v-- y u=cosx—l=—“—r7+%—;;—,—+----,llegamosa
OB x‘ « v v
= el - 2'+4'_6' )+ ((z'r_zw+ )

1
+ﬁ(_ ep * )+
—_— xs x. 31 L] P
=el—Fg T Tt E

13. En el supuesto de que todas las operaciones necesarias sean vilidas, demostrar que (a) e = cos x + isen x, (b) e~

= cos x — i sen x, (c) sen x = (e — e~*)/2i, (d) cos x = (e + e~*%)/2, siendo i = V/—1I.
22 z? s z®
=l+z+-i-!-+ﬂ+2—!+s—!‘+"'

(zx) G GO ) XX X

(@ e* =1+ (ix) + + 77 i TS +~'-=1+1x——2-!-—tﬂ 77 75y
2 8 B
=(l—%+:'— )+z(x—ﬁ+-%——---)=cosx+iscnx

(b) e—** =cos(—x) + isen(—x) = cos x —isen x.
(©) e* —e—* = 2isen x; luego, sen x = (e — e—%)/2i.
(d) e + e—** = 2 cos x; luego, cos x = (e** + e~*)/2.

Problemas propuestos

14. Demostrar que (a) Las series (i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para |x| < 1; (b) (iii) convergentes para —1
< x < 1; (¢) (iv) convergentes para —1 < x < 1.

15. Demostrar que (@) La serie obtenida sumando las (i) y (ii) de! Problema 2 son-cenvergentes para |x| < 1;(b) la obtenida
sumando las (iii) y (iv) son convergentes para —1 < x < 1.

16. Determinar la serie de potencias y = Zc,x* que satisface las condiciones (i) y = 2 para x =0, (i) y* = 0 para x = 0,
x* 2x"

ase oy — 2 el PN - 00 g
y (iif) y y=0. Sol. y =2+ x* + 12 + + G + .

17. Determinar la serie de potencias y = Le,x" que satisface las condiciones (i) y = 1 para x = 0, (if) y' = 1 para x =0,

. . 2 x? x* 5
y (@) y” +y =0, Soly—1+x—-—j—ﬂ+4,+';|——---
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19,

20.

21.

22,

26.

27.

. Demostrar que J‘ eVdy = x — +

Obtener los desarrollos en serie de Maclaurin:

2 = -2 LA 2T ara todos | ! d
(@) cos'z 1 21 % +Z”a; + (-1) (Zn)!x + , para todos los valores de x
— 1 2 5 L] 61 9
(b) secx = 1+§x +§4—z +720x + v, /2 < x < /2
(¢) tag x = x+%x’+l—25—x“+%x’+---, 72 < x < 7/2
_ ) 1+3 2 13547
(d) nrcsen:c—:c+23+ -45+2-4-67+ , —1<z<1
(e) sen’xz = i:!:’ = 2—31‘ + 2—5:6’ LI (-—1)nHE L para todos los valores de x
2! 4! 6! (2n)! ’
Obtener los desarrollos en serie de Taylor:
r = 4a _ (x—a)  (z—a) ST C ekl L ara todos los valores de x
(a) e = e[l+(:r a) + 21 + 31 + + mn=1)! + , P .
. — 2 _— 3
(b) senx = sena + (x —a)cosa — (z2la) sena — (—:L:“L)cosa + ---, para todos los valores de x
1 x — t xr — 3
(¢) cosx = ﬁ[l - (x— 17 - ( 2'*7) + { 3}”) + :I. para todos los valores de x

Obtener el desarrollo en serie’ de cos x derivando el correspondiente a sen x (Problema 6). Identificar la solucién del
Problema 17 con la funcién y = sen x 4+ cos x,

Obtener el desarrollo en serie de e %, sustituyendo x por }x en e} correspondiente a e~%* (Problema 5). Sustituir, luego
x por —x para obtener ¢l desarrollo de e* e identificar la solucién del Problema 16 con la funcidén y = e* + e~=.

2xt 32xt 968

3T T 3vsi T 31g1 T wparatodos

Obtener ¢l desarrollo en serie de Maclaurin de sen? x = (sen x)? = x? —
los valores de x.

* x3 x5 x?

310 53T T F-31 + + - -, para.todos los valores de x.

0

s . 1
Obtener por division el desarrollo en serie d& ———; con lo cual

1+ x
* dx 1 1 1
= - = x93 —_ xb . __ x? “ .o
arc tag x J;1+x= X 3x+5x 7x+

y comparar con ¢l Problema 8.

Aplicando ¢l binomio de Newton obtener 1 =14 Y 1-3 . + 1'3'5:# + .... conlocual

1/1_2:2 2 244 2'4'6 ’
_ (7 dz  _ 1-2°  1e3+2%  1+3+5:47
arcsenr = Jo 1_12— x+2_3 +2-4-5+2-4-‘;6°7'+

Obtener por multiplicacién de los correspondientes desarrollos en serie: |

sz — zme DT 2 coss = e _a_w
(a) €* senzx x + x +3 30 90+ (b) ecosx = 1+ x 3 g 30+
1

cosx 1—x¥2! + x40 — - - -
ultima igualdad e identificar los coeficientes de igual potencia de x para obtener el desarrollo de sec x.

Obtener sec x = = ¢y + 61 + €3x* + cgx® + - ¢ -, Quitar denominadores en la

A\ ]



Capitulo 53

Férmulas de Maclaurin y Taylor con restos

FORMULA DE MACLAURIN. Si f(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con-
tiene al punto x = 0, existen dos numeros, x, y xg comprendidos entre 0 y x, de manera que

f'(o) fo-n (0}

flxy = f(0) + +£2—(!0—)x2 + -0+ W= 1),9:" 1 + Ra(x)
siendo .
R.(x) = f n('xO) , (Resto de Lagrange)
bi
o R.(x) = m(a: o1z,  (Resto de Cauchy)
" T (n—1)! %o : /

FORMULA DE TAYLOR. Si f(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con-
tiene al punto x = a4, existen dos nimeros, x, y x5, comprendidos entre @ y x, de manera que

fo) = 1@ + Pe-0) + Lle-ap + - + LB -ap + R
siendo .
Ru(x) = f"%ﬂ(x —a)", (Resto de Lagrange)
o bien o .
Ra.(x) = '(fn (10) ') (x—z; )" '(x—a), (Resto de Cauchy)

La féormula de Maclaurin es un caso particular (@ = 0) de la formula de Taylor. La fé6rmula
dé Taylor, con el resto de Lagrange, no es mas que una variante del teorema del valor medio ge-
neralizado (ver Capitulo 21). En el Problema 10 se deduce la formula con el resto de Cauchy.

Los desarrollos en serie de Maclaurin y Taylor de las funciones f{x) obtenidos en el Capitulo 52
representan a dichas funciones Unicamente para aquellos valores de x que hagan

lim R.(z) = 0

n = +w

PRINCIPALES DESARROLLOS EN SERIE. A continuacién se exponen los desarrollos en serie, junto

con los intervalos en los que son vélidos, de las funciones mis empleadas en el analisis matematico.
(GI)- -1

(ax)! (ax)®

e = 14 az + s 3+ ...+("_1)!+ Para todos los valores de x.

senaxr = ax — (?;;)’ + (a;;)s - (?le)’ + -0+ (—1)“'(-%:—)_2—:);! SEELL Para todos los valores de x.
cosax = 1 — (0;!)2 + (‘Z)‘ 7%:?’1-- -+ (=) ((;l_xi% SEICEL Para todos los valores de x.
In(a+2) = 1na+§——%+3"—; ARIE N G ViRt P —a<z=a.

arcsenz = z + 12'2: + 12'12: + -+ 2'1‘;?65(2(:”—;):?)22:‘——11) + .- -1=z=1

248
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_ xs ,xs x" am z!n—l
arctag x = 2 — g+ - 7+ o+ EVTe—7 + —1=z=1
- Y g — e ma + e gy — vee o DT
Inz = Ina + a(x a) 2a,(m: a) + 3a,(x a) + (n—l)a"“("c ay"~* +
0<z=2g
—_ 3 — n-1
e* = {1+ (x—a) + (:cz‘ r + (:va!a) + .- +%+ Para todos losvaloresdex.‘
p— 2 — ]
senxy = sena + (x—a)cosa — (xz'a) seng — %—,Mcosa + .- Para todos los valores de x.
_ (x —a)? (x—a)
cosr = cosa — (r—a)seng — 37 cosa + 31 sena + °-- Para todos los valores de x.

Problemas resueltos

1. Determinar el intervalo en el que es vdlido el desarrollo de e* en serie de Maclaurin.

L]
fm (;/) = e*; el resto de Lagrange es (R, (x)| = : S™ (xo)| = I{T'e", siendo x, un valor comprendidoentre 0 y x.
x3
2, + =+ 37 - + que, sabemos, es convergente para todos los
valores de x. Por tanto lim '—'I = 0. Como el factor e* es finito ¢ independiente del valor x, lim R,(x) = 0 (nui-
a— + @ R— +

mero finito). En consecuencia, el desarrollo de e* es vilido para todos los valores de x.

2. Determinar el intervalo en el que es valido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcion sen x.
Sin tener en cuenta el signo /™ (x) =senx ocos x, y |R, (x)| = E—l [sen x,!, 0 bien, If-.—l €os x,/, siendo x, un va-
lor comprendido entre 0 y x. n!
. x*
Ahora bien, g 0 cuando n — + oo, (Problema 1) y [sen x,| ¥ [cOs x,| no pueden ser mayores que 1, con lo
que lim R, (x) = 0. Por tanto, el desarrollo es vilido para todos los valores de x.

n-—+ -+ o0

3. Determinar el intervalo en el cual cos x se puede representar por el desarrollo de Taylor en serie de potencias de (x — a).

Aplicando ¢l resto de Lagrange, |R (x)| = _‘("__‘“’)”_l [sen x,l, © bien,l(x;'a)”l IcOs x,l, en donde x, estd com-
prendido entre a y x. n: n!
Como @- — 0 para n - +c0, y ademds |sen x,| y |cos x,| son inferiores a la unidad, lim R,(x) = 0,

n-—+ 4 00
con lo que la serie representa cos x para todos los valores de x.

4. Determinar el intervalo en el que es vilido el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién In(1 + x).

-1 . .
(n ) siendo x, y x; valores comprendidos entre 0 y x.

En este caso f*(x) = (—1)*"! (T-rx_)" :

(a) el resto de Lagrange es

_ T (R VL G ) G ST S
| Bl = G075 0Tz T n <1+xo> y
®) /.cl/resto de Cauchy es

=z (n—1)! x(x —z3) !
R.(x = -1t . -y = (-1)'——
@ = T W ) Uy
Cuando 0 < xo <x <1,0<x<14xY% ]+I<I aplicando (a),
=1/ _= 1 i —
[Ra(z)] = n<1+xo) < - y nth R.(x)
* . 1 l o
Cuando —1 <x <x; <0, tendremos 0 <1+ x <1+ xy Ty < T+ x° Aplicando (b)%
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5.

7.

9.

10.

12.

13.

FORMULAS DE MACLAURIN Y TAYLOR CON RESTOS ‘ [CAP. 53

Ra(x) = "'_" —m"l"'_‘ |=! = it l- o . (:t;'Jr!ﬂ '-’. la < <¢:+lm| hl.ﬂ
1+ =) 1+2* 1+ =? 1+z: 14z 1+z*, 1+«
. » " » a z;+ |z|
Ahora bien,como 1 > lz|, oy <z ||, 2o +|x| < |z|+ 2, |2| y ﬁ-—‘< |2}. Tendremos,
[}
Ru@)| < vhe— lim Ruz) =
' 1+=2 netx

Por tanto, el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x) es vélido en el intervalo —1 < x < 1.

En el desarrollo en serie de Maclaurin de e?, demostrar

IR(x)] < % para x <0 y R, (x) <

xﬂ
Del Problema 1, R, (x) = e"u, siendo x, un valor comprendido entre 0 y x. Para x < 0, e® < 1; luego

I I l x

IR0 < % Para x > 0, e < = luego, R.(x) <

En el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x), demostrar

™ |xni
R.(z) < w para 0 ‘< x = L y lR.(z)l < ;(—11_*_—1)—_ para —1<zx<0
del Problema 4(a), | 1—_:—1 , siendo x, un valor comprendido entre 0 y x. Para 0 < x, < x <11,

1 1 1
T2 <1; |l:elgo. |Ra(x)] < ,—l Para —-1<2<2¢<0, l+za> 14z y. 5z < i+z’ luego,
|R (x)| < —1—47)".

Problemas propuestos

Determinar el intervalo en el que es vdlido e! desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién cos A
Sol. Para todos los valores de x.

Determinar los intervalos en los cuales (a) e* y (b) sen x se pueden representar mediante una serie de Taylor en poten-
cias de (x — a). Sol. Para todos los valores de x.

Demostrar que In x se puede desarrollar en serie de Taylor de potencias de (x — a) en el intervalo 0 < x < 2a.
(x —a)(x —xiy-? z—x;

()"

Para 0 <x <a y para a < x < 2a,

Ind.  |Ru2)| =

”o'l

Supongamos que T viene definido por i)
1o = f@ + L& p—a) + LB pap oo+ fu R b—ar- + T -a)
y sea (= 1)
F) = —f(b) + fix) + ll‘,i’(b—z) + LB a4 et ’E:%’l()’!)-(b—z)--l + T(b~12)

Razonando como se hizo en el Problema 15 del Capitulo 21, obtener la férmula de Taylor con el resto del Cauchy.

(@) Haciendo x: =g + 0(x —a), siendo 0 < 6 < 1, en la féormula de Taylor con el resto de 'Cauchy, demostrar

Ruz) = 10+l iz —ay

(n—1)!
(n)
J(f _(_..ol;)‘ (1 — 6)*~! x* en la formula de Maclaurin,

(b) Demostrar que R,(x) =

Demostrar que

1 . ; . .
—= % puede representar por su serie de Maclaurin en el intervalo —1 < x < 1.

n(l oy -t x»

Ind. Del Problema 11 (5), R.(x) = —oxp T

1—0
, 0 <0 <1 Para |x|<l,—l—_—0;<l y 1—6x>1—|x|.

+ o ‘ + @
(@) Demostrar que xe* = E -;:'—' x*, para todos los valoresde x, y J' % = e; idem, (x* + x)e* = J :—x" y
i=1 " i=1"" =1 """
+ % pt + n + 00 pt
2 — = 2e. (&) Obtener 3’ i Se y X — = 15e.

=1 """ i=1"° i



Capitulo 54

Cdlculos con series de potencias

LAS SERIES DE POTENCIAS se emplean, con frecuencia, en la realizacién de tablas de logaritmos

1.

de funciones trigonométricas y en diversos calculos como los que vamos a considerar.

Cuando se toma como valor de una funcién la suma de los n primeros términos de su desarro-
ilo en serie de potencias para un valor dado de la variable es necesario conocer el error que se co-
mete al efectuar dicha aproximacién. Para ello se aplican los teoremas siguientes:

1. Si el desarrollo de la funcién f(x) esta formado por una serie alternada y x = £ es un valor
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de f(&) la suma de los n
primeros términos de la serie es menor que el valor numérico del primer término despreciado.

2. Si el desarrollo de la funcién f(x) estd formado por una serie de Taylor y x = & es un valor
de su campo de convergencia, el eITor que se comete al tomar como valor de f(§) la suma de los n

. . . M . . .
primeros términos de la serie es menor que e |x — al», siendo M igual o mayor que ¢l maximo

valor de | f*(x)| en el intervalo desde a hasta &.
Para una serie de Maclaurin, ¢ = 0.

Problemas resueltos

Hallar el valor de 1/e con cinco cifras decimales:
. mﬁ x! .- Z._l
e =1—x+§T—3—!+---+(—1) l(n——l)!+.
-1 1 1 1 1
et = 1-1+gr— o5+ g5
1—1 + 0,500000 — 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389
— 0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + - - -

= 0,36788

4 s

Hallar el valor de sen 62° con cinco cifras decimales.
La serie de Taylor en potencias de (x — a) es

—a) AT
senx = sena+(x—a)cosa—~(-{7'—e)—scna—(i-j—'£)-

Tomamos a = 60°, ya que es préxima a 62° y sus funciones trigonométricas son conocidas. Tendremas
x—a = 62°— 60° = 2° = /90 = 0,034907

cosa-+ -

y sen 62° = /3 + $(0,034907) — }4/3(0,034907)* — {4, (0,034907)° + - -
= 0,866025 + 0,017454 — 0,000528 — 0,000004 | - : + = 0,88295

Hallar el valor de In 0,97 con siete cifras decimales.

= v 2 2 _ &
Infa—z) = Ilna—2 =355~ 35 na”
Tomamos a=1 y x = 0,03; por tanto
In 0,97 = — 0,03 — 4(0,03)* — (0,03)* — }(0,03)* — $(0,03)* — - - -+ = —0,0304592

251
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4. Determinar el nimero de términos del desarrollo en serie de In(1 + x) que hay que tomar para que el error cometido
al hallar el In 1,02 sea menor que 0,00000005.

©02¢ | (002° (002 ,
7 t—3 —a t

Como se trata de una serie alternada, el error cometido al despreciar todos los términos posteriores al que ocupa
el lugar n es menor que el valor numérico del primero que se desprecia. Por tanto, todo consiste en buscar qué término
del desarrollo tiene un valor numérico menor que 0,00000005. Se hace por tanteos.

(0,02)° (0,02)*

3 = 0,0000027 2

Por consiguiente, habrad que tomar 3 términos para obtener la precision requerida.

In1,02 = 0,02 —

= 0,00000004

§. Determinar el valor de x para el cual sen x se puede sustituir por x con un error menor que 0,0005.

senx = x —x33! + - - - es una serie alternada. El error que se comete al tomar solamente los dos primeros
términos es menor que |x2|/3 ! Para que |x*|/3 ! = 0,0005 debe ser |x®| = 0,003 6 sea |x| = 0,1442; es decir, |x| < 8°15",

6. Hallar entre qué valores debe estar comprendido un dngulo para que el valor de cos x, calculado con los tres primeros
términos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x —n/3), venga dado con un error menor que 0,00005.

Isen x|
3t

Como [sen x,| < 1, |Ry| < } |x —7/3]? = 0,00005.

Como f’(x) = senx, |Rg| = |x — =/3|3, siendo x, un valor comprendido entre /3 y x.

Por tanto |x —z/3| < 40,0003 = 0,0669 = 3°50’. Por tanto, x debe estar comprendido entre 56°107 y 63°50°.

7. La Fig. 54-1 representa un arco de circunferencia terrestre de 160 kilémetros de Re B
longitud. Hallar la flecha o separacién maxima entre la cuerda y el arco. 4:’ N
Sea x la flecha pedida. Tendremos, x = OB — OA = R — R cos a, siendo A L]
R el radio de la Tierra. Como el dngulo a es pequeflo, aproximadamente, b
cosa=1—4x y R “ o
x = R{l — (1 — 4a®} = $Ra® = (Ra)*/2R = (80)?/2R
Tomando R = 6 400 kilébmetros, x = } kilébmetro. Fig. 54-1 0

8. Deducir la férmula aproximada sen (7 + x) = ;\/2”(1 + x) y aplicarla para calcular sen 43°,

Tomando los dos primeros términos dei desarrollo de Taylor, tenemos
sen(3n +x) = senix+ xcosim = IV2+ 3V2x = V201 +x)
sen43° = sen [in + (—n/90)] = }4v/2(1 —0,0349) = 0,6824

9. Resolver la ecuacién cos x — 2x? = 0.
Sustituyendo x por sus dos primeros términos 1 — 4x* de la serie de Maclaurin, tenemos
l—4x2—2x*=0 6 2—5x*=0
Las rafces son 4+4/10/5 = +0,632. Las raices obtenidas aplicando el método de Newton son +0,635.

. . . . T — 7
10. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias lim ———.
x—0 sen x

2 3
1raes X 4% 4L
i e —e T _ i 2! J!
10 senz 2

R N
[
~—
[
|
8
+
|
ol L.
+
N

x —

25
+ﬁ._

oo

L

- 5 22 + 228!+ - i 2+ x¥/8 4+ - _ 2
T N TEr—os s T T —2e+ -
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32

11, Desarrollar f(x) = x! — 11x? + 43x* — 60x + 14 cn peolencias de (x —3) y calcularj‘ f(x) dx.

f3) =5, [(3) =9, f'(8) = —4, /") = 6, f*(3) = 24. Luego,
f() = B+ %Hx—38) —2(x—3)* + (x—3)°* + (x—3)*

3,3 3,2

flxyde = 5z + §(x~3)* — §(x—3)* + L(z—3)* + J(z~3)®

1,185

3 3

se

1
12, Hallar f DX x.
0 X

La dificultad de esta integral reside en que la integral f Sen x

X

dx no se puede expresar por medio de funciones

elementales. Sin embargo,

1 1 3 5 7 1 2 4 8
sen 2 - 1/ =2 = _z = _x_ =z £
J; T f x(" EYRR T T >d" = f(l srtp—art )d‘”

x“ z’ z'l 1 _
#Tgear T Eesr T Ter T T 0946083
El error cometido al tomar s6lo cuatro términos es < .QLQ—' = 0,0000003.

Problemas propuestos

13. Hallar con cuatro cifras decimales:
(@) et = 0,1353, (b) sen 32° = 0,5299, (c) cos 36° = 0,8090, (d) tag 31° = 0,6009.

14. Hallar los valores de x para los cuales
(a) e* se puede sustituir por 1 + x + }x® con un error menor que 0,0005
(b) cos x se puede sustituir por 1 — }x?* con un error menor que 0,0005
(¢) sen x se puede sustituir por x — x¥/6 + x%/120 con un error menor que 0,00005
Sol. (a) |x| <0,1, (b) |x| < 18°57", (o) |x| <47°

15. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias:

. e—err 1 . ef—e™ 1 . coshz —cosx _
(@ l]_'f}, x® =73% (b) ,l,l_.mo »* - 6’ (e) ,],'.I.‘}, senhz —senz
16. Hallar:
T2 1 0,8 d
(@) f (1 — }sen*g)"2dp = 1,854, (b) f cos Yo dx = 0,76355, (o) f 0 _:x. = 0,4940.
(] ¢ U
17. Hallaya longitud de la curva y = x3/3 desde x =0 a x = 0,5. Sol. 0,5031

18. Hallar el 4rea limitada por la curva y = senx? desde x =0 a x = 1. Sol. 0,3103



Capitulo 55

Integracién aproximada

b

UN VALOR APROXIMADO de la integral definida \ f(x) dx se obtiene aplicando las férmulas que

veremos a continuacion, o bien por medio de integrgidores mecanicos. Los procedimientos de inte-
gracion aproximada se emplean cuando la integracién ordinaria sea muy complicada, cuando una
integral indefinida no se pueda expresar mediante funciones elementales, o bien, cuando el inte-
grandoc f(x) venga definido por una tabla de valores.

b
En el Capitulo 34 hemos obtenido un valor aproximado de S f(x) dx dado por la suma
a

n
Sh = 2 Sf(x:) A:x. Para obtener S, se interpreto la integral definida como un area, la cual se di-
k=1
vidia en n franjas y se aproximaba el area de cada una de ¢llas a un rectangulo efectuandose, a con-
tinuacién, la suma correspondiente a todos ellos. Las férmulas que veremos seguidamente solo
difieren en la manera en que se tomen los valores aproximados de las franjas.

v

Pi-1 p,
FORMULA DE LOS TRAPECIOS. Sea el rea ydan
limitada por la curva y = f(x), el eje x y las
ordenadas en los extremos x =a y x = b. Px/
Dividamos dicha 4rea en » franjas verticales
de anchura h = (b — a)/n (Fig. 55-1) y con- P
sideremos la franja / limitada por el arco
P,_, P;de y = f(x). Un valor aproximado del
area de esta franja es
$h{fla + (i — Dh] + f(a +1ih))} o aln 3 .
que es el area del trapecio que resulta al sus- T e < = < = b
tituir el arco P._; P, por el segmentq rectilineo oy T+
P,_, P,. Al efectuar esta sustitucién en todas ° = °
las franjas (el simbolo ~ se debe leer «aproxi- Y
madamente igual»),
Fig. 55-1
b h h
§ f@ds ~ F(@ +fla+h) +5{fa+h) +fa+2m)
a
£k Blat (- D]+ 70))
b

o sea f flxydx =~ %{f(a) + 2f(a + h) + 2f(a + 2h) (1)

+ -+ 4+ 2fla + (n—1)k] + (b))

b
FORMULA DEL PRISMATOIDE. Dividamos el area definida por la integral 5 f(x) dx en dos fran-
a

jas verticales de anchura h = §(b — a) y sustituyamos el arco P P,P, de la curva y = f(x) por el
arco de parabola y = Ax? 4 Bx + C que pasa por los puntos Py, P;, P,, como se representa en
la Fig. 55-2. Como se demuestra en el Problema 1, se llega, después de efectuar algunos cambios

en la notacion, a
[ o - ¢ {f(a) + 4f(‘“2”’) + f(b)} @)

254
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v
P
i) 3
0 | =
a a+ b b
2
Fig. 55-2 Fig. 55-3

FORMULA DE SIMPSON. Supongamos que ¢l area que se trata de hallar la dividimos en n = 2m
franjas de anchura A = (b — a)/n, como indica la Fig. 55-3. Aplicando la férmula del prismatoide
para hallar el valor aproximado del area limitada por cada uno de los arcos P,P,P,, P,P;P,, ..
Pem—_3 Pym—1 Pym, tendremos

{ tmyas ~ h (f@) + 4f(a -+ k) + 2f(@ + 2h) + 4f(@ +3h) + 2f(@+4R)  (3)
+ oo+ 2f[a+ (2m—2)k] + 4f[a + (2m — L)h] + F(5))

INTEGRACION MEDIANTE UN DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS. Este procedimiento
consiste en sustituir el integrando por los n primeros términos de su desarrollo en serie de Maclaurin

o de Taylor. El método se puede aplicar siempre que el integrando admita un desarrolio de aquel

. tipo y los limites de integracion pertenezcan al campo de convergencia de la serie . (Ver Capitulo 54.)

Problemas resueltos

1. Dada la pardbola y = Ax* + Bx + C, que pasa por los puntos P&, o),

P, (E 42_1' ,y,), y Py(n, y), como indica la Fig. 554, demostrar que ¥
i _n—¢
ydx = —6(}’o+4}’1+}’a)-
[
7 P
”
Tendremosje ydx =§e (Ax* + Bx + O) dx
¢ v
= TS5 @ + b0+ 0D +3BE + ) +3C) o
Como y = Ax* + Bx 4 C pasa por los puntos £, P, P,, s& verificars! € [T »
2
Yo = A2+ B+ C _—
] ig. 85-
n = A(—“;”) + B(—-—E;") +C
ys» = Ap* 4+ By + C
y o+ 4+ ys = 2[AE+ i+ +§B(£+n) + 3C]

n
Por tanto, f ydz = 1 ; ; (wo + 41 + 12)
£
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1/z
2. Caleular el valor aproximado de _}x_’ por los cuatro métodos y comprobar los resultados efectuando la inte-
gracion o Itx

Formula de los trapecios, con n = 5.
Aqui,h——i—g—-OI Portanto a =0,a+ h=0,1,a+21=02,a+ 32 =03, a+4h=04, b=05.

l/!

I 2~ Bl + 200 + 2/(0.2) + 2£(0,3) + 2/(0,4) + F(0,5)

1 2 2 2 2 L

~ %(1 * 101t 10 T T00 T 116 T 1z

) = 0,4631

Fdrmula del prismatoide.

-0 1

1/2
dx 1.1 64 _ 1 _
J; T+ - 3’ 4(1 += 17 + 5) = 12(1 + 8,76471 + 0.8) = 0,4637
Formula de Simpson, con n = 4.
_ 1 ~
Tenemos, h = <8 Dedonde =0, a+h =}, a+2h =4, a+3h =§, b=141.

Y e 1 1 1 1 1
J:, T s 24<1+41+(§)’+21+(g)-+41+(g)'+1+(§)->

1 256 32 256
~ 27(1 Tttt +5)

= 0,4637

Desarrollo en serie, utilizando 7 términos.
178 172 1/3
dz . — 4,8 8 __ 10 12 = __’: i._i". x_‘_x_"_ ?_1_!
J; s J; A-atta—attat-atands = |a-FrE-T+5-fr+5]

11 1 1 1 1 1
7 3.t Tzt +

9.2%8  11.27 " 13.2%
=~ 0,50000 — 0,04167 + 0,00625 — 0,00112 + 0,00022 — 0,00004 + 0,00001 = 0,4636

”o g 12
Integracion. f s = arctagx = arctag} = 0,4636
¢ 1tz o

3. Hallar ¢l 4rea limitada por y = e~=, el eje x, y las rectas x = 0 y x = 1 aplicando (@) la férmula de Simpson con
n =4 y (b) el desarrollo en serie.

(@) Tenemos, h=%;a=0,a+h=%a+2h=%a+3h=4 b=1,

i

1
f edz =~ gL+ de7 04 2674 + de™" + ¢7Y)
0

=~ {1 + 4(0,9399) + 2(0,7788) 4 4(0,5701) + 0,3679} = 0,747 unidades de superficie

o I A N N
() f@" gz = f 1= 2— E—T&—!""ﬁTG!)d:c

z* 27 »? Potl ks H
- ["_ 5- 2!‘7-3!*9-41‘11-5!*13.511

1 1 1 1 1 1
~ 1-g+tgy 731 T 5-ar 1157 T T3e6

~ 1—0,3333 + 0,1 — 0,0238 4 0,0046 — 0,0008 + 0,0001 = 0,747 unidades de superficie
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4v

5.

6‘

7.

9.

10.

11.

11.

Un terrenc estd situado entre una valla rectilinea y un rio. La anchura y (metros) del terreno a una distancia x de uno
de los extremos de la valla viene dada por:

x|0 20 40 60 80 100 120

y|o0o 22 41 53 88 17 o0
Aplicar la férmula de Simpson para hallar, aproximadamente, el drea del terreno.

180
Aqui, k=20 yI fDdx =~ */,(044-224+2-414-4-534+2-384+4:174+0)
°

R

~ 3507 metros cuadrados.
Una curva viene dada por el siguiente cyadro de valores:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 06 09 1,2 1,4 1,5 1,7 1,8 2

X

y

(a) Hallar el valor aproximado del 4rea limitada por la curva, el eje x y las ordenadas extremas x = 1 y x = 9, apli~
cando la férmula de Simpson.

(b) Hallar el valor aproximado del volumen generado en la rotacién del 4rea del apartado (@) alrededor del eje x, apli-
cando la férmula de Simpson.

(@ Aqul,h=1y
J: ydx = —;— {0 + 4(0,6) + 2(0,9) + 4(1,2) + 2(1,4) + 41,9 + 2(1,7) + 4(1,8) + 2}
~ 10,13 unidades de superficie
()] n J: Pdx = % {0 + 4(0,6)* + 2(0,9)' + 41,2)' + 2(1,49)* + 4(1,5)* + 2(1,7)* + 4(1,8)* + 4}

46,58 unidades de volumen

2

Problemas propuestos

Deducir la férmula_. de Simpson.

L
Calcular el valor aproximado de I % aplicando (q) la férmula del trapecio con n = 4, (b) la fé6rmula del prisma, y
]
(¢) la férmula de Simpson con n = 4. Comprobar los resultados por integracién.
Sol. (@) 1,117, (b) 1,111, (c) 1,100; 1,099.
1]
Calcular el valor aproximado de J 4/35 + x dx como en el Problema 7.
1
Sol. (a) 24,654, (b) 24,655, (c) 24,655; 24,655,

3
Calcular el valor aproximado de I In x dx aplicando (@) la férmula del trapecio con n = S y (b)) la férmula de
1

Simpson con n = 8. Comprobar por integracion, Sol. (a) 1,2870, (b) 1,2958; 1,2958.
1

Calcular el valor aproximado de J 4/1 4 x? dx aplicando (@) la f6rmula del trapecio con # = 5 y (b) la férmula de
[ ]

Simpson con n =4, Soi. @ 1,113, (&) 1,111,

Calcular el valor aproximado de ) —m;—x dx por In férmula de Simpson con & — 6. Saol. 1,852
]

Aplicar la formula d¢ Simpson para hallar (a) el Area limitada por la curva y () el volumen generado en la rotacién del
drca alrededor del eje x. La curva viene dada por

1 2 3 4 5
1,8 42 78 92 123

X
y

Sol. (a) 27,8, (b) 228,447



Capitulo 56

Derivadas parciales

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Si a cada punto (x, y) de una regién del plano xy se le hace
corresponder un namero real z, diremos que z es una funcion, z = f(x, y), de las variables indepen-
dientes x e y. El lugar geométrico de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen la ecuacién z = f(x, )
es una superficie. Andlogamente se definen las funciones w = f(x, y, z,...) de varias variables
independientes aunque, por ¢l momento, no tengan una interpretacién geométrica sencilla.

El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una
variable. Sin embargo, el cdlculo de las funciones de tres 0 mas variables es muy similar al caso
de dos variables. En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables.

Una funcién f(x, y) tiende al limite 4 cuando x — x, € y — y,, si dado un € > 0 tan pequefio
como queramos, existe un 4 >0 tal que, para todos los pares de valores (x, y) que cumplan la
desigualdad :

(i) 0 < V(x—zo + (¥—yo)® < 8

se verifica: | f(x, y) — A| < €. La condicién (i) representa un intervalo reducido del, punto (x,, y,).
es decir, todos los puntos excepto el propio (x,, y,), situados en un circulo de radio & y centro

(xos Yo)- '
Una funcidn f(x, y) es continua en el punto (x,, J,) siempre que f(x,, y,) esté definida y, ademas,
li = }
Jm 06 2) = Sk yo) (Ver Problemas 1-2.)
Y=y,

DERIVADAS PARCIALES. Sea z = f(x, y) una funcion de las variables independientes x e y. Como
x e y son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y, (ii) variar y man-
teniendo constante x, (iii) variar x e y simultineamente. En los dos primeros casos, z es una
funcién de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clasicas
que ya hemos visto.

Si x varia permaneciendo constante y, z es una funcién de x y su derivada con respecto a esta
variable x,
gz . r+Ax,y) — J(x,1
~ i fErar Y — f(z,y)

fI(xly) = (E - P AL

se denomina primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a x.

Si lo que varia es y permaneciendo constante x, z es una funcién de y y su derivada con res-
pecto a y
0z . —
fu(x,?/) e (——~ = lim f(.’l’?, y+Ay) f(.’E, ?])

ay Ay =0 Ay

recibe el nombre de primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a y.
(Ver Problemas 3-8.)

Si z esta definida implicitamente como funcion de x e y mediante la relacién F(x, y, z) = 0, para
. . o 7 , . , e g
hallar las derivadas parciales a—; ya—; no hay mas que aplicar las férmulas de la derivacion impli-

cita dadas en el Capitulo 6, (Ver Problemas 9-i2.)
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Las derivadas parciales anteriores admiten una in-
terpretacion geométrica muy sencilla. Consideremos la
superficie z = f(x, y) de la Fig. 56-1, y sean APB y CPD
las intersecciones con dicha superficie de los planos que
pasando por P sean paralelos a los xOz e yO:z, respecti-
vamente. Si hacemos variar a x permaneciendo constante
¥, el punto P se desplazara a lo largo de la curva APBy el

valor de :—; en el punto P es la pendiente de la curva

APBen P.

Analogamente, si hacemos variar y permaneciendo Fig. 56-1
constante x, P se movera a lo largo de la curva CPD, y el

valor de % en P es la pendiente de la curva CPD en P.
(Ver Problema 13.)
DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. La derivada parcial % de z = f(x, y) se puede

a su vez derivar parcialmente con respecto a x y a y, dando lugar a las segundas derivadas par-

oz 0%z o [ oz , 0z
c1ales = f.(x,)) = ( ) Byox x f,,( x,y) = (—) Analogamente, de 7y %
. 3 0z
obtlenen =f,,(x ») = ) T =[x ») = 3y ( By)'
Siz= f(x, ¥) y sus derlvadas parclales son contmuas es indiferente el orden de derivacién, es
. 0%z 02z
decir, &%y ~ yox" (Ver Problemas 14-15.)

Problemas resueltos

1. Estudiar la continuidad de la funcién z = x® + 2.
Para cualquier conjunto de valores finitos (x, y) (a,b), z=at+ bt
Cuandox > aey— b, x3 4+ y*—»a? + b2
Por tanto, la funcién es continua para todos los valores de las variables.

2. Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en el origen (0,0), en el que no estin definidas.
{Cbmo se puede hacer que sean también continuas en dicho punto?
sen(x + »)
a z=—"/— """
@ x+y

sen(x +y)  sen(l 4+ m)x

Supongamos que (x, ¥) — (0,0) a lo largo de la recta y = mx; tendremos z = Ty~ aFmx -1,
. ) . . sen(x + )
Se puede hacer que la funcién sea continua en todos los puntos definiéndola como sigue: z = Xty x,»)
#(0,0); z=1,(x,y) = (0,0).
=_*
® z= P
R o _ X _ 0m
Supongamos que (x, ¥) — (0, 0) a lo largo de la recta y = mx; el valor limite de z = e T+ depende

de la recta que se elija. Por tanto, Ja funcién no se puede hacer continua en (0, 0).

Hallar las derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7.
3. z=22—3xy + 42

. oz
Considerando y constante y derivando con respecto a x, x = 4x — 3y,

. 7
Considerando x constante y derivando con respecto a y, T;’ = —3x+4 8y
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1 2
4. z = 2 4+ L
U} T
. . oz 2x y:
Considerando y constante y derivando con respecto a x, Fredi 5 T
. . oz x? 2y
Considerando x constante y derivando con respecto a y, Fr =— 7 + =
- 9z _ 9z _
5. z = sen (2x + 3y). % 2 cos (2x + 3y), Pl 3 cos (2x + 3y)
9z 2xy y: 9z x? 2xy
— 2 2 — = —_— =
6. z arc tag x’y + arc tag xy’. F Tz T 17294 oy 1+ 29 + 1+ o'
7. z= e+ LL et (2x+y) = z(2x + y) %z _ et (x) = xz
dx ' dy

8. El 4rea de un tridngulo viene dada por K = 4absen C. Sia = 20, b = 30 y C = 30°, hallar las variaciones:
(@) de K con respecto a a, suponiendo b y C constantes.
(b) de K con respecto a C, suponiendo a y b constantes,
(¢) de b con respecto a a, suponiendo Ky C constantes.

oK o 15
(@) “Za = b sen C = }(30)(sen 30°) = 5
oK
() & = $abcos C = $20)(30)(cos 30°) = 1504/3
© b 2K . _ 2Kk 2(absenC) b _ 3
© 9= 4snC’ @a  a'senC a'senC a 2

Hallar, en los Problemas 9-11, las derivadas parciales de primer orden de z con respecto a las variables
independientes x e y.
9. x4+ y? + 22 = 25,

Solucidn 1. Despejando z obtenemos z = +4/25 — x* — y%. Por tanto,
oz —X x oz —y Bl

T avm—a o 2 % T v e—y z

Solucion 2. Derivando implicitamente con respecto a x, tomando y constante.

oz oz x
2X+228—x—0 y —_— =

Derivando implicitamente con respecto a y, tomando x constante.
oz
10. x*(2y + 32) + »*(3x — 4z) + 2%x — 2y) = xyz.

En este caso, seria muy complicado seguir el procedimiento de la solucién 1 del Problema 9.

Derivando inplicitamente con respecto a x,

9z 9z 0z 0z
2 U4 { . 2 9% — el : J— -
222y + 32) + 3x e + v3y 4y Q-’E/+ Ef_(f\?}ﬂém_-*-}// yz + xy F
y S Tz _ T 4zy+6zz+3yt+ 22—y
dx 3x® — 4y* + 2xz — dyz — xy
Derivando implicitamente con respecto a y,
0z 9z 0z 0z
2 2 7~ — — 27 — —_— - 2 = —
2x* + 3z 3y + 2y(3x — 42) 4y 3y + 2z(x —2y) 5y 22 = zxz + xy 3y
y 0z 22+ 6xy — Byz — 22 — zz

oy 8z —4dy'+ 2zz— dyz — zy
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1. xy +yz+ zx = 1,

. 0z oz oz y+z
Derivando con respectoa x, y + » I + x Tx +2z=0 vy =" i
74 oz oz x+z

D do con respect —— = =0 L =Tz
erivan n respecto a y, x+ya +z +xay y 3y x +y

4

or or o0 20
. Considerando x ¢ y como variables independientes, calcular ar a; = By siendo x = e?, cos A, y = e¥, sen 0.

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a x:

a oo 7] o0
1 =2e%cosf — —e "senf) , Yy 0 = 3e¥sen 6 — + e cos 0
ox Ox

ox
. . or cos 6 o0 Isenb
t m— = —_— =
Resolviendo el sistema, obtenemos P T 1 sentB) y — O T senth)

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a y:

or o6 or a0
—_ 2r 2r — I o I
0=2e cosO——ay —e senO—ay y 1=23e s.nan + e cosﬁay

. . 0 a6 7]
Resolviendo el sistema, obtenemos: L —senﬁl - = 2 cos

oy e"(2 + sen?0) ° By €2 + sen?6)

13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas interseccion de la superficie z = 3x* + 4y* — 6 con los planos que
pasan por el punto (1, 1, 1) y son paralelos a los planos coordenados x0z e yOz.

El plano x = 1, paralelo al yOz, corta a la superficie segtn la curva z = 4y — 3, x = 1. Por tanto, la pendiente
pedidaes éz/dy =8y =8-1=8.

El plano y = 1, paralelo al xOz, corta a la superficie segin la curva z = 3x2 — 2, y = 1. Por tanto, la pendiente
pedida es 9z/ x = 6x = 6.

Hallar, en los Problemas 14-15, las segundas derivadas parciales de z.

W z = 2+ 3zy + o~ Zom+yy, = M( ) 2, ay’;x = :-y(g—J 3
15, 2 = zcosy — ycosx.
g—; = c¢osy + ysen¥%, g—; = —2xseny — cOSX, a::* = M( ) Y COS X
% = % g—;) = —seny + senzx = af:’;y’ (‘:Ti: 61<y>: —xcosy

Problemas propuestos

16. Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de las funciones siguientes:

2 -— 3 3 + .
@ s ® Ty © :i: @ G Sol. (a) No, (6) No, (¢) S, () No.
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17. Hallar 2z y i en las funciones siguientes:
ox ° oy
0z az
— 3 2 —_— —_—
(a) 2z = 2*+ 3zy + y Sol. % = 2z + 3y, 3y 3z + 2y
= X _ ¥ 9z 1,2y A2 22 1
b) z = v i Sol. % y"+ ' oy 7
. 0z 0z
(¢) z = sem3zx cosdy Sol. 2z 3 cos 3x cos 4y, o = —4 sen3x sendy
- ¥ 92 _ _—y 9 _ =
(d) z = arctag o Sol, i TP oy TS
P gy 4 o9pt = 2z _ _ =z 8z _ 4y
(e) = 4y* + 92 = 36 Sal. 7 9z’ 3y — 9z
0z 2ylx—2) 9z x(x — 2z)
~ 3 — 3% = - = — = =
(fy 2* — 3x%y + 6xyz 0 Sol. = 2+ 22y oy Z+ 2zy
_ 9z _  y+z 9z _ _z+tz
(9) yz+zz+a2y = 0 Sol. = = ety B = ¥y
. —_— oz 0z
18. (@) Siz = Vx® + )% demostrarque x — + y — = z.
. ox dy
. oz oz
(b) Siz=In v x* + y? demostrar que x.a +y £ =1.

. a a
(¢) Siz=e*"sen % + ev'= cos , demostrar que x — + y 6; =0.

d d
(d) Siz = (ax + b)) + e“**» + sen(ax + by), demostrar que b a_z = 3_;
19. Hallar la ecuacion de la tangente
(@) ala paribola z = 2x* — 3y, y = 1 en el punto (—2, 1, 5). Sol. 8x+:z4+11=0,py=1
() ala pardbola z = 2x* — 3)%, x = —2 en el punto (—2, 1, 5). Sol. 6y +z—11 =0,x = -2
(¢) ala hipérbola z = 2x* — 3%, z = Senel punto{(—2, 1, 5). Sol. x4+ 3y +5=0,z=15

Demostrar que las tres rectas estan situadasenel plano 8x + 6y +z+ 5 = 0.

&z 01z >z 0%z

20. Hallar o Bxdy” Byon’ B en las funciones siguientes:
(@) z = 22 —5xy + ¢* Sol. g% = 4, ;—;y = 6132;:: = -5, %zz =2
(¢) z = sen3x cosdy Sol, g—;?,- = —9z, % = az’;x = — 12 cos 3x sen 4y, (;i;i, = —16z
(@ 2 = arctag L 25 g% = - %z' = (x=2:’;,=)" az!:y = aZ’:x = (::J;:)ﬂ
21. (@) Siz= -~i— demostrar que x’ e FrlL + 2xy aa ;y + )t %z” =0,
&) Siz=e*cosfyyp = +a, demostrar que g’z, . + %z,. =0.
(¢) Siz=e"*(senx + cosy), demostrar que g’z’ + %’z, = %‘:—
(@) Siz =senaxsenbysenksv/a® + b, demostrar que Z:f = k? Z::; gy‘: ;

22. En la férmula de los gases reales (p + %) {(v—b) = ¢1, siendo q, b y ¢ constantes, demostrar que

ap _ 20(v—0b)— (pta/v ) v _ cv’ at _ v—b
v v’ (v —b) At T (pt+alvh* —2a(v—0b)’ dp




Capitulo 57

Diferenciales y derivadas totales

DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la funcién y = f(x) de una sola variable
independiente, segiin vimos en el Capitulo 23, vienen dadas por

de = Az, dy = f/(x)dx = %dm

Consideremos la funcién z = f(x, y) de las dos variables independientes x ¢ y, y sean dx = Adx
y dy = Ay. Al variar x permaneciendo constante y, z resulta una funcién de x solamente y /a dife-

0
rencial parcial de z con respecto a x sera d.z = f(x, y)dx = a—i dx, Analogamente, la diferencial
. 7 .
parcial de z con respecto a y viene dada por d,z = f(x, y) dy = 7; dy. Pues bien, la diferencial to-
tai de z es 1a suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir,
. 0z oz
dz = axdx + ggdy (1)
Para una funcién w = F(x, y, z, . . . 1), la diferencial total dw se define por
_ow w dw dw ,
dw = axdx+aydy+azdz+ +atdt (1)

(Ver Problemas 1-2.)

Como ocurre con las funciones de una sola variable, la diferencial total de una funcidén de varias
variab’~s es un valor muy préximo al incremento total de la funcién cuando las variables indepen-
dient. experimentan un incremento pequeiio.

Ejemplo:
oz dz o 2 z-Ay Az-Ay
Sea z = xy; dz = Px dx + EN dy = y dx + x dy; si se incre-

mentan xe yen dx = dx e dy = dy, respectivamente, el incremento
Az de z serd

Az = (x+ Ax)(y + Ay) — zy -
= x Ay + y Ax + Ax Ay v z-¥ y-Ax
= zdy + ydx + dxdy

En la Fig. 57-1, se hace una interpretacién geométrica. Como
s¢ puede observar, dz y 4z difieren en un rectangulo de drea dx dy
= dx dy. x Az

(Ver Problemas 3-9.) Fig. 57-1

DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z = f(x, y) una funcidn continua de las
variables x, y con derivadas parciales, dz/ox y ¢z/dy, continuas y x e y funciones derivables x = g(¢),
y = h(t) de una variable ¢; en estas condiciones, z es una funcién de ¢ y su derivada total, dz/dt,
con respecto a ¢t viene dada por

dz _ ozdxr | dzdy
@& " wmadt Tyt @)

263
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Andlogamente, sea w = f(x, y, z, . . .) una funcién continua de las variables x, y,z, ..., con
derivadas parciales continuas, y x, y, z, . .., funciones derivables de una variable #; la derivada
total de w con respecto a t viene dada por

dw _ dwdx | dwdy

wdr | wdy | owds
dat T ox dt oy dt

EX R #)
(Ver problemas 10-16)

-}

Si z = f(x, y) es una funcidn continua de las variables x e y y sus derivadas parciales 9z/dx
y 0z/dy son continuas, y x e y son, a su vez, funciones continuas, x = g(r, §), y = h(r, s), de las
variables independientes r y s, z es una funcién de ¢, siendo ‘

dz 9z 9x 0z 0y 0z 0z dx 0z 9y
_— == — — _— = _— = = — — 3
or ox or + oy or y ds dx ds i dy 3s , 8)
Anilogamente, si w = f(x, y, z,...) es una funcion continua de n variables x, y,z,... y sus
derivadas parciales dw/dx, dw/dy, ow/dz, ..., ¥ X, ), 2, .. . son funciones continuas de m variables

independientes r, s, 1, . . ., tendremos

o wos | woy | awir

ar T~ dx or oy or 0z or @)
ow _ owor | oway | wer

FrE axas+ayas+azas+ —

(Ver problemas 17-19)

Problemas resueltos
Hallar la diferencial total en los problemas 1-2.

1. 2z = 2% + 2% + 2¢°
oz 0z

e 2 : 2 3 e 3 g2 2
72 3x*y + 2xy* + y°, Y x® + 2x'y + 3axy
Por tanto dz = % dx + g—; dy = (Bx'y+2xy*+y)dx + (2®+ 22y + 3xy®) dy
-2 z = xzseny — ysenx,
9z sen ¥y — y cosx LA X COSy — senx
dx Y Y ’ ay - Y
0z 0z
Por tanto dz = P dx + E dy = (seny —ycosx)dx + (x cosy — senzx)dy

3. Comparardz y Az, enlafuncidn z = x? + 2xy — 3y3,
az dz

= 22 + 2y, M = 2x — 6y, dz = 2(x+y)dx + 2(x — 3y) dy

Az = [(x+dx)*+ 2(x+ dx)(y +dy) — 3(y +dy)}] — (x4 2xy — 3y?)
= Zxt+tyldr + Az -3y dy + (d2)* + 2dedy — 3(dy)’

AL, pues, dz y Az difieren en {dx)? + 2 dx dy — 3(dy)%.

. 4. Hallar un valor aproximado del 4rea de un rectangulo de dimensiones 35,02 por 24,97 unidades.

Llamando x e y a los lados del rectangulo, €l 4rea es 4 = xy, con lo cual d4 = Lol dx + o4 dy = ydx + xdy,

Ix oy

Para x =35,dx =0,02,y = 25,dy = —0,03, resulta 4 =35x25=875 y d4d = 25(0,02) + 35(—0,03) —0,55
El 4rca es, aproximadamente, 4 + d4 = 874,45 unidades de superficie.
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., 5. Hallar, aproximadamente, la variacion de longitud que experimenta la hipotenusa de un tridngulo rectingulo cuyos

s catetos miden 6 y 8 centimetros, cuando el primero se alarga } centimetros y el segundo lo hace en } centimetros.
Sean x, y, z los catetos menor, mayor y la hipotenusa del tridngulo, respectivamente. Tendremos
_ v : 0z x 9z Y oz 9z xdx + ydy
z=Vorty, = —, =Y g = B+ Egy =TTV
R R~ =T W T ey
6(1/4) + 8(—1/8)

Para x =6,y = B,dx = 1/4, ydy = —1/8, de donde dz =
4V 6" + B

= 1/20 cm. Por tanto, la hipotenusa se

alarga aproximadamente 1/20 centimetros.

6. La potencia calorffica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P = E%R vatios. Siendo E = 200 voltios

N Yy R :—ms ohmios, hallar la disminucién que experimenta la potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R lo hace en
0,2 ohmios.
- P 2B P B a4 - 245 Eup
o ~ R’ &R~ R - R Rt
Para E = 200, R = 8, dE = —5, y dR = —0,2, por tanto,
2
ap = 2 éo,oo (—5) — (?) (—0,2) = —250 + 125 = ~—125 watts

La potencia disminuye aproximadamente 125 vatios.

7. Al medir un bloque paralelepipédico de madera, han resultado, para sus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centimetros
con un error probable de 0,05 centimetros en cada una. Hallar, aproximadamente, el miximo error que se puede cometer
al evaluar el area total del bloque y el porcentaje de error respecto del area como consecuencia de los errores en las
medidas individuales.

El drea total es .S = 2(xy + yz + zx); luego
EN a8 a8

dsS = -5~x—dx + 0—y~dy + b;dz = 2(y+2)der + 2(x+2z)dy + 2(y +x)dz

El mé4ximo error en S tendré lugar cuando los errores en las longitudes sean del mismo signo, por ejemplo, positivos.
ds =2(12 + 20)(0,05) + 2(10 + 20)(0,05) + 2(12 + 10)(0,05) = 8,4 cm®
El porcentaje de error es (error/area)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 %.

8. Enlaférmula R = E/C, hallar el error miximo y el porcentaje de error si C = 20 con un error probable de 0,1 y E = 120
con un error probable de 0,05.

_ R oR _ 1 _E
dR = WdE + aCdC = CdE C‘dC
El error miaximo se dara cuando dE = 0,05 y dC = —0,1; luego
dR % - Lluz)—g(-—o,l) = 0,0325 es aproximadamente el error miximo
El porcentaje de error es dTR (100) = 0’0: L (100) = 0,40625 = 0,41 %,.

9. Dos lados de un tridngulo miden 150 y 200 metros y el Angulo que forman es de 60°. Sabiendo que los errores probables
en la medicion son de 0,2 metros en la medida de los lados y de 1° en la del 4ngulo, hallar el maximo error probable
que se puede cometer al evaluar su area. N

A= }xysen0, 84/0x = kysen 8, 84/3y = §xsen 0, 24/ 90 = yxycos b
y dA = §ysenOdx + dxsenOdy + §xycos 8 d8
Para x = 150, y = 200, 6 = 60°, dx = 0,2, dy = 0,2, y d8 = 1° = /180, luego
d4 = $200)(sen 60°X0,2) + #(150)(sen 60°)(0,2) + $(150)(200)(cos 60°)(n/180) = 161,21 m?.

10. Hallar dz/dt, siendo z = x® + 3xy -+ 5y*; x = sent, y = cos 1.
‘ 2z oz dx dy _
™ = 2x + 3y, 5 = 3x + 10y, I = Ccos 1, a7 = .—Sen f
dz oz dx oz dy

luego il i EE=(2x+3y)cost—(3x+lOy)sent
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11. Hallar dz/dt, siendo: z =In(x* 4 »%); x =e~', y = e'.
9z __ 2=z dz _ 2y dx - dy _

= I =S =Saay gy = e, ey =
iz 2ty Yy '+ y dt dt
dz _ dzdx  dzdy _ et 2y 6 _ ol —xze!
Luego dt ~ odxdt  aydt x’+y’( e ,(e) S =+

12. Sea z = f(x,») una funcién continua de x ¢ y cuyas derivadas parciales, 9z/dx y 2z/ dy, son continuas, y sea y una
funcién derivable de x. En estas condiciones, z es una funcién derivable de x y, segiin (2),

dz _ 3f dx  3f dy _ o , o dy

dz ~ 9x dx ' oy dx = ox ' oy dz
Hemos puesto f en lugar de z, para evitar la confusién entre dz/dx y 0z/ 9x en la misma expresién.

13. Hallar dz/dx, siendo: z = f(x, y) = x? + 2xy + 48, y = e**.
E = i a—f_ . idl — ax = =
= = 3z + wdx (2z + 2y) + (22 + 8y)ae* = 2(z+y) + 2a(x + 4y)e
14. Hallar (a) dz/dx y (b) dz/dy, siendo: z =f(x,») =xy* + x%, y =Inx,

(a) En este caso x es la variable independiente.

dz _ of | o dy _ a1} = :

dz = ax+ y dz - (¥ + 2xy) + 22y + =% z) = ¥ + 2xy + 2y + 2
(b) Aqui y es la variable independiente.

9z _ 9f dz + of = (y+2zy)x + 2xy+2') = =zy* + 22y + 22y + 2°

dy ox dy dy

15. La altura de un cono recto circular mide 15 centimetros y disminuye a razén de
0,2 centimetros cada minuto. El radio de la base mide 10 centimetros y disminuye
a razon de 0,3 centimetros cada minuto. Hallar la variacién de volumen que expe-
rimenta en la unidad de tiempo.

Sea x = radio e y = altura del cono. De ¥ = {nxty, tomando a x ¢ y como
funciones del tiempo ¢,

dv aVdx | aVdy 1 ( dy)

il + =5 = 2a:y = gt =
dt bz dt T 3y dt 37 dt dt Fig. 57-2
321015+ (—0,3) + 108+ (0,2)] = —707/3 cm?*/min.

16. Un punto P se mueve a lo largo de la curva de interseccién del parabolonde 16 ): = z y del cilindro x* + y* = 8§,

en donde x, y y z se expresan en centimetros. Si x aumenta a razén de 0,2 centimetros por minuto, hallar la variacion
de z en la unidad de tiempo cuando x = 2.

x? » dz 0z dx oz dy x dx 2y dy

Dez=F%—% T ma T aA-sTa S d
Como x*+ yt=35, y= 41 parax=2;también,x%+y%=0.
dy *odx dz 2 5 .
Para y = 1, — —; i (02)——-04y-d7 ?(02)— (—-04) 36cm/mm.
dy  x dx _ dz 2 2 _ 3 .
Para y = —1, x-Sy E =04y v i ?(0,2)—3(—1)(0,4) = igcmjtmn.
17. Hallar 3z/dr y 92/ s, siendo: z=x'+ xy+ )y, x=2r+ 5, y =r—2s.
ar _ 81 _ Sngs L Sy LI
az—zxﬂf. ay~x+2u. 3_1'—2' ae-—l, ar—l, 3 2
dz aza:!: 9z @
Lucgo w S maty o= @@+ (z+20) = b2+ 4y
a
y Z = ZULEY _ et + A2 = 3y

a8 dxr ds  dy 98
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du @&

18. Hallar -5‘91, _3%’ ae,snendo u=2x*+2y*+22% x =gsenficos 6, y =gsenfsen 8, z = pcosf.
Jdu ou dx du Ay Ju 9z
= = == —_ L - = = -
7 axap+ayap+azap 2x sen fcos 8§ + 4y sen fsen 6 + 4z cos 8
o awdx  Awdy | dwdr _ ;
T axa,f3+ayaﬂ+azap = 2xpcosflcos6 +4yocosfisenl —4zo0sznp
o gwex  owdy | owdz ,
o axaa+ayao+azao = 2x gosen ffsen 0 + 4y o sen f cos 0

19. Hallar du/dx, siendo: u =f(x,y,2) = xy + yz + zx, y = 1/x, z = x%

Aplicando (37,
du _ of | dy i dz _ _L _ z+z
dr = ar+ay (l1+ 0z dx = (y+z)+(a:+z)( x,>+(y+x)2x = y+z+2x(x+y — e

20. Sea z = f(x, y) una funcién continua de x e y, cuyas primeras derivadas parciales son &z/dx y 2z/&y. Deducir la
expresion

(A) bz = a4 ——-Ay + Az + dy

en donde ¢, y € = 0 cuando Ax ¢ Ay - 0.
Cuando x e y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento experimentado por z vale

(i) ' Az = f(x+azx,y+ay) — flx,y)
= [flx+ax, y+ay) — flz, y+ay)] + [f(z, y+2ay) — flz.¥)]

En la primera expresion entre corchetes, la \inica variable es x, y en la segunda, solo varfa y. Aplicando a cada uno ‘
de ellos el teorema del valor medio [(V) del Capitulo 21]:

(ii) flxtaz, y+ay) — f(z, y+ay) = Ax-f.(x+0,Ax, y+ Ay)

(iii) flz, y+ay) — flx,y) = ay-fi(x, ¥+ 6,4y)
siendo 0 < 8, <1y 0 < 8, < 1. Obsérvese que aqui las derivadas consideradas son derivadas parciales.

Como &zf/8x = fAx,y) y @&z] 8y = f(x, y) son, por hipdtesis, funciones continuas de x ¢ y,

lim f:(x+ 0182, y+Ay) = f:(x,9) ¥y Alimo folz, y+ 62ay) = f,(x,y)
iy

AT =0
Ay —0 Ay—0
Luego felx+o,8x, y+ay) = f:(x, ) + ¢, Ffrlx,y+6,2y) = fi(x,y) + ¢

donde ¢, +0 y ¢ — 0 cuando dx e Ay - 0.
Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (i), resulta:

Az = {f:(x,y) + ¢} Ax + {f,(2,¥) + ¢} Ay
fe(x, ) Az + f,(x,y) Ay + ¢, Ax + ¢ AY

Obsérvese que la diferencial total, dz, ¢s un valor muy proéximo al del incremento total, Az, cuando |dx| y {dy|
sean muy pequeiios.
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Problemas propuestos

Hallar la diferencial total de:

(a) z = 2%y + 2zy° Sol. dz = (32 + 2y%)y dx + (x*+ 6y)x dy
_ _ xdy —ydzx
(b) o = arctag y/x Sol. de = B ET
() z = e~ ¥ Sol. dz = 2z(z dz — ydy)
- de —zd
(d) 2 = z(z*+y?)"1" Sol. dz = ____y(z(/xzi yz.;cm_y)

La frecuencia fundamental de vibracién de un hilo o una varilla de seccion circular sometidos a una tensiéon 7 viene dada

nd
frecuencia, cuando (@) / aumenta en 4/, (b) T aumenta en d7, (¢) ! y T se modifican, simultineamente, en las cantida-
des citadas.

por n = %HV_T' siendo / 12 longitud, r el radio y 4 la densidad. Calcular, aproximadamente, la variacion de la

Sol. (@) =T dl, (b) 5 dT, () n<—#+ g;)

Hallar, mediante el calculo diferencial:
(@) el volumen de un prisma recto de base cuadrada de lado 8,005 y de altura 9,996 centimetros.  So/. 640,544 cm?,
(b) la diagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m.

Calcular, aproximadamente, el maximo error probable y ¢l porcentaje de error cuando se halla z mediante las férmulas:

(@ z=nr*h; r=54+005 h=1240,1. Sol. 8,5n; 2,8%
by 1/z=1/f+1/g; f=4+001. g =8+ 0,02, Sol. 0,0067; 0,25 %
(© z=y/x; x=18+0]1, y=244+0,1. Sol. 0,13; 10%,

Calcular, apreximadamente, el maximo porcentaje de error en:
(a) @ = /g/b sabiendo que el error probable en la medida de g es del 1 %, y el correspondiente en la medida de b, ¥ %

_ lnp). e _1(dg_db\ 1dg
Ind. Ine = lng — Inb); .~ 3\ b )
(b) g = 2s/r? sabiendo que el error probable en la medida de s es del 1%, y el de la medida de ¢, del } %.

Sol. 0,015.

]
= 0,01, %”| = 0,005. Sol. 0,005

Hallar du/dt, siendo:
@ u=x¥3 x=23y=23* Sol. 6xy*(2yt + 3x).
() u=xcosy+ ysenx, x =sen 2, y = cos 2t
Sol. 2(cos y + y cos x) cos 2t — 2(—x sen y + sen x) sen 2¢.
(& u=xy+yz+zx, x=¢e, y=e', z=e'+ e Sol. (x +2y+ 22— (Q2x + y + 2)e .

En un instante dado, el radio de un cilindro recto circular mide & centitnetros y aumenta a razén de 0,2 centimetros por

-segundo, mientras que su altura, que mide 8 cenifmetros, disminuye a razon de 0,4 centimetros por segundo. Hallar fa

variacién, con respecto al tiempo, del (a) velumen, (6) drca total, en el instante considerado.
Sol. (a) 4,87 cm¥fs, (b) 3,2n cin®fs.

Una particula se mueve en un plano dec forma que sy abscisa y su ordenada vienen dadas, en funcion del tiempo, por
x=2+4 3t y =1*+ 4, en donde x e y se expresan en metros y ¢ en minutos. Hallar la variacién de la distancia al

origen cn la unidad de tiempo en el instante ¢ = 1. Sol. 5/4/2 m/min.
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de interseccion de la superficie x®* + 3xy 4+ 3»* = z* con el plano
x—2y + 4 = 0. Cuando x = 2 y aumenta a razén de 3 unidades por segundo, hallar (a) la variacién de y en la uni-

30

31,

32.

33.

3.

35.

dad de tiempo, (b) la variacion de z en la unidad de tiempo, (c) la velocidad de! punto moévil.

Sol. (a) inc. 3/2 unidades/seg. (b) inc. 75/14 unidadesfseg. en (2,3, 7) y dec. 75/14 unidadesfseg en (2, 3, —7),

(¢) 6,3 unidades/seg

Hallar o9z/0s y &z/ot, siendo:

(@ z=x*—2y", x =3s+ 21,y =3Is— 21 Sol. 6(x —2y), 4(x + 2y)

b) z=x*4+3xy + )y x =sens+ cost, y = sens —cos {. Sol, 5(x + y)coss, (x —y)sent

© z=x*4+2, x=e'—e', y=e'+ €' Sol. 2(x + 2y)e’, 2(2y — x)e'

d) z=sen{dx+5), x=s+1t, y=s5s—1 Sol. 9cos (4x + 5y), —cos (4x 4+ 5y)
@) z=ev, x =35+ 2st, y = 25t + 1% Sol. 2e™ {tx + (s + 1)y},

2e¥ {(s + Dx + sy}

(@ Siu=f(x,y) y x=rcosb, y=rsen0, demostrar que

ORI EROREO]

(b) Si u=f(x,y) y x = rcoshs, y = rsenhs, demostrar que

(%) - (> () #(&)

(@) Siz=f(x 4+ ay) + g(x — ay), demostrar que ax* = a' ay

Ind. Hacer z=f(u) + g(v), u =x+ay, v=x—ay.
oz oz

(b Siz= xnf(y) demostrar que x - +y 5~ 3y ="

() Siz=f(x,y), x =gt), y = K¢, demostrar que si s¢ cumplen las condiciones de continuidad (Pag. 259).

d*z

SE = ful@V + 2ag'h + [+ f2g + foR

(d) Siz=Ff(x,»), x = g(r,s), y = h(r, 5), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad

2

g_:ﬂ = fulg:)® + 2fng.hr + fu(R)? + fegr + fyher
2

ai ;8 — f::gvg- + f:y(ﬂrh.‘l'ﬂ.hv) + fwh'hl + f:gr- + fyhr.
2

S = ful@) + 2fuphe + fulh) + fegu + fua

Una funcioén, f(x, y), es homogénea de orden a, sif(tx, ty) =  f(x, y). [Por ejemplo, f(x, y) = x® + 2xy + 3y* es homo-
génea de segundo orden; f(x, ») = xsen y/x + y cos y/x es homogénea de primer orden.] Derivar f(ix, ty) = " f(x, y)
con respecto a t, y sustituir + por 1 para demostrar que xf; + yf, = nf. Comprobar esta férmula aplicindola a las

funciones de los dos ¢jemplos. Véase, también, el Problema 32 (b),

. . Ou ov ou ov
Si z=4¢(,v) stendo u=/f(x,») y v = g(x,»),ysi F il y il 2 demostrar que
Y3 2 2
(a) 61: 4 *u _ a > 6 v - 0

dx ay?

e | e _ an ¢ &g
(B) ozt = {( ) ( )} ot T

Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las férmulas de derivacion (2) y (3). Ind. Para la (2), dividir por 4+t



Capitulo 58

Funciones implicitas

LA DERIVADA de una funcién de una variable, definida lmpllc1tamente mediante una relacién f(x, y) = 0,
se tratd en el Capitulo 6. Ahora, vamos a enunciar sin demostracion, los teoremas siguientes:

I‘

IIIL.

Si f(x, y) es continua en una regién del plano que contiene a un punto (x,, y,) para el cual
f(xoye) = 0, las derivadas parciales dfjox y &f/dy son continuas en dicha region y of/dy # 0
en (x, Yo), existe un intervalo en torno de (x,, ¥,) e¢n el que se puede despejar y de la ecua-
cion f(x, y) = 0, siendo y una funcién continua y derivable con respecto a x: y = ¢(x) con

d offo
}’oz‘f’(xo)yd—i:—‘é%;‘-

En el caso de tres variables, se verifica

(Ver Problemas 1-3.)

Si f(x, y, z) es continua en una regién del plano que contiene a un punto (x,, ¥, z,} para el
oF oF

ox’ dy’ oz

OF[oz # 0 en (x,, yo, Z,), €Xiste un intervalo en torno de‘(x,, ¥,, Z,) €n ¢l que se puede despe-

jar z de la ecuacién F(x, y, z) = 0, siendo z una funcién continua y derivable de x e y:

OFfox 0z oF[oy

"oF|oz’ @y  oFjoz

cual F(xy, ¥y, 2o} = 0, las derivadas parciales son continuas en dicha region, y

oz
z = gS(x, y) con Zg = ¢(xo’ yO) y _ajx_ -
(Ver Problemas 4-5.)

Si f(x, y, u, v) y g(x, y, u, v) son continuas en una regién que contiene al punto (x,, Yo, 4o, ¥o)
para el cual f(xg, Yo U Vo) = 0 Y 2(X95 Vo» U, Vo) = 0, y las primeras derivadas parciales

fg)

b

de f y g son continuas en dicha regién, y si en (x,, o, #,, ¥o) €l determinante J (

3f/3u oflov]
8g/3u dglov ‘
S(x, y,u,v) =0y g(x, y, u, v) = 0 se puede despejar ¥ y v como funciones continuas y deri-
vables de x e y: u = ¢(x,y), v=19(x,y). Si en el punto (xy, Yo 4y Vo) €l determinante

J,f,g

# 0, existe un intervalo en torno de (x,, ¥, %o, V) €n €l que del sistema

) # 0, existe un intervalo en torno de (x,, y,, %, Vo) en el que del sistema f(x, y, u,

’

v) =0y g(x, y, u, v) = 0 se puede despejar x € y como funciones continuas y derivables de
uyv: x=hu,v), y=k(u v).
(Ver Problemas 6-7.)

Problemas resueltos

1. Aplicando el teorema I, demostrar que x* + y* — 13 = 0 define a » como funcidn derivable de x en un intervalo del
punto (2, 3) que no comprenda a ningin punto del eje x. Hallar la derivada en dicho punto.

Sea f(x, y) = x* + y* — 13. Tendremos, f(2, 3) = 0, mientras que en el intervalo de (2, 3) anterior, la funcion estd
definida, sus derivadas parciales 8f/dx = 2x y &f/ &y = 2y son continuas y &ff dy # 0. Por consiguiente,

of (o dy _ oy, du e 2 2 0y

ax | oy dx : dx aflay v 3

270
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dy _ offex y

dy of of
2. Hallar — d =y -_12 = iy 2 =yt e A e
allar —, siendo f(x,y) = y* + xy =12 = 0. it WM+xy : Aoy T prees
3. Hallar dy/dx, siendo e*seny + e’senx = 1.
dy af] ox " e*seny + e’cos x
= e%* | - = = —
Haciendo f(x,y) = e*seny + e?sen x — 1. Tenemos — o oy e"cosy T ersenx

4. Hallar 9z/dx y 9z/ dy, siendo F(x,y,z2)=x*+ 3xy —2* + Ixz+ 2t = 0.

Tomando z como una funcién de x e y definida por la relacién y derivando parcialmente con respecto a x y de
nuevo con respecto a y, tenemos

. aF | OF oz _ a2
(i) E‘FE = 2z +3y+32) + (3x+2z)£ = 0 y
" aF | oF 93z _ az
(ii) oy + 7y Bz —4y) + (3x+2z)51-l— = 0
De(), 92 _ _9F/ex = 2x+3y+32z de(i), 92 _ _9F/y _ _3x—dy
ax ~  aFfoy x+2z ° dy = oFjaz —  Bx+2z°

5. Hallar dz/0x y 0z/3y, siendo sen xy + sen yz + sen zx = 1,
Sea F(x, y,z) = senxy + sen yz + sen zx — 1; tendremos

oF _ oF oF
Free ¥ cos xy + z cos zx, 317 = zcosxy + 2z cos yz, 27 = ycosyz + z coszx
y
92 _ _8F/dx _ _ ycosxzy + z coszx 8z _ __OF/dy _ _ xcoszy + zcosyz
dxr aF/oz — ycosyz + xcoszx’® oy oFfaz Yy cosyz + z coszx

6. Si uy v se definen como funciones de x e y por las ecuaciones

e,y u,v) = 2+ y*+2uv = 0, glz,y,u,v) = L—zy+pyr+u*++* =0,
hallar () Oufdx, ov/ox y (iI) ou/dy, ov/ay.

(i) Derivando fy g parcialmente con respecto a x, tenemos

- _ ou v _
, , 1+2—+2u————0y2x y+2uax+2vax—0
. u v .
Despejando x y Ix del sistema de ecuaciones
ou _ v+ uy—2x v _ v2x—y)—u
oz . 2(ut—v) B x 2w —)
(i) Derivando fy g parcialmcntc con respecto a y, tenemos
2y+2v—+2uay=0 y —x+2y+2u +26y=0
du __ u(x—2y) + 2vy o _ v(2y—:c) — 2uy
Luego - T 2w —vY) y - 2w—)
du v Su o éx dy ox Iy

7. Siendo W —v+2x +3y=0.y uv + x —y =0, hallar (@) — T ay'Ty'y()Tu’a_u’W'a—v'

(@) Aqui x e y se consideran como variables independientes.

Derivando las ecuaciones dadas parcialmente con respecto a x:
ou ou v

2“6:\: 2—+2=0 Y v5+uaz+1=0
Resolviendo el si d : btenem __ sty v v—u
esolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos ity Y ax g R
Derivando, las ecuaciones dadas, parcialmente con respecto a y:
u ou av .
— = e u——1 = 0
2u— ay — 2v + 3 )] y v 3 + F
. . au 2v—3u ov 2u + 3v
Resolviendo el sistema. obtenemos — = ———— ¥ M =

dy 2 + vY) dy 26 + v’



272 FUNCIONES IMPLICITAS [CAP. 58

(b) Aqui u y v se consideran como variables independic¢ntes.

Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a u:

ox ay _ ax ay _ o2 _  2u+3v 9y _ 2(v—u)
2u+2/ +3 =0y ‘U+ au—O. Luego - = —5 Y w - B -
Denvando las ecuaciones dadas, parcxalmente, con respecto a v:

_ Sz 6y_ o oy _ 9z _ 2v—3u Yy _ 2(u+tv)
2v + 2 + 85) =0V u v 3w = O Luego ke 5 Y = =

Prcblemas propuestos

8. Hallar dy/dx, siendo:
(a) x'—x'y+xy'—y'—l (b) xy —e*seny =0 (c) In(x* + y)—arctagy/x =0

— 2zy + * (b) e*seny — ¥ (©) 224y

Sol. (a) :c—2a:y+3y z— €e*cosy x— 2y

9. Hallar dz/dx y 9z/ dy, siendo:

3x 4y

2 3 __ 3 — — =
(a) 3z*+ 4y*— bz = 60 Sol. oz/ox =% dz/oy Bz

148 - 02 _ _xtytdz 9z _ _ xzt+y+2z
) z*+y*+ 2+ 2xy + 4yz + 8zx = 20 Sol. D _m_4z+2y+z’__ay_ __4z+2y+z

- dz _ 2z 0z 3z

(¢) z+3y+2z=1nz Sol. —__I—Zz’_ay_1—2z
(d) 2= e cos(y+2) sol. & = 2 92 _ —e"sen(y+z)

x 1+ e*sen(y+2z)’ dy 1+ e*sen(y+2)

() sen(x + y)+tsen(y +2)+sen(z+x)=1

Sol. 9% _ _cos(xty)+cos(zta) 9z _  cos(x+y)+ cos(y+2)
oz cos (Y +2) +cos(z+z)’ 0y cos (Y +2) + cos (z+ x)

10. Hallar las primeras y segundas derivadas parciales de z, siendo: x* + 2yz + 2zx = 1.

Sol. 82 _ _ztz 9z _ _ =z Pz _x—y+2z 9z _ xz+2z2 oz _ 22
oz zty’ oy xty' 9" (x+y’ ' ozdy (z+y)r w (z+y)

11. Si F(x, y,z) = 0 demostrarque 9%, 9y, 92 = _1
oy oz T *

12. Si z = f(x,y) y g(x, y) = 0, demostrar que gz = 03 ay % o9z = 1 J f'_9> .
dx ég g \&Y
oy oy

13. Sif(x,») =0, y #(z, x) = 0, demostrar que 9f ,9¢ 3 _ of 99
dy odx 0z dx o0z

14. Hallar las primeras derivadas parciales de 4 y v con respecto a x. ¢ y, y las primeras derivadas parciales de x e y con
respecto a uy v, siendo 2u—v+ x*+xy =0, u+ v+ xy—y* =0,

9 9 av dy — =z
Sol. o _tUz+dy, =Fee-y), P=gey-sm, 5=
dx _ 4y —z 8y _ y =2z az 8z — 2y dy _ —dx — 3y

ou @ —2zy— )’ ou  2(z®— 2xy — ¥’ Fo 2z —2xy — ')’ v 2(x*— 2zy — ')

15. S8i u=x+y+z,v=x'+y*+ 2% w=1x?+ y* + z8 demostrar que
oz Yz oy __ z+z z 1

u @—yaE-2 s 2mz—gy—2 w 3z—2)y—2



Capitulo 59

Curvas y superficies en el espacio

TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA. Una curva en el espacio, se expresa en forma para-
métrica mediante las ecuaciones

tangente

z = f(t), y=g(t), z=h(t) (1) plano normal

La ecuacién de la tangente a la curva en el punto
Py(xq o 2o) (determinado por ¢t = 1,) es

r— %o Y — Yo zZ— 20

dr dy — dz (2)
dt dt dt
y la ecuacién-del plano normal (pasa por P, y es per-
pendicular a la tangente) es

%(w—xo) + 3—2;(?/—%) + g—:(Z—Zo) = 06 (3 Fig. 59-1

En (2) y (3), las derivadas estan particularizadas en el punto P,.
(Ver Problemas 1-2.)

PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE. La ecuacién del plano tangente a la super-
ficie F(x, y, z) = 0 en uno de sus puntos Py(x,, ¥,, 2,) €S

oF oF oF
E‘(x—xo) + —a?(y—yo) + -a—z(Z—Zo) = 0 (4)

normal

y la ecuacién de la normal
xr — Xo Y — Yo Z2— 2o
oF . OF  F (5)
ox oy oz

Las derivadas parciales estan particularizadas en el :
punto P,. (Flg. 59-2.) Fig. 59-2
(Ver Problemas 3-9.)

UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones

F(r,y,2) =0, G(z,y,2) =0 (6)

T.as ecuaciones de la tangente a la curva en el punto Py(x,, ¥, 2,) €S

273
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X — 2 _ Y — Yo _ 2—2
oF oF oF oF oF oF
dy dz %z ox ar oy 7)
G 6 6 6 G 96
oy oz 9z ar 9 dy

y la ecuacién del plano normal es

oF oF oF oF oF oF
y oz oz ox ox 8y
xr— %) + - - -
oG oG ( 0) G G (¥ —y) + G ac|E® 0 (8)
dy oz 9z ox ar oy

En (7) y (8), las derivadas parciales estdn particularizadas en el punto P,.
(Ver Problemas 10-11.)

Problemas resueltos

Deducir las ecuaciones (2) y (3) de la tangente y del plano normal a la superficie x =f(¢), y = g(t), z = h(¥) en el
punto Pg(x,, ¥o.Zo) determinado por el valor del parametro ¢ = ¢, (ver Fig. 59-1).

Sea P’y(x, + Ax, y, + Ay, zo + 4z) otro punto de la curva correspondiente al valor ¢ = ¢, + At. Cuando P’y — P,
a lo largo de la curva, la cuerda P, P’, tiende a la tangente en P, como posicion limite.

Las componentes de la cuerda P, P’y son [Ax, Ay, Az]. Dividiendo cada una de ellas por el incremento del par4-

metro resulta, [ j’:, j“: ‘j:J Ahora bien, cuando P’y - Py, 4t + 0y [ j’: j}" Az] [dx t;.:’ = [-ave

serdn las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en P,. Por consiguiente, llamando P(x, ¥, z) un punto
genérico de la tangente, [x — x,, ¥ — ¥o. Z — 2,] seran las componentes del vector P, P. En resumen, la ecuacién de la
tangente pedida serd:

T—Zo _ Y—Yo _ Z— 20
dx/dt ~— dy/dt T dz2/dt

Sea R(x, y, z) un punto genérico del plano normal en P,; como P, R y P, P son perpendiculares, la ecuacion del
plano normal en el punto P, es:

(9«"‘1'0)d—+ y— yo) + (z— z°)dd—§ = 0

Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a:

(@ lacurva x =1t y=1 z=1renelpunto t =1,
(b) lacurva x =r—2, y = 3* 4+ 1, z = 2¢% en el punto donde corta al plano yz.

(@) Enelpuntot=1o0sea(l,1,1), dx/dt =1, dy/dr =2t =2, y dz/dr = 31* = 3. Aplicando (2), la ecuacién de la tan-
gente es > —l—l =7 ; (R _3— 1 y, aplicando (3), la ecuacién del plano normal es (x — 1) + 2(y — 1) + 3(z— 1)

=x+2y4+3z—6=0.

(b) La curva dada corta el plano yz en el punto en el que x = t— 2 = 0, es decir, en el punto 1 = 2, o sea {0, 13, 16).
y—13 z—16

En este punto, dx/dr = 1, dy[dt = 61 = 12, y dz/dr = 61® = 24. La ecunacion de la tangente es % =17 = =

y la ecuacion del plano normal es x + 12(y — 13) 4+ 24(z — 16) = x + 12y + 24z — 540 = 0,
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i

Deducir las ecuaciones (4) y (5) del plano tangente y de la normal a ]a superficie F(x, y, z) = 0 en el punto Py(x,, yo, Zo)-
(Ver Fig. 59-2).

Sean x = (1), y = g(t), z = h(t), las ecuaciones paramétricas de una curva de la superficie F(x, y, z) = 0 que pasa

por el punto P,. En este punto tendremos:
£ - d_x E . .ql + aF . dz
dx dt dy dt az dt
en donde las derivadas estin particularizadas en dicho punto P,
dy dz

rr E]cs perpendicular a la recta

. . K
Esta relacion expresa que la recta que pasa por P, de componentes (i) [-d—f,

OF ©oF ©oF
ox' oy’ oz
a la curva situada en el plano tangente a la superficie, y las componentes (ii) son las de la normal a la superficie en el
punto P,. La ecuacién de esta normal es

que, pasando también por P,, tiene de componentes (ii)[ ] . Las componentes (i) pertenecen a la tangente

XT—Xo __ Y — Yo = Z— Zo
aFfex ~— oF/ay oF /32
y la ecuacién del plano tangente en P, es

oF oF oF _
3;(1"—%) + W(u—yo) + -67(2 2) = 0

En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas

en los puntos indicados.

4.

6.

z = 3Ix? + 2y=— 11; (2: lp 3)'
aF oF oF
—_ 2 3 —_— — T = = — = = —_ = — 1.
Ponemos F(x,5,2) = 3x* + 2" —z—11 = 0.En (2, 1,3): 5 = 6x =12, 7 =ty =4,y 1
La ecuacion del plano tangente es 12(x —2) + 4y —1) —(z—3) = 0,0 sea 12x + 4y — z = 25,

La ecuaci6n de la normal es Sl N el L

12 4 = -1
F(z,y,2) = 22+ 3y — 422+ 3oy — 10yz + 42 — 52— 22 = 0; (1,-2,1).
oF oF oF
En (1,-2,1): Y 2¢x+3y+4 =0, 3y 6y +3x — 10z 19, 32 8z Y .
La ecuacion del plano tangente esO(x — 1) — 19y + 2) + (z—1) = 0,0sea 19y — 7z + 45 = 0.
La ecuaci6én de la normal es x;l S ﬁ: = 27 1 ,oseax=1,7p+192—5=0.
. . x3 yE z*
Demostrar que la ecuacién del plano tangente a la superficie POty Rl i 1 en el punto Py(xy, ¥e, 2o)
XXq _YYo 220 1
2
 OF _ 20 OF _ 2 OF _ 2%
En Py aa:_a." ?y"_ bt 3z T P
La ecuacién del plano tangenie es %E(x — Xo) — 2sz (¥ — yo) — %(z —z) = 0.
2 oy 2 .
quesereducea *¥o  Flo 220 _ 0 70 9 _ ,  yaqueP, pertencce a la superficie.
aﬂ b2 c2 ai bz 02 ’

Demostrar que las superficies

Flx,y,z2) =x* + * —42* —4 =0y G(x,y,2) = x* + y* + 22 — 6x — 6y + 2z + 10 = 0 scon tangentes en
el punto (2, 1, 1).

Tendremos que demostrar que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punie dade.

En(2, 1, 1): -‘E:zx:.;,gﬁzsy:s_%g-:—ﬁz:—ﬁ Y

ax Yy
G _ o, L oG, L 96 _
a—2x 6 = 2,.-@-~2y 6 = 4,az—2z+2——4.

Como las componentes [4, 8, —8] y [—2, —4, 4] de las normales a las dos superficies son proporcionales, ambas
tienen el mismo plano tangente,

(z—2) + 2y —1) — 2(z—1) = 0 4] x+2y—2z2 = 2



276 CURVAS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO [CAPF. 59

8. Demostrar que las superficies F(x, y,2) = xy + yz—4zx = 0 y G(x, y, 2) = 32— 5x + y = 0 se cortan ortogonal-
mente en el punto (1, 2, 1),

Hemos de demostrar que los planos tangentes a las superficies, en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares

En(1,2,1): g—f =y —4z =2 < =x+z=.2,y—aa§ =y —4x = —2. Las componentes de la normal

£ ay
a F(x, y,z) = 0son [i, my, m,] =[1,—1,1]).
o
En (1,2, 1): 7276 = -5, Z—f =1, ny = 6z = 6. Las componentes de la normal a G(x,y,z) = 0 son

[’b ms, ”2] = [_5, l, 6].
Como I\, + mymy + nyn; = 1(—5) + (—1)1 + 1(6) = 0, dichas rectas son perpendiculares.

9. Demostrar que las superficies F(x, y,z) = 3x® + 4y* + 822 — 36 = 0 y G(x, y, z) = x® + 2y* — 4z* — 6 = 0 se cortan
en 4dngulo recto.
En un punto Py(x,, ys, Z,) cOMun a las dos superficies:
oF oF oF

E=6"°’5Y=8”°"a?

Andlogamente, [x, 2y,, —4z,] son las componentes de la normal a G(x, y,z) = 0 en P,.

= 1624, ¥ {3x,, 4y, 82,] son las componentes de la normal a la superficie en P,.

Como 3zo(xs) + 4ye(2ye) + Bzo(—420) = 3x} + By — 3222

— 2 2 __ 2y __ 2 2 2 = —_ =
dichas direcciones son perpendiculares. = Bla; + 2y — 42)) — (Bag + 4y + 82)) LIS 0,

10. Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal a la curva alabeada C: F(x, y,2) = 0, G(x, y,2) = 0
en uno de sus puntos Py(x,, Yo, Zo).

aF oF oF 9G G 3G
dx ' ay’ oz dx ' oy’ oz
planos tangentes a las superficies F(x, y, z) = 0 y G(x, », z) = 0. Como la direccién

En P, las direcciones [ ] son, respectivamente, perpendiculares a los
[ oF/ay oF/oz oF/oz oF/ox aF/ox oF/oy

1] 4

aG/oy 0G/oz aG/oz 0G/ox 0G/ox 0G/oy ]

es perpendicular a dichas direcciones, sera la de la tangente a C en P,. Por tanto, 1a ecuacién de la tangente es
T — o Y— Y% zZ—20
oF /oy odF/oz aF/oz oF/ox oF/ox oF/ay

aG/oy 0G/oz 9G/oz 0G/dx aG/ox 0G/dy

y la ecuacién del plano normal es

oF/dx oF/oy
aG/ox aG/ay

oF/oz oF/ox
aG/oz 0G/ox

oF /oy oF/az
3Glay 98G/oz

(¥ — %) + (z—z) = 0

(x-:n:o) + i

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal alacurvax® + »* + z2 = 14,x + y + z = 6enelpunto(l, 2, 3).
SeaFlx,y,2)=x*+y*+ *—14=0yG(x,y,2) =x+y+z—6=0.En(l,2,3):

aFlay aFfac | |2y 2¢| |4 G| 0
acfy acrae | |1 1| 11| 7
oFfor aFfax | 62| _ WF/aw oFfay | iz 4' .
0G/az 8G/ox 11 aG/ox 0G/oy 11
Como {1, —2, 1] son componentes de la tangente, su ecuacién es Sl Dt y la ecuacién del plano

1 —2 1
normales(x — 1) —2(y—2)+ (z—3)=x—2y + 2 =0.
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Problemas propuestos
x 12. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado:
(@) =2t y=0 2=t t=1 Sol. ”;2 =1l 2l eztoy+a-9 =0
(b) z=te", y=e', 2=¢t; t=0 Sol. %:_y_}'__l_%’ z+y+z—1=0
(¢) #x =tcost, y=tsent, z="t; t=0 Sol., =2, y=0;, x+z =0
13. Demostrar que las curvas () x =2 —t,y = —1/t,z =20y (ii)x =14+ 0, y =sen 8§ — 1, z = 2 cos 6 se cortan en

14,

15

16.

17.

18,

19.

20.

21,

dngulo recto en P(1, —1, 2), Obtener las ecuaciones de la tangente y del plano normal a cada curva en P.

Sol.

. z—=1 y+1 2-—-2
) —- =577

x—y—4z+6 = 0 (ii)

r—y =2 2=2;, z+y =20

Demostrar que las tangentes a la hélice x = a cos t, y = asent, z = bt cortan al plano xy formando ¢l mismo 4ngulo,

Demostrar que la longitud de 1a curva (1) desde ¢l punto ¢ = ¢, hasta el 1 = ¢, viene dada por

IR GRONOE

Calcular la longitud de la hélice del Problema 14 desde t =0 a ¢ = ¢,.

"Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado:
(a) 22+ 2y*+222 =5, 3x—2y—z = 0;

Sol.

x—1 _y—1_z—-1_
@ == =7 ==

x—2 _z—2 — .

xt+z—4=0 {c)

1,1,1)
(b) 9x*+ 4y*—362 =0, 3z+y+z—22—1=0;

(2,-3,2) (e) 4z*=zy, ¥*+y* = 82, (2,2,1)

22+ Ty—82—1 =0

z—2 Iy—Z

1 -1

z2—=1=0;, z—y =20

Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas en el punto indicado:

(@)
(b)
{e)
{d)
(e)
(@

®

22+ 2+ 22 = 14; (1,-2,3)
2+ttt =7 (2,0, %)
z? + 22 = 8y% (2,-2,-2)
25+ 2zy +yt+z+1 = 0; (1,—~2,-3)

z=zy; (3,—4,-12)

g4 x2—1 _y+2 _ 2-3
Sol. x—2y+ 3z = 14; 1 ="—3 ~ 3
_ LTy _ YWY _ 2T
Sol. xix+yiy+ 212 =7 - &
. x—2 _ yt+2 _ z2+2
Sol. x+3y—2z2 = 0; I~ ="3 ~ -3
Sol. z—2y =1; z—1=0, ¥LF2 2438
2 ~1
z—3 +4 _z+4+12
Sol. dz—3y+z=12 *;-=¥m =25

Demostrar que la suma de los segmentos interceptados sobre los ejes coordenados por el plano tangente a la super-
ficie x1/3 + 13 4 2% = gY? e¢n uno de sus puntos es igual a a.

Demostrar que la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos interceptados sobre los ejes coorde-
nados por el plano tangente a la superficie x¥3 + 323 + 233 = g%3 en uno de sus puntos es a.

Demostrar que ias superficies dadas son tangentes ¢n los puntos indicados:

(@

¥+ 4+ 2 =18xy=9,{(3.30).

B) X+ + 2 —8x— 3y —62+24 =0, + 3 + 22 =9;(2,1,1).

Demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en los puntos indicados:

(@ x*+2'—42" =8, 4x2— ' + 220 = 14; (2,2, 1).
x4yt 428 =50, x* 4y — 10z + 25 = 0; (3, 4, 5).

®

Demostrar que cada una de las superficies (i) 14x® + 11y® + 82® = 66, (ii) 3z* — 5x + y =0, (fii)) xy + yz —4zx =0

es perpendicular a las otras dos en el punto (1, 2, I).



Capitulo 60

Derivadas segin una direccién

Maximos y minimos

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi-
cie z = f(x, y) y P(x, y, z) un punto de la misma. Tra-
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelos a los
coordenados xOz e y0z, cortaran a la superficie segiin
las curvas PR y PS, y al plano xOy segin las rectas
P’MyPN.

Las derivadas parciales 0z/ox y 0z/dy particulari-
zadas en el punto P, o bien en P'(x, y), representan la
variacién de z = P'P cuando permanecen constantes
¥ ¥ x respectivamente, es decir, la variacién de z segtin
las direcciones de los ejes x e y, o sea, las pendientes
de las curvas PR y PS en el punto P,

25 = fa )

Consideremos, ahora, un plano que pase por P
y sea perpendicular al plano xOy formando un an-
gulo 0 con el eje x. Si PQ y P‘L son las intersecciones . L
de este plano con la superficie, la derivada segin la di- ‘ M
reccidn 0 de f(x, y) en P (0 en P') viene dada por

Fig. 60-1

dz 0z

ds = 3z o8t +g—;sen0 (1)
La derivada segin la direccion representa la variacién de z = P’P en la direccién de P'L, esto es,
la pendiente de la curva PQ en P.

La derivada segiin una direccion en un punto P es una funcién de 6. Si existe una direccién segin
la cual la derivada en P tiene un maximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la
funcién f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente mas inclinada que se puede
trazar a la superficie en el punto P.

(Ver Problemas 1-8.)

Dada la funcién w = F(x, y, 2), la derivada en un punto P(x, y, z) segln la direccidn (a, f, ),
viene dada por

dF _ oF oF oF
ds = %cow-l-@cosﬁ + 5 cosy (3

(Ver Problema 9.).

MAXIMOS Y MINIMOS. Supongamos que z = f{x, ) tiene un maximo (o0 un minima) en ¢l punto
Py(xo, ¥o. Z,). Cualquier plano que pase por £, y sea perpendicular al plano xQy, corta a la super-
ficie segin una curva que tendrd un méaximo (o0 un minimo) en el punto P, es decir, la derivada

o o

direccional — cos 8 + oy sen 8, de z = f(x, y) debe ser igual a 0 en P, cualquicra que sea el

ox
valor de 8. Por tanto, en P,, df/ox =0y offoy = 0.

278
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Los puntos en los cuales z = f(x, y) tiene un maximo (o un minimo) son aquellos (x,, y,) en
los que se verifiquen simultancamente las ecuaciones &ffdx = 0 y 9f/dy = 0. Veamos los distintos
casos que se pueden presentar;

Supongamos que 2z = f(x, y) tengan primera y segunda derivadas parciales en una cierta regioén

_ kg M\ ([ Y
en torno al punto (xo, Yo» 24) €n el que &ffox y &f/2y son nulas. Si 4 (Bx 3y) ( ot ) ( En ) <0

en P, z = f(x, y) tiene

2 2
un minimo relativo en P, si i + ﬂ >0
ox? oy*
y
2 2
un maximo relativo en P, si :{ + 33f2 <0
Si 4 >0, no habra en P, ni maximo ni minimo; si 4 =0 la naturaleza del punto critico P, es
indeterminada. (Ver Problemas 10-15.)

Problemas resueltos

1. Enla Fig. 60-1, sea P"’(x + 4dx, y + Ay) un segundo punte de P’L, y representemos por As la distancia P'P’’. Supo-
niendo que las primeras derivadas parciales de z = f(x, y) sean continuas, segin el Problema 20 del Capitulo 57, tendremos

9z
Az = 8:(:A + -'—-Ay + ¢ Ax + ¢ Ay

donde ¢, y € > 0 cuando Ax y Ay — 0. El valor medio de la variacion de z entre los puntos P’y P’ es

Az 9z Az 9z Ay ,Ax LAy
toa As toa As

As B,x ‘As dy As

0z 02
= %cosa + @seno + € €086 + esen 8

siendo 6 el angulo que la recta P'P’’ forma con el eje x. Ahora bien, como P’ — P’ a lo largo de P’L, la variacién
instantinea de z, es decir, la derivada direccional en P’, es

dz _ oz 23

s - 9w cos 6 + P % seng

2. Hallar la derivada de z = x3 — 6y* en el punto P*(7,2) segin la direccion (a) 6 = 45°, (b) 0 = 135°,
La derivada en un punto P‘(x, y) segun la direccién 0 es

dz dz oz
= = x cos 0 + 7 sen 8 = 2x cos 0 — 12y sen 6

(a) EnP'(7,2)enla direccion 6 = 45°:  dzjds = 2-13v/2) — 12-23V2) = —5V/2.
(®) En P'(7,2) en la direccién 6 = 135°;  dz/ds = 2 H(—3V'2) — 12 23V2) = —19V2.

3. Calcular la derivada de z = ye*en el punto P’(0, 3) en la direccion (a) 0 = 30°, (b) 6 = 120°.
dz

— = ye*cos 0 % sen O
ds ¢ i

(@) Enelpunto (0, 3) en la direccitn 8 = 30°:  dzfds < 313V + ¢ = VI + 1
(b} En sl punto (0, 3) en la direccidn § ~ 120°  dz/ds — 3 1(—48) + #V/3 = (=3 + V3).

. . . 64
4. Latemperatura T de un disco circular en unao de sus puntos (x, 3) viene dada por 7 = T rp siendo el origen
de coordenadas el eentra del disco. Hallar, en el punto(l, 2), la variacion de T ¢on respecto a s segin la direccion @ = /3, -
aT 64(2x) 64(2y) sen
—— e -— 3T — e e—— 8
ds TR +2)2 C5F T @S FY

En el punto (1, 2) en la direccion @ = #/3: = 128 ( ) 256 (‘/*) i—; a1+ 2\/5).
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s.

9.

10.

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION MAXIMOS Y MINIMOS [CAP. 60

El potencial eléctrico ¥ en un punto (x, y) viene dado por ¥ = Iny/x® + y*. Hallar la variacién de ¥ con respecto a sen
el punto (3, 4) segiin la direccién del punto (2, 6).

dav x y
T T A st arsent
Como 6 es un angulo del segundo cuadrante tag 8 = e —2,c08 § = N ,ysenf = =
23 V5 V3

Por tanto, en (3, 4) en la direccién indicada, av. _ 38/ 1 +—4- 2\ = ﬁ
ds 25 V5 25\ /5 26

Calcular el gradiente de la superficie del Problema 2 en el punto indicado.
En el punto (7, 2) en 1a direccion 6, dz/ds = 14 cos 6 — 24 sen 0.

Para hallar el valor de 8 para el cual %:— es maxima, tenemos Eg (%) = —l4sen 8 — 24 cos 8 = 0.

Por tanto, tag § = —24/14 = —12/7 y 0 es un &ngulo del segundo o del cuarto cuadrante. Si es del segundo cua-
drante, sen 8 = 12/4/193 y cos 0 = —7/4/193. Si fuera del cuarto, sen 8 = —12/4/193 y cos 0 = 7/4/193.

2
Como dio’ (%) = dio (— 14 sen § — 24 cos 0) = — 14 cos § + 24 sen @ es negativo para un angulo del cuarto

cuadrante, el gradiente es = 14 = 2 4/193 y la direcdién es § = 300° 15°.

(vm) V)

Hallar el gradiente de la superficie del Problema 3 en el punto indicado.
En el punto (0, 3) en la direccién 8, dz/dr = 3cos 0 + sen 0.

Para hallar el valor de 8 para el cual E— es mixima, tenemos —— de dz ) = —3 sen 6 + cos 0 =0,

Luego tag & = 1/3 y 6 es un 4ngulo del primero o tercer cuadrante.

2
Como %0, (%ibz_) = % (—3 sen & 4+ cos 8) = —3 cos 8 — sen O es negativo para un angulo del primer cuadrante,

1

@ = m vm

el gradiente es = 4/10 y la direccién es § = 18° 26*

En el Problema 5, demostrar que la variacién del potencial ¥ con respecto a s es maxima a lo largo de rectas que pasan
por el origen.

av X1 Y1
= sen 4.
En un punto (x,, ¥y en la direccion 6, s S cos é + o né
_ _ yll(xz + yl) _ yl
Cuando da( ) = y, seng + 2+y, cos¢ = 0, tage = —_xl/(ﬁ"‘yi) = -

Por tanto, 0 es el dngulo de mclmacnén de la recta que une ¢l origen con el punto (x,, y,).

Hallar la derivada de F(x,y,z) = xy + 2xz—y* + z*enel punto (1, —2, 1) alo largo de lacurva x = ¢, y =t — 3,
z = r* en la direccion creciente de z.

Las componentes de la tangente a la curva en (1, -=2, 1) son [1, 1, 2] y los cosenos directores

son [1/V8, 1/V6, 2/V6]. La derivada en esa direccion es

%cunu r 'ggcnap 2 %cﬁay - U‘\/l—g - a**\}*g T r:%;g - ]ﬂ;[ﬁ
Hallar los médximos y minimos de f(x, y) = x* 4+ »* —4x + 6y + 25.

af

Las condiciones o 2x—4 =20 Y3y G 2y + 6 = 0 se satisfacen cuando x = 2, y = —3.

ax

Como flx,») = (x*=—4x + 4) + (y + GG +9 + 25=4—=9=(x—2+(y + I* + 12, es evidente que
f(2,—3) = 12 es un minimo de la funcion.

Geométricamente, (2, —3, 12) es el minimo de 1a superficie z = x® + y* —4x + 6y + 25.
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11. Hallar los mdximos y minimos de f(x, ) = x?* + y® + 3xy.
Las condiciones g =3x*+y)=0y _51 = 3(»*+ x) = 0 se satisfacen cuando x = 0, y = 0 y cuando

ox ay
x=—l,y=—1,
f - o of af\2 af oy _'
Oy =h¥ g =0 =0Luewo| 5 ) — 5w e = 9> 0 yen(0,0)no
hay maximo ni mlnimo.
L@ d ¥ o\
En (—l, —l). '3;? = —6, Tay = 3, 'ay—. = —&6. Luego % ay s axt ay, =271 < 0 Yy

3
% + gfa < 0. Por tanto, f(—I1, —1) = 1 es el méximo de la funcién.

12. Dividir 120 en tres partes de manera que la suma de los productos tomados de dos en dos sea maxima.

Sean x, y y 120 — (x + y) las tres partes.
Tendremos que hallar el maximo de $ = xy + (x + y}120 — x — ).

Zf y+(Q20—x—yp)—(x + y) = 120 — 2x — y,?—x+(120—x—y)—(x+y) 120 — x —2y.

Cuandozj- =g—f =0, tenemos 2x + y = 120y x + 2y = 120.

Luego x = 40, y = 40, 120 — (x + y) = 40 son las tres partes, y S = 3 * 40* = 4 800.
Para la solucién 1, 1, 118, .S = 237; evidentemente, S = 4 800 ¢s ¢l valor maximo.

13, Determinar el punto del plano 2x — y + 2z = 16 més préximo a) origen.

Sea (x, y, z) el punto buscado; el cuadrado de su distancia al origenes D = x* + y* 4 z% Como 2x — y + 2z = 16,
y=2x+2z— 16serd D = x* + 2x + 2z — 16)* + 2%

Las condiciones oD/dx =2x + 4(2x + 22— 16) =0 y 8D/ éz = 4(2x + 2z — 16) + 2z = 0 son equivalentes
a S5x+42=232, 4x+ 5z2=32 y x = z = 32/9. Como sabemos que existe un punto para ¢l cual D es minimo

(32/9, —16/9, 32/9) es ¢l punto buscado.

14. Demostrar que el paralelepipedo de drea total S constante de volumen ¥ méximo es un cubo.

Sean las dimensiones x, y Yy z. Serd V = xyz y S = 2(xy + yz + zx).

De la segunda ecuacién se despeja z y se sustituye en la primera, con lo cual, resulta ¥ en funcién de x e y. Todavia
se puede resolver mds ficilmente, si se considera a z como una funcién de x e y. Tendremos

:—::yz+xy-g-%, %g—=:cz+xyg; %=0=2(y+z+z +y%
%3— = 0 = 2<x+z+x@\+yy
De las dos ultimas, -:72 = ——i’—}__—; y % = —%;
Luego las condiciones%;i =yz—ﬂxyf7z)-=0 %/ =)cz——x‘};(cL_}:l_yi =0sereducena y*{(z—x) =0y

x%z — y) = 0. Por tanto, x = y = z, como queriamos demostrar.

15. Calcular el volumen ¥ del paralelepipedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el elipsoide

I!l yll I!l _
Sea P(x, », 2) un vériice, en el primer octante. Tendremos V = 8xya.

Consideremos a z como una funcidn, de las variables independientes x ¢ y, dada por la ecuvacidn del elipsoide.
Las condiciones necesarias para un maxime son:

1% Az av 0z
O aa— 5z _ e =) = 0 1
= 8<yz + a:yax) 0 ¥ T 8(:cz+:cyay> (1)
De la ecuacion del elipsoide obtenemos E‘E + gf. oz =0 vy 212’ + = 2z 0z = 0.
a? ¢t ax b ¢ dy
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16.

17.

18.
19.

20.

21,

B

40,

&7

29.

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION MAXIMOS Y MINIMOS [CAP. 60

Eliminando 90zf/ dx y &z/ dy entre estas relaciones y (/) obtenemos

ov ety _ ﬂ _ _ ctayt _
2 2 2
y finalmente % = %; = %? ' 2)

Combinando (2) con la ecuacion del elipsoide llegamos a x = av/3/3, y = bv/3/3, y z = ¢V/3/3.
Luego V = 8xyz = (84/3/9)abc unidades de volumen.

Problemas propuestos

Hallar las derivadas de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: (g) z = x® + xy + 2,
(3, 1D,0=n/3.(0)z=x+ y*—3xy,2,1),0 =arc tag 2/3.(c) z = y + x 08 x,(0, 0), 8 = 7/3.(d)z = 2x* + 3xy—)?,
(1, —1), en la direccion de! punto (2, 1). Sol. (@) }(7 + 54/3), (b) 21/13/13, (&) (1 + V/3), (@) 11/5/5.

Determinar el gradiente de.las funciones del Problema 16 en los puntos dados.

Sol. (a) v/74, () 33/10, (¢) V2, (d) v/ 26.
Demostrar que el gradiente de ¥ = In v/x* + »* del Problema 8 es constante a lo largo de un circulo x* + y* = 2.

Dada la superficie z = § — 4x3 — 22, hallar (a) la direccidn de la maxima pendiente en el punto (1, 1, 2) y (b) la direccidén
de la tangente a la curva de nive! z = constante., Obsérvese que ambas direcciones son perpendiculares.
Sol, (a) arc tag }, tercer cuadrante; (b) arc tag —2.

Demostrar que la suma de los cuadrados de las derivadas de z = f(x, ¥) en uno cualquiera de sus puntcs y en dos direc-
ciones perpendiculares, es igual al cuadrado del gradiente.

Sean las funciones z =f(x,y) y w = g(x, ») de forma que 0z/dx = Ow/dy y 8z/ Oy = — ow/ x. Si 0, y 6, son dos
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera P(x, y), 9z/0s, = 0w/ s, y 0z/ s, = — ow/ 0s,.

Hallar la derivada de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas:
@ xy'z, 2,1,3), [1,—2,2). (b) x*+y*+ 2%, (1,1,1), en la direccion del punto (2,3,4). () x* + y* — 2xz,
(1,3,2), alo largo de x* 4+ y*—2xz =10, 3IxT—p* 4+ 3z = 0 en la direccién creclente de z.

Sol. (@) —17/3 (b)) 6V 14/T () 0

. Hallar los miximos y minimos de las funciones: 5

@ z=2x+4py—xt—)*—3 Sol. Max. =2 para x =1, y = 2

b) z=x+ y?—3xy Sol. Min, = —1 para x =1, y = |

€ z=2x*4 2xy + 2y* Sol. Min. =0 para x =0, y =0

@ z=x—»{I—xy) Sol. No tiene mix. ni min.

) z=2x*+)y+6xy+ 10x—6y + § Sol. No tiene méx. ni min.

() z=3x—3y—2x3— xpt 4 2xty + 3 Sol. Min. = —4/6 para x = —/6/6, y = \/6/3;
mix. = 4/6 para x = V/6/6, y = —/6/3

®) z=xy2x+ 4y + 1) Sol. Max. = 1/216 para x = —1/6, y = —1/12

Determinar tres nimeros positivos x, y, z tales que:

(@) x+y+z=18y xyz sea miximo. (¢) x+ y+ z=20 y xpz? sea miaximo.

() xyz=27y x+ y + z sea minimo. (d) x+y+ 2z=12 y xy*2* sea maximo.

Sol. @x=y=2z=6,b0)x=y=2=3,(Dx=y=5,2=10,d)x=2,y=4,2=6

Calcular el minimo valor del cuadrado de la distancia del origen a) plano Ax + By + Cz + D = 0.
Sol. D*/(A* + B* + C?)

(@) Halar el maximo votumen de una caja paralelepipédica §in tapa superior cuya area total ex de 108 metrgs cuadrados,
(@) I1allai 1a minimd arsd 101 48 una caja paralelemneédica sin [apa superior de S00 MAIEAS Clbiéns dé vdlufmen.
oeh (@ 108 m* (&) 30 m®

Retermunar sl punie d6 z = ry — 1 mids oroximo al origen. Sof (0.0 =)

. Hallar la ¢cuacién del plane que pase por el punto (1, 1, 2) y determine, en ¢! primer octante, in volumen minimo,

Sol. 2x + 2y + 2 = 6.

Determinar los valores de P Y q de tal forma que la suma § de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos
0,2), (1,3), y (2,5) alarecta y = px + g sea minima.

Ind. S=@—2+(p+q—3Y+Q2p+q—9N. Sol. p = 3/2, q = 11/6.



Capitulo 61

Vectores en el espacio

EL ESTUDIO DE LA GEOMETRIA ANALITICA PLANA
mediante el calculo vectorial es, normalmente, com-
plejo debido a que los problemas que en ella se pre-
sentan se pueden resolver teniendo en cuenta el con-
cepto de pendiente. Por el contrario, el estudio de la
geometria analitica en el espacio se facilita enorme-
mente introduciendo el concepto y algebra vectorial.

Tres vectores a, b, ¢ con el mismo origen no situados
en un mismo plano ni paralelos dos a dos, forman un
triedro a derechas si el sentido de ¢ coincide con el de
avance de un sacacorchos cuyo movimiento de rota-
cién sea de a a b (Fig. 61-1). También se verifica que
el sentido de b corresponde al de avance cuando la ro-
facion sea de ¢ a a y el de a, con el de avance cuan-
do’la rotacién tiene lugar de b a ¢.

Supongamos que los ejes de coordenadas forman
un triedro trirrectangulo a derechas (Fig. 61-2), y sean
i, j, k los vectores unitarios segiin los semiejes positivos
x, ¥, ¥ z, respectivamente. Teniendo en cuenta lo dicho
en el Capitulo 18, un vector libre cualquiera a se
puede expresar en la forma

a = (Ili+(12j+q,3k

y si P(x, y, z) es un punto cualquiera del espacio, el
vector de posicion r de P es

r = 0P = OB+BP = OA + AB + BP (1)
=zit+tyj+zk-

Toda el algebra expuesta en el Capitulo 18 es valida
en este capitulo con la diferencia de que, ahora, hemos 4
de tener en cuenta una dimensién mas. Asi, pues, si

a=ai + ayj + akyb = bji + b,j + bk, tendremos Fig. 612

K8 = K@yl + ka,) + kayk siendo & un escalar cualquiera
a=">bsiysolosia =b,ay =0, a, — b,

8+ b= (ay - )i +(a, = b)j =+ (4, % bk

a‘b = |a] |b|cos @, siendo 6 el menor angulo de los formados poray b
ivi=jrj=k-k=Lij=jk=k:i=0
al=vara=vATAT A

a*b=0sia=0,0b=0,0siayb son perpendiculares.

283
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De (1), obtenemos
| = v/r 1= +x% -+ y? | z2 (2a)

para la distancia del punto P(x, y, z) al origen. Tam-
bién si Py(xy, ¥, 1) Y Paxg, ye, 75) son dos puntos
cualesquiera (ver Fig. 61-3)

P,P,=P, B+ BP, =P, A + AB + BP,
= (xg—xPi + (Ve —y)j +(Zz—2)k
P, Py = V(g —x)? + e — 3 + (22— 2)*  (2b)

es la férmula que nos da la distancia entre dos puntos.
. (Ver Problemas 1-3.)

Fig.61-3

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR. Sean q, 3, ¥, los angulos que un vector a = a,i + a,j
+ agk forma, respectivamente, con los semiejes positivos x, y y z, como se¢ representa en la
Fig. 61-4. De

ira = |i||a|cosa = |a|cose

ira = |ajcosB, k-a=|aJcosy

tenemos
ira a jra a:
cos = = e coSs =
TR TR TR T
cos LSLREC
Y7 a7 al
Estos son los cosenos directores de a. Como v
a} +al + al
cos?a + cos?fB + cos?y = —i—_|§|22—§
el vector u =icosa + jcosf -+ kcos y es un vector
unitario paralelo a a. Fig. 61-4
VECTOR PERPENDICULAR A OTROS DOS. Sean
a = mit+ajtak y b= bii+bj+ bsk
dos vectores no paralelos con el origen comuan P. Es facil de demostrar que el vector
a: a a a a a ik
¢ - b2 ba i b3 bl j + 'bl b2 k = a a2 aa (3)
2 3 3 1 1 2 bl b2 b3
es perpendicular a a y b y, por tanto, al plano que forman.
En los Problemas 5 y 6 se demuestra que
lc| = |a] |b|sen @
= el 4rea del paralelogramo que tiene a a y b como lados no paralelos. 4

En el caso de que los vectores a y b sean paralelos, b = ka y, segiin (3), se deduce que ¢ =0,
es decir, ¢ es un vector nulo. Un vector nulo, por definicién, tiene de mddulo 0 y direccién y sen-
tido sin especificar. '
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. Sean
a = a1+ axj+ ask y b = bii+ b2j + bsk

dos vectores con el mismo origen P y n el vector unitario normal al plano formado por a y b, con
un sentido tal que a, b y n forman un triedro a derechas de origen P, como se representa en la
Fig. 61-5. El producto vectorial de a y b es, por definicién,

a xb=|a| |b/senfin (5) T

siendo 6 el menor de los angulos formados por a y b, axhb
Por tanto, a X b es un vector perpendicular a a y b.

Como se ve en el Problema 6,

|]a X b| = |a| |b|sen

representa el area del paralelogramo que tienea ay b
por lados no paralelos.

Si ay b son paralelos, # =0 o w, yaxb=20. Por

tanto,
iXi=jxj=kxk=0 (6) Fig. 61-5
Si en (5) se invierte el orden de a y b, n se debe sustituir por —n; luego,
bxa = —(axbh) (,})
Como se han elegido los ejes coordenados de forma que determinen un triedro a derechas, se
deduce
ixj=k Ixk =i kxi=]j ()
iXi= -k kxj= —i ixk = —j

Aplicando la propiedad distributiva (ver Problema 8):

(atb)Xec = axXc+ bXxe (9)
Multiplicando (9) por —1 y aplicando (7) se obtiene:
cxX(a+b) = ecxa+ cXb 9)
De donde -

(a+b)X(e+d) = axXe + axd+ bxe + bxd (10)

i j k
axb = ja a: as (11)

by be bs

(Ver Problemas 9-10.)

TRIPLE PRODUCTO ESCALAR. Sea 0 (Fig. 61-6) el menor
de los angulos formados por los vectores by ¢ y ¢ el co-
rrespondiente de los formados por a y b x ¢. El triple
producto escalar es, por definicion,

a‘(b xc)=a-|b||c|sen O n = |a] |b| |¢|sen O cos ¢
= (|a] cos ¢) (|b] |c| sen 8) = hA
= volumen del paralelepipedo

Se demuestra (ver Problema 11) que



286 VECTORES EN EL ESPACIO [CAP. 61

a; a; dads
a*(bxe) = |bi b2 bs| = (aXb)-c (12)
€1 C2 C3
€ C2 C3 a; a2 as
c-(axb) = |a a; as| = |b b2 bs| = a+(bXc)
by b. bs Cci1 C2 Cs
by bz ba a, a: as
b'(aXC) = a; as as = e bl bz b3 = —8‘(b><C)
¢ C2 C3 C1 C2 C3
Analogamente, tenemos
a*(bxXec) = c:(axb) = b:(cxa) (13)
y a*(bXec) = —b*(aXc) = —c+(bxa) = —a-(cXb) (14)

De la interpretacion del producto a « (b X ¢) como un volumen, se deduce que si a, b, ¢ son tres
vectores coplanarios, a * (b X ¢) = 0 y reciprocamente.

Los paréntesis, en las expresiones a*(b X c¢) y (@ X b)* ¢ no son necesarios. Por ejemplo,
a*b X ¢ solo se puede interpretar bien por el producto a ‘(b X ¢), o bien por(a‘b) X ¢. Ahora
bien, a* b es un escalar y (a+b) X ¢ carece de sentido.

(Ver Problema 12.)

TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL. En el Problema 13, se demuestra que

a X(bXxc)=(a*c)b—(a‘b) , (15
Analogamente, '
(axb)yxc=(a'chh—(b-c)a (16)

Por tanto, excepto para el caso en que b sea perpendicularaay ¢
a X{(b XxXc) # (axb) xec

aqui es necesario utilizar paréntesis.

ECUACION DE LA RECTA. Una recta del espacio que pase por un punto dado Py(x,, y¢, Zo) s¢ define
como el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y, z) tales que PoP es paralelo a una direccion
dada a = a,i + a,j + azk. Sean r, y r los vectores de posicion de los puntos de P, y P, respecti-
vamente. Tendremos

r—r,=ka (k, un escalar variable) a7
es la ecuacién vectorial de la recta PP,. Ver Fig. 61-7.
Poniendo (/7) en la forma
(x—xi +(y —poi +(z —z9k = k(aji + a.j + azk),
¢ igualando componentes
x—xo=ka, y—yo=ka, z-—2zy=ka,
eliminando k, llegamos a

x—xoﬁy—)’o_ Z2—2Z (18)
4 as a,

que ¢s la ecuacion de la recta en coordenadas cartesianas
rectangulares. Los numeros [a,, a,, 23] son las componen-

[a]” fal” [a]

tes de larecta y [‘11 az ‘13] son sus cosenos direc-

Fig. 61-7

tores.
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ECUACION DEL PLANO. Un plano del espacio que pase

1.

Si una cualquiera de las componentes a;, @, @, es cero, el numerador correspondiente en (18)
también es nulo. Por ejemplo, si @, = 0, a,, a3 7 0, la recta viene dada por

Y — Yo _z—z

T—29 =0
’ aa as

por un punto dado Py(x,, ¥, 2,) se define como el lugar
geométrico de todas las rectas que pasando por P, son
perpendiculares a una direccién dada a = Ai + Bj + Ck.
Sea P(x, y, z) otro punto cualquiera del plano. En estas
condiciones, r — r, = P, P es perpendicular a a, como
se representa en la Fig. 61-8, y la ecuacion del plano sera

r—ry):-a=0 19

o Fig.61-8
En coordenadas rectangulares, tendremos £

{(x — x)i + (¥ — yo) +(z—z)k} * (4i + Bj + Ck) =0

0 Alx —xp) +B(y —y,) + C(z—zy) =0
o Ax +By +Cz+ D=0 (20)
siendo D = —(4x, + By, + Cz,).

Reciprocamente, sea Py(x,, y,, Z,) un punto de la superficie

Ax +By +Cz+ D=0
Sustituyendo Axg + By, +Czy+ D =0
Restando,
A(x — x9) + By — o) + C(z — 2,)
= (4i + Bj + CK) " {(x — xg)i +(y —yo)i +(z—z9k} = 0

el vector constante Ai + Bj + Ck es normal a la superficie, por lo cual dicha superficie es un plano.

Problemas resueltos

Hallar la distancia del punto P, (1, 2, 3) al: (a) origen, (b) eje x, (¢) eje z,
(d) plano xy, (¢) punto P, (3, —L,5).

(@ r=0P, =i+2j+3k; Jr| = VI*+21+3' = Y14

(b) AP, = AB+BP, = 2j+3k; |AP,| = V4+9 = /13
(¢) DP, = DE+EP;, = 2j+1i; |DP,| = VB

(d) BP, = 3k; [BP,| =3

() PP, = 3—~1i+(-1—-2)j+(5—-3)k = 2i —3j + 2k

PPy = Vi+9+4 = V17

Hallar el 4ngulo 8 formado por los vectores que uneﬁ OconP(1,2, 3
y B (2, =3, —1).

r1=0P1=i+2i+3k, r:=0P3=2i—3j—k
riers _ 1(2)+2(—38)+ 3(—1) __1 s = 120°

] frs| V1414 2’ Fig. 61-9

cosd =
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3.

4.

5.

6.

7.
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Hallar el angulo a = £ BAC del triangulo 4BC cuyos vértices son
A(lv 0, 1)1 B(Z, ‘—'l: 1)1 C(_z) 1» 0)-

a=AC=-3i+j—-k, b=AB =i—j a
a*b —3—-1
co = = = -—0,85280, = 148°31’
S a Tal [b] \/2_2 0 o 8°31 I - A
Fig.61-10

Haillar los cosenos directores de a = 3i + 12j + 4k.

Los cosenos directores son

jra _ 12 cos —kra_ 4
- 13 Y= Tal T 13

cos S LIaNE cosﬁ_.—
TR - Tl

Sia=ai+ a,j + agk yb = bji + b,j + bk son dos vectores trazados desde un punto Py si

Qs as a; as a a2
c = i + 1 k
B bs] |6 bs|) T |6y b
demostrar que |¢| = |a| |b| sen 8, siendo 8 el menor de los angulos formados por a y b.
a'b
Tenemos cos § = ————
[a] (b
wns = L _lab * V(eltai+a))di+ b1+ b} — (aibi+ @b + ashy) el
N la[[b] [ |al b la| b}
Luego, (c| = lal |b| sen n como queriamos demostrar.

Hallar el area del paralelogramo cuyos lados no paralelos sona y b.

De la Fig. 61-11, = |b| sen 8 y el 4rea es /4 |a| = |a| |b[ sen 6.

Sean a, y 8,, respectivamente, las componentes de a paralela y perpendicular a b, ver Fig. 61-12. Demostrar que
a; Xxb=axbya xb=0 '
Si O es el 4ngulo formado por ay b, serd |a,| = |a| cos 8 y |a,| = |a| sen 8. Como a, a,, b son coplanarios

a, X b= l|a,] bisen¢n = |alsenb |bjn
= |a] |b|sen@n=a X b

Como a, y b son paralelos,a, Xx b =0

Fig. 61-11 Fig. 61-12

c
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8. Demostrarque(a +b) X c=axe¢+bXxe,

En la Fig. 61-13, el origen P de los vectores a, b, cestien el
plano del papel, mientras que sus extremos estan situados por
delante de este plano. Los vectores a, y b, son, respectivamente,
las componentes perpendiculares a ¢ de a y b, Por tanto, a,, b,
a, + by, a xXec, by xey (@ +b) Xec estdn en el plano del
papel.

En los triangulos PRS y PMQ,

RS _ [biXel _ |bile] _ [by] _ MQ

PR ™ Jaixe ~ lafle] = [a] T PM°’

con lo que PRS y PMQ son semejantes. Como PR es perpen-
dicular a PM y RS lo es a MQ, PS es perpendicular a PQ y a
PS = PQ X c. Asi pues,

PS = PQ xc=PR + RS

obien(a, + b) Xc =13, xc+b, Xc¢

sustituyendo a, y b, por a y b, respectivamente (ver Problema 7),
resulta lo que se trataba de demostrar.

Fig. 61-13

(a+b)Xec = axXec+ bXec

9. Siendo a=a,i+ a;j +ak y b=bi+ b,j+ bk, demostrar que

i j k
axb = a, a: as
bi ba by
Aplicando la propiedad distributiva
axXxb = (ari+ azj+ ask) X (bii+ baj + bsk)

= @i X (bii+ baj + bsk) + @2j X (bri + bej + bsk) + ask X (bii+ bsj + bsk)
= (a1bsk —a;bsj) + (—a:b:k + a: bai) + (asbij — asbsi)
= (a: bs—as ba)i el (a; bs—as bl)j + (albz —ab)k

i j k
= a, das as
by bs bs

10. Deducir el teorema de los senos de la trigonometria plana.

Consideremos el tridngulo ABC cuyos lados son a, b, ¢ de médulos g, b, ¢, respectivamente, y cuyos dngulos inte-
riores son a, B, A.

Tendremos
ca+b+ec =0
Como aX(a+b+c) = aXb+aXxXe = 0 0 axXb = ¢cXa
y bX(a+b+e¢) = bXa+bxe = 0 0 bxXxe = axXh
Sea aXb = bXe = ¢Xa
|a| [b] seny . = [b[]c| sena = [c|[a] sen g
abseny = besena = casenf
¢ sny _ sens _ senp

c a b
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11. Si a=aji+ aj + ek, b = bji + b + bk, ¥ ¢ = ¢i + ¢} + ¢;k, demostrar que

a, dz das

a-(ch) = bl bz b:;

¢ C: Cs
i j ok
as(bxe = (amit+a:jtak)-|b, b, bs
C1 C2 €3

= (@it azj+ask) [(hacai— bye)i + (bser— bies)j + (blcz—bzcl)k]
= a,(bzcg~bacz) + Uz(b:ml'—blca) + a.’l(blC2_bzcl)

a; az das
= b, by bs
Ci €2 (3

12. Demostrarque a-(a X ¢} = 0.

Por(I12), a*(axe¢)=(@ xa)c—=20.

13. Sia, b, ¢ son los vectores del Problema 11, demostrar que a X (b X ¢) = (a- c)b —(a - b)c,

i j k
a><(b><c) = (a,i+azi+a3k) X | by b: b
€1 C2 C3

= ((lli + az2j + ask} X [(bzcg — bae)i + (bser — ble)j + (blc-z - b20|)k]

i h] k
= ay a: [+ 2]
bacs — bscs baer — bica bies — baes

=  i(azbic2 — azbaci — aabacy + azbica)
+ jlasbzes — asbse: — arbiez + arbacy)
+ k(albacl —aibies — azbees + szsCa)

+ jb:(aic, + azc: + ascy) + jez(aiby + az bz + aszbs)
+ kbz(a|C|.+ ascC: + a;c;) + sz(a1b1+a2b2+anz)

{ ibl((l]Cl + a26: + ases) { ici(a, bi+ a2b: + as b:!)

= (b]i + sz + b')k)(ﬂ 'C) - (Cli + Czj + Cak)(a‘b)
= b{(a*c) — cla*h) = (a-c)b — (a*b)

como queriamos demostrar,

14. La minima distancia d entre dos rectas del espacio que se cruzan, ], y I,, es la distancia de un punto cualquiera de /, al
plano que, pasando por /, es paralelo a /,; es decir, si P, ¢s un punto de I, y P, de [, d es la proyeccién, prescindiendo
del signo, de P,P, sobre una perpendicular comun a /, y /..

Supongamos que /; pasa por el punto P{x;, y;, 2) ¥ ticne la dircceion de a = aid + aad + aak, ¥ que [, pasa por
Py(xy, ¥y, 13) ¥y ticnc la dircocidn b = & + &y] + bk

Como PP, = (x; — x )i + (ys — ¥ + (2, — 2Dk v ¢l vector a < b ¢s perpendicular a [, y [;, tendremos

d _ _lzl_Pz'(aXb)
o [a X b]
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15. Hallar Ja ecuacion de la recta que pasa por Py(l, 2, 3) y es paralela a a = 2i — j — dk. (Cuél de los puntos A(3, 1, —1),
B(1/2,9/4, 4), C(2, 0, 1) esta situado sobre dicha recta?

De (17), la ecuacién vectorial es

(i 4+ )+ 2k)— (G + 2j + 3k) = k(@ —j— 4k)
o sea
D x—Di+(»—2j+(z—3k = k(2 —j—4k)
la ecuacién en coordenadas rectangulares es
T x—1 _y=2 z-3
(@) 7 R —

Aplicando (ii), se ve ficilmente que A4 y B pertenecen a la recta, y C, no,

En la ecuacién vectorial (i}, para ver si un punto pertenece a una recta, basta dar un valor a % ¢ identificar compo-
nentes. El punto 4 pertenece a la recta porque

G—Di+(1—=2)j+(—1—3k = k(i —j—4ak)
para K = 1. Analogamente B pertenece a la recta, ya que
—3i+ i+ k = kQi—j—4ak)
para k = —}. El punto C no pertenece a la recta porque

i—2j—2k = kQ2i —j—4k)

no se verifica ningun valor de 4.

16. Hallar la ecuacion del plano

(a) que pasa por Py(1,2,3) yes paraleloa 3x —2y + 42— 5 = 0.
(b) que pasa por P(1, 2, 3) y Py(3, —2, 1), y es perpendicular al plano 3x —2y + 4z—5 =0,
(C) que pasa por Po(lr 2: 3)1 P1(31 _2) I) y PB(S, 0’ _4)-

Sea P(x, y, z} un punto genérico del plano buscado,

{a) El vector a = 3i — 2j + 4k es normal al plano dado y al que se quiere hallar. La ecuacién vectorial de este
altimo es

r—ry)-a =0
y en coordenadas rectangulares es
' Wx—1) =200 —2) + 4z—3) =0
0 sea 3x—2y+4z—11 =0

(b) Elvectorr,—r, =2i—4j—2k y a = 3i —2j + 4k son paralelos al plano pedido; por tanto, (r, —r,) X a
es normal a dicho plano. Su ecuacidén vectorial es

r—rg [(;,—ry) xa] =0

La ecuacién en coordenadas rectangulares es

i j k
Cc—ry*2 4 42 = [(x—Di+Q—2)+ (z— 3)k]* [—20i — 14) + 8k]
3 -2 4 '
= —20(x—1)—14(y —2) +8z—3) =0
0 sea 20x + 14y — 8z —24 == 0

(¢) El vector ry—ry =21—4j—2k y F,—r, = 4i — 2j-—~ Tk son paralelos al plano pedido, por lo cual
r— r?) X (ri — rn) es normal a dicho plano. Su ecuacion vectorial ¢s

S =07 " [t=1 0] L s013 ¥

v In aonacidn an onardonodae rogtanoularan oo

i i k
t—r) |2 —4 —2| = [(x— Di+p—2j+— Dk][24i + 6j + 12k]
4 —2 7

= (x—D+6(—2)+ 12(z—3) =0
o sea 4x +y+2z—12=0



202 VECTORES EN EL ESPACIO [CAP. 61

17. Hallar la distancia d del punto Py(1, 2, 3) al plano = de ecuacién 3x — 2y + 52— 10 = 0.

Un vector normal al plano es a —= 3i — 2j + 5k, Tomemos el punto P2, 3, 2), del plano n. La distancia 4, pres-
cindiendo del signo, es la proyeccién de P, P, sobre a. Por tanto,

(rj—ro)*a
|af

(i+j—k) - @i—2j+6k)| _ 2
- 19‘/3_8

V38

Q.
I

Problemas propuestos

18. Hallar el médulo de los vectores
@ a=2+4+3 +k.
&) b=3i—S5] 4+ 9%.
(¢) ¢, que une Py(3, 4, 5) con Py(1, —2, 3). Sol. (@) V14, (b) V115, (c) 2411

19. Dados los vectores del Problema 18:

(@) Demostrar que a y b son perpendiculares.

(b) Hallar el menor de los dngulos formados poraye. Idemdebye.
(¢) Haliar los 4ngulos que b forma con los ejes coordenados.

Sol. (b) 165°14°, 85°10"; (c) 73°45°, 117°47", 32°56".

20. Demostrarque: i*i=j*j=k‘k=1;ij=j-k=k*i=0.

21. Hallar el vector unitario en las direcciones de los vectores a y b del Pro-
blema 18.

22. Hallar los angulos interiores 8§ y y del tridngulo del Problema 3.
Sol. f=22°12°, » = 90°16’

23. Dado el cubo de arista unidad de la figura, hallar:

(a) el dngulo formado por su diagonal y una arista,
() el angulo formado por su diagonal y la de una cara.
Sol. (a) 54°44°, (b) 35°16" <

. . ab
24. Demostrar que la proyeccion escalar de b sobre a viene dada por ——— . "
la] Fig.61-14

25. Demostrar que el vector ¢ de la ecuacion (3) es perpendicular a los a y b.

26. Siendo a=i+j, b=i-—-2k, ¢ = 2i + 3j + 4k, calcular

(@) axb=—2+2—k (¢) a(axb)=0

(M DXCZolmmd T IK (f) A @ nCmeT

O L Aa=—HTY—h ll?\'ﬁ[]ﬂtll_[][ d - 1Th
@) @+D0) X@—D)=4—4+ K () € X(&XP) = [{l==0) T IUK

27. Hallar el 4rea del triangulo cuyos vértices son A(l, 2, 3), B2, —1, 1), C(—2, 1, —1).
Ind. |AB x AC| = doble drea. Sol. 543

28. Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son 04, OB, OC siendo A(l, 2, 3), B(1, 1, 2), C(2, 1, 1).
Sol. 2.
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29.

31.

32.

3s.

36.

3.

38.

39.

41.

42,

Siendo u =a x b, v=>b X ¢, w=c X a, demostrar que
@ u‘c=v'a=w-b

b) a*u=b'u=0,bv=cv=0,ccw=a*w=20
© u+(vxw={a(xc)

. Demostrar que (a -+ b) - {(b + ¢) X (¢ 4 a)} = 2a-(b X ¢).

Hallar el menor dngulo de interseccion de los planos 5x — 14y +2z—8 =0y 10x — 11y + 2z + 15 = 0.
Ind. Hallar el dngulo formado por sus normales. Sol. 22°25’
Hallar la ecuacién vectorial de la recta de interseccién de los planos x + y—z—5=0y 4x—y—z+2 =0.

Sol. (x— Di + (y — 9)j + (z — Dk = k(—2i — 3j — 5k), siendo P(1, 5, 1) un punto de la recta.

Hallar [a minima distancia entre la recta que pasa por A(2, —1,—1) y B(6,—8,0) y la que pasa por C(2,1,2) y
D(, 2, —1). Sol. \/6/6

Definir una recta que pase por el punto Py(x,, ¥, zo) como €l lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) tales que P, P
y OP, sean perpendiculares. Demostrar que su ecuacioén vectorial es de la forma (r —r,) ‘1, = 0,

Hallar la ecuacién de la recta Que pasa por Py(2, —3,5) y

(a) es perpendiculara 7x —d4y + 2z —8 = 0.
() esparalelaalarecta x—y+22+4=0, 2x + 3y + 62— 12 = 0.
(¢) pasa por P,(3, 6, —-2).
2 y+3 z—5 x—2 _ y+3 z—5 x—2 y+3 z—35

X —
Sol @ ——="F =7 O "="7 =7 O 7 =5 =3

Hallar la ecuacién del plano

(@) que pasa por Py1,2,3) yesparaleloa a=2i+j—k y b =3i + 6j — 2k,

(® que pasa por Py(2,—3,2) yporlarecta 6x +4y+3z2+5=0,2x+y+2z—2=0.
(¢) que pasa por Py(2, —1,—1) y P(1,2,3) y es perpendicular a 2x + 3y —5z—6 =0,
Sol. @ d4x +y+92—33=0, () lox+ Ty +82—27=0, (¢) 9Ix—y +3z—16 =0,

Siendo ro=i+j+k, rn=2i+3+4dk, y r,=23i+ 5 + Tk ires vectores de posicibn, demostrar que
ro Xr+r Xrg+r, Xxr, =0. ;Qué se puede decir de los extremos de estos vectores?

Sol. Son colineales.

Si P, P,, P, son tres puntos no colineales y ro, r;, r; son sus vectores de posicién, calcular la posicién de
ro X r;+ 1 X ry + ry X £y con respecto al plano Py Py P,. Sol. Normal.

Demostrar que: (@) a X (bxe¢)+ b Xx(cxa)dcx(@axb)y=0~0.
B @xb)cxd=@c)b-d—(@-db-c),

Demostrar que: (a) Las mediatrices de un tridngulo se cortan en un punto,
(b) Las alturas de un tridngulo se cortan en un punto.

Sean A(1,2,3), B2,—1,5 y C(@4,1, 3) tres vértices del paralelogramo ABCD. Hallar: (a) las coordenadas de D,
(b} el drea de ABCD, gc? el 4rea de la proyecciéon ortogonal de ABCD sobre cada uno de los planos coordenados.

or. @ o4 1y M 2 D BAE

Demostrar que el 4rea de un paralelogramo en el espacio ¢s igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las
areas de Ias proyecciones dei paraleiOgramoe SoUrc Jus planos coorgcnayos,



Capitulo 62

Derivacion e integracién vectorial

DERIVACION. Sean
ifi(t) + ifAt) + kfs(t) = ifi + jfe + kfs
= igi(t) + jg:(t) + kgs(t) igr + jg: + kgs
u = ihi(t) + jhe(t) + kha(t) = ihi + jhe + khs

vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar ¢ cuyas primeras y segundas
derivadas son funciones continuas.

it

Se puede demostrar, como se hizo en el Capitulo 18 para los vectores en el plano, que
d dr ds
E(I'S) = Et—-s + l‘"(—i? (1)

Teniendo en cuenta las reglas de derivacion de determinantes cuyos elementos son funciones
de una sola variable,

d d i J k i j k i j k
ggxxs) = g\hfo sl =\ [ |+ 1 h [ /o (2)
g1 g2 @3 g1 92 O3 9 9 9,
_dar ds
= @ st X
y :
d d ds du
—d—t{r'(qu)} = d—;'(qu) + r-<a><u> + r-(s X?R) (%)

Estas formulas también se pueden establecer desarrollando los productos indicados antes de derivar.

De (2) se deduce

d
gt (rX(sxu)) = Z‘:X(sxu)+rx%(sxu) (4)

d d
= d—;x(qu) + rx(d—:Xu>+ rx(sx%>

CURVAS EN EL ESPACIO. Consideremos la curva
z=f(th ¥ =gt 7=H (5)

SiCl'ldU tﬂ) pr{mcrd) ) DUEUHL[(IB dﬁf}Yndﬂﬁ dﬁ f{‘}’ S{f}’ "'{(}, P‘“i;vnfi i?n‘;n“ﬁii g?ﬁ VI "7¢l°" ‘le
posiciéon de un punto genérico P(x, y, z) de la curva

r = i+ yj+ 2k

. . dr -
Como se vio en el Capitulo 1§, t = 7 es ¢l vector tangente unitario a la curva. Llamando R al

vector de posicion de un punto (X, Y, Z) de la tangente en P, la ecuacidn vectorial de esta recta es
(ver Capitulo 61)

294
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R—r =kt (k, un escalar variable) )
y la ecuacién en coordenadas rectangulares
X—-x Y-y  Z-z

dz 7 dz

ds ds ds
. dx dy dz . s . .
siendo 35’ ds’ 45 | Sus cosenos directores. En la ecuacidn correspondiente, (2) del Capitulo 59,

. x dy dz

los cosenos directores eran [Tt’ i 7]

La ecuacion vectorial del plano normal a la curva en el punto P viene dada por
R—r-t=0 (7)

siendo R el vector de posicion de un punto genérico del plano.
También, como se vio en el Capitulo 18,

d .
—d._st‘ es un vector perpendicular a t. Llamando n

al vector unitario con la direccién y sentido

de -d—t , tendremos
ds
dt

ds
siendo |K| el mddulo de la curvatura en P. El
vector unitario

= |K|n

1 dt
K| ds (8)
se denomina normal principal a la curva en P.
El vector unitario b en P, definido por

b=t xn (9) Fig. 62-1

recibe el nombre de binormal en P. Los tres vectores t, n, b forman en P un triedro tritrectangulo
a derechas que constituye un sistema de coordenadas muy utilizado en el estudio de una curva
en las proximidades de uno de sus puntos. (Ver Problemas 1-2.)

En un punto genérico P de una curva en el espacio los vectores t, n, b determinan tres planos
mutuamente perpendiculares:

(i) el plano osculador, formado por t y n, de ecuacién
R—r1)b=0

(ii) el plano normal, formado por n y b, de ecuacién
R—n-t=0

(iii) el plano rectificante, formado por t y b, de ecuacién
(R—r)'n=20

Ell saua ulig 9¢ 183 syyayiynss, K 63 cl voolor do Poaiﬁit!m do un punsc Eﬁﬂérliﬂ Ji ian wav Jv lvv
planos.

SUPERFICIES. La ecuacién de una superficie es F(x, y, z) = 0 (ver Capitulo 59). Expresando x, y, z
en funcién de dos variables independientes o parimetros u y v se obtienen las ecuaciones paramé-
tricas, por ejemplo, ‘

x=fiwv), y=»wY), z=Ff{V) (10)



296 DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL ‘ [CAP. 62

Si se sustituye » por una constante u, las ecuaciones (10) se transforman en
X =fi(u07 V), Yy =f2(u0’ V), 4 ‘T‘fﬂ(um V) (11)

que representan una curva particular de (curva u) la superficie. Analogamente, sustituyendo v por
el valor constante v,, las ecuaciones (10) se transforman en

X =f1(u’ vO)) Yy =f2(u’ Vo)’ Z =f3(u’ Vo) (12)

que representan otra curva particular de (curva v) la superficie. Ambas curvas se cortan en un punto
de la superficie que se deduce al sustituir, simultaneamente, u = u,, v = v, en (10).

El vector de posicion de un punto genérico P de la superficie viene dado por

= x4+ 7k = i) +ifus Y) + K, V) (13)
Sean (11) y (12) las ecuaciones de las curvas u y v que pasan por P. En estas condiciones
d i) . 0 0
5:—) i%fl(uO;'U) + ]ﬁfz(uo,’v) + k%fa(uo,‘v)

es un vector tangente a la curvauen Py

d . 0 .

;9% i fi(u,v0) + ]% fa(u,v0) + k%fa(u, Vo)
es un vector tangente a la curva v en dicho punto.

Las dos tangentes determinan un plano que es,

por consiguiente, el plano tangente a la superfi- normal
cie en el punto P. Es evidente que una normal
a este plano viene dada por

ar
v

plano tangente

or ar
ﬂ_’u. X 7 (1 4)
El vector normal unitario a la superficie en
Pes
or ar
—_— X —
on  av
n = —— 5
ou ~ v 0 Fig. 62-2

Llamando R al vector de posicién de un punto genérico de la normal a la superficie en P, resulta
la ecuacién vectorial de esta recta
ar _ or
- — Z x = 16
(R—r) k(au X av) (16)

. Asimismo, llamando R al vector de posicién de un punto genérico del plano tangente a la su-
perficie en el punto P, resulta la ecuacion vectorial de dicho plano de la forma

(R~r)-(g—; x g{)) = 0 (17)

[U.!ll F.J.IJ,ILI M ;l]

OPERADOR V. En ¢l Capitulo 60 hemos visto que la derivada de la funcidn z = flx, y) ¢n un punto
cualquiera (x, ¥) en una direccion que forme un angulo @ con el semieje x positivo, viene dada por

@ _of of
ds Ecos& +@sen0



CAP. 62] DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL 297

El segundo miembro se puede expresar en la forma siguiente:

of of _ of A .
axcosf) +@sent’,J = (ax+lay *{icosd + jsend) (18)

Ahora bien, a = i cos 6 + j sen 6 es un vector unitario cuya direccién forma un angulo 6 con
el semieje x positivo. El otro factor, expresado en la forma

3 d
<ax Jay>f

sugiere la definicion de un operador diferencial vectorial, V (nabla), dado por

_ 0 .8
vV = 5+155J— (19)
of f

En analisis vectorial 1a expresion Vf = 1— + j—— recibe el nombre de gradiente de [y se es-

cribe abreviadamente grad f. De (18) se deduce que la componente de Vf en la direcciéon de un
vector unitario a es la derivada de fen la direccion de dicho vector a.

Sea r = xi + yj el vector de posicidén de P(x, y). Como

df _  ofdx of dy of , .of . dy
ds = axds " ayas ~ \‘artigy is+ ds
_ dr
= Vf s
y
af | _
is| = |Vf|cos ¢
dr df
siendo ¢ el angulo formado por los vectores Vf'y 75 %€ desprende que Z maximo para cos ¢
= 1, es decir, cuando Vf y % tienen la misma direccidn. Por tanto, la derivada direccional maxima
en P es |Vf], y su direccion es la de VY. (Ver Problema 4.)

Dada la funciéon w = F(x, y, z),

y la derivada de F(x, y, z) en un punto arbitrario seglin la direccién a = a,i + a,j + agk es

dF
45 = VF-a (20)

Como en el caso de dos variables, |VF| es la derivada direccional maxima de F(x, y, z) en cl punto
\Y
P(x, y,z) y su direccion es la de VF. (Ver Problema 5)

Consideremos, ahora, la superficie F(x, y, z) = 0. La ecuacién del plano tangente a la superfi-
cie en uno de sus puntos Py(x,, ¥, 2¢) €S

ve - 91
{o—wa) . 1 lr = i) i LR e »
= [(T— T+ (¥—Yo)) T &~ Z0)K|~ ';g ! ,g{; T+ %ﬂ B

en donde las derivadas parciales estén particularizadas en P,. El primer factor ¢§ un vector arbi-
trario que pasa por P, y esta contenido en el plano tangente; el segundo factor, VF en P, es normal
al plano tangente, es decir, normal a la superficie en P,. (Ver Problemas 6-7.)
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DIVERGENCIA Y ROTACIONAL. La divergencia de un vector F = if} (x, ¥, 2) +)/ulx, y, 2) + kf;
(x, ¥, o), se definc por
3]

. _ @8 a iy
divF = V-F = ——-fi + ayfz + g fs (22)
El rotacional del vector F se define por
i j k
J 9 0
rot F = xF = |[Z I =
A/ dxr dy oz &
fi 2 fs

/ \
d d . d 0 . d 0 :
K@f& - a—zf.’) 1+ <&f1 - af.s) i+ (Efz - '@fl) k
(Ver Problema 8.)
INTEGRACION. El estudio de la integracion vectorial lo limitaremos aqui a los conceptos de integral
de un vector y de integral curvilinea. Como ejemplo del primer concepto, sea
Fu) = icosu +jsenu +auk

un vector funcién de una variable escalar v. En estas condiciones
F/(u) = —1isenu + jcosu + ak

fF’(u)du = jl(—isenu + jeosu + ak)du

= if—senudu + jfcosudu + kfadu

= jcosu +j3jsenu + auk + ¢
Fu) + ¢

siendo ¢ un vector constante arbitrario independiente de ». También,

J u_sz’(u)du = [F(u>+°]“:b - e

u=a uv=a

(Ver Problemas 9-10.)

INTEGRAL CURVILINEA. Consideremos dos puntos del espacio, P, y P;, unidos por un arco C que
puede ser un segmento rectilineo, una porcion de una sola curva x = gi(t), y = g.(t), z = gs(t),
o bien estar formado por varios subarcos de curvas distintas. En cualquier caso se supone que el
arco C es continuo en todos sus puntos y que no se corta consigo mismo. Consideremos, ademas,
una funcién vectorial

F = F(x’y’ Z) = i/i(x’y’ Z) +jf2(x’yv Z) +kfs(xd’, Z)

ueen la regién del esPacio Préximo ad y en particular cn wdos los puntos de & definc un veetor
GOMNOoGIUo (LIl moaulo, diruewion y wnudu): Neprivaviiviw pul

r = xi+y+ 2k (24)

¢l vector de posicién de un punto genérico P(x, . 2) de €. La intcgral

P dr P
§ F-)ds = [ Fear (25)
Py as p

se denomina integral curvilinea, es decir, la integral a lo largo de la trayectoria C dada.



CAP. 62] DERIVACION E INTEGRACION VECTORIAL 299

Supongamos que F es un vector representativo de una fuerza dada. El trabajo realizado al des-
plazar una particula a lo largo de un camino elemental dr viene dado (ver Problema 9, Capitulo 18)
por

|F| |dr| cos @ = F+dr

y ¢l trabajo necesario para desplazar la particula desde P, a P,, a lo largo del arco C es

Py

F-.dr
De (24), c Fo
dr = idr + jdy + kdz
y (25) toma la forma
F-dr = J‘Pl (frdz + fady + f:d2) (26)
¢ Fo ¢ Fo

(Ver Problema 11.)

Problemas resueltos

Una particula se mueve sobre la curva x = 4cos¢, y = 4sent, z = 61, Hallar el médulo de la velocidad y de la
aceleracién en el tiempo t =0 y ¢ = }=.

Sea P(x, y, z) un punto de la curva y
r=xi+pyj+zk = Micost + 4jsent 1 6k ¢

su vector de posicién. Tendremos

dr

A Tl —4i sent + 4jcost + 6k
dir _ . .
a aE —~4icost — 4jsent
Parat=0: v = 4j+6k; |v| = V16+ 36 = 2V13
a = —4i; |a|=4
Parat =} v = —4i+6k; |[v| = V16+36 = 2V13
= —4j; la| = 4

En el punto (1,1, 1) para ¢ = 1 de la curva alabeada x = ¢, y = %, z = 3, calcular

(@) las ecuaciones de la tangente y del plano normal,
(b) el vector tangente unitario, la normal principal y la binormal,
(¢c) las ecuaciones de la normal principal y de la binormal.

r o= 4™+

dr .
ﬂ: w [+ ted + 'k

de _ |dr _ 3 1
- ==l = V14 4+ 9¢
d _ dedt 1424+ 3%k

t

ds " dtds 1+48 7 68

Para t=T: r=i+j+k y t= 1 (i+2j+3K.
V14
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(@) SiR es el vector de posicién de un punto genérico (X, Y, Z) de la tangente, su ecuacion es

R—r = kt
k
0 X—Di + (Y-1j + Z-1)k = —(i+2j+3k)
( m
vy en coordenadas rectangulares
X-1 _ Y-1 _ Z-1
1 - 2 -3

Si R es el vector de posicion de un punto genérico (X, Y, Z) del plano normal, su ecuacién vectorial es

R—1)ct = 0
1

o (X—1Di + (Y—1j + (Z—1Dk]- i+2i+3) = 0
[ Vii
y en coordenadas rectangulares
X-D+2Ay—-1)+3Z2—-1) = X+2Y +3Z -6 = 0

[Ver Problema 2(a), Capitulo 59.]

dt _ dtdt _  (—4t—18t9i + (2 — 18¢Y] + (6t + 129k
(b) ds  dtds (1 + 42 + 9t9?
_ 4 dt _ —11i—8j+9k  |dt| _ 1 [19 _
Parat = 1: - o las| T 7 14l——|K|. Por tanto
n — 1.dt _ —11i—8j+9k
K| ds V266
1 ik 1
b = tXn = ———— 1 2 3 = —(3i—3j+ k)
¢ V14V266 | —11 -8 9 V19
(c) SiRes el vector de posicion de un punto genérico (X, Y, Z) de la normal principal, su ecuacién vectorial es
R—r = kn
es decir, X-1i+ (Y-1j+ (Z-1Dk = M-8+
V266
y en coordenadas rectangulares
X-1 _ Y—-1 _ Z-1
-11 —8 - 9

Si R es el vector de posicion de un punto genérico (X, Y, Z) de la binormal, su ecuacion es

R—r = k*b
es decir, : X-Di+ (Y-1j+ (Z-1k = p3=3tk
V19
y en coordenadas rectangulares,
X-1 _ Y-1 _ Z-1
3 - -3 1
a I%..llr | V“:_;L.. A1 I;.L..,.; l._.,fmle v B N PRV | VAN U2 | Ut N VRS | 1) I S 1T O V) UL
=4, v—=1h
r = 2{u+v)i 4+ 3(u—1v) + uvk
or . A Jor Y
5721+3]+vk, %_21 3j + uk
— or __ . (] S .
EnP. r = 6i+ 3j+ 2k, 5—21+3J+k,5-21—‘3]+2k y
O . F — 9i - 2j — 12k

o v
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4.

Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares de la normal son

ar
. L kau X 5
o X—-6i+(Y—-8j+(Z—2k = k(9i—2j—12k)
X-6, Y-8 _ Z2-2
y 9 -z T 12
Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares del plano tangente son
(R—r): <—x — ) = 0
es decir, (X—6i+(Y—-3)i+(Z—2k]+[9i—2j—12k] = 0
y 9X —2Y - 122 — 24 = ¢

(@) Hallar la derivada de f(x, ¥) = x* — 6y* en ¢l punto (7, 2) en Ja direccion 8 = 3.

(b) Hallar el miximo valor de la derivada direccional en el punto (7, 2).

. 0 . 0
(a) Vi = < +J6 )(x—ﬁy’) = Q- (=" —6y") + Jﬁ(m'—ﬁy’)
= 2zi — 12yj
y a = icosé + jsens = 1—i+ 1—j
V2 V2

En (7,2): Vf = 14i—24j vy

1 1.
Vfiea = (14i — 245y —i+— = M2 - 12y/2 = —5V/2
f-a (14i J)(\/El \/EJ>

es Ja derivada pedida.

®) En(7,2), V/f= 14i—24j y |Vf| = V14* 4+ 24% = 24/193 es ]a maxima derivada direccional, ya que

A = U i— 12]' = idicosé + jsens

IVl V193 V193

la direccién es 6 = 300°15’, (Ver Problemas 2 y 6, Capitulo 60.)

(a) Hallar la derivada de F(x,y, z) = x*—2y* 4+ 4z* en P(1,1, —I) en la direccién a = 2i + j—k.

(b) Hallar el méiximo valor de la derivada direccional en P,

_ . 0 . 0 a SO n — i — 4ui + 82k

VF = <l$+lay+k82)(£ﬂ 2y + 4z%) 2xi yi + 8z
En (l’ 19 —1)’ VF = 2'——4’-—8k.

(@) VF*a = (2i—4j—8k)-(2i +j—k) =38

(b) En P, |[VF) = /84 = 24/21. La direccién es a = 2 — 4j — 8k.

Dada la superficie F(x, y, z) = x* + 3xyz + 2y* — z* — 5 = 0 y uno de sus puntos P(1, 1, 1), hallar

(@) un vector unitario normal a la superficie en P,,
(b) la ecuacién de la normal en P,
(¢) la ecuacién del plano tangente en P,,.
= (3x* 4+ Iyz)i + (3xz + 6)*)j + (3xy — 329k
En P,(1,1,1), VF = 6i + 9j.
VF 2, 3 L. 2, 3

(@ ——— = ——1+ ——j es un vector unitario normal en P,; otroes — )

) WFT T yn T VD ’ V13 13
X—1 Y—1

2 = 3 Z=1.
(¢) La ecuacion det plano tangentees 20X —1) + 3(Y —1) =2X +3¥Y—5=0.

() La ecuacion de la normal es

301
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7. Hallar el dngulo de interseccion de las superficies
FF=x*4+y"+22—9=0 y F=x*4+2*—2z—-8=0

en el punto (2, 1, —2).
VF, = V(x*+y*+22—9) = 2xi + 2yj + 2zk

VF, = V(x*+ 2y —2z-—8) = 2xi + 4yj —k

En @2, 1,—2) UF,=4i +2j—4k y VF =4i+4—k
Como VF, ' VF, = |VF,| |VF,| cos 8, siendo 8 el 4ngulo pedido, tendremos,
(4 + 2j — 4K) - (4i + 4 — k) = |4i + 2j — 4Kk| |[4i + 4j — K| cos 6

de donde cos 0 =44 /33 =- 0,81236, y 6 = 35°40".
8. Siendo B = xy% + 2x%*yzj — 3yz’k, hallar (@) divB, (b) rot B.
1 _- . e _f)_‘ i 3 _‘2_ . t14 2 LIS 2
(a) divB = V-B (ax'+ay’+azk> (xyti + 2x2yzj — Byz*k)

8 a8 LI
= ax(zy)+ay(2xy1)+az( 3yz')

= y*+ 22% — 6yz

i j k
] ] a
b t B. = X — _— _— i
(6) ro VXB ox dy 9z

xy® 2x'yz —3yz’
D3y — 2oy | I ey — L =3y2h |5 I (2atyz) — 2 (ay?
[ o) = frwin) |+ [ = Z-wan |5 + [ o) - 2 e | x

= =322+ 2x%)i + (dzyz-—2xy)k

9. Siendo Fw) = i + (* — 2u)j + (Qu® + u®k, calcular (a)f Fu)du y (b 5*1 F(u) du.
[}

(a) I Fu)du = I [ui + (u® — 2u)j + (3u* + uV)k] du
= i l‘udu + j I‘ (u?* — 2u) du + kf (Bu? + ) du

2 3 4
%i +<%—u’>i + (u’+%>k + ¢

siendo ¢ = ¢;i + ¢5j + c3k con ¢y, ¢,, cy escalares arbitrarios.

' w?, u* . u? ! 1, 2, 5
(b) f Fu)duw = ':?1 +<-3——u">1 + <u3+-z- k]o = i — g3+ 1k

0

N

10. La aceleracion de una particula en el tiempo ¢ > 0 viene dada por a = % =e'i + e% + k. Siparat = 0, el despla-

zamientoesr = 0 y la velocidad es v =i + j, hallar r y ven el instante ¢.

v = Iadt = iJ e‘dt+jIe"dt+kJ dt

= ei+ i+ tk +
Parat = 0: v=i+lj+e =i+}j vy ¢; = 4j. De donde

v = ¢€i+ 1!(c“+l)j + tk
y ro= [ vt = e (et 05+ 30K+ o
Parat =0 r=i+1j+ea=0 y e = Vi—}j. Por tanto,

ro= (e - Di 4+ (e fe— 1 + 4tk
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11. Hallar el trabajo realizado por una fuerza F = (x + y2)i + (¥ + x2)j + (z + x))k para desplazar una particula desde
el origena C(1,1, 1)

(a) alolargo de la recta OC
(b alolargodelacurva x=1¢, y=1z=¢
(¢) alolargo de las rectas O a 4(1,0,0), 4 a B(1,1,0), Ba C.

F-dr = [(x +yoi+(+ x2)j + (z + xp)k] - [idx + jdy + k dz]
= (x+y)dx +(y + x2)dy + (z + xy) dz
(@) Paralarecta OC,x =y=zy dx =dy =dz.

La integral a calcular es

W= I(l'l'l)F-d - 3J':(x+x-)dx = [(%x'-{-x’)]: = %

{0, 0 0)

b Alolargodelacurva: x=t, dx=dt, y=1, dy=2dt; z=1,dz=3'dt. En0,¢t=0; yenC, 1t =1.

1
W = j @+ dt @+ 92t dr+ (22 + )3 dt
®

i 3]‘ 5
. 7

2 1
= 3 s =1l_pp Py ) el )
I.(’+2' + 9% di [21 +og ittt
(c) DeOaA: y=z=0,dy=dz=0y x varfadeOal.
DedaB:. x=1,z=0,dcx=dz=0¢ yvarfadeOal.
DeBaC: x=y=1,dx=dy=0yzvarladeOal.

1 ' 1
Ahora bien, para la distanciade O a 4, W, = I xdx = %; para la distanciade 4 0 B, W; = I ydy = —12—;
[ ] 0

1
para la distancia de Ba C, W; = I (z+ Ddz = % Por tanto, W = W, + W, + W; = 5/2.
[ ]

En general, el valor de la integral curvilinea depende del camino de integracion. En este caso, sin embargo, no es
as{, es decir, el valor de la integral resulta independiente del camino de integraciéon. Se demuestra que una integral

curvilinea I(f,dx + fidy + f,dz) es independiente del camino de integracion siempre que exista una funcion
c
#(x, y, 7) tal, que
d¢ = frdx + frdy + [ dz

Obsérvese que el integrando de este problema es
(x+y2)dx +( + xDdy + @ + xp)dz = d{}(x* + »* + % + xyz}

Problemas propuestos

ds ds i
12. Hallar r y 7’ siendo:

@ s=0+Di+P+:+D+EE+1*+1t4+ 0k
b)) s =ie‘cos 2t + Je'sen 2t + 1’k
Sol. (@) i+ @+ Dj+ Q@+ 2t + 1k; 2+ (6t + 2k
(b) e'(cos 2t —2sen 21l + e'(sen 2r + 2 cos 21)j + 2tk
e'(—4 sen2r — 3 cos )i + e(—3 sen 2t + 4 cos 21)j + 2k

13. Siendo: a = ui + u*j + v’k, b =1icos v + jsen u, ¢ = 3u*i — 4uk, calcular, en primer lugar, a“b, a X b, a-(b X ¢),
a X (b X ¢) y hallar sus derivadas. Aplicando luego las formula directamente, hallar las derivadas.
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14, Una particula se mueve a lo largo de la curva x = 3¢, y = 2 — 2¢, z = £, siendo ¢ el tiempo. Hallar: (@) los mddulos
de la velocidad y de la aceleracion en el instante ¢ = I, (b) las componentes de la velocidad y de la aceleracion, en dicho

instante ¢+ = 1, en la direccién del vector a = 4i — 2j -+ 4k. Sol. (a) |v| = 3\/3, la] = 24/19; (b) 6, 22/3.

15. Hallar, mediante el calculo vectorial, las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas del Problema 11,
Capitulo 59.

16. Resolver el Problema 12, Capitulo 59, aplicando el caiculo vectorial.

17. Demostrar que las superficies x = u, y =5u— 3, z=vyx=u, y=v, z= 4L son perpendiculares en
}’(l’ 2: ])- U —v

18. Hallar, aplicando el cdlculo vectorial, las ecuaciones del plano tangente y de la normal a la superficie.

(@) x=u, y=v, z=uv en el punto (u, v) = (3, —4).

b x=u y=v z=u*—vtenelpunto (u,v) =(2,1).

Sol. (@) 4X —3Y + Z—12 = 0, X__43 - Y;H =Zil'2
X—2 Y—1 _Z-—3
-4 2 1

b)4Xx —2Y -2 -3 =0,

19, (a) Hallar las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del Problema 2 en el punto dado.

(&) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificantea x =2t — 1, y =, z=2t + f*en t = 1.
Sol. (@ 3 X—3Y+Z—1=0,11X4+8Y—92—10=0
X+2Y—-Z=0Y+2Z—-7=0,5X—-2Y+Z—6=0.

20. Demostrar que la ecuacién del plano osculador a una curva en P viene dado también por

(R——r)-(% x%)=0

21. Resolver los Problemas 16 y 17, Capitulo 60, aplicando el cdlculo vectorial.

B

Calcular I ’ F(u) du, siendo

(@ Fuw)=ui+ @l —2j+3k; a=0,b=2
b Fu)=e'i+e ™+ uk;a=0b=1
Sol. (a) 4i + 4j + 6k, (b) (e — 1)1 + $(1 —e~?)j + ik.

23. La aceleracion de una particula en funcién del tiempo viene dada por a = % =@+ i+ s+ @*—2)k. Si para

t = 0, el desplazamiento es r = 0 y la velocidad es v = i —k, hallar v y r en funcién del tiempo ¢.
Sol. v=@2+ s+ Di+ i+ @P—2r—Dk, r=F2+ 3+ i+ S+ (St — 1 — 0k

24. En los casos siguientes, calcular el trabajo realizado por la fuerza dada F para mover una particula desde 0(0, 0, 0)
aC(l,l,1)alolargode(i)larectax =y =z, (ii)lacurvax =1, y = 1%, z = £, (iii) las rectas desde O a A(1, 0, 0),
AaB(1,1,0). BaC.

(@ F=xi+ 2y + 3zk

b F=(+di+x+2h+&+»k

© F=(x+xyi +(y + x2)j + (z + x"»)k
Sol. (a) 3, (b) 3, (¢) 9/4, 33/14, 5/2.

25. Siendo r = xi + yj + zk, demostrar que (@) divr = 3, (b) rotr = 0.
26. Si f= f(x, y, z) tiene derivadas parciales de al menos orden dos, demostrar que

@ VXV=0, V- (VxX/)=0, (c)V-vf=(aa;, + ;, + :;,)f.




Capitulo 63

Integrales doble e iterada

b
LA INTEGRAL SIMPLE, j f(x) dx, de una funcién y = f(x) continua en el intervalo finitoa < x < b
del eje x, se definié en el Capitulo 33 de la forma siguiente:

(@) se divide el intervalo dado, @ < x < b, en n subintervalos, h,, A,, ..., h,, de amplitudes
A,x, Ayx, . . ., Axx, respectivamente, siendo 4, ¢l mayor de los Agx.

L]
(b) seeligen los puntos x, en h;, xgen A, . . ., xy €n A, y se forma la suma 2 S(xx) Awx
kw1

(¢) se hace crecer el miimero de subintervalos de forma que 4,— 0 cuando n— oo,

d) f fa)de = lim 3 fl@) .

n~t+tw k=1

INTEGRAL DOBLE. Consideremos una funcién z = f(x, y) continua en una regién finita R del plano
x0y. Dividamos esta region (ver Fig. 63-1) en n subregiones Ry, R,, . . ., Ry, de &reas A4, 4,4, .. .,
A.A, respectivamente; en cada subregién R, tomemos un punto Pi(xx, yx) Yy formemos la suma

kgl f(xk, 'yk) ArA = f(a:l, yl) AA + f(xz, 'y'z) AsA + -+ + f(m"’ yn) AnA (1)

Definimos el diametro de una subregién como la mayor de las distancias entre dos puntos cuales-
quiera, interiores o en la periferia, de ella y llamemos 4, al maximo didmetro de las subregiones.
Si suponemos que el niimero de subregiones crece de forma que 4,— 0 cuando n— oc, se define
la integrai doble de la funcién f(x, y) en la regién R, por

ff femda = tim ¥ f@am ana @)

netw k=1

(zlr yﬁ)

Fig.63-1 Fig. 63-2
Si z = f(x, y) no se hace negativo en ningin punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2)
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(xx, yx) 4xA de (I), representa el
volumen de una columna vertical de bases paralelas de area AxA y altura z,, medida sobre la ver

305
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tical levantada desde el punto elegido P, hasta la superficie z = f(x, y). También representa, aproxi-
madamente el volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregién Rx y la
superior, la proyeccion de Ry sobre la superficie. Asi, pues, (/) es una aproximacién dél volumen
«limitado por la superficie» (es decir, el volumen cuya base inferior esta situada en el plano xOy
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al eje z que se apoya en
el contorno de R) y (2) es una medida de dicho volumen.

El calculo de una integral doble, por simple que sea, a base de ir realizando sumas presenta
muchas dificultades y no lo emplearemos en este libro.

INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como en la seccién anterior, y supongamos
que el contorno de R es tal, que toda recta paralela al eje x, o al eje y, no corta a la superficie en
maés de dos puntos. Tracemos (ver Fig. 63-3) las tangentes x = ay x = b al contorno y sean Ky L
los puntos de tangencia, y las tangentes y = ¢ ¢ y = d siendo M y N los puntos de contacto o res-
pectivos. Supongamos que la ecuacion del arco LMK sea y = g,(x), y la correspondiente al LNK,

Y = gy(x).

Dividamos el intervalo @ << x < b en m subintervalos, hy, 4,, ..., hm, de longitudes, A,x,
Ayx, ..., Amx, y tomemos en ellos los puntos x = &, x = &,,..., x = &m—; (como se hizo en
el Capitulo 33). Asimismo, dividamos el intervalo ¢ < y < 4 en n subintervalos, kj, kg, . . ., ka,

de longitudes, 4,y, 4;y, ..., 45y, y tomemos en ellos los puntos, y =%, ¥ = gy . . s ¥ = Y-y,
Sean A y u, las longitudes de los mayores intervalos 4,x y A,y respectivamente. Trazando las
series de paralelas x = &, x = &,, .., x =&m—y € Yy =13, ¥ = N3, . . ., ¥ = Na—1, habremos divi-
dido la regién R en un conjunto de rectangulos R,; de areas 4,x * 4,y y en otro conjunto de rectan-
gulos incompletos que ignoramos. Si en cada subintervalo A; elegimos un punto x = x;, y en cada
uno de los &, otro y = y;, en cada subregién Ry, quedara determinado un punto Py(x;, y;). A cada
subregién Ry se le puede asociar, mediante la ecuacién de la superficie, un nimero-z;; = f(x;, y;)
con lo que formamos la suma

> | f(x, y5) Aix = Ay (3)

Esta expresion (3) es un caso particular de la (/), ya que si se aumenta indefinidamente el nu-
mero de rectingulos de forma que, tanto 4» como u, tienden a cero, el limite de (3) coincide con
la integral doble (2).

Fig.63-3



CAP. 63] INTEGRALES DOBLE E ITERADA 307

Para hallar el limite anterior se elige uno de los intervalos, por ejemplo A, y se considera la
suma :

{’:El f(x:, ¥) A;y} Aix, (i fijo)

que es la contribucién a la suma total de todos los rectangulos en los que una de las dimensiones
es igual a A, es decir, la contribucién de todos los rectangulos situados en la iésima columna.
Cuando n-» + o0, u.— 0y, en consecuencia,

. n . 7 ' 3 J’ FRED)
"Hr& {5;1 f(xs, ¥5) A,yJL Aix = 1 f, - f(z,¥)dy } Aix
= ¢(®) A

Sumando ahora las m columnas y haciendo tender a m — + oo, tendremos

m b
lim 3 4w = f #(%) d

me— 4w {=
b 89(x) b 92(1)
- f [f f(fv.y)dy]dx =ff f(z,y) dy do
a g(x) a a(x)

Aunque en lo sucesivo no emplearemos el corchete, se debe sobrentender siempre que la férmula (4)
indica que hay que calcular dos integrales simples definidas, en un orden determinado: primero,
la integral de f{x, y) con respecto a y (considerando x constante) entre los limites y = g,(x), contorno
inferior de R, e y = g, (x), contorno superior de R y, a continuacién, se halla la integral de este
resultado con respecto a x entre los limites x = g, punto extremo izquierdo de R y x = b, punto
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida.

(4)

Se deja como ejercicio el calculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribucién de los
rectangulos de cada columna y, después, la de los rectangulos de todas las columnas, obteniéndose

la integral iterada equivalente
d h2(y)
7t deay | ®)
c h

1w

siendo x = hy(y) y x = hy(p) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente.

En el Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada () es una me-
dida del volumen. Para el calculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6.

La mayor dificultad en el planteamiento de las integrales iteradas de los capitulos posteriores
es hallar los limites de integracion correspondientes a la region R. Aqui hemos considerado para
el razonamiento una regién muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son mis complicadas.

Problemas resueltos

1. Supongamos que z = f(x, ¥} es una funcién continua no negativa en la region K del plano xOy cuyd contorno cstd
formado por los arcos de dos curvas y = g{x) ¢ ¥ = g:,(x) que se cortan en los puntos X y L indicados en la Fig. 63-4.
Se trata de hallar el volumen V limitado por esta superficie.

Sea x = x,, siendo a < x; < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos S[x;, Z:(x)] ¥ Tix,£:(x)],
y a la superficie z = f(x, y) segin el arco UF a lo largo del cual z = f(x,, »). El drea de la seccion STU¥ es

92(15)

Ax) = f(zi, y) dy

h g, (xy)
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Asi, pues, el area de las secciones determinadas en
el volumen por planos paralelos al yOz son funcio-
nes conocidas

92(*)
AR = f f@ ) dy

01(%)

de x, distancia del plano de seccidn al origen. Seguin
lo dicho en el Capitulo 36, el volumen pedido serd,

v

It
-] ,

kS
~—
8
e
P
R

S [ S ., faw av | dn

Esta es la integral iterada de la ecuacion (4).

1 ] 1 2 X
- = -z = E:—z—’ = l
2. J; J;dyd:v = J;I:y:l’.dx = J; (x — 2*) dx = [2 3]0 2
] 3y s W . \
- 1 _ _ -
3. +y)dedy = <_ . )] w = (epay = 21"]
J: y wrndndy J: 2‘7 “ ¥ Y J: 1
3 x3+x ! s Bex .
' = 8
¢ .[‘ ‘[z’—: » dy d = J;x (xy):lu,_’d” = Il(3'+x -2+ 22)dz =

a  cosd - 1 cos 8 1 r
5. f f psengdodse = f (Ep'seno)] de = Ef cos® ¢ sen ¢ do
° 0 0 o °
“Lloge)l = 1
g co8 ] A = 3
m/3 adconl s 1 4cos @ T/
6. f f pPdode = f (E p‘):l de = f (64 cos'e — 4) de
] 0 2

30 , sen2p , sendg e
[64 <T + —4— + T) - 40]0 = 107

7. Mallar f f dA siendo R la regién del primer cuadrante limitada por la pardbola cibica y* — x® y Ia recta y — x.
R

La recta y la pardbola se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 1), que son los valores extremos de x ¢ y en la regién R.

(1,1 [$9))

Fig. 63-5 Fig. 68-6
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Solucién 1. Integrando primero por franjas horizontales (ver Fig. 63-5), es decir, con respecto a x, desde x == y
{la recta) hasta x = y¥2 (la paribola), y después con respecto a y, desde y == 0 hasta y -= 1, resulta:

a1l ”2/.'1 1 ‘3 1 1 1
R o v [ v u 0

Solucién 2. Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con respecto a y, desde y == x¥?
(la pardbola) hasta y = x (la recta), y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 1, se obtiene

1 ¥ 1 t
[f dA = f J dyde = I‘ (x —x")ydxe = {(l x? - 2".3;5/2 =
VR 0 v Vo 2 5

1
10
8. Hallarffd/l siendo R la regidon comprendida entre y = 2x e y = x?, situada a la izquierda de x = 1.
R
Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos

1 W25 1
ff dA = f J dydx = f @2z~ =z dx = —g—
R [} x2 0

Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integrales iteradas. Llamando R, a’
la parte de R situada por debajo de 4B y R, la situada por encima de AB, tendremos

eV e 5 .1 9
ff dA = ff dA + fdA = j f dedy + j J dedy = 15 +3 = &
R Ry R ] y/2 1 y/e

Y v=2x V y=2z
(1,2) y=z*

[

O G~

17 (0]

Fig. 63-7 Fig.63-8
9. Hallar J‘J.x’ dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la hipérbola xy = 16 y lasrectas y = x,y = 0
R
y x = 8 (Fig. 63-9).

De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regiones y calcular una integral iterada en cada una
de ellas. Llamando R, a la parte de R situada por encima de la recta y = 2 y R, la situada por debajo, tendremos

- W1 16/y a2 .8
Ifzsz ff:csz + ffxsz - I f dedy -+ ] j 2 dz dy
th ‘Rl Rz‘ 79 ¥ * 0 Y v

vd 3 2
= %l %—y3>dy+§‘] & —-v)dy = 448
] 0

Y

Se deja como ejercicio dividir R por la recta x = 4 y obtener

ERpre ] ~8 16/=
ff x*dA = f j x*dy dx + I f rPdydx
R o Yo Y 0

y /
Y
.4 @0
R =
S S . (L 0 .
X
O Rs x

Fig. 63-9 Fig. 63-10
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1 3
10. Hallarf J‘ e* dx dy invertiendo, previamente, el orden de integracién.
¢ 3y

La integral dada no se puede hallar directamente porque fe"' dx no es una funcién elemental.

La regi6n de integracion R estd limitada por las rectas x = 3y, x = 3 e y = 0. Para invertir el orden de integracién,
integramos primero con respecto a y, desde y = 0 hasta y = x/3, y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 3,
Asi pues,

1 3 3
f f etdedy = f f e* dy dx
0 3y

[} []
3 /3 3
1 | = Llip_
= f e’iy:l: da: = —3-f e’sft dz = 'é'e":lo = E(G' 1)
0

Problemas propuestos

11. Hallar las integrales iteradas:

1 a1 ~ - , .

(a) J‘:’ J: dedy = 1 (g) J: J; xe¥ dy dx

b) J: J: (z+y)dedy = 9 (k) f‘ f‘_' ydxdy = %

{c) J" Jd (v*+y')dy dz = %g (@) J“" e Jﬂ e pdpde = 3
r V1 0 0

(d) J: J:: vy'dy dx = % ;) JJm J‘n ptcosddpds = %

.7

2 3 w4 tag 9 secH 1
(e) f J z/y*dz dy = 7 (k) f _f pPcogtadods = 30
1 ] 0

il

]

[\

I
-

1-cosf

0 ff‘ﬁ(y+y’)dydx = % () fmfo peostadpde = %#

12, Hallar, mediante integrales iteradas, las siguientes integrales dobles, efectuando la integracién en los dos 6rdenes en los
casos que sean posibles, :

(a) de x, en la regién limitada por y = x* e y = x%, Soi. 1/20

(b) dey, en la regi6n de (a). Seol. 1/35

(¢) de x* en la regién limitada por y = x, y = 2x vy x = 2, Sol. 4

(d) de 1, en la regién del primer cuadrante limitada por 2y — x*, y = 3x y x + y = 4, Sol. 8/3; 46/3

(2) de y, en la region por encima de » = 0 limitada por yt = 4x ¢ y' = § =, Sol. 5

(f) de 1 en la region del primer cuadrante limitada por x? = 4 — 2y. Sol. 4
VIy—p

13, En los Problemas 11 (a)-(k), invertir ¢l orden de integracion y hallar las integrales iteradas que resultan.



Capitulo 64

Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas

ARYEA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En el caso de que f(x, y) = 1, la integral de-
finida en el Capitulo 63 adquiere la formajzj‘ dA,que, en unidades de volumen, es el correspon-

R
diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representa el area de la regién R.

(Ver Problemas 1-2.)

ny(8)

8
En coordenadas polares, 4 —= j‘ f dA = f f pdpdf, donde 0 = a, 6 = B, o, (9),
R a 91(0)

y 04(0) se toman de forma que quede recoriida la regiéon R.
(Ver Problemas 3-5.)

CENTRO GEOMETRICO. Las coordenadas (%, %) del centroide de una regién plana R de 4rea

A = J‘f dA satisfacen las relaciones
N AE=M, y A-§=M,
o :z-ffdA:ffdi y ﬂ-ffdA=fydA
R R R R

(Ver Problemas 6-9.)
EL MOMENTO DE INERCIA de una regién plana R con respecto a los ejes coordenados viene dado por

I = ffyﬂdA e I, = ffodA
R R

El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por el
origen y es perpendicular al plano del area) de una regién plana R viene dada por

Iy = I.+1, = ff (z2+9y?) dA
? (Ver Problemas 10-12.)

Problemas resueltos

1. Hallar el 4rea limitada por la pardbola y = x* y la recta y = 2x + 3. ' ¥ @.9)
Trazando franjas verticales (ver Fig. 64-1), tenemos

[TTY ]

t:]
A = J'f dy dz
-1 Fe ]

3
= f (2x + 3 —x%) dz -1
-1

32/3 unidades de superficie

It

Fig. 64-1
311
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2. Hallarel dreca comprendida entre las pardbolasy® =4 —x¢)y® = 4 — 4x,
Integrando por franjas horizontales (ver Fig. 64-2) y teniehdo en

cuenta la simetria que se observa en la figura, v
s g 0,2)
A = 2f f dx dy
o 1-y2/4
2 4 H x

= 2 [a-v— - 1say 5

02
= of a-ta

0
= 8 unidades de superficie. 0, —2)

Fig. 64-2

3. Hallar el area exterior a la circunferencia ¢ = 2, e interior a la cardiocide
0 =21 4+ cos 0),

Dada la simetria, el drea pedida es igual al doble del area barrida al
variar @ desde 8 = 0 hasta § = }=n. Asi pues,

/2 2(1 + cos 0) ™ 2(1 + con0)
2f f pdods = 2f Epi, de
[} 2 ° ’

A

w2
4f (2 cos 9 + cos? @) do
1)

‘ e
4 [2 seng + %0 + %sen 20] = (r + 8)unid.de sup.
[1]

4. Hallar el area interior a la circunferencia ¢ = 4senf y exterior a la
lemniscata ¢® = 8cos 2 6.

El area pedida es igual al doble de la correspondiente del primer
cuadrante limitada por las dos curvas y la recta § = 4z. Obsérvese que el
arco A0 de la lemniscata se genera al variar 8 desde 0 = 7/6 hasta 8 = n/4,
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 0 desde
f# = n/6 hasta 8 = =/2. Este area conviene dividirla en dos partes, una
por debajo y otra por encima de la recta 8 = z/4. Asi, pues,

T4 40en 6 T/2 4oen 0
2f f dode + 2f f dp do
2V 2cos 260 pae 0 poe

A =
/6 e
e w2
= f (16 senz@ — 8 cos 26)de + f 16 sen® ¢ de
w/e me
= (§2 + 44/3 — 4) unidades de superficie
+ 0
§. Hallar N = f e~ dx.
0
+o + o0 v
Como f e-*dx = f e~v dy,
[] 0

+a + 0
N = j e dx 'f e dy
° o
* % +a
= J‘ f e~ de dy = J‘J‘ruu,hm
0 1] B

Pasando a coordenadas polares (x! + y* = @', dA = p do d9),

/2 + o w2 a 1 /2 e
N2 = f f et pdpde = f { lim (—&e—ﬁz)] }dﬁ = = f de = —
0 0 o a=+o o 2J, 4

y N =v=/2

Fig. 64-5
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6. Hallar el centro geométrico del area plana limitada por la pardbola y = 6x — x*
y larecta y = x. ¥

A = {fdA _ J:j 125

gr—z2

5
dydx = f (bx —x¥)dx = 6
[}

8z - 12

5 5
625
My:jfxd(l :f f x dydx :f (5x2—x’)dx 2*1?
R o = 0
5 J6x—2? {(5,5)
M. = ffydA = f f y dy dx
R o *
8 625
= 2 (Ga-aty - hax = %P
2 x
0 .
s .M 0 \
Luego, £ = T’ =5 g = 4 = S, y las coordenadas del centro geo-
métrico son (3, 5). Fig.64-6
7. Determinar el centro geométrico del drea plana limitada por las pardbolas y = 2x — x'e y = 3x? — 6x.
2 2¢— a2 2 16 V
A = ffdA = ff dydzx = f (8x — 4x?) dx = 3
R [] 322 -6z 0
2 25—z 2 16 o 2,0 X
M, = ffdi :f f x dy dx =f (8x* — 4% dx = 3
R 0 3zl -6z ]
2 25— x2
M, = ffydA = ff y dy dx
R 0 3a2-6x
1 ¢ 64
= 3 f {2 — «¥)? — (32> —6x)}dx = — 15
o Fig. 64-7
M, 4 .
Luego, £ = —A;i =1,9 = T’ =—3 el centro geométrico es el pun-
to(l,—4).
v
8. Hallar el centro geométrico del drea plana exterior a la circunferencia ¢ = 1 ¢ in-
terior a la cardioide ¢ = 1 4 cos 8. (Ver Fig. 64-8.)
De la figura se deduce que y = 0 y que es la que corresponde a la mitad
situada por encima del eje polar. Para esta ultima édrea,
z

/2 1+cosf
A = f dA = f f p dp de o
1] t

R

mie
= %f {(1 +coss) —1%Yds = m+8
0

8
1+cosl

w2
M, = ffdi = f f (pcos8)p dp de
L) ¢ 1

1 ™ Fig. 64-8
= -§f (3cos*s + 3cos® e + cos*e) ds
[}
173, . 3 se . 3. .1 1 ™ 1B+ 32
— 3|:§o +Isen2ﬂ+356na scn a+88+zsen28+3zsendal = &

157 4 12 )

Las coordenadas del centro geométrico son (m 8

9. Determinar el centro geométrico del rea intetior a ¢ = sen @ y exterior a ¢ = 1 — cos 8. (Ver Fig. 64-9.)

/3 . send 1 /2 4 —
A = ffdA = J f pdpde = —f (2cosé — 1 — cos28)ds = 7
2 4
R 0 1 - cos 0
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wie
M, = ffdi f f (pcos 8)p dp de ¥

—cos @
/3 l
= 3f (sen®¢ — 1 + 3cosd — 3cos’d + cos’8)cosé db
_ 157 — 44 x

T/ senf
M., = ffydA = f f (p sen @) p do dé
[] 1—conB
7 .
= 3J (sen®*# — 1 + 3cosd — 3cos’e + cos®g)seng ds

3r —4 Fig.64-9

48

15n —44 3n—4
124—n)’ l2(4--n))

10. Hallar L, I, ¢ I, del 4rea limitada por el lazo de y* = x*(2 — x). v
3 xVe-z 2
A = f dA = Zf f dydx = 2f V2 —x dx o
R 0 [ ] 00 J_ 0
° 32\/2
= —-4f (222 —29dz = —4 I:% 2 — %25] = 5
Ve Ve

Las coordenadas del centro geométrico son (

haciendo el cambio 2 — x = r8, Fig. 64-10
2 zVi-=x 2 3
I. = ff yrdAd = Zf f ydydx = 3 f x}2 — x)¥*dx
a o Y ° . /3
4 ' 418 12 2 1 2048v2 64
== (2—2)2'dz = ——[—z’——z’+—z’——z“] = —mr— = 9314
3 Ny 3|5 7 3 11 Jz 3465 231
2 zVe-=z 3
I, = ffx’dA = 2f f P dydx = 2f V2 —x dx
R ° L 0
0 ¢ 242
= —4f 2—2)%%dz = —4 [gz“ = %z‘ + %z’ —%z’] = I—OBW\/: = %A
Vi '
_ 13312y/2 416
I = I. + Iy W = EI—A .
11. Hallar I, I, e I, del irea del primer cuadrante exterior a la circunferencia p = 24 ¥
e interior a l1a circunferencia ¢ = 4acos 8.
™3 4a cos O z
A = f dA f f p dp do w
T
2- +3v3
= f {(4a cos 8)* — (2a)t}ds = 1——3—[—0.’
2 Fig. 64-11
™3 1acon 1 w43
L= ffwan = {f wenareddr = 7 (Hacose) = @Ysente ds
R (] fa 0
ma + 93 47 +9V3
= 4a‘f (16 cos*# — 1)sen* 6 dg = ér—s-ECt‘ = —iaﬁfi
2(2r + 3V/3)
T3 1a coxn @l
12» + 11 12y + 11y3
L, = ff z'dA = f J (peosé) pdpile = "T\Ea‘ = Ma’x‘l
. o Yo 2(2r + 3V/3)
] 2 213
o= L+q = DAV Be42VE

3 2 +3V3
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

‘Hallar I, 1, e I, del &rea del circulo ¢ = 2(sen 6 + cos 6).

Como x* + y* = o,

%ﬂ- 2(send + cos )
I, = f (£ +yH)dA = f% f prpdpde
1%

B

= 4J {sen¢ + cos ) ds

_1,,-
= a3 = cos2s — Leends| = e =
= 2 cos 8 = T =

-4

34

De la Fig. 64-12. se deduce que I, = I,. Luego I, = I, = }I, = }A.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS

Fig. 64-12

Problemas propuestos

Hallar mediante una integral doble las dreas siguientes:

(@) lalimitada por3x + 4y =24, x =0,y = 0. Sol.
(b) lalimitadaporx +y=2,2y=x+ 4,y =0. Sol.
(¢) la limitada por x* = 4y, 8y = x* + 16. Sol.
(d) la interior a @ = 2(1 — cos 0). Sol.
(e) lalimitada por ¢ = tag@sec @y 0 = 7/3. Sol.
(f) laexterior a ¢ = 4 ¢ interior a ¢ = 8 cos 0. Sol.

Determinar el centro geométrico de las dreas siguientes:

(@) la del Problema 13(a).

(&) la del primer cuadrante del Problema 13(c).

(c) la del primer cuadrante limitada por y* = 6x, y =0, x = 6.
(d) lalimitadapory* =4x,x*=5—2y,x =0,

(f) la del Problema 13(e).

(g) la del primer cuadrante del Problema 13(f).

ff rawaa =

Hallar I, e I, de las 4reas siguientes:

(a) la del Problema 13(a). _
(v la limitada por y* = 8x y la ordenada del punto x = 2.
(¢) lalimitadapory =x'ey =1x.

(d) lalimitadapory =4x—x'ey = x.

Hallar 1, e I, de un lazo de g* = cos 26,

Hallar I, de las dreas siguientes:
(a) unlazo de ¢ = sen 26. Sol. 34 »)

24 un
6 un.

. sup.
sup.

32/3 un. sup.
67 un. sup.

V3

un, sup.

8(8= + 4/3) un. sup.

Sol.

Sol

Sol.
Sol.

Sol.

Sol. (8/3,2)

Sol. (3/2, 8/5)

Sol. (18/5,9/4)

Sol. (13/40, 26/15)

(e) la del primer cuadrante limitada por x* —8y + 4 =0, x* = 4y, x = 0. Sol. (3/4, 2/5)

Sol. (3V3, 6/5)

167 + 64/3 22
‘\224+3v3 22+3v3

1 (P 8 90
Demostrar que si _f [0%(6) — 97(0)] do = f f pdpde = ff dA, se verifica
2 o o - R

Sol.

315

f flpcos e, psens) p dp do

R

124

[

I.—64, I, =#A
L1, =184, 1,
IL.=gA 1,

la limitada por g = 1 + cos 0. Sol. 334



Capitulo 65

Volumen limitado por una superficie
Integral doble

EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuacion z = f(x, y), o bien z = f{p, 0), es
decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior estd en la superficie y la base inferior

en el plano xQy, viene definido por la integral doble V = j‘jadA siecndo R la regién que consti-
tuye la base inferior de la columna.

Problemas resueltos

1. Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z =0y z = x + y + 2 e interior al cilindro
x? + y? = 16,

De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z = x -+ y + 2 segun el cuadrante del circulo x* -+ ) = ]6 en el
plano xOy. Por consiguiente,

4 ~vie-a2 4 — :
Vv = ffsz = f f (z+y+2)dyde = f (x\/16—x2+8—%_,x‘+2\/16—:t’)d:c
A .

] 0

= [—% (16 —29)¥* 4+ 8x — — + x\/16 — * + 16 arcsen 5 :l (1—2§ + 87r> unidades de volumen

z

Fig. 65-1 Fig. 65-2

2, Haliar ¢l volumen limitado por el cilindrox* + y* = 4 ylosplanosy + z=4yz = 0.

De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar z = 4 — p segin el cuadrante del circulo x* 4+ y* = 4 ¢n el pian-
no xOy. Por consiguiente,

f J‘ (4—y) dedy = 2f f (4 y)dz dy = 167 unidades de volumen
4~ y’ !

316
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3. Hallarel volumen limitado por el paraboloide x? + 4y* == z, el plano z = 0 y los cilindros y? = x y x* = y(ver Fig. 65-3).

El volumen pedido se obtiene por integracién de z == x® + 4y% en la region R comun a las pardbolas * = xyx? = y
en el plano xOy. Por consiguicnte,

v ' s NV 3
vV = f f (r*+ 4yt dy dz = f (x’y + 51;’)] dxr = 7 unidades de volumen
o x2 =2

4. Hallar el volumen de la porcion de cilindro 4x2 + y* = g® comprendida entre los planos z = 0 y z = my (ver Fig. 65-4).

E! volumen se obtiene integrando z = my segin la mitad de la elipse 4x* + y* = a®. Asi pues,

a/s s a/e Vel—az2 ma’
Vv = 2f f my dy dex = fmf y’:l de = 5 unidades de volumen
[ ] 0 0

]

(§0.0,0) 4

Fig.65-6

Fig.65-4 Fig. 65-5

5. Hallar el volumen limitado por el paraboloide x2 + y* = 4z, el cilindro x® + y* = 8y y el plano z = 0 (ver Fig. 65-5).

El volumen nedido se obtiene integrando z = }(x® + y?) segin el circulo x® + y® = 8y. En coordenadas cilindricas,
el volumen se obtiene al integrar z = }¢* en el circulo ¢ = 8 sen 6. Por tanto,

T 8sen 8 1 C g 8eend
v = ffsz = ff wdpds = fo ot dp de
R [ o 0 []

T 8een 8 L
= %f p‘:l de = 256J' sen*sd d8 = 967 unidades de volumen
0 [ 0

6. Hallar ¢l volumen que s¢ ¢limina cuando a una ¢sfera d¢ radio 2a s¢ l¢ practica un taladro de radio a de forma que ¢l
eje del orificio sea un didmetro de la esfera (ver Fig. 65-6).

De la figura sc deduce que ¢l volumen pedido es igual a ocho veces ¢l correspondicnte al del primer cuadrante
limitado por el cilindro g* = &%, la esfera p® + 2! — 44® y el plano z = 0. Este dltimo volumen se obtiene integrando

z = v/4a® — p* en un cuadrante del circulo ¢ = a. Por tanto,

/8 o /8
Vv = Sf f Vi —plpdpds = %f (8a® — 3V/3aV)ds = %(8 — 8V/3)a’ unid. de vol.
(] [ 1] 0
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Problemas propuestos

7. Hallar el volumen limitado por 9x? + 4y* -+ 36z = 36 y el plano z = 0. Sol. 37 unidades de volumen.

8. Hallar el volumen limitadp por z = 3x y por encima del drea del primer cuadrante limitada porx =0,y =0, x = 4,y
x? 4 y* = 25. Sol. 98 unidades de volumen.

9, Hallar el volumen del primer octante limitado por x* + z =9,3x + 4y =24, x =0,y =0y z = 0.
Sol. 1485/16 unidades de volumen.

/
10. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por xy =4z, y = xy x = 4. Sol. 8 un. vol.
11. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por x2 + y2 =25y z = y. Sol, 125/3 un. vol.
12. Hallar el volumen comiin a los cilindros x% 4 y? = 16 y x* 4 2% = 16. Sol. 1024/3 un. vol,

13. Hallar el volumen del primer octante interior a y? 4+ z% = 9 y exterior a y* = 3x,  Sol. 27a/16 un. vol.

14. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por x2 + 22 =16y x —y = 0. Sol. 64/3 un. vol.

15. Hallarel ;/olumen delantede x = O0ycomunay® + z2 = 4ey? + 2t + 2x = 16. Sol. 287 un. vol.

16. Hallar ¢l volumen interior a ¢ = 2 y exterior al cono z? = g2, Sol. 3273 un. vol.

17. Hallar ¢l volumen interior a y2 4+ 22 = 2 y exterior a x® — y* — z%? = 2, Sol, 87(4 — 4/2)/3 un. vol.
18. Hallar el volumen comiin a ¢* + 2z = a®y o = asenf. Sol. 2(3n — 4)a®/% un. vol.

19, Hallar el volumen interior a x* + y® = 9, limitado inferiormente por x + y? + 4z = 16 y superiormente por z = 4.
Sol. 817/8 un. vol.

20. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x* + y® = 4z y el plano z —y = 2. ASol. 9m un. vol.

21. Hallar el volumen generado al girar la cardioide ¢ = 2(1 — cos #) alrededor del eje polar.

Sol. V =2n JJ y odp dd = 64n/3 un. vol.

22. Hallar el volumen generado al girar un pétalo de ¢ = sen 28 alrededor de su eje. Sol. 327/105 un. vol.

23. En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de seccidén cuadrada de lado igual a 2 (unida-
des de longitud), siendo su eje un didgmetro de la esfera. Demostrar que el volumen ¢liminado ¢s %(Zﬁ—l— 197
— 54 arc tagy/2) unidades de volumen,



EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO sc efectian las operaciones siguientes: (1) Se

1.

Capitulo 66

Area de una supefficie

Integral doble

proyecta el arco sobre uno de los ejes coordenados determinando un cierto intervalo sobre el eje

y (2) se integra la funcion ] 1+ (%), st la proyeccion se realiza sobre el eje x, 0 bienl/l + (a’
x

si la proyeccion se realiza sobre el eje y, en el intervalo anterior.

Para calcular el area S de una porcién R’ de una superficie z = f(x, y) se sigue un procedimiento

analogo:

(1) Se proyecta R’ sobre uno de los planos coordenados determinando una regién R en dicho

plano.

(2) Se integra, en la regién R la funcién

2 2
0z oz .
S = ff Jl + (%) + (@) dA, si R’ se proyecta sobre xOy
R
ox : . 2
X .
§ = _{f \/1 + (55) + (a_z> dA, si R’ se proyecta sobre yOz

Q| @
S

4

SR

2 2
) + (a_y> dA, si R’ se proyecta sobre zOx

Problemas resueltos

Sea R” una region de irea S sobre la superficie z = f(x,)).
Por ¢l contorno de R’ pasa un cilindro vertical (ver
Fig. 66-1) que corta al plano xOy segiin la regiéon R. Se
divide R en n subregiones 4A4, (de dreas 4A4,) y sea 4S;
el drea de la proyecciéon de A4, sobre R’. Se elige un
punto P; en cada subregién AS; y se traza en él, el plano
tangente a la superficie, siendo A7; el area de la proyec-
cién de AA, sobre este plano tangente. El valor 47} es
una aproximacion del area 4S;.

El dngulo formado por el plano xOy» y el plano
tangente en P; es igual al angufo y; formado por el

eje z, [0,0,1] y la normal, [— %" -—%—, l] =
oz az . .
[_W’ — 1] a la superficic ¢n P;, Es decir,
cosy, = 1

319

Fig. 66-1
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Por tanto (ver Fig. 66-2),
AT;~cosy;, = AA; y AT, = secy, - 4dA;

n n
Luego, una aproximacion de Ses 3 AT, = 3 secy.* AA,y

i=1 i=]

S lim X secy a4, = ffsecy-dA
n— +wi=1 £
= JIN(E) () 1
Fig. 66-2

2. Hallar el drea de la porcion del cono x? + y? = 3z2situada por encima del plano xOy e interior al cilindro x? + »? = 4y,

il

Fig. 66-3 Fig. 66-4

Solucion 1. 1a proyeccion del area pedida (ver Fig. 66-3) sobre el plano xOy es la regién R limitada por el circulo
x? + y* = 4y, Para el cono,

9z _ 1 x __AL,
ox 3 2z’ oy 3

)

y 1+ (g:> *'(3—92 = & +9)f:'+ v = 192: = ';‘
az\' 7oz Vot 2 v No-p
S = ff J1+ +<@> f Jmfd:c dy = 2(E>J‘ f dz dy

4+
= % f Viy—vidy = 83£1r unidades de superficie
3%

NIQ

Solucién 2. La proyeccién de la mitad del area pedida, sobre el plano yOz, es la regién R limitada por la recta

y= V3zyla pardbola y = §z?; esta ecuacion se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para
el cono,

T _ _y 9z _ 3 L (22N (o= o Byt | 122 122
9y 2 9z =z’ 7 ay 9z - x2 Tz T 32—yt

Luego,

RN TURE SRR Rl

2
Solucidn 3. Empleando coordenadas cilindricas en la Selucidn 1, hemos d¢ integrar Ja funcion 4 (1 + (g;) + (g—;)

a lo largo de Ia regidn R limitada por la circunferencia ¢ = 4 sen 0. Asi pues,

ff —dA J.J,amo_pdpda - %J’;"ﬂ’]zuudc

6 8v3
N \[3- f sen?e d¢ = —E\(——v unidades de superficie
1]

2
vy

S
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3. Hallar el area de 1a porcidn del cilindro x? + 22 = 16 situada dentro del cilindro x* + »* = 16 (Fig. 66-5).

En la figura, se representa la octava parte del area pedida, y su proyeccidn sobre €l plano xOy constituida por un
cuadrante del circulo x? + y* = 16. Para el cilindro x? 4+ z* = 16.

2 oz oz _ oz \' az\' _ a4z 16
az - zn ay hand 0, y 1 +<£> +<£> = z, = 16—9;’

4 Vie-s2 4 4 .
S = Sf f ———dydx = 32j‘ dx = 128 unidades de superficie
) V16 —a? S

Luego,

Fig. 66-5 Fig. 66-6

4. Hallar el 4rea de la porcién de la esfera x® + y* + z3 = 16 exterior al paraboloide x* + y* + z = 16 (Fig. 66-6).

En la figura, se representa la cuarta parte del drea pedida, y su proyeccién sobre el plano y0Oz constituida por la
region R limitada por la circunferencia y* + z® = 16, los ejes y y z y la recta z = 1. Para la esfera,

= _ _y = _ _z az\' (ez\' _ Beytea _ 16
oy =z’ 9z = 7 . +(6y> +<az - xt T 18-y —2
Luego " Vi s
s o= affi+ @ (B - of T e
A Y lsﬁys_zi
16J-1 ] }""' 16_[ d 8r unidades de superfici
= arc sen —— b4 = =7 az = 7 unidades de supericie
¢ V16 — 2% e

5. Hallar el irea de la porcion del cilindro x? + y? = 6y situada
dentro de la esfera x* + y* + z* = 36 (Fig. 66-7).

En la figura, se representa la cuarta parte del drea pedida, su
proyeocnén sobre el plano yOz constituida por la region R limitada
por los ejes z e y y la parabola z* + 6y = 36. Esta tltima ecuacion
resulta de eliminar x en las ecuaciones de las dos superficies. Para

el cilindro,
8-y
oY x ' 8z
y 2
8\ | fax\' _ 2 +9—6y+y _ 9
! +<31/> +<02> B z* T oey—yt
Luego
ﬂﬂ 8y
s = f f —dz dy
0 611 ¥
= -£ = 144 unidades de superficie Fig. 66-7
f. Vi ‘
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10.

11.

- 12,

13.

14.

15,

AREA DE UNA SUPERFICIE — INTEGRAL DOBLE [CAP. 66

Problemas propuestos

Hallar el area de la porcion del cono x* + y* = 2* interior al prisma vertical cuya base es el tridngulo limitado por las
rectas y = x,x =0e y = 1 en el plano xOy. Sol. &\/2 unidades de superficie.

Hallar el 4rea de la poicion del plano x + y + z = 6 interior al cilindro x* + y* = 4.
Sol. 44/3z un. sup.

Hallar el drea de la porcion de la esfera x? + y% + 22 = 36.interior al cilindro x? + y* = 6y,
Sol. 72(n — 2) un. sup.

Hallar el drea de la porcion de la esfera x* + y? + 22 = 4z interior al paraboloide x? 4 y% = 2z,

Sol. 47 un. sup.

Hallar el drea de la porcién de la esfera x® + y? + z? = 25 entre los planos z = 2y z = 4.

Sol. 207 un. sup.

Hallar el drea de la porcién de la esfera z = xy interior al cilindro x* + y? = 1.
Sol. 27(24/2 — 1)/3 un. sup.

Hallar el 4rea de la superficie del cono x? + y* — 9z? = ¢ encima del plano z = 0 e interior al cilindro x® + y? == 6y.
Sol. 34/ 107 un. sup.

Hallar el drea de la parte de la esfera x? + y? + z? = 25 interior al cilindro eliptico 2x? + »? = 25.

Sel. 50x un.sup.

Hallar el 4rea de la superficie de x2 + y% — az = 0 que estd situada directamente encima de la lemniscata 4¢? = a2 cos 20.

4 2
Sol. § = ff\/'ﬂpz-}-a’pdpdﬂ = %{g——%} un, sup.

T a

Hallar el drea de la superficie de x2 + y? + z2 = 4 que estd situada directamente encima de la cardioide ¢ = 1 — cos 6.

Sol. 8[7 — /2 —In{(v/2 + 1)] un. sup.



Capitulo 67

Integral triple

LA INTEGRAL TRIPLEffff(x, ¥, z) dV de una funcidn de tres variables independientes extendida
R

a una regién cerrada R de puntos (x, y, z), de volumen V, en la cual la funcién es uniforme y con-
tinua no es mas que una generalizacién del concepto de integral simple y doble.

En el caso de que f(x, y,z) — 1, la integralfff f(x, y, z) dV representa la medida del volumen
R
de la region R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLEffff(x, ¥, z) dV en coordenadas rectangulares.

¥y (r) zylz, y)
ff f(x,y,Z)dV == J‘ f CU y,z)dzdyda:
R 1657 2(x,¥)
zylx, v)

zy(y)
= f f f f(z,y,2)dzdz dy, etc.
(J: v)

Il(y)
tomando los limites de integracion dc forma que cubran la regién R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE ffff(g, 0, z) dV en coordenadas cilindricas.

0o(0) z,(p,0)
ffff(p,o,z) ff J’ Fp, 0,7) pdz dp d6
R 0,(8) z (p,0)

tomando los limites de integracion de forma que cubran la regién R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE ffff(e, ¢, 0) dV en coordenadas esféricas.
R

S  to0ar = 177 (7 fo0,0 2 seng do d
R 1 N

(9,8

tomando los limites de integracion de forma que cubran la region R.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (&, 7, z) del centro geo-
métrico de un volumen satisfacen las relaciones

xj;f dejj;fjde, ﬂj;fde:j! ydv,
zj,;f dV:j;ffde

Los momentos de inercia de un volumen con respecto a los ejes coordenados vienen dados por

:ff W +29)dV, I,zfﬂ-(z“rw”)d"
- jfj(x“ry?)dV

323
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Problemas resueltos

Consideremos la funciéon f(x, y, z), continua en una regiéon R del espacio. Cortando a R por una serie de planos pa-
ralelos, x = &, ¥y = 1y y z = &, dicha region queda dividida en paralelepipedos rectos de volumen A4V, = Ax; + dy; « Az,
y en cierto numero de paralelepipedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelepipedos completos se
elige un punto Py (xi, ¥, Z:) al que corresponde el valor f(x;, y;, z), y formamos la suma

() E e,y ze) AVie = E flzxs, ¥y, 2) Axs AY; Aza

i
L,....n i=L ...,
k=1,..

La integral triple de f(x, y, z) extendida a la region R es, por definicion, el limite de (i) cuando el numero de paralelepipedos

crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero.

Para hallar este limite, se pueden sumar, en primer lugar, todos los paralelepipedos que tienen dos dimensiones
iguales a 4,x y 4,y considerando / y j constantes, y calcular el limite cuando 4,z — 0. Asi pues,

p zg
lim X f(ew, yj, 2} Az A Ajy = f J(xi, y3,2) dz Az Ay
2

p= tawk=1

Ahora bien, estas son las columnas de las subregiones de la base consideradas en el Capitulo 23; por consiguiente,

im 3 S sVe = [([ievoddaag = f f f@, v, 2) dz dy dw

m-—+x i=1,.,,,m

n=+o i=1, ..,n

p=+= k=1, _,,p
Hallar.

(a) fl fl_: f!—: zyz dz dy dx
° = fl [fl—x{fz-: xY2 dz}dy :l dx

FLE R oo - L]

[

J‘ ! [xy’(24— x)?
0

miT 1 2
(b) f ff zp?sen 6 dz dp dé
o Yo %o Tt Al g
= =N
=%
[} []

1
2 T/2
3 f 3

0

(c) fﬂ f,m J‘m‘b sen2¢ dpdpdé = ZJ" Jﬂm sengpdods = 2fﬂ 1- -&\/E)dl) = (2- \/2_)11

0 ¢

y=1-x ! 13
:|dx = %J; (4z —122° + 132° — 62* + 2 dz = o0

2 mie 1
prsengdpds = 2f f p? sen § dp dé
o .

0 0

/e

sene deg = —%coso = 2/3

[}

Hallar la integral triple d¢ F(x, y, 7) = z ¢xtendida a la region R del primer octante limitada por los planos y = 0,7 = 0,
x+y=2 2y +x =6y clcilindro y* + z® = 4 (ver Figura 67-1).

Integremos primero con respecto a z, desde z = 0 (plano xOy) hasta z = 4/4 — y® (cilindro); luego, lo hacemos
con respecto a x, desde x = 2 — y hasta x = 6 — 2y, y finalmente con respecto a y, desde y = 0 hasta y — 2. En estas

condiciones,
3 ety V4A-yl ‘2 e-3y Vi
f f f zdadady = j J (1}2’)] dx dy
0 -y 0 0 2—y o

[ zav
= %Jﬂn _L‘:“ @-y)dedy = %fog (4—y’)z1—udy = 2—3§

-y

I
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3,0)

Fig. 67-1 Fig.67-2

4. Hallar la integral triple de f(p, 0, z) = p? extendida a la region R limitada por el paraboloide 9> =9 — z y el plano z = 0
ver Figura 67-2).

Integramos primero con respecto a z, desde z = 0 hasta z = 9 — p?, a continuacion con respecto a g, desde p = 0

hasta p = 3, y finalmente con respecto a 6, desde 6§ = 0 hasta § = 2a. Por tanto,

16-:2
5. Demostrar que las integrales (a) 4f f f

()

(@

(b)

(0)

J;ffp’dV = J;zvj;aj;g_PLp’(pdzdpdo) = J;”J;apus—p-)dpd,

T 3 o
f e - %P")} doe = 243 4, = 23,
0 0 4 2

4 2\/: 4z — a2
dzdydz, (b) 4f f f dydxdz, vy
(x2+y2)/4 [] [] [}

ax- y’
4f f f dx dz dy representan el mismo volumen.
2/4

En este caso, z varia entre z = }{(x2 + y?) y z = 4; es decir, el volumen esta limitado inferiormente por el para-
boloide 4z = x* + 2, y superiormente por el plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del circulo
x® 4 y® = 16, z = 0, la proyeccion de la curva de interseccién del paraboloide con el plano z = 4 sobre el plano xOy.
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z = 4.

En este caso, y varia desde y = 0 hasta y = v/4z —x-"; es decir, el volumen est4 limitado a la izquierda por el
plano z0x, y a la derecha por ¢l paraboloide p* = 4z — x*. Al variar x y z se recorre la mitad del area limitada pot
la pardbola x? = 4z, y = 0, la curva de interseccién del paraboloide con ¢l plano zOx y el plano z = 4. Laregion R
es la de (a).

El volumen estd limitado por detras por ¢l plano yOz y por delante por ¢l paraboloide 4z = x* + y*, Al variarze y
s¢ recorre la mitad del drea limitada por la pardbola y2 = 4z, x = 0, la curva de interseccién del paraboloide vy ¢l
plano yOz y por el plano z = 4. La region R es la de (a). )
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6. Hallar la integral triple de F(g, ¢,£) = 1/p extendida a la region R del primer octante limitada por los conos ¢ = }=
y ¢ = arctag 2 y la esfera ¢ = /6 (Figura 67-3).

Intcgramos primero con respecto a p, desde g = 0 hasta ¢ = 4/6; a continuacion, lo hacemos con respecto a ¢,
desde ¢ = }x hasta ¢ — arctag 2, y finalmente con respecto a 0, desde = 0 hasta 0= $n. Asi pies,

T2 arc tag 2
J’ J’ I f f 1t den o dp do de
R

T

arc tag 2 Tz 3. 1
3f f sen ¢ de dé = f <——— dge = _<___
o “Ymn 2 \/5

1l
Il

Fig.67-4

Fig. 67-3

7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2x® 4 »? y el cilindro z = 4 — »2 (Figura 67-4).

Integremos en primer lugar con respecto a z, desde z = 2x? + y® hasta z = 4 — y?; a continuacién con respecto a y,
desde y = 0 hasta y = /2 — x2 (la ecuacion x 4 y* = 2 se obtiene eliminando z en las ecuaciones de las dos super-

ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = 0 hasta x — 4/2 (obtenido al sustituir y = 0 en x* + y* = 2) determi-
nando asi la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto,

Ve Va-z2
4 f f j didyds = 4f f ((4—yY) — (22" + 99} dy do
2z +y? 0 °
V2 2y° ot 16 Vi
4f <4y - 227y — —g—)] de = 3 f (2—x*)¥*dx = 4r unidades de volumen
0 0

0

<
H

i

8. Hallar el volumen interior al cilindro ¢ = 4 cos 6 limitado superiormente por la esfera g* | 2° = 16, e inferiormente
por el plano z = 0 (Figura 67-5).

Integremos primero con respeclo a z, desde 2 = 0 hasta z = 4/16 — g¥%; a continuacion lo hacemos con respécto
a p, desde p = 0 hasta g = 4 cos 8, y finalmente con respecto a 6, desde 8 = 0 hasta @ = =, obteniendo asi el volumen

pedido. En estas condiciones,

g 1¢as @ Vig-p? m dcos @
|4 j f f pdzdp ds = f f leG-p’dpdﬂ
o “o o 0 [}

64

64
Y (sen" 8 — 1)do = 9 (37 — 4) unidades de volumen
[}
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Fig. 67-5 Fig.67-6

9, Determinar las coordenadas del centro geométrico del volumen interior al cilindro ¢ = 2 cos 6 limitado superiormente
por el paraboloide 2z = g2, e inferiormente por el plano z = 0 (Fig. 67-6).

mi2
T
0 0

2cos 6 /e 2¢08 8

p2
f pdzdpde = 2f f p* dp do
0

o ]

1 mre 2cos § w2 3
= = f ot de = Sf costdde = —r7
2) . 2

=
Il

§if <o

e 2 cos 8 w2

)

Por simetria, 7 = 0.

M, = I;ff zdV

T2 2cos 6

=2,

pl
f pcosepdzdpds
<

R
i

2z, y

p' cos @ dp de

TS

6—4f cos® 9 de
5.,

2 cos 8

p? w2, 2cosd
f 2+pdz dpde f J o* dp d8
L L} o

mie
=,
0 o

3

32 (" 5 M., 10
—3—f cose de = —m, y 2= ===—=
0

Asf pues, las coordenadas del centro geométrico (4/3, 0, 10/9),

10, Dado un cono recto circular de radio r y altura A, determinar (a) ¢l
centro geométrico, () el momento de inercia con respecto a su eje, (0,0, 3R)
(c) el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera que pase
por su vértice y sea perpendicular a su eje, (d) el momento de inercia
con respecto a una recta cualquiera que pase por el centro geométrico
y sea perpendicular al eje, (e) el momento de inercia con respecto a un

didmetro de la base.

Considerando el cono como se represenia en la Fig. 67-7, su ecua-

r

A z. Por tanto,

cidnes p =

v =

z
(0,0,k)

T2 . Iy
4f J‘ f o dz dp dé
3

° 0 o
E ) - I (r,0,0) %
S (b 2o
4 ®
0 )

mre
2 e f do = gk
3 o Fig. 67-7
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() El centro geométrico estd situado en cleje 7.

» w2 r h
Mo = Jffde - 4f f fz,,dzdpda
[ gp
m/3 2 i
= 2f f <h"' —— )dp de = é 2rzf = Zn-h’r’
. M
YEi= " = h Luego, las coordenadas del centro geométrico son (0,0, 34).

=2

me r h
b) I. J]‘ (2 +yHdV = 4f f f p’rpdzdpde = —l—-n-h'r‘ = ir’V
o o ho 10 10

(¢) Tomando la recta como ¢je y.

mi2 r h
f[f (2 +28) dV = 4J‘ f J‘ (p*cos?e + 2% p dz dp do
3 o o Y2p
_ w2 sk hs
p p cos? 9 + h%p — dp de
= %rh?’z <h2+—i—r"> = §<h’+%r’>1’

(d) Sea c la recta que pasa por el centroide y es paralela al eje y. Por el teorema de Steiner,

1,

I, = I. + V(ih) y I. = 2+ 1)V — SRV = S+ 4V
(e) Sea d el didmetro de la base del cono, tomado paralelo al eje y. Tendremos

L= I+ V(R = Zh+4mV + LhV = 52k + 8r)V

11. Hallar el volumen limitado por el cono ¢ = {n yla esfcra @ = 2a cos ¢ (Ver Figura 67-8).

e /4 2a cos
vV = 4ffde = f f f plsen ¢ dp de do
R
/4

[CAP. 67

32a k& L
= T3 J‘ J‘ cos’¢ seng dp de = 20"[ d¢ = na® unidades de volumen
0 0

¢

Flg. 67'8 Fig‘ 67'9
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12. Determinar el centro geométrico del volumen limitado por un cono de dngulo en el vértice igual a 60° y una esfera
de radio 2 cuyo centro estd en el vértice del cono. (Ver Figura 67-9.)

Tomando las superficies como se indican en la figura, # = § = 0. En coordenadas esféricas, la ecuaci6n del cono
es ¢ = m/6, y la correspondiente a la esfera es ¢ = 2.

™2 ~TT/8

32 T w6 '
ff dv = 4f J Jpsen¢dpd¢d0 = _3_] f sen¢ de de
[} [}

32(——1) do = §31(2—\/§)

T2 T8
M, = rffde = 4f r f pCos ¢*p*seng dp do de
"R ° Yo °

I VIR T
SJ J sen 2o dp do = 7, y 2= M:u _ 2+\/—)
° o 1

|4

d

13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12.
ATT/2 /8

L. = Jff(xz+yz)dy = J J‘ J ptsen® ¢« p? seng dp dg de
R

/2 /6 T _
= -1% f sn*gdpds = 128 ———V")f g = Sas-ovE) = 2B 52"/§V

Problemas propuestos

14, Hallar las integrales triples siguientes:

U
(a)J f J‘ dzdedy = 1
[1] 1 2
1 ¥4 Iy
(b) f J f dzdy de = 1/24
2 "o

i2-2y 4—2y/3~2/1 12 W-x/2 WA 2y/3—-x/3

(c)J f f xdzdxdy = 144 = ’ I I x dz dy dx
. . A

18- zz

(d) f f j (16~ o) pz dpdz dd = 2—2‘57

1 T 5
(e) J f f ptseng dpdgp de = 25007
[} o [}

15. (a) Hallar la integral del Problema 14(b) cambiando el orden a dz dx dy.
(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden a dx dy dz y también a dy dz dx.

16. Hallar los volimenes siguientes, por medio de¢ una integral triple y empleando coordenadas rectangulares:

(@) interiora x* 4- y* = 9, encima de z = 0, y debaje de x + z =4, Sol. 36w un. vol.
(b) limitado por planos coordenados v 6x + 4y + 3z = 12, Sol. 4 un, vol.
(¢) interior a x* + y* = 4x, encima de z = 0, y debajo de x? 4 y? = 4., Sol. 67 un_vol.

17. Hallar los volumenes siguientes, por medio de una integral triple v empleands coordenadas cilindricas:
(@) Problema 5.

(b} Problema 16(c).
(¢) inferior a ¢* = 16, encima de z = 0, y debajo de 2z = y. Sol. 64/3 un. vol.
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18. Determinar el centro geométrico de los volimenes siguientes:

(@) interior a z® = xy y encima del tridngulo y = x, y =0, x = 4.
enel planc z = 0. Sol. (3, 9/5, 9/8)

(b) Problema 16(b). Sol. (1/2, 3/4, 1)
' Sol ( 64 — 95 23 78> — 128

() volumen del primer octante del Problema 16(a). 16G—1' 8z=1)’ 8Be=1

(d) Problema 16(c). Sol. (8/3, 0, 10/9)
(¢) Problema 17(c). Sol. (0, 3=/4, 32/16)

19. Hallar los momentos de inercia I, I,, I, de los volimenes siguientes:

@) Problema 5. Sol. 1 =1,=%V, I. =¥V

(b) Problema 16(b) Sol. f - vV, L, =2V, . =V
(¢) Problema 16(c) Sol. |, :ﬁ.V, I, = ﬂiv, I. =8V
(d) limitado por z = g* y el plano z = 2. Sol. I,=1,= 4%V, L. = 3§V

20. Demostrar que, en coordenadas cilindricas, la integral triple de una funcién f(g, 0, z) extendida a una regién R se puede

representar por B py® £9(p, 6)
S fonn pdzdoas
o

p1® Va0, 0
Ind. Considérese (ver Fig. 67-10) una subregi6n genérica de R limitada por dos cilindros cuyo eje sea Oz y de radios ¢
y ¢ = Ap, dos planos horizontales que pasen por los puntos (0,0, z) ¥ (0,0, z + A4z) y dos planos verticales que pasen
por el eje Oz y formen con el plano xOz los dngulos 8 y 8 + 46, Tomese dv = (pA0) Ap * 4z como una aproximacion
de este volumen. ‘

Fig. 67-10 Fig. 67-11

21. Demostrar que, en coordenadas esféricas, la integral triple de una funcién f(g, ¢, 6) extendida a una regién R sc puede

representar por B o 0B, 0
S o mn psens dp as as
« ¢108) 21, 6

Ind. Considércse (ver Fig, 67-11) una subregién genérica de R limitada por dos esferas de centro O y radios g ¥
¢ + dg, dos conos de vértices O, eje Oz y semidngulo en el vértice 4 y 4§ + Ag, y dos planos verticales que pasen por
¢l eje Oz y formen con el plano zO y los angulos 8 y 6 + A46. Toémese

AV = (g A¢) (g sen ¢ A8) (Ap) = psen ¢ Ap A A6

como una aproximacion de este volumen.



Capitulo 68

Cuerpos de densidad variable

LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capitulos anteriores se considera-
ron como figuras geométricas de densidad é = 1. La masa de un sélido homogéneo de volumen V
y densidad é viene dada por m = V.

La masa elemental dm de un sélido no homogéneo cuya densidad varia de punto a punto viene

dada por:
o(x, y) ds para una linea material (por ejemplo, una varilla fina),
a(x, y) dA para una superficie material (por ejemplo, una hoja de metal delgada),

&(x, y,z) dV  para un sélido material.

Problemas resueltos

1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al
didmetro que une sus extremos.

Tomando la varilla como se indica en la Fig. 68-1, 8(x, y) = ky.

dy 2 _r
ds = 1+(5=)de = —dzx
dx Yy

Por tanto, de x* + y® = r?,

y m = f&(m,y)ds — f ky-;;dz = k,:rjv dxr = 2kr® unidades
v Y Y
P(z,y)
7
P(z,3) AN
2
(-r,0) A(r,0)
') 0 x
| x > 2P(z,y)
(-r,0) 0 (r,0) ,(” &y
o z
2
Fig. 68-1 Fig.68-2 Fig. 68-3

2, Hallar 1a masa de una placa cuadrada de lado & sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrade
de su distancia a un vértice (Fig. 68-2).

Tomando el cuadrado como sc¢ indica en la figura, de forma que uno de sus vértices coincida con el origen,
A(x,y) = k(x* + »9), ¥y

m = ‘[f §(z,y)dA = J; J:k(z’+y’) dedy = kJ; (Ja° +ay*)dy = gka' unidades

331
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6.

CUERPOS DE DENSIDAD VARIABLE [CAP. 68

Hallar la masa de un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de su
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3).

Tomando el circulo como se indica en la figura, llamando A4(r, 0) al punto fijo elegido sobre la circunferen-
cia 6(.\?, J’) = k{(x_r)‘ + yz}v Yy

» r Vol- g2
m = f f Sz, y)dd = 2[ f k{(z—r + ytdy de = gkm-*unidades
R

=yt o

Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la parabola y® = 8x limitada por la ordenada
en el punto x = 2, sabiendo que la densidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68-4.

Sera, d(x, y) = 2—x y por simetria § = 0, Para la mitad superior de la placa.

4 2 4
= _ _ _yv. v _ 64
J;fa(x.y)dA = J;J;l/a k2—2)dedy = kj; (2 4+128>dy = 15k’
4 2 k 4 4 y" ys 128
{fa(x,y)di = J;J’m kR—z)xdxdy = J;(§—6~4+———24_64>dy = 35k
6

3
[

X
Il

¥

m 7

. Las coordenadas del centro de masas son (%, 0)

y 2, 0

G

o (z, ¥) 2

Fig. 68-4 Fig. 68-5 Fig. 68-6

Determinar el centro de masas de un plato cuyo borde presenta la forma de media cardioide de ecuacion o = 2(1 + cos ),
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5).

04 2(1 + cos ) 8 T 20
m = ff 8(p,0)dA = f f kpepdpde = §kf (14 cose)’ds = kar,
. R ] 0 0 l
T 2(1 + cos®)
M, = ffa(p,o)ydA = f f kp+pseng«pdpde
R o 0
- 4kf (1 + cose)'sengds = . lsﬁk,
o
T 2(1 + cos §)
M, = ffS(p,a):ch = f f kp*pcoso-pdpde = 14k=n
R‘ [} 1]
M, 21 M., 9 . 21 96
Luego £ = =10 Y= m 257 Y las coordenadas del centro de masas son (1—6' %)

Hallar el momento de inercia, con respecto al eje x, de un plato cuyo contorno es un arco de la curva y = sen x y el
eje x, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al eje x (Fig. 68-6).

senx w

‘ . ‘
m = ff Sz, y)dd = I J kydyds = %k I sentx dx = ‘41-k7:'
R “o ] .

o
I, = ff Sxr,mytdd = I f kyry*+dydx = Sk I sente de =
o J,o. .

[N JFn

o 0 o
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Hallar 1a masa de una esfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua-

drado de su distancia al centro (Fig. 68-7).
k k
Hipre Y

4
/2 m/2 I‘k
o fff&(x,y,z)dV = sf f f X e ot sen g dp dp do
o 0 0
" T/ e
= Skrf J‘ sen ¢ d¢ da
0 0

Tomando la esfera como indica la figura, é(x, y, z) =

w2
Sk‘rf de = 4k»r unidades
[]

|2

P(z,y,3) 2

Fig. 68-7 Fig. 68-8

Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura A sabiendo que la densidad en cada punto

es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6).

Tomando el cilindro como se indica en la figura, su ecuacién es ¢ = r, ¥ el volumen a considerar corresponde a la
porcion de cilindro comprendido entre los planos z = 0 y z = A. Evidentemente, el centro de masas estd situado en

el eje z.
mie T h ™2 r
m = fff 8(z,p,0)dV = 4J. f f kzepdzdpdse = 2kh’j f p dp de
YR 0 o o ) 0
/2 1
= kht? f do = Lheh,
° w3 T h 4 m/3 r
M, = fff 8(z,p,8) 2 dV = 4J. J- f kz*spdedpds = —khaf f p dp da
o o o 3 o °
R
_ 2., e _ 1 3,2 s _ My _ 2
= 3khr’J; ds = gkwhr y zZ = oo —3h

Las coordenadas del centro de masas son (0, 0, 4).
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Problemas propuestos

9. Hallar la masa de:

(@) una barra recta de longitud g, sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de
los extremos. Sol. }ka®.

(b) un plato en forma de tridngulo rectdngulo de catetos a y b, siendo la densidad en cada punto proporcional a la
suma de sus distancias a los catetos. Sol. tkab(a + b).

(c) un plato circular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia al centro.
Sol. ka’m.

(d) un plato de forma eliptica de ecuacién b2x? 4 a®y* = a?h?, siendo la densidad de cada punto proporcional a 1a suma
de sus distancias a los ejes. Sol. 4kab(a + b).

(e) un cilindro circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional al cuadrado
de su distancia al eje. Sol, Yka‘bn.

(f) una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. Yka'n.

(g) un cono circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje.
Sol. Yka’bn.

(h) una superficie esférica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. 2ka’n.

10. Determinar e} centro de masas de;
(@) un cuadrante de 9(c). Sol, (3a/2n, 3a/2n).

(b) un cuadrante de un plato circular de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a uno de los
radios limites (eje x). Sol. (3a/8, 3an/16).

{¢) un cubo de arista a, siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres aristas adyacentes
(ejes coordenados). Sol. (5a/9, 5a/9, 5a/9).

(d) un octante de una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a una de las caras planas,
Sol. (16a/15n, 16a/15x, 8a/l15).

(e) un cono circular recto de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a
la base. Sol. (0,0, 2b/5).

11. Hallar el momento de inercia de:

(a) un plato cuadrado de lado a, con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su
distancia a un extremo de dicho lado. Sol. 7,5 a®m.

(b) un plato circular de radio a, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su
distancia al centro. Sol. &a*m.

(c) un cubo d¢ arista a, con respects a una arista, siendos la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia
a un extremo de¢ dicha arista, Sol. %/ .atm,

(d) un cono circular recto de altura b y radio de la base a, con respecto a su eje, siendo la densidad ¢n cada punto igual
a su distancia al ¢je. Sol. 2/ a’m,

(¢) el cono de (d), siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a la base. Sol. {a®m.



Capitulo 69

Ecuaciones diferenciales

UNA ECUACION DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por
. dty dy . .
ejemplo, vra + 2 a +3y=0, dy=(x+ 2y dx, etc.
El orden de una ecuacion diferencial es el correspondiente al de la derivada de mayor indice
que figura en ella. La primera de las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado.

Wna solucion de una ecuacion diferencial es toda relacidn entre las variables en la que no figuran
ni derivadas ni diferenciales y que satisface idénticamente a la ecuacion. La solucion general de una
ecuacidn diferencial de orden n es aquella solucién que contiene €l maximo niimero (= n) de cons-

tantes arbitrarias. (Ver Problemas 1-3.)

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN. Es de la forma M(x, y) dx + N(x, y)dy
= 0. Si una ecuacién de este tipo se puede escribir en la forma particular fi(x) * g.(y) dx 4 fo(x)
- g(y) dy = 0, las variables son separables y la solucién viene dada por

filz) g:(¥) _
ffz(x) de + fgz(y) dy ¢ (Ver Problemas 4-6.)

Una funcion f(x, y) es homogénea de grado n, si f(Ax, Ay) = A*f(x, y). La ecuaciéon M(x, y) dx
+ N(x, y)dy = 0 es homogénea, si M(x, y) y N(x, y) son homogéneas del mismo grado.

La sustitucion
y=vx, dy=vdx+ xdv

transforma la ecuaciéon homogénea en otra cuyas variables, x ¢ y, son separables.
(Ver Problemas 7-9.)

ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES se pueden resolver, rapidamente, si se advierte en ellas
la presencia de combinaciones de términos integrables.

Otras ecuaciones, cuya solucion no es inmediata por el método anterior, se pueden resolver
multiplicandolas por un factor adecuado, funcidén de x e y, que recibe el nombre de factor inte-

grante de la ecuacién. (Ver Problemas 10-14.)

N . d . .
La ecuacion diferencial lineal de primer orden 3% + Py = (@, siendo P y Q funciones de x so-

lamente, tiene como factor mtegrante &(x) = ™, {Ver Problemas 15-17.

. d . ) L.
Una ecuacién de la forma -&% + Py = @y, siendo n # 0,1 y Py Q funciones de x unicamente
se reduce a otra lineal mediante 1a sustitucion

dy 1 dz

yl-n = 2, y " —
Y Y 1—ndx (Ver Problemas 18-19.)

11K
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Problemas resueltos

Demostrar que (@) y = 2e*, ) y = Ix ¥y (c) y = C, e* -+ Gy x, siendo C, y C, constantes arbitrarias, son soluciones
de la ecuacién diferencial y''(1 —x) + y'x —y = 0.

(a) Derivando dos veces la funcidn y = 2e* resulta, y’ = 2¢* ¢ y’’ = 2e*. Sustituyendo en la ecuacion diferencial
dada, se obtiene la identidad 2e*(1 — x) + 2e*x — 2e* = 0.

() Derivando dos veces y = 3x resulta, y* = 3 e¢ y'’ = 0. Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada se llega a
la identidad O(1 — x» + 3x —3x = 0.

(c¢) Derivando dos veces y = C,e* + C,x resulta, y* = C,e* + C, ¢ y'* = C,'¢*. Sustituyendo en la ecuacién dife-
- rencial dada, se llega a la identidad €, e*(1 — x) + (Cyef + Coy)x — (Cye* + Cyx) = 0.
gy

La solucidn (c) es la selucion general de la ecuacioén diferencial, ya que contiene el nimero apropiado de constantes
arbltrarnas Las soluciones (a) y (b) reciben el nombre de soluciones particulares, puesto que ambas se pueden obtener
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solucién general.

Hallar la ecuacién diferencial cuya solucién general es

(@) y=Cx*—x y ()] y=C,x’+C,x+C,
y +1

(a) Dirivando y = Cx* — x obtenemos y" = 2Cx — 1. Despejando, C = ( ) y sustituyendo en la relacién

y+1

- )x'—-x osea y'x =2y+ x.

dada (solucion general) resulta y = -;— (

(b) Derivando tres veces y = C,x® + C, x + C, resulta, y' =3C,x* + G, ¥y’ = 6Cyx, y'*' = 6C,. Por tanto,

y'" = xy’'’" es la ecuacidén pedida,.

Obsérvese que la relacion dada es una solucidén de la ecuacion y'* = 0, pero no es su solucidén general, ya que
solamente contiene tres constantes arbitrarias.

Hallar la ecuacion diferencial de todas las parabolas cuyo eje principal es el eje Oz,
La ecuacién de una familia de parabolas es y* = Ax + B, siendo 4 y B constantes arbitrarias.
Derivando dos veces, obtenemos 2yy’ = A4 y 2yy’' + 2yt = 0.
Luego 2yy’’ + 2y = 0 es la ecuacion pedida.

d 1 )
y+ +y

dx xy (1 + x%) =\

Resolver
: ]

Operando, x)*(1 + x¥)dy + (1 + y)dx =0 6 —yia dy + —— dx = 0 que es una ecuacidn de varia-

1+ y x(1 + D)
bles separadas. Luego
¥ dy der  xdx 0
1+ x 1+ 2° ’
1 d 3 1 2 —
§ln}1+y\ + Inlx| — E—ln(l-}-x) = ¢
SInll1+4% + 6Injr; — 3In{1+2%) = &g,
m‘(l +y ) _ ooy .
narey C % Y agayp - ¢ T @
dy 1+
5. Resolver il e X
dy dx B N
Tendremos T4 = T¥a Luego arctag y = ar¢ tag x + arctag . €
x +

y = tag(arctagx + arctag O) = | &
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_ cosly
6. Resolver gka,.x .

dy _ _dx |7 — csc? =
oty oni 5 Y€ ydy =csc*xdx, y tagy = —cotx 4+ C

1. | Resolver 2xy dy = (x* — »Y) dx.
La ecuacion es homogénea de segundo grado. Haciendo ¢l cambio y = vx, dy = v dx + x dv obteriemos

Luego —iIn[l—3v¥*| =nixi+Ine, Inl—3 +3Inixl +InC =0 6 C (x*(1—3f =1

Ahora bien +C’'x¥1 — 3v')'-—; Cx3(1 —3v*) = | y, haciendo v = y/x, C(x* — 3x)?) = 1.

8. Resolver x sen %(ydx + xdy) + ycos Jy? (xdy—ydx)=0.

La ecuacién es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx, dy = vdx 4+ x dv obtenemos

xseny(vxdx + x*dv + vxdx) + vxcos v(x*dv + vxdx —vxdx) = 0
senvvdx + xdv) + xvcosvdy = 0, Mdv+2£=0
vsenv X
Luego Injvsenv|+2In|x) = InC’, x*-vesenv=C, y xyseny/x = C.

9. Resolver (x*—2y*)dy + 2xydx = 0.

La ecuacioén es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio de variable correspondiente, obtenemos

1— 28 dx dv. 4v dv dx
— ‘ — —————— e — — — e = —
(1 —2v¥){(vdx + xdv) + 2vdx = 0, v(3—2v’)dv+ ~ 0, 3| 3(3___2",)4- = 0
thnjpy+¢thn|3—22 +Injx; = Ing Injvy) +In|3—2v} +3In|x] = InC

Luego wx*(3 —2v") = C y y(3x*—2)y") = C.

10. Resolver (x*+ »)dx + (»* + x)dy = 0.
Integrando x*dx + (ydx + x dy) + y*dy = 0 término a término, obtenemos 53— +ixy + % = C.

11, Resolver (x + e~*seny)dx —(y + e~*cos y)dy = O.
Integrando xdx — ydy —(e~*cos ydy —e-*sen ydx) = 0, término a término, obtenemos
dx? — dyt —e~Tseny = C

12, Resolver x dy — y dx = 2x*dx.

xdy— . . . i
Ldi‘—x, L d{ Luego, multiplicando la ecuacion dada por §(x) = -

La expresion x dy — y dx nos lleva ad (%) =

xdy — ydx

o =2xdxy%=x'+Coy=x‘+Cx.

13. Resolver xdy + ydx = 2x*y dx.
xdy + ydx
Xy

La expresidn x dy + y dx nos lleva a d(In xy) = . Luego, multipticando, la ecuacién dada por &(x, )

1 dy + ydx
!*,fy y—=2vdxyln|xy|=x’+c,
Xy Xy .

14. Resolver xdy + 3y — e’ dx = 0.

Muitiplicando la ecuacion por é(x) = x* obtenemos x* dy + 3x*y dx = x*e*dx.

Luego, x3y = j xle* dx = x%* — 2xe* + 27 + C.
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15 Resotver 212y _ g0
. | Resolver ﬁjd'[xy-m 6x*,
VIS
Aqui P(x) = % [Peyax =inst, ygr) = ot =22
Multiplicando la ecuacién dada por £(x) = x* obtenemos x*dy + 2xy dx = 6x° dx. Luego, x*y = x* + C.
Nota 1. Después de multiplicar por el factor integrante, los términos del primer miembro de la ecuacién que resulta
forman una combinacion integrable.

Nota 2. El factor integrante de una ecuacion dada no es unico. En este problema, x*, 3x3, 4x*, etc., son todos
¢ellos factores integrantes. Es decir, hemos utilizado la integral particular mis sencilla de P(x) dx en lugar de la integral
general In x* + In C = Cx".

16. Reso\lver tag x % + y =secx.
!
—Tendremos % + ycot x = csc x, J. P(x) dx = J cot x dx = In [sen x| y §(x) = e'™ ' *' = |sen x).

Luegosenx(% +ycotx) =snxcscx, senxdy + ycosxdx =dx,yysenx =x + C.

dy .
17. Resolver F—xy =X,

Aquf P(x) = —x, J P(x)dx = —}x0, y &(x) = PR
Luego, e~¥12* dy — xye V' dx — xe 1t dx, ye Ut — _e-in' | C,ey = Celt** — 1.

L4

18. Resolver o

+ y = xy.

La ecuacion es de la forma % + Py =Qy*cona = 2.

dy dz
Haciendo ¢l cambio '™ = y~1 =z, y—? d—: =— 2 (Es conveniente escribir la ecuacién en la forma
dy dz dz
- -1 = ——— = m— = ——
y p +y x.) Luego, dx+z X0 i z X.
El factor integrante es &(x) = e/f% = ¢~/ = ¢-2, Por tanto, e *dz— ze~*dx = —xe*dx y ze™* = xe™*

+ e~* -+ C. Finalmente, como z =y, —;— = x + 1 + Ce*.

dy
19 o

Resolver + ytag x = y’secx.

d.
Ponemos la ecuacién en la forma y-? Ey + ytagx = sec x.

Haciendo el cambio y—* = z, y"% = — —;_ % obtenemos % — 2z tag x = —2 sec x.
El factor integrante es £(x) = e~3/"83 4z —cos? x. Luego, cos? x dz — 2z cos x sen x dx = —2 ¢os x dx, 2¢co8* x =
3
—2sen x + C'ycoysi’x =—2senx + C.

20. Se dispara una bala contra una masa de arena. Suponiendo que la resistencia sea igual a la raiz cuadrada de la velocidad
de la bala, calcular el tiempo que tardard en detenerse totalmente si su velocidad, al penetrar en la arena, es de 49 metros

por segundo. _
Sea v la velocidad de la bala ¢ segundos después de haberse introducido en la arena.
. av — dv
laretardacnénscré——zt—— vo-~\—/7_——-dry2\/v——-t+C. ,

Para t =0, v=49 y ¢ = 24/49 = 14. Por tanto, 24/v = —t + 14 es la ecuacién del movimiento de la bala.
Para v = 0, t = 14; es decir, la bala se detiene a los 14 segundos de incidir en la arena.

21. Un depésito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solucion igual a 100 kilogramos. Se introduce
en el depdsito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto.
La mezcla se mantiene uniforme mediante una agitacion adecuada y se la extrae del dep6sito a la misma velocidad
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendra el depésito al cabo de 90 minutos.
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22.

Sca g (kilogramos) la sal que hay en el deposite al cabo de f minutos, yd—‘: la velocidad de variacion de dicha can-

tidad ¢oun ¢l tiempeo /.

. . d
En cada minuto llegan al depaésito 1,5 kg de sal, y salen de €1 0,039 kg, Por tanto, ﬁ'— =1,5=003, %
L 1,5—0,03¢
_ In(0,03g —1,5) _
= dr, S ¥ —r + C,
Parat =0,¢q =100y C = h(; :)’35 ; por consiguiente, In(0,03¢g — 1,5) = —0,03r + In 1,5, 0,02¢g — 1 = e—003

Yy q =50+ 50e-%°%¢ Para s = 90, ¢ = 50 + 50e~*7 = 53,35 kg.

Bajo ciertas condiciones, ¢l aziucar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporciortal, en cada instante,
a la cantidad de azucar sin transformar. Sabiendo que para r = 0 la cantidad de azicar es de 75 gramos, y que al cabo
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media.

Sea g la cantidad transformada en ¢ minutos.
dq

75 —

Parat =0,g =0y C = In75; por tanto, In (75 — q) = —kt + In 75.

Parat = 30, ¢ = 8,30k = In 754 In 67, y k = 0,0038. Es decir, ¢ = 75(1 — e 038,

Para 1 =90, g = 75(1 — e—4,¢*") = 21,6 gramos.

Tendremos -gg— = k(15 —q),

p =kdt,yln(75—q) = —kt + C.

Problemas propuestos

23. Hallar la ecuacion diferencial cuya solucién general es:

(@ y=Cx*+1 (©) y=Cx*+ C? () y=C + Cx + Cyx? () y=C;senx + C,co8 x

b y=Cx+C d xy=x*—C (f) y = Ce* + Cpe® ) y = Ce*cos(3x + Cy)

Sol. (a} xy” =2(y —1) (© 4x%y =% + () (€ y’'"'=0 @ y ' +y=0

®) y=0—xy)y @ xy'+y=3" oy —3y+2y=0 By =+ 10y =0

24. Resolver:

(@ ydy—4xdx =0 Sol. y* =4x*+ C

b) yrdy —3x5dx =0 Sol. 2y3 =3x¢ + C

(©) x¥ =y(x—4) Sol. xt — xy + 2y = Cx%

@ (x—20)dy +( + 4x)dx =0 Sol. xy — yt + 2xt = C

(e) @y* + Ny’ = 3x%y Sol. y*+In{yl=x*+C

f) xy'Qy—1) =yl —x) Sol. In |xy| =x + 2y + C.

(@) 2+ y)dx = 2xydy Sol. x* —y* = Cx

* x4+ ydy =(x—y)dx Sol. xt —2xy — )yt =C

() x(x+y)dy—y*dx =0 Sol. y = Ce ¥+

(j) xdy—ydx + xeV*dx =0 Sol. e¥* 4+ In |Cx| =0

k) dy =@y + e¥™) dx Sol. y = (Ce* — 1)e*

0 xHyrdy =(1 — xy®) dx Sol. 2x3y3 =3x* + C

La tangente y la normal a una curva en un punto P(x, y), cortan al eje xen Ty N, y al eje y en S y M, respectivamente.
Hallar la familia de curvas que satisfacen la condicion:
(@ TP = PS (b)) NM = MP (¢) TP = OP (d) NP = OP.

"Sol. @xy=C B)2x2+y*=C (Qxy=C,y=Cx (dxt* +y*!=C

26.

27.

Resolver ¢l Problema 21 suponiendo que al dep6sito llega agua pura a razén de 15 litros por minuto y que la mezcla
sale a ]a misma velocidad. Sol. 6,7 kg.

Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razdn de 20 litros por minuto.

Ind. dq = — 0:"_', dr Sol. 0,01 kp
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden

LOS TIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vamos a considerar son:

(1) Zg = f(x) (Ver Problema 1.)
dy _ dy

(2) d = f(:r d:c) (Ver Problemas 2-3.)
d*y

(3) ae = f(y) (Ver Problemas 4-5.)
d’y dy

(4) dz° -+ Pd + Qy = R, siendo P y Q constantes y R una constante o una funcién de x

solamente. (Ver Problemas 6-11.)

Si la ecuacic’m caracteristica m? 4+ Pm + @ = 0 tiene dos raices distinras, m, y m,, la solucién
d 2 —}— P~d—-——+— Qy =0es y = Ciem~ + C,em~. Si las dos raices son iguales, m, == m,
= m, la solucion general es C,e™ + nge"'x

+P

general de -

La solucion general de- @y - 4 @y = 0 (ecuacion homogénea) recibe ¢l nombre de fun-

dx® d

., d¥ d
cion complementaria de la ecuacio e a’y 4+ Qy = R(x). Si f(x) satisface a esta ultima ecua-

cion (solucidn particular), la solucién general es y = funcidn complementaria + f(x).

Problemas resueltos

2

d
1. Resolver - Yo xe* + cos x.
dx?

d{d
Tenemos —- b4 xe* + cos x, ﬂ =f (xe* + cosx)dx =xe*—e*+senx + C,, e y = xe* 2e*—
dx \ dx dx

—cosx+ Cix + G,
dy dy

2. Resolver x? i + xa =a,
dy diy dp . dp
- 2. Lr -2 o' = _—d
Hacenios p g entonces i g y la ecuacion dada toma la forma x e + xp=aoxdp + pdx x.
dy dx
Luego, xp = aln |x] + C,,.ra—; =aln x|+ C,dy =aln )xl — +C —ey=4daln® x| + C;In x| + T,
3. Resolverxy" +y " +x=0,

2
Hacemos p = g Con lo cual —j—':- = g—i y la ecuacion dada toma 1a forma
dp
XF +p+x=00xdp+pdx = —xdx
dy - 1 Cl

Luego, xp = —}xt + C,, i x+ —ey—=—}x*+ C,ln x| + C,.

340
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s.

7.

10.

dy

Resolver
dx?

— 2y =0.

d 8 Pyt ? . v -
Como T (»’®) = 2y’y’’,.multiplicando la ecuacién dada por 2y’ obtenemos
2’y = ayy’, y? = 4f yy'de = 4 ) ydy = 24+ C,

Luego, 9%¥ _ 25 dy — ,
, = V2 + C,, =dr, In|V2y+V2r+C/| = V22 + InC
dz V2y' + G, | nta

Yy ) \
V2y + V2 + G = Cze‘/:

rr l
Resolver y’’ = — 7
Multiplicando por 2y’ obtenemos 2y’y’’ = —i};—. Luego,
y

, 1 dy _ VIt Co d
W)» = +C, L=VIHICV YW g4 \TICw = Czt G
Y &7 Yy V1+Ciy?

y (Ciz+C) — Ciy* = 1

dty
dx2
Tendremos m? + 3m— 4 =0y m = 1, —4. La solucion general es y = Cie” + Ce %",

Resolver

dy N
+3E_4y_0'

dy dy
Resolver et + 3E = 0.

Tenemos m® + 3m = 0y m = 0, —3. La solucién generales y = C; + Cpe 2~

d'y dy _
i g Ty =0

Aqui m* —4m + 13 = 0 y las raices son m, = 2 + 3i y my = 2 — 3i. La solucién general es

Resolver

Y = Ce®+ar | Coe=30r — o¥(Cyed* + 'Cze-:u‘z)

Como e'** = cos ax + i sen ax, tendremos e** = cos 3x + isen3x, e~** = cos 3x, — I sen 3x, y la soluciép se
puede dar en la forma

y = e¥ {C,(cos 3x + isen 3x) + C,(cos 3x — i sen 3x)}
= e¥ {(C, + Cu) cos 3x + i(C, — C;) sen 3x)

= e%* (A4 cos 3x + Bsen 3x)

diy dy _
dx* ~  dx tdy =0

Tenemos m? —4m + 4 =0y m = 2,2, La solucién general es y = Cie¥ + Coxe?.

Resolver

¢
dy |3 b

Resolver It P

—4y = 0.

Seglin el Problema 6, la funcién complementaria es y = Cye® 4+ Cye %,

Para encontrar una solucioén particular de la ecuacién obsérvese que el segundo miembro es R(x) = x2. Esto nos
sugiere que la integral particular ha de contener un término en x%, y, quizd, otros términos obtenidos por derivacion
sucesiva. Suponiendo que es de la forma y = Ax? + Bx + C, en donde 4, B y C son constantes a determinar.

Sustituyendo y = Ax* + Bx + C, y’ = 2Ax + B, y’’ = 24, en la ecuacién diferencial obtenemos

24 + 3(2Ax + B) —HAx* + Bx + C) = xt, —4Ax* + (64 —4B)x + (24 + 3B—4C) = x*

Como esto ¢s una identidad en x, —44 =1, 64 —4B =0, 24+ 3B—4C = 0.

Luego A = —}, B=—3, C=—}3 e y=—}x*—3x— 13 cs una integral particular.

Por tanto, la solucién general es y = Cie* + Cpe~4*— Ix* — Jx — 14,
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11.

12.

13.

14.

dx?

En este caso, la ecuacidn caracteristica es m* — 2m — 3 = 0 y sus soluciones, m = —1, 3; la furcién comple-

n_lentaria es y = Ce~* + C,e®. El segundo miembro de la ecuacion diferencial nos hace pensar que una integral par-
ticular sea de la forma 4 cos x + Bsenx,

. . . . dy dy '
Hallar la solucidn de la ecuacion diferencial ——- — 2 i 3y = cosx.

Sustituyendo y = Acosx + Bsenx, y’ = Beosx — Asenx, y’’ = —A4 cos x — B sen x, en la ecuacién diferen-
cial, obtenemos

(—Acosx-—Bsenx)—2(Bcosx— Asenx) —3(4cosx + Bsenx) = cosx
—2(2A + B)cosx + 2(A—2B)senx = Cos x
Luego —224 +B) =1, A—2B=0,y A =—}, B=—1/,

La solucion general es Cie=* + Cee** — }cos x — Y/, senx = y.

., . . . . d3s \ .
La ecuacion del movimiento de vibracion de un cuerpo unido a un resorte es an 4 165 == 0, siendo Ja elongacion del

muelle en el instante 7, Siparatr =0, s =2y %‘:— = 1, hallar s en funcién de 1.
Tenemos m? + 16 = 0, m = +4i, y la solucidén general es s = A cos 4t + B sen 4¢.
Para t =0, s =2 = A, por tanto s = 2cos 4 + Bsen 4.

Para t =0, ds/dt = 1 = —8sendr +4Bcosdt = 4By B = }.
Luego, la ecuacion es 5 = 2 cos 4t + } sen 4¢,

]
La intensidad de corriente en cierto circuito eléctrico viene dada por dtl” + 4 %é + 25047 = 110. Siparat =20, es
di .
I=0y v 0, hallar 7 en funcion de ¢,

m? + 4m + 2504 = 0, m = —2 + 50i, —2 — 50i; la funcién complementaria es e~-* (A cos 50¢ + Bsen 50¢).
La integral particular es I = 110/2504 = 0,044.

Por tanto, 1a solucién general es I = e~ (A4 cos 50¢ + B sen 50t) + 0,044,

Para t =0, I =0 = A 4+ 0,044; luego 4 = —0,044.,

dl
dr
De donde B = —0,0018 y la relacién pedida es I = —e % (0,044 cos 50¢ + 0,0018 sen 50r) + 0,044.

Para r = 0, =0 =e¥[(—24 + 50B)cos 50t — (2B + 504) sen 50¢t] = —2A4 + 50B.

Una cadena de 4 metros de longitud comienza a deslizar por una superficie, sin rozamiento, en el momento en que pende
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (@) su velocidad cuando abandona la superficie el Gitimo trozo
de cadena y (b) el tiempo que tarda en abandonar la superficie.

Sea s la fongitud de cadena que cuelga en el instante ¢,
(a) La fuerza F que obliga a deslizar a la cadena es el peso de la parte que cuelga.

Fuerza = masa X aceleracion = ms’’ = }mgs o s’' = lgs.
25’5’ = Jgss’ y (s7) = lgs* + C.

Parat=0,5s=1ys =0 LuegoC,=—tgys' =}V Vss—1.
Para s = 4, s* = 4V 15¢ m/seg.

ds _ —
®) - =}Vedtylnis+Vs—1|=4% Vgt + C.

V—1

Parar=0,5=1. Luego C, =0y In(s + vVs?—1)=4Vgue

2
Para s =4, t = —— In (4 + 1V 15) sec.
Ve

Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros por segundo cuando se desconecta ¢! motor

(en el instante ¢ = 0). La resistencia del agua es proporcional a su velocidad y vale 100 kilopondios en ¢ = 0. Hallar
el espacio recorrido hasta que Ia velocidad sea de 5 metros por segundo.

Sea s el espacio recorrido por 1a motora al cabo de r segundos.

ms’’ = —Ks’ o] 5" = ks’
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Para determinar k: Parar <=0, s’ = 20, s’ = fuerza = — 100¢ = —4 v k= ~1_
masa 245 5
' dv : 1
U= =_T' Inv=———I+Cl y v=Cees,
Para t =0, v=20. Luego C;, = 20, v = % =20e-"y s = —100e~* + C,.

Para =0, s = 0. Luego C, = 100 y s = 100(1 —e"/%),
Para v =5 =203 s = 100(1 —}) =75 m.

Problemas propuestos

Resolver:
d*y
16. T 3x+2 Sol. y = ix*+ 2* + Ciz + C:
17, =Tl = e +1) Sol. y = &% + ¢~ + Ciz + Ca
dl
18, d_:c’= —9sen3x Sol. y = sendz + Cix + C:
dl
19. r % - 3ﬂ+ 4z = 0 Sol. y = z* + Cia* + Cs
d* d
20. d—;{—d—: = 2z -2 Sol. y = 23/3 + Cie* + C,
I F
21. fiiz, - g_: = 82, Sol. y = x“ + Clx’ + Cz
(kt d
2. Th-3t+2y = 0 Sol. y = Cie + Cae*
dy d
23. dx,+ 5d” +6y = 0 Sol. y = Cie™* + Cie™%
d? d
u H-L = Sol. y = Ci + Cre*
d*y d
25, d—x"'—zd: y = 0 Sol. ¥y = Cizer + Cre”
d?y
26. drt +9% =0 Sol. y = C,cos3x + C:sen3x
d2
217. d;{ = 22—1’ +5y = 0 Sol. y = ¢ (Cicos2r + Czsen2zx)
d*y
28. A 4 + 59 = 0 Sol. y = e¥*(Cicosx + Cirsenzx)
d? d
2. 5+ 4%+ 3y = 6x + 23 Sol. y = Cie "+ Cre™™ + 22 + 5
d’y
30. 5+ 4y = e Sol. y = Cisen2x + C:cos2x + €'/13
d1y dy — 2r — 3r 3x 2r
‘31.W 65+9y—z+e Sol. y = Cie* + Cixe™ + ¢ +9-+-2,7
2
32. g—;ﬁ— y = cos2x ~ 2sen2x Sol. y = Cie" + Cre™ — Lcos2x + #sen2x
33. Una particula de masa m, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, estd sometida a una

fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuacién del movimiento si para r =0, s =0y s' = y,.

ds d*s ds

dis
Ind. Aqui m— i —-——k,ﬁ—k,sosead—’z-}-zb— +efs=0,6>0,
Sol. Si b* = ¢3, 5 = v,re™,
Sib<e?s= w—vi?e""sen ct— by
Sib'>c, 5= — 0 (et-bHVE-IH_ ptoa-y/b3aiy
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