Capitulo 3

Sucesiones, induccion y
sumatorias

3.1. Sucesiones

Definicion 1

Una sucesion es una funcion definida de N — R que se acostumbra a denotar
por a, en lugar de f(n), costumbre que también adoptaremos en este texto,

asi,
a, €ER,  VneN

a,: se llama término n—ésimo o término de lugar n.
ay: es el primer término de la sucesion.
ag: es el k—ésimo término de la sucesion.

Las sucesiones se encuentran presentes en casi todos los topicos de las matematicas,
de ahi su importancia. Eventualmente, n € Ng, Ny = NU {0}.
Ejemplo 1

Vamos a dar algunas sucesiones definidas por su término n—ésimo, o bien, en
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forma recursiva.

_ 2n—1
Loa, = n2+41
2. a,=2n—-1
3. an = (—1)"

4. a, = cos(nm)
5. a,=14+24+3+...+n

6. an:%

Dada la sucesiéon aq, ao, . . ., a,, su k—ésimo término es ay, el siguiente térmi-
no es axy1 también llamado sucesor, el anterior al k—ésimo término es ap_;
también llamado antecesor.

Ejemplo 2

., n—1 . ;. , . . .
Dada la sucesion a, = gn—ﬂ, determine el k—ésimo término, su siguiente y
anterior término.

De inmediato se tiene que:

21@71

ak = 377 €S el k—ésimo término.

o ok—1-1 o ok—2 t . t/ .
4y = 35771 = 3z ©S su anterior término.

o 2k+171 o 2k:
Uk = 3rD+1 — 3k44

es su siguiente término.

El grafico de una sucesion, aunque no es relevante, es un conjunto discreto
de puntos que siempre se encuentran en el primer o en el cuarto cuadrante
de los ejes cartesianos, es decir:
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DIBUJO

Observacién.

Los conceptos de sucesiones crecientes, no crecientes, acotadas, convergentes,
etc., no se abordaran en este texto. Para ellos consultar en el texto de Calculo
Integral y Diferencial en una Variable.

3.2. Ejercicios resueltos

11

1. Dada la sucesion: 1,3, 3,. ..

a) Determine su término n—ésimo.
__1
b) Pruebe que ax — ag1 = I

c) Calcule a3 — apy1.

Solucion.

a) De inmediato a, = -

o _ 1 1 k+1-k _ 1
b) ax — agy1 = E k1~ k(k+1) — k(k+1D)
_ 1 1 _ n
€) a1 = @1 =1~ oy = i

2. Dada la sucesién 1,1+%,1+%—|—%...

a) Determine el término de lugar n.
b) Determine el siguiente término al n—ésimo.

c) Demuestre que a,+1 > a,, Vn € N.

Solucioén.

a) De inmediato se tiene que:
an:1+%+%+...+%

b) o1 =14+3+1+.. . +2+-L
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) =ty = 1+h+d e de (b e ) =

pero comon > 1 = a1 —an, > 0= api1 > ay.

3. Dada la sucesion: %, , %, e

W=

a) Determine el término n—ésimo.
b) Determine el anterior y siguiente término al n—ésimo.

c) Calcule agy — agg1-

Solucion.

_ 1 _ 1
b) an-1 = m—3 Y dntl = 357
1 2

_ 1 _
C) A2k — A2k+1 = 2(2k)—1 2(2k+1)—1 — 16k2—1

4. Desarrolle la siguiente sucesién definida recursivamente y de aqui de-

duzca el n—ésimo término: a; = 2,...,a,11 = 2a, + 1.
Solucién.
a1 = 2

ag=2a;+1=2-2+1=2*+1
az3=2a;+1=2(2+1)+1=2+2+1
as=2a3+1=2(2+2+1)+1=2"+2>+2+1

Uy =20, 1+1=2"42"2 42" 34+  4+9224+241

Mas adelante, en el capitulo de progresiones, estaremos en condiciones
para efectuar esta suma, cuyo resultado es a, = 3 - 2" — 1.

L

7 demuestre que:

5. Sialzl...an+1:an+

a) a1 +ay=3(az— 1)y que a1 +az +az =3

b) an=1+3+3+...+1
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Solucién.

a) =1
) —a1+%:1+%—%
N
mta =1+3=2y 3as—1)=3(F—-1)=3

luego, a; + as = 3(az — 1), finalmente, a; + as + ag = %

1

b) a9 — A 5
_1

ag — az =3
_1

a4y — as =1
_ 1

Qp—1 — Ap—2 = n—1
_ 1
Qp — Gp—1 I

Sumando miembro a miembro se tiene:

L Ly ]
n a1—2 3 4 7 n
R 1

3.3. Ejercicios propuestos

1. Escriba los cuatro primeros términos, el término k—€simo, el término
anterior y siguiente del término k—ésimo de las siguientes sucesiones
cuyo término n—ésimo es:

2
a) n d) (_l)nn
n p—
b) 2 n e) (_1)n+132n

3n—5
n—+2
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Respuestas.
12,2232 y 4% k2 (k= 1)y (k+1)?

1,2,5,12; 2% — k, 2871 — (K — 1) y 28 — (b + 1)

21 4 7. 3k=5 3k—8 3k-2
37475767 k427 k+17 k+3

)
)
) —
) —1,2,-3,4; (=1)*k, (=1)* Yk —1), (=) (k+1)
)
)

a

S

o

S

32’ 34 36 _38 (_1)k—i—132k7 (_1)k32k—2’(_1>k32k+2
N2 @GN G+ )T )

2. Escriba el término n—ésimo de las siguientes sucesiones:

e

a) 1
b) 3,-9,27, —81,...
1
¢) 13335025 T
d) 5-1,11-3,17-5,23-7,.
-7 11 -1
6) 12733 54’ 755""
f)1—a25+2%9 -2 13 +2°,
g) 1-(p—1),3-(p—2),5-(p— 3), ..., p constante.
Respuestas.
- _ e D G Y]
a) Ayp = 2n 1 e) Ap = n-D(ntl)
b) an = (=1)""'3" ) a,=4n—3+ (=1)"z"t!
_ 1
©) = e g) an=(2n-1)(p—n);
d) an= (60— 1)2n 1) 1<p<n

3. Desarrollar las siguientes sucesiones definidas recursivamente y deter-
mine el término k—ésimo:

a) ap=0, aps1 = (1 —2x)a, +nz, v € R,z # 1.
b) po = 1; pn = N1
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Respuestas.

a) ap=0,a; =0,a3 = x,a3 = (1 — )z + 2z, ...

ar=(1—-2)" 20+ (1 —-2)" 22+ 1 -2) B+ ...+
(1—2)(k—=2)z+ (k—1)x

b) o =1
pr=1lpo =1

Po =241 =2-1
js = 3py =3-2-1

4. Determine el término n—ésimo de las siguientes sucesiones definidas
recursivamente:

a) pn=2,...,ln = fln_1+2
b) H0:2aU1:37"'alun+1:3,un_2,un—l

¢) 1 =V2 12 =V2V2, .. pini1 = /2

Respuestas.
a) pn =2n
b) 2,3,5,9,17,...., 4, =2"4+1,n>0
c) p = 2%,;@ = 22%,,u3 = 22%,...,,un :2%, es decir, p, = 2l=3w

5. En cada una de las siguientes sucesiones, cuyo término general es a,,
determine si son consecutivos o no los dos términos que se indican, en
caso de no serlo indique cuales son:

a) a, =2n; 2k — 2y 2k
b) an=2n—1;2ky2k+1
¢) anzvn+1+\/ﬁ;myvk—1+\/%
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Respuestas.
a) y ¢) son consecutivos.

b) no son consecutivos, los posibles consecutivos son: 2k + 1y 2k + 3
02k—1y2k+1.

3.4. Induccion

Axioma de Induccién. Sean m € Ny, Ng = NU {0} y A el conjunto de
los naturales que son iguales o mayores que m, es decir:

A={n/n>m,m e Ny}.

Si S es un subconjunto de A con las siguientes dos propiedades:

1. Contiene a m,

2. Vke A:sik e S,

entonces (k+1) € S, luego el conjunto S es igual a A. En muchas aplicaciones
de este axioma se tiene que m = 1, por tanto N = A.

Cuando se use este axioma para demostrar propiedades del tipo que estamos
considerando, el conjunto A y la forma proposicional p(n), n € N, nos lo
dan en la proposiciéon de la propiedad. Se toma S como el subconjunto de A
que contiene aquellos naturales para los cuales p(n) es verdad. Asi podemos
volver a formular el axioma como un proceso operacional que se acostumbra
a llamar Principio de Induccion Matemadatica.

Principio de Induccién. Sea A = {n / n > m,m € Ny} una proposi-
cién de la forma ¥V n € A : p(n), probaremos la verdad de esta proposicién
estableciendo lo siguiente:

1. p(m) es verdad.
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2. ¥n € A, la implicacién p(n) = p(n + 1) es verdad.

Notemos que usualmente m = 1, luego A = {n / n > 1}} = N. También
suponer la verdad de p(n), se acostumbra a llamar hipétesis inductiva (H.I).

Ejemplo 3

Demostrar V n € N, que

LS SIS SRS SO
1-2 23 3-4 7 amh+1) n+l

Demostracién.

Se tiene que: m =1, A={n /n > 1},

S B S n
n). —— — =
P19 7973 nn+t1l) n+l

1. p(1) es verdad, pues % = Fll

2. p(n) es verdad, es decir, se cumple

1 1 1 n
ﬁ+2—-3+'”+n(n+1):n—l—l (HI)
entonces p(n + 1), es decir, debemos establecer que:
L_‘_L_‘_..._‘_ 1 + 1 :n+1 (T)
1-2 23 nn+1) (n+1)n+2) n+2 '

En efecto:
1 1 1 1 n 1
T2 23 T hmrD) e D)m+2)  n+l mrDn+2)
_ n(n+2)+1
 (n+D(n+2)
B (n+ 1)
 (n+1D)(n+2)
n+1

n+2



Luis Zegarra A.

Sucesiones, induccion y sumatorias

Ejemplo 4

Demostrar V n € N, que

es divisible por 133.

Demostracién.

a, = 11n+2 + 122n+1

Se tiene que: m =1, A={n /n > 1}

ap = 112 412271 = 133p, VpeZ'

1. a; = 113 + 123 = 3059 = 133 - 23, es verdad.

2. Sea
a, = 11"2 4122 = 133p, p e Z* (H.I)
entonces,
any1 = 11"3 4+ 122"12 gea divisible por 133 (T.)

En efecto:

At 11772011 + 1227+ . 122

s 11(117F2 4 1227+ 12271122 — 11 . 122!

At 11a, + 122"71(12% — 11)

Uni1 11-133p 4 122" . 133

(p+1

113 - (11p + 12*"*1)

lo que prueba la tesis.

Principio General de Induccion.
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3.5. Ejercicios Resueltos

1. Demuestre que si n es cualquier entero positivo, %(n3+2n) es un entero.

Demostracion.

Sea S = {n € N/ (n® + 2n) es un entero}.
)

i) 1€S, pues 5(1*+2-1) =1y 1 es un entero.
ii) Sin e S se tiene que 3(n® 4 2n) es un entero. (H.I)
Por demostrar que (n+1) € S.

En efecto,

1 1
g[(n+1)3+2(n+1)] = §(n3—|—3n2+3n+1+2n+2)

1
= g(n3+2n)+(n2+n+1)

es un entero, pues z(n®+2n) lo es por (H.I) y n® +n+1 es un entero,
pues n loes, asin € S = (n+1) € S, por tanto, S = N.

Nota: en adelante vamos a dejar de formular al conjunto A o bien
S, dejandolo sobreentendido, pero el lector, si es su deseo, bien puede
hacerlo.

2. Si w4 = 2u; + 1, i € N. Demostrar que u, + 1 = 2""1(u; + 1).

Demostracion.

i) Paran=1=u +1=2"(u; +1) =u; + 1.
ii) Hip6tesis Inductiva: para n = k = uy, + 1 = 2871 (ug + 1).
Por demostrar para n =k + 1, o sea, upy1 + 1 = 2F(u; + 1).

En efecto, en la hipotesis del problema hagamos i = k, luego
Uk+1 :2uk+1:>uk+1+1:2uk+2:2(uk+1),
usando la hipodtesis inductiva:

= gy + 1= 22wy + 1)) = 2%(ug + 1),
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3
Un+1 :

3. Sabiendo que: 4— = Uy +——uQ+—: o= U, +

. _ 3n+1—3
Demostrar: Uy = IFT -
Demostracién.

3 _3#l-3  9-3 _ 3
)Paran—].:>U1 Z'UJl—W—m—Z

ii) Hip6tesis inductiva: para n = k = uy, = gk En 1, por demostrar
3kt+2_3
paran =k + 1, 0 sea, upy1 = Sy

En efecto, por hipotesis del problema tenemos:

3 3
d=up+—— = Upp1 = ;
Up41 4 — up
ahora, usando la hipétesis inductiva:
3
u =
k+1 4 — (3k+1 —3) /(31 — 1)
B 3(3k+1 _ 1)
© 4.3 4 3L 4 3
3k+2 -3
U =
s (4 —1)—1
3k+2 -3
~ gkt2 _q

4. Siu; =0y upy1 = (1+ 2)u, —nx, Vn €N, demostrar que:

1
un:;[l—irnx—(ljt:c)"], x # 0.

Demostracion.

i) Paran=1,u1 =0, uy =1[l+2z—(1+2)]=1-0
ii) Hipotesis inductiva. Para n =k = uy, = £[1+ kx — (1 + z)*], por
demostrar para n = k + 1, o sea,

1
U1 = ;[1 + (k+ Do — (14 2)F1],
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En efecto, hacemos n = k en la hipdtesis del problema ug.; = (1 +
x)uy, — kx, ahora reemplazando la hipétesis inductiva:

1
gy = (1 —l—x);[l +kr — (14 2)" — ka

1
= Uprp = ;[(1+x)+(1+x)k‘:€—(1+x)(1+x)k]—k::c
1
= E[1+:L'+k::£+k::£2—(1+a:)k+1—k::£2]
1
= Upp = ;[1+x+kx—(1+x)k+1]
1
x

1+ (1+k)z— (1+2)]
5. Demuestre V n € N, que: 2" > (n + 4)%

Demostracion.

i) Paran=1; 2™ > (14+4)? = 2° > 52 = 32 > 25.
ii) Hipétesis inductiva, para n = k = 284 > (k 4 4)2.
Por demostrar para n = k + 1, o sea, 2¥"% > (k + 5)2.

En efecto, como

2 > (K +4)2 = 2812 > (K +4)?-2

= 2F+5 > 2k2 + 16k + 32

= 285 > k2 110k + 25+ k2 + 6k 4+ 7 y como

k2 4+ 10k + 25+ k> + 6k +7 > k> + 10k + 25 =
285 > |2 410k + 25 = 285 > (k + 5)%

6. Demuestre Vn € Z; n > 1; h > —1; que:

(14h)" > 1+ nh

Demostracion.

i) Paran=1;1+h)!'>1+h=1+h=1+h.
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ii) Hipétesis inductiva, paran =k = (1+ h)* > 1+ kh.
Por demostrar para n =k + 1, o sea, (1 +h)** > 1+ (k + 1)h,.

En efecto, como (1 + h) > 0, tenemos:

(1+h)k(1+h) > (1+kh)(1+h)

= (1+h)*"*t>1+h+kh+kh?>>1+h+ kh pues kh? > 0
= (14+h)" > 1+ (k+1)h

. Demostrar que los ntimeros de la forma u,, = 22"t — 9n? + 3n — 2 son
divisibles por 54.

Demostracion.

i) Paran=1;u; =2>—9+3—-2=0y 0 es divisible por 54.

ii) Hipétesis inductiva, para n = k = uj, = 2%+ — 9k? + 3k — 2 es
divisible por 54.

Por demostrar para n = k + 1, o sea que up,; = 223 — 9(k +
1)2 + 3(k + 1) — 2 sea divisible por 54.

En efecto:
Upyy — up = 287122 — 1) — 18k — 6 = 3(2%*! — 6k — 2),
sumando y restando 27k2, tenemos:

Uy — up = 3[22FT — OK? + 3k — 2] + 27k — 2Tk
= Ug41 — U = 3uy + 27(]{7)(]{7 — 1)
ahora como el producto de dos niimeros consecutivos es par, podemos

poner

k(k —1) =25, (S € N),

luego:
Uyl — Up = 3up + 54S = upy1 = duy + 545

como por hipétesis inductiva
duy, = 54p, (p € N) = w1 = 54(S + p)

con lo que wugyq es divisible por 54.
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8. Demostrar que u, = 32 4 5271 o5 miiltiplo de 14.

Demostracién.

i) Paran =1, u; = 3%1+2 4 5%l = 854 es muiltiplo de 14.

ii) Hipétesis inductiva, para n = k = u;, = 3*+2 4+ 52%+1 o5 muiltiplo
de 14.

Por demostrar que para n = k + 1 = wujyq = 3%+6 1 52643 o5
multiplo de 14.

En efecto, sea:

Upyr — up = 8032 4 520194
— 24(34k+2 + 52k+1) + 56 - 34k+2
Uppr — Uy = 24uy +14-4-3%2 =
uppr = 25up + 1485, 5 = 4 312

Como uy, es multiplo de 14, ambos sumandos son miltiplos de 14, luego
U1 es multiplo de 14.

9. Demostrar que V n € N; f(n) = 10" + 3 - 4" + 5 es divisible por 9.

Demostracion.

i) Paran =1; f(1) = 10" +3- 42 + 5 = 207.
ii) Por hipétesis inductiva, paran =k = f(k) = 10¥ +3-4**2 4 5 es
divisible por 9.

Por demostrar que paran =k + 1 = f(k+ 1) = 1071 + 3. 43 15
sea divisible por 9. En efecto, sea:

fk4+1)— f(k) = 10710 —1)+3-4"2(4—-1)
= 9-10"+9. 4"
= f(k+1) = 9(10* +4*2) + f(k)

como f(k) es divisible por 9 y también 9(10% + 4*2), tenemos que
f(k+ 1) es divisible por 9.
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10. Demostrar:

_ sen 2"«
cosa-cos2a-cosda-...-cos2" oy = — - —
2" sen o
(a # km, k €Z).
Demostracion.
i) Paran =1, cosa = ;C;elfz = 25‘;53;250‘ = coso
ii) Hipdtesis inductiva, para n = k:
k
_ sen 2"«
cosa - cos2a - cosda - ... cos2aF o = Py —
2F sen o
Por demostrar, para
2k+1
sen 2 a
n:k+1:>cosa-cos2a-cos4a-...-cos2ka:?
2k+1gen «v

en efecto, multiplicando la hipétesis inductiva por cos 2¥a, tenemos

k
sen 2%«

a-cos2Fa = ki-COSQka
2F sen «v

2sen 28a cos 2k

cosa - cos2a-...-cos2F 1

= cosa-cos2a- ... cos2fa =

2 - 2k sen «v
sen 2(2%a)
2k+1 sen o
sen 2kl

2k+1 gen ov

11. Demostrar que cos(nmw) = (—1)".

Demostracién.

i) Paran =1, cosm = (-1)' & (-1) = (1)

ii) Hipétesis inductiva, para n = k; cos(km) = (—1)*.

89
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Por demostrar, para n = k + 1 = cos[(k + 1)7] = (—1)**1. En efecto,

como:
cos(kr) = (=1)F
cos(km)(=1) = (=1)"(-1)
cos(m + k) (—1)k+!
cos[(k+1)m] = (—1)F*!
12. DemostrarVn € Z;n >4, que1-2-3-...-n=n!> 2"
Demostracion.

i) Para n = 4: 1-2-3-4>2%= 24> 16.
ii) Hip6tesis inductiva, paran =k, k > 4: k! > 2%

Por demostrar, para n =k + 1 = (k + 1)! > 2¥*1 en efecto, como

1-2:3-...-k>2" = 1-2.3-.. k- (k+1)>2"k+1)
= (E+1)!>28k+1) (*)

Dado que,

VE>4 = k+1>4=28k4+1)>4-2°
= 2Pk+1)>4-2F>2.2F = 2F(k + 1) > 2F (%)
luego, por (*) y (**) concluimos (k + 1)! > 2F+1,

13. Se definen los ntiimeros ay, as, as, . .. mediante a; = V2 y ani1 = 2an.
Demostrar que a,, < 2 para todo n.

Demostracion.

a) Paran =1, a; = V2 < 2.

b) Hipdtesis inductiva, para n = k : ax < 2, por demostrar para
n==k+1, o0sea: agy1 < 2. En efecto, como ay < 2 = 2a;, < 4 =
V2ar, < /4 = por definicién /2a = aj41 luego agpyq < 2.
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14. Demostrar Vn € N, que

12,3 o _, n+2
2 2223 77 on 2n
Demostracion.
i) Paran=1=1=2- 42 =1 verdadero.
ii) Sea valido para n, o sea se verifica que
1 2 3 n n+ 2
-+ =+ —=4+...+—=—=2- H.I.
2 * 22 * 23 * + AL 2n ( )
Por demostrar para n + 1, o sea que:
1 2 3 n n+1 n+3
sttt Tt om =2 5m (T)
En efecto:
1+2+3+ +n+n+1_2 n+2 n+1
2 92 23 T 9n ontl on on+1
_ 2(n+2)—(n+1)
- - 2n+1
B n+3
- B 2n+1
15. Sia;=1,a0=3,...,0,40 = %(anﬂ + a,), probar que:

) ag <azg<as<...yas>as>ag>...
)@= -3 ()"
iii) apio — an = (—%)n_l Y Qppo — a1 =2 (—3)"
Prueba.

i) Vamos a demostrar que ag,_1 < ag,11-

1) Paran =1, a1 < az < 1 < 2 que es verdad.
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2) Sea vélido para n, o sea, se cumple ag, 1 < 2,41 (H.I)
En efecto,

Aop—1 < Qopg1 < §(a2n + agn-1) < §(a2n+1 + agy,)

& agpt1 < Qo2 & 202p41 < Q2p42 + A2py1

1
< Aopy1 < §(a2n+2 + a9n+1)

< Q2p41 < A2p43,
analogamente se establece:

g > Qg4 > Qg > ...

ii) 1) Paran=1= a; =1 —3=1que es verdad.

2) Sea vélido para n, o sea, que se verifica

7 4 /-1\"""
Lo (== I
w-3-3(3) @

74 _1\n

5—3(-3) (T)
En efecto, como a,;1 = %(an + a,_1) y tomando en cuenta el
principio general de induccién,

Por demostrar para n + 1, o sea, a,.1 =

17 41 "‘1+7 4/ 1\"°
it = 51373\ 72 3 3\ 2
7 14/ 1\"!
- L_Z(-= 1-2
tr = L 23( ) (1-2
7 n—l_z_% _1 n
nt1 3 373\ 72

iii) Como en ii) estd establecida la validez de la férmula para todo n
se tiene:

pt+2 — Ap =

Analogamente para G, o — api1 = 2 - (——) .
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16. Demuestre que 2" — y?" es divisible por x + vy, ¥V n € N.

Demostracién.

Sea S = {n € N / z?" — y*" es divisible por = + y}.

i) 1€ S pues 2% —y*> = (z + y)(x — y) es divisible por (z + y).

ii) Sin € S se tiene que x?" — y*" es divisible por z + y (H.I)
Por demostrar que (n+1) € S, o sea, 22"+ — 2"+ geq divisible por
(z+y) (T)
En efecto:

l,2(n+1) . y2(n+1) — :L,2n+2 . y2n+2

— ZIZ'2 (l,2n o y2n) + 1'2’3/2” _ y2n+2
(2 — y*") + vy (@ — y)(z +y)

es divisible por (z + y) pues #?® — 52" lo es por hipdtesis y el término

que se suma contiene a (z + y), por tanto, (n+ 1) € S, luego S = N.

3.6. Ejercicios Propuestos

1. Sia; =1y ag 1 = 2ax + 1, probar que a,, = 2" — 1.

2. Siu; =0y uprr = (1 —2)ug + kx, V k € N, pruebe que

un:é[nx—ljt(l—:c)"], x # 0.

3. Probar que si ug = 2, uy = 3, ..., upr1 = 3ur —2ug_1, entonces ¥V n > 0,
Uy = 2" + 1.

4. Siendo u; = ¢y ug1 = 2up+1,V k > 1, probar que u,+1 = 2" *(c+1).
5. Se definen los nimeros de Fibonacci inductivamente por:
ug=0,uy =1,..., Upy1 = ugp + Ug—1,

pruebe que:



Luis Zegarra A. Sucesiones, induccion y sumatorias

n
a) Upyp1 < <1+—2\/5>

)

b) Upi1 - Up—1 — u12’L = (=1)"
)
)

€) Upy1 =UoF+ UL+ ... F U1+ 1

d

Un4p—1 = Un—1Up—1 + UpUp

6. Se define u; =1y upy1 = up + k+1

Pruebe que uy +us + ... + u, = (n + 1)u, — n.
7. Pruebe que:

a) 9 divide a (3n+1)7" —1
b) 15 divide a 2 — 1
c¢) 2304 divide a 7*" — 48n — 1
d) 8 divide a 3*" — 1

e) 5 divide a 7-16™ + 3
f) 64 divide a 7*" 4+ 16n — 1
g) 48 divide a 7" — 1

h) 64 divide a 9" — 8n — 1

8. Pruebe que:

a) =" —y™ es divisible por = — y

b) x?~1 4 9?1 es divisible por z + y

9. Demuestre que V n € N, que:

+1 n+2
I >

e 2" n >4

@) 2">1+n

b) (2n)! <22*(n))?, n>1

¢) i+ L <h4+E+ <2 n>1
d)%+—+ +2n1+1§%

) n

10. Probar que 24 divide a n(n* — 1) si n es impar.

11. Demuestre: n(n + 1)(n+2)...(n+p — 1) es divisible por p.

94
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12. Pruebe que:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

P43+ +n+1)P=mn+1)22n*+4n+1), n>0

Demostrar:

a) 124324524 ...+ (2n—1)? = In(4n® - 1)

b) 2+5+13+... + (2" 437 = 5(2" + 3" - 3)

¢) htsstert T T = o

d) 1+3+45+7+...+(2n+1) = (n+1)?

) %_%4_2%.3%4_%-3%4—...(ntérminos)zl—m
f) &= — 24+ 18 (n términos) =§+(—1)"_12n1+3

) h— b g ) = (- )

Demostrar que:

a) (1-3)(1-3)1=3).-- (0-75) =75
b) (1 —x)(1+x)( x

Demuestre que:

1
12-22 432 (=12 = (—1)"‘1§n(n +1)

95

Probar que el producto (2n+ 1) ntimeros reales negativos es un nimero
negativo.

Probar que paran > 2, la suma de los angulos interiores de un poligono
regular de n lados es (n — 2).

Determine la falla del método de induccién en la demostracién de: V
n € N la férmula p(n) = n? — n + 41 proporciona solo ntimeros primos.

Sean gy = 10, s = 47 ... py, = 23441 — 60,2, n > 3. Pruebe que:
n = 2071 4 gntt
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20. Dado que ag = 12,ay = 11,...,ap12 = aps1 + 6a,, n > 0. Demuestre
que a, = 7-3"+5(—2)".

21. Sean a; = 0,a5 =1,...,a,+1 = n(a, + a,_1), n > 2. Demostrar que:
11 (—1)"
e N AN
an—n.<2! 3!4—...—1— o )

22. ay = a,as = b,az = %(al + 2a5),a4 = %(ag + 2a3),... a,b € R, a # .
Demostrar que:

3c c\n—1
n=a— — —1], =b—a.
" —a c+3[( ) } c—b_a

3.7. Sumatorias

Una sumatoria es un simbolo que se ocupa para denotar en forma comprimida
la suma sucesiva de los terminos de una sucesion.

Definicion 2

Se define el stmbolo ) (que se lee sumatoria) inductivamente, por

1
1. E a; = ay
i=1

n+1 n

2. E a; = E a; + a,y1, donde a,, es una sucesion cualquiera.
i=1 i=1

De esta definicién se desprende facilmente que,

n+1 1
dai=) aitartast.. tantap=atatazt.. +ann
=1

i=1
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n

Note que g a; representa a una suma desde el primer término de la sucesion
i=1

a; para ¢ = 1 hasta el tltimo término que en este caso es a,, para ¢ = n. Es

decir, en ¢ = 1 se inicia la suma de los sucesivos términos de a; e 1 = n indica
donde se finaliza la suma.

Nota. En este texto se estudiaran las sumatorias finitas simples y dobles,
que deberian llamarse series finitas.

En un curso posterior es estudiaran las sumatorias infinitas de los términos
de una sucesién, a éstas se suelen llamar series.

Numero de Términos.

Dada Zai con 0 < p<n,p e NU{0} el nimero de términos siempre es
1=p
igual a n — p+ 1 para el caso particular de p = 1, dicho niimero es n.

Propiedades.

n n n
1. E a; = E a; = E Qy
i=1 j=1 k=1

El valor de la sumatoria no depende del simbolo que se use como indice.

n
2. Z c=c(n—p+1),0 < p<n,ces una constante real que no depende
i=p
del indice 1.
n

Para el caso particular de Z 1=n.
i=1

n n

3. E ca; = c E a;, ¢ es una constante.
i=1 i=1

n n

i=1 i=1
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5. Propiedad Telescopica:

n

Z(aHl — ;) = pg1 —ap; 0 < p <,
i=p
también
n

Z(ai — Q1) = ap — apt1, 0<p<n.
i=p

6. a) Zn:az: nz_: iy p—1r2>0,0<p<n
i=Pp

1=p—r
n n—+r

b) Zai: Z ai—; 0<p<n
i=p i=p+r

n n p—1
7. Sea p < n, entonces E a; = g a; — E a;
i=1 i—1

1=p

Observacién.

Todas estas propiedades se prueban en forma sencilla, en base a la definicién
o bien por induccién.

Sumatorias Notables
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proptl

.y e e r £ L 0<p<n
7"‘_
k=p

Observacion.

Todas estas sumas se prueban por induccién, algunas de ellas se encuentran
en los ejemplos o bien en los ejercicios resueltos.

Ejemplo 5

Desarrollar las siguientes sumatorias:

i
L

p 28 +1

a) > k(2k—1) b) (—1) P

k=4

e
Il
o

De la definicién se tiene:

8
a) Y k(2k—1)=4-T+5-9+46-11+7-13+8-15,
k=4
note que son 5 =8 — 4 + 1 términos como deberia ser.

n—1

2k +1 2041 21 +1 2n1 41
b — 1)kt =— R () | | ———
) kZ:O( ) k+2 2 + 3 ot (=) n+1
Note que en este caso se tiene n — 1 — 0+ 1 = n términos.
Ejemplo 6

Escribir usando ), las siguientes sumas:

1. 12+ 32 +5%+ ... (hasta n + 1 términos)
2.2-7T+5-94+8-11+...4+422-287

3. & — 22 4 15— (hasta p términos).
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De inmediato se tiene:

1. Z(Qk +1)%, note que n — 0 + 1 = n + 1 términos.
k=0

2. Notemos que a;, = (3k — 1)(2k +5), k = 1,2,... la sumatoria debe

terminar en 3k — 1 = 422 A 2k + 5 = 287 de donde en ambos casos
141

k = 141, por tanto Z(?)k —1)(2k +5).

k=1
p
. . _ 4(k+1)
. k—1
3. De inmediato se tiene ;(—1) OEE )21 3)
Ejemplo 7
6
Sea a; = 3,...,a, = 6n — 3 calcular Z Q1011 -

k=3

Note que la sumatoria consta de cuatro términos, asi,

6
E A 1041 = Q204 + asas + a40¢ + asar
k=3

= 9-214+15-27+21-33+27-39 = 2340

Ejemplo 8

Vamos a calcular las siguientes sumatorias, aprovechando para ello la propiedad
telescopica.

2) i(iiQ_iil)

1=1

n+1 1 1
b —
) Z(Qz’—l 2@'+1)

i=p
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Por tanto, se tiene para:

) i 1 1\ 1 11 1 _ 5
~\i+2 i+1) 20+2 1+1 22 2 11
b) Note que en este caso los términos son consecutivos aunque aparente-

mente parecen no serlo, lo importante es que:

1 1
2i—1 Y TR

a; =

asi pues,

g:l 11\ 11
s \2%—1 2i+1) 2p—1 2n+3

1=p

3.8. Sumatorias dobles

Sea a;; una sucesion tal que 7,5 € N x N, asi se definen

DR of pott

i=1 j=1 =

n
Note que en Z (Z a2]> la sumatoria entre paréntesis suma sobre j

m n

manteniendo ¢ constante, andlogamente para g < g aij> suma sobre
j=1 \i=1

1y j la considera constante.

2. Sies el caso que a;; = b;c;, entonces

ii% = iibﬂj = (i bz‘) (i Cj)

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1
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n 7
3. Ahora si se trata de Z Z a;; entonces,

i=1 j=1

n % n 7

E E i = E E @ij
i=1 j=1 i=1 \j=1

y en este caso la sumatoria indicada entre paréntesis es la que se debe
efectuar necesariamente en primera instancia.

Nota.

Para el cdlculo o desarrollo de una sumatoria doble se aprovechan las propiedades
y las sumas notables de las sumatorias simples.

Ejemplo 9

Desarrollaremos y calcularemos

233 (5 46)

J

k=1 j=1 ‘7 k=1 j=1 j=1
3 1 3 3 3
= Z<I+‘+k‘2>225+22k
k=1 k=1 k=1
— g-3+2(1+2+3):§.
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Para b), el desarrollo se puede efectuar como sigue:

Zszz_sz+Z4g_2 144-144-2=14

i=1 j=1

el calculo también se puede hacer en la forma:

DY 25 = Z(mZ]) 222 i(i+1) =Y 2Gi+1)

i=1 j=1 i=1
= 12-2+22-3=14

3.9. Ejercicios Resueltos

1. Calcular las siguientes sumatorias:

2n n 2n—1
a) > k b) k o) > k
k=1 k=3 k=n+1

Solucioén.

Zk = 12n(2n+ 1) =n(2n+1)

b) Zk—Zk (142) ;n(n—i-l)—?)

2n—1 2n—1

) Zk_Zk Zk:_ 2n—1(2n—1+1)_%n(n+1)

k=n+1

=n(2n—1) —in(n+1)

2. Si a = 3k(k + 1)(k + 2) demuestre que ay — ap—y = k(k +1) y de

n

aqui calcule el valor de Z i(i+1).

i=1
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Solucion.

ar — ap—1 = sk(k+1)(k+2) — 3(k = 1)(k(k + 1)

= k(b + 1) (k+2—k+1) = k(k +1).

Luego,

n

n

Zz(z +1)= Z(ai — Q1) = a, — a

i=1

n

1=1
n

Calcule Z i(i—1

i=1

)

Solucién.
Por la propiedad 6)

> i - 1)

i=1

2n+1

> k(k+1)

. Dada Zz(z +1) =

i=1

1
—-0

1
= gn(n +1)(n+2) 3

0+ 1)(0+2)

= %n(n +1)(n+2)

%mn+mm+m

2n+1

v Y k(k+1).

, se tiene:
n—1

2

0
1

i(i+1)

(i+1)(i+1—1)

-
Il

3

[y

-
Il

—~

n— Dnln+1)

Wl =

)
S

+
—
—

n—

(]

E(k+1)— > k(k+1)

1

2n+1)2n+2)(2n+3) — %(n —1)n(n+1)

—
B
Il

(n+1)[2n+1)-22n+3) — (n— 1)

Wl Wl W]~

(n+1)(Tn* + 17n + 6)
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4. Calcular:

n

G+t )

Solucioén.

)Z]Jrl
j=1

n+1

Z] —Zj3—1:i(n+1)2(n+2)2—1

3

(n—k+1)

B
Il
—

n+1

7j=1

n n

Zk(n—k+1) (n+1)> k—=> K

= (n+ Din(n+1) - a(n+ 120+ 1)
= in(n+1)(n+2)

5. Calcule la sumatoria y luego verifique su calculo por induccién.

n+1

> (1428

k=1

Solucion.
n+1 n+1 n+1
Sezn-$1es
k=1
2n+1 _

Ahora, por induccién vamos a demostrar que:

n+1
d @42y =n2t!
k=1
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1
i) Paran:0:>Z(1+2k_l):O+2(:)1+20:2p0rtantose

k=1
cumple.

ii) Sea vélido para n, o sea, se verifica que:

n+1
d (@42 =nt2nt! (H.IL)

k=1

Por demostrar para n + 1, o sea que:

n+2
(2 =n 142 (T)
k=1
En efecto:
n+2 n+1
Z(l + Qk—l) _ Z(l + 2k—1) + (1 + 2n+2—1)
k=1 k=1

= n4+2" 41420
= n+1+4+2.2"=p4 1422

6. Demostrar que:
1 n

kk+1) n-+l

k=1

Demostracién.
i) Paran = 1:

1 1 1 1

K+ D) L(1+D) 141 2

1
2

k=1

ii) Hip6tesis inductiva, para n = p:

—k(k+1) p+1
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Por demostrar paran =p+1 =

p+1

—~kk+1) p+2

En efecto, como:

p 1 D
;k(ml) T ol

u 1 1 D 1
;k(k+1)+<p+1)(p+2>_p+1+<p+1)(p+2)

p+1

Z 1 plp+2)+1 (p+1)?2 p+1
—k(k+1) (p+DE+2) (+D)E+2) p+2

7. Demostrar:

zp:(—l)i—l 4Gi+1) 1 I 1

par (20 +1)(20+3) 3 2n+3
Demostracién.
i) Paran = 1:
1 .
, 4(i+1) 1 _ 1
—1 i—1 = — —1 =1, =
Z( ) (20 +1)(20 + 3) 3+( ) 2-1+3

- 4(1+1) C4(2) 8 8
(=1) @ 1+D@2 143 35 1 15

ii) Hipdtesis inductiva, para n = k:

k

. 40+ 1) 1 1
1)t = —+(=1)F! H.I.
;( ) (20 +1)(2i + 3) 3+< ) 2k +3 (H.L)
Por demostrar, paran =k + 1:
k+1 .
. 4(i+1) 1 1
1)1 = -+ (=1) : T.
j;( i@y 3T Y m s (T)
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En efecto, como:

é(_l)i_l (2i i(i)&)ﬂu 3) % * (_l)k_12k:1+ 3

= é(_l)i_l @ f(ffil R j(g)?zil 5)

a % (= >k_l2k;1+ 37 (=) (2k f;@ih 5)

> () g — 5+ S e
R e e aa R R e

2n n

8. Demuestre y calcule: Z(—l)kk2 = 2(4]{7 —1).

Demostracién.

a) Desarrollando:

2n

D (D' =

k=1

k=1 k=1

—12 42232442 -5~ .. —(2n—1)® + (2n)?

n n

D (28 = (2k—1)?

k=1 k=1
n

Z[(?k‘)2 — (2k —1)%
[(2K) — (2k)* + 2(2k) — 1]

(4k — 1)
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9.

10.

b) ;(—1)’%2 = Z4k—1 _4;k: 21
B = 4"("2+1) n=2n%+n
1

Icular: S =
Calcular: 5 ;(%-1)(2k+1)

Solucion.
Por fracciones parciales

1 A N B
2k —1)2k+1) 2k—1 2k+1

& 1=A2k+1)+ B(2k—-1)

S_"l 1 1] 1 1 1 1  n
_k:12 2%k —1 2k+1| 212-1—-1 2n+1| 2n+1

E*+ k2 +1
Calcular: S = Z%
Solucion.
B+ k241 k2 —k+1
% = +/€47+_l§ (divisién de polinomios)
K+ k41 K —k+1 1
_ =14 —— =14+ —
k* 4+ k k* + k k(k+1)
asi:
S = nl1 ] ZHZ n+n{l_1
— k—i—l p kk+1 ot Eok+1
o 1 1 B n(n 4+ 2)
= n+[1_n+1}_ nt1

|
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n

2k +1
1]_ Calcular S Zm
Solucion.
242k +1-K O 1)? 2
s - k+2k:+ k Z{;H 2k :
— k2(k+1)2 — k2(k + 1)2 k(k+1)
¢ _ N [L o1 11
=R (k1?2 12 (n+1)?

12. Calcular: .

1\ *
S = Z log <k%)
k=1

Solucioén.
n

kE+1\"
S = Z log (T) , desarrollando tenemos:

2 2 4\° 1\"
S = log— +log 3 +log|(=] +...+1og nt
1 2 3 n

2 3 4 (n+1)" (n+1)"
S = log<1 PR E R — )zlog o

13. Calcular:

= 1
k=1

Solucién.
a E+1)? &
S = glog ]i(k n )) k:1[2 log(k + 1) — log(k)(k + 2)]
S = ) (log(k+1)—logk) — > [log(k +2) — log(k + 1)]

2(n+1)
(n+2)

S = log(n+1)—logl— (log(n+2)—log2) = log
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14. Calcular:
- k
s=N"_
]; 1+ k2 + k*

Solucioén.
Haciendo 1+ k? + k* = 1 + 2k% + k* — k?* = (1 + k?)? — k? se tiene:

& k
S = Z( )
—\(1+ K —k)(1+ K+ k)

Por otra parte:

k _ _Ak+B | Ck+D
(14+E2—k)Q+Ek2+k) (Q+k2—Fk) 1+Ek+k

k = (Ak+B)(1+k +k)+ (Ck+D)(1+k —k)
k= (A+OF+(A+B-C+D)k*+(A+B+C—-D)k+B+D

A+C=0
a+B-C+p=0 | $-¢7°
B+D—0 D__i de donde

N[

n 1
_ 2 o
S = Z<1+k2—k 1+k2+k:)

_ 1 1
kﬂ<1+ﬁ—k_1+%+lﬁ—%+10

15. Calcular:

o ”<¢%+3—¢%—2 3F%h4?
2

B2 +5k—6 2P

k=
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Solucién.

R Y Uk B e M B o
=\ /Ok+3)5k—2) /Ok+3)(k—2)) £ 2k
n 1 1 1 n n 1

S = _ _t g2k—4 4 Ea
k=2 (\/m \/W) 4; ;Qk

s = L _l<w)+l&

V8 VBn+3 4\ 9-1 1 I-1

16. Calcular:

n+2 n
S=>(G-D'-> &
j=2 k=1

Solucioén.

Haciendo 7 — 1 = k en la primera sumatoria y para j =2 = k = 1;
j=n+2=k=n+1, luego

n+1 n n n
S=> K-> K=Y K+mn+1)'-> k=mn+1"
k=1 k=1 k=1 k=1

17. Calewlar: S=4-74+7-12+10-17+ ...+ 157 - 262.

Solucion.
)

Nétese que S = Z(?)k + 1)(5k 4 2), tal que:
k=1

3k +1 =157 B
5k + 2 = 262 };‘k_m’
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con lo que

52

S = ) (Bk+1)(5k+2)
k=1
52

S = ) (15K + 11k +2)
k=1

52 -53-105 59253
S = 15?+11~T+2~52:738712

18. Calcular:
S = L + L + ! +...+ L
8 15 24 T 6240

Solucion.

1
S G

k=1
con ayuda de fracciones parciales:

1 A N B
(k+1)(k+3) k+1 k+3

& 1=Ak+3)+B(k+1)
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1
Sik:—3:>B:—l;sik:—1:>A:§,luego:

¢ _ I50[ 2 1
24kl R+
RN 1 +§: 1 1
2 k+1 k+2 k+2 k+3
k=1 k=1
11 1 1 1
S §l§—%+§—%]—0,404087553
19. Calcular:
¢ _ 5 1,7 1.9 1.
"1.2 3 2.3 32 3.4 3
Solucion.
" 2k+3 2k+3 A B
S,=y —— 1" dedonde ——— =4 _—
;k(k+1)3k comCeThE Dk kel

A=3y B=—1, ast:

"3 1 1 - 1 1
S = ) [E_ k:+1] '?_;lksk—l C(k+1)3F
1 1 1
e —_ :1—7
Sn 1-30  (n41)3" (n+1)37

20. Probar por induccién que:
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ii) Sea valido para n, o sea, se cumple xV n > 1. Por probar para
n+1, o sea,

2 | 242 (—1)i+1
k=n+2 ko -/ ’
en efecto:
2"2*2 1 11 Lo
W k Pt k n+1 2n+1 2n+2

I A SR
= 2n+1 2n+2
(1Yt (S1)@nEDEL()Cn2)

— J + 2n+1 2n + 2

Nétese que (2n + 1) + 1 es par y que (2n + 2) + 1 es impar.

21. Sabiendo que (a+1)° = a® + 5a* + 10a® + 10a® + 5a + 1, demostrar que

S = E k* cumple con la ecuacién:
k=1

(n+ 1)]2+10n(n +D)En+D)  nntl)

(n+1)° = 1+55+10 [” 5
encuentre el valor de S cuando n = 5.

Solucion.

Haciendoa = 1,a =2,a =3,...,a = n en el desarrollo dado, tenemos:
(1+1)P5=2=1245-1"4+10-1>+10-12+5-1+1
(241)P°=3"=2"+5-2*+10-2°+10-22+5-2+1
(B+1)P=45=3+5-31.44+10-334+10-3*2+5-3+1
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(n+1)P°=Mnm+1)°=n°+5n"+10-n*>+10-n* +5n+ 1
sumando miembro a miembro y simplificando, obtenemos:
(n+1P° = 14+5(1*+2" + ... +nH) +10(1° + 22 + ... +n%) +
+10(1*+ 22+ ... +n*) +5(1+2+...+n)+1-n
n(n + 1)} ? N 1On(n + 1)6(2n +1) N

(n+1)7° = 1+55+10{ 5
n(n+1)

5
* 2

+n,

despejando S y para n = 5 se tiene

1], 5 302 330 30
S—g {6 — <1+10'T+10?+5?+5)} =979

22. Si f(k) = %

k2
@) F0) = fll+1) = gL
b) Aproveche a) y calcule la suma de n términos

3 5 7
o2 gy e

Solucion.
De inmediato,
1 1 (k+1)* — k?
— 1 f— _— p—
A B R NS E T )
(k+1—k)(k+14+k) 2k +1

k2(k +1)2 k(K4 1)2

Observe que k22(k7+12 nos va generando los términos de la suma, luego:

k-+1)

n

2k + 1
212 (k4 1)?

= [Zf(’f) —fk+1)

1

= f(l)—f(nJrl):l—m
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23. Demuestre por induccién

ik(n—kﬂ):én(nﬂ)(mz)

Demostracion.

& 1
i) Paran=1,% k2-k) =12-1)=1= 10+ 1)1 +2).
k=1
ii) Sea vélido para n = j, se verifica que:

J

1
E k(j—k+1)= 6j(j+1)(j+2)
k=1

Por demostrar para n = j + 1, o sea,

Jj+1

1
Zk(j+1—k:+1):6(j+1)(j+2)(j+3)
k=1

En efecto:

Jj+1 Jj+1

S k(i+1—k+1) = > [k(j—k+1)+4

k=1 k=1

Jj+1 Jj+1
= > k(-k+D)+> k
k=1 k=1

kG—k+D+0+D0G -0+ +1)

I
Mb.

e
Il
—

+
DN —

G+D0E+2)

JG+DG+2)+ 50+ DG +2)

D =D =

G+1DG+2)G+3)
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2n
24. Si Z u; = 2n° + 3n, calcule el valor de Z Ui Y Un,.
i=1 i=n+1

Solucion.

2n 2n n
Z u; = Zuz - Zuz =2(2n)? + 3(2n) — (2n* + 3n),
i=1 i=1

i=n+1

asi, Z u; = 3n(2n + 1), ahora como

i=n+1

n n—1
Zui —Zui =u, =20 +3n—2n—-1)2+3(n—-1)] =
i=1 i=1

simplificando se llega a u,, = 4n + 1.

25. Demostrar que:

2n+1

S (DR = (n+1)(2n+ 1)

k=1

Demostracién.

i) Paran = 1:

3
DD =(14+1D2-141)=1-4+49=(2)(3)=6=06
k=1
ii) Hipdétesis inductiva, para n = j:

2j+1

DR =G+ 125+ 1),

k=1
Por demostrar para n = j + 1, o sea,

2j+3

S (DR = (5 +2)(25 + 3).

k=1
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En efecto, como:

]Z(—U’f—lk? = (G+D(2j+1)=
]Z:(_1>k—1k2 + (—1)(2j+2)_1(2j+2)2+(—1)(2j+3)_1(2j+3)2
k=1
= (+DE+ 1)+ (=D)¥(2) +2)° + (1) - (2 + 3)°

como 2j + 1 es impar y 2(j + 1) es siempre par, entonces:

2j+3
SR = G +1) - (25 +2)° + (25 +3)°
k=1
= 252 4+3j+1— (452 +8j+4) + (45> + 125 +9)
= 252 43j+1+4j+5
= 257+ 7j+6
= (1 +2)(2+3)

26. Se define 0! = 1,11 =1,...,(n+ 1)! = nl(n+ 1). Por tanto, (n + 1)! =
1-2-3...n-(n+1).

Calcular:

3

a) i kk! b) (k* + 1)k!

Solucion.

a) ik‘k‘! =
k=1

(k+1— 1k = [(k+ 1)kl — k]

k=1

[(E+ D) =K]=n+1)!-1!

M-I

k=1



Luis Zegarra A. Sucesiones, induccién y sumatorias 120

n n

b) Y (R + Dk = > [(k+1)* — 2Kk]k!

k=1 k=1

_ Z(k +1)%k! — 2 zn: kk!

k=1 k=1
n

= D (k+D)(k+ 1) =2[(n+1)! - 1]

= Y Kkl —2(n+1)!+2
k=2
n+1

= Y Ekkl—1-11=2(n+1)! 42
k=1

=

=

N1 —1-11=2(n+ 1) +2

n+2
n+2)!=2n+1)!=Mn+1)n

27. Calcular:

2n—1 n—1
k k + 1- k:2
k=n+1 : k=0
Solucién.
a)
Sk e SIS (L)
S (k1) e D T A B (k1)
_ 1 1
(n+1)! — (2n)!

b) Con el fin de evitar artificios algebraicos como el efectuado en a),
a continuacién damos un método similar al de fracciones parciales
para separar en fracciones términos que contienen factoriales.

k+1-—k? A B C
= + =+ (1)
(k+1)! (k+1)! K (k—1)!
Tres constantes pues el grado del numerador es dos, dos constantes
si el grado es uno como en a) y los denominadores decrecientes a
partir de (k + 1)! uno por cada constante.
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Asi, de (1) se tiene que k+ 1 —k*= A+ B(k+ 1) + Ck(k + 1).
Sik=—-1=A=-1.

Sik=0=A+B=1= B=2.
Sik=1=A42B4+2C=1=C=—

Se obtienen los mismos resultados por igualdad de coeficientes,
por tanto queda

k+1—-k -1 +2_ 1
k+1!  (k+D! K (k=1
con lo que
n—1 n—1
E4+1—k k41— K2
Rrl=r Z;.
—~ (k+1)! —~ (k+1)!

- ()
- ”;(ﬁ W)*ZQ("@)

R S S 1
B 1 nl (n=1 o0
1 1
- 1-=
n!+(n—1)'

28. Calcular:

+ +2 2 4 (n términos)

Solucion.

Notemos que a, = (k+2) 28 'k = 1,2,...,n siguiendo el método del
problema anterior se tiene:

koA B
*k12)! (k12! GrDU

de donde k = A + B(k + 2).
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Sik=-2=>A=-2ysik=0= B =1, luego

"N 2% 41, o 1 2 ro 2k k+1
;(mz)!Q :;<(k+1)!_(ls+2)!)2 _k:1<(k+1)!_(k:+2)!)

finalmente para la propiedad telescopica se tiene que:

Zn:%H?k_ 20 ot N 2!
—(k+1)!7 20 (n+2)!) (n+2)!

29. Calcular:

3

1
0= 2 kr G PO

k=1

Solucioén.

Notese que:

A B - 1
FE+ D). htp—1) G+Dk+2) . Girp) kkt1). (ktp)

< A(k+p)+ Bk =1

SikzOéA:%ysik:—piB—%,luego:

1 1 1
- 15[ k(k+1) ... (k+p—1) (k+1)(k+2)...(k+p)

Sp =

Sn =

1
[ p (m+Dn+2) .. . (n+p)

D=

Notese que:

1 1

kD). Ghrp—1 Y T T e DE+2).. . (ktp)
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30. Calcular: Z Z(az’ + bj), a,b constantes.

i=1 j=2
Solucién.
SN (aitbj) = Y (mZHng‘)
i=1 j=2 i=1 =2 j=2
- 1
=¥ [az’(n—l)%—b(@ —1”
i=1
1 1
= §a(n —Dn(n+1)+ §bn[(n(n +1)—2)]
n 7
31. Calcule: ZZ (21?5 — 20).
j=1 i=1
Solucion.

M=

(2]2@ —2021)

l2j7(7 + 1)6(14 +1)

Y (Z(2z2j—20)> =

J=1

1

J

)=

-20-7

i=1

= 2802]—14021

Jj==1
= 140n(n + 1) — 140n
= 140n?

32. Calcule: z": i?

i=1 j=1
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Solucion.

n 7 2j n 7 2]- n 1 7 '
sxy - 2(55)-%6 %
i=1 j= J i

33. Calcular la suma de n—términos de:

a) 1-2+(1-24+2-3)+(1-24+2-3+3-4)+

1 1 1 1 1 1
2. — —+ — 4.
b2yt (12+2 3)+ <1~2+2~3+3-4)+
n+1 [n—I—Q N n+ 2 }ju
nn+1)  [nn+1) ((+1)(n+2)
{n+3 N n+3 N n+3 )+
nn+1) (n+1)n+2) (n+2)(n+3)

c)

Solucion.

n k

Q) Suo= Y S i+1)= (fozj')

k=1 j=1 =1

-2

3

3

[N

k(k+1)(2k + 1) + %k:(k: + 1)}

n

= 3> (K 43k +2k) = %n(n +1)(n+2)(n + 3)

Jj=1
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k41 LEl 1
D s =3 =S ey (57

RN (1_1)(k+1) Y l{::%n(n+1)

k=1 k1 k=1
C) Sn = ;
;;(nﬂ—l)(nﬂ)
n k
1 1
= Z(n+k)z< - )
— = n+j—1 n+4+y
u 1 1 "k 1
= K| —— = — = — 1
;(n+ )<n n+/€) ;n (n+1)
34. Calcule:
L2\ (2 2\ (8 2\ n 2
1 1 1+2 2 1+24+3 3) T \14+2...4n n/)
Solucioén.

Note que la suma se puede expresar por:

ik 2_"(k; 2)_2”(1 1)
A - = Z)= - -

— | ko k = \gk(k+1) k& \k+1 &k
2]

Jj=1

35. Calcular:

n+1l ¢ n

a) > > 2% b thll c) Z(Zz) (k+1)

1=2 j=1 k=1 1=2 k=1 j=2
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Solucion.
n+l 1 n+1 % n+1 2 1
2i+j — 2z 2J 2Z _
D RLEDRIREPWREE
n+1 n+1 n+1
= 23 () =2y i 2)
B 2n n _
_ . 242 1_2_22 1
) 22 1 21
- 22n+5_25 _2n+3 23
3( ) +
b = (k+1)
) 212—1 Z + Z (1—1) z+1
k=1 i=2 =1 1=2
- - 1 & 1 1
= k 1] = _
(S )5 (- )
k=1 k=1 1=2
1 1| & 1 1 "1 1
= |= 1 Z _ - _
l2”(”+)+n}2[i§<i—1 @)+;<z @+1>
1 1 1 1 1
= g0 +3) (i‘%)*(fﬁl }
n k j -1 n k 9
) Z(Zz> ke1)=3"% )
k=1 j=1 \i=1 1 j=1 7 +1)
n k
1 1
:ZQ(k+1)Z<—.——)
k=1 j=1 oo+l

I
~
ol
+
=
RS
—_
I
\_/
[\
ol
I
=
£
+
|_|

1

1+ 2
1+ 2 + 3
1 + 2 + 3 + 4
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Solucion.

Primera forma: Sumando por filas.

I+(1+2)+(1+24+3)+...+(1+2+...+n)
es decir, expresandolo como doble sumatoria, queda:

n

S50k = ;;(m)
(o, N
= 5 (i:1'l ‘I—Z;Z)
= %(én(n+1)(2n+1)+%n(n+1))
= %n(n+1)(n+2)

Segunda forma: Sumando por columnas.

3
3

|
—_
i
[\
=

n n

:Zi(n—i+1):(n+1)2i—2i2

i=1

3

:m+1%Mn+D_éMn+D@n+D

én(n +1)(n+2)

naturalmente da el mismo resultado.

37. Calcular:

n 7

Sn:Ziji_l con = #1

i=1 j=1

Expandiendo la doble suma se tiene:
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nn+1) , 4
— ¢
(n—1)n n(n+ 1)

xS, = z+322+623+10zt +152° + ... + Tm”_l + Tm”

S, = 143x+62%+102>+ 152 +... +

Restando miembro a miembro, resulta:

142z + +4x° + - +1

(1 x)S” o + 2 3$2 LL’3 5x4 =+ ... nx” 1 MSL‘”
+ —+ 1

x(l x)S” X 2$2 3553 + 4$4 + ... (n 1)(L’n_1 + na" — M:l? 1.

Restando miembro a miembro nuevamente:

1
(1—2)%S, = 1+x+x2+z3+...+x"_l—Ln; ) g
1
—nx"—l—in(n; ):17"+1
=1 n(n+3) n(n+1)
1—1)%S, = — noy S T gt
(1—2) p— 5 T + 5%
1 =1 n(n+3) n(n+1)
Sn _ _ n n+1
1-2)2|z—1 p Tt T

38. Calcular la suma del siguiente cuadro:

1
3 5 7
9 11 13 15 17
19 21 23 25 27 29 31

(n+ 1) filas.

Solucion.

La suma se puede expresar como sigue:
I1+B+5+N+O+11+134154+17)+...

o bien,
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Luego, la suma pedida es:

n o (i+1)? n [ (i+1)? i
>N @k-1) = > (DY @k-1n-) (2k-1)
=0 k=i2+1 =0 k=1 k=1
= Y [+ 1" —i']=(n+1)*
=0

3.10. Ejercicios Propuestos

1. Desarrollar las siguientes sumatorias:

a) kZ:g 3k +—21 b) ;(—1)k(n + 1)k! c) k:;rl =) ﬁ )

Respuesta.

361 381 3101 3121
a) S5+ S+ g

b) —(n+ DU+ (n+1)2'—(n+ )3+ ...+ (-=1)"(n + 1)n!

n+1 n+2 n+3 2n+1
¢) TF A+ Sy

2. Escribir usando el simbolo ) las siguientes sumas:

a) 1-1+3-2+5-3+... hasta n términos.
1 1 1

b)) 1+ -+ +...+—.

) tgtgtoty

) =1-1+3-2'+7-224 ... +223.2%

Respuesta.

n

a) Y (2i—1)i

1=1
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3
T
A

1
-1

3k
1

b)

mk
3

c) Y (45 —5)2771

1

<.
Il

3. Calcular:
n n 2n+1
a) > (k—1)(k+1) b) Y (k—37%) c) Y (n—k)
k=2 k=10 k=n
Respuesta.

a) %n(n —1)(2n+5)

%n(n+1)+%~3%—45—ﬁ
¢) n(n+2)—+(3n*+7Tn+2)
4. Calcular:

d)

a

S

o

)
)
) 1
d)
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5. Determine el término que falta en las siguientes igualdades:

1
6n+6

1

6
- 3 3 3
? — —
b>2;<‘ 2k+5) m+7 7

k=1
2n 2n+4
) Yo=Y
=0 =7
d) = ?
— k(2k + 1) p
Respuesta.
1
@) rs
3
b)
c) i=4y2%7
1
d) (k—1)(2k—1)
6. Calcular:

@) 2-5+4-6+6-7+... 4480244
b) 2-5+3-7T+4-9+...+28-57
¢) 33— 43 +53 - 63 +... —46°

Respuesta.

a) 9543600
b) 15831
¢) —50248

7. Calcular:

2n+1

@) (-1

k=1

131
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Respuesta.

a) —(n+1)
b) (n+1)(2n+1)
8. Calcule la suma de n términos de:

a) 1242-22+3%2+2-42+ ...+ n? para n impar.
b) 1-n*+2(n—12+3n—2)%+...

Respuesta.

a)
b)

(n+1)n?
n(n+1)*(n +2)

N[

sl

9. Sumar 2n términos de:

a) 2-5+3-6+4-7T+...
b) 3-64+5-10+7-14+ ...

Respuesta.

a)
b)

n(n+2)(2n +5)

4
3
sn(16n* 4 24n + 11)

10. Sumar 2n + 1 términos de:

12 —284+3 424535~ .

Respuesta.

An® 4+ 9n? +6n+1
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11. Calcular la suma de n términos de:

17 11 15
3 32 34 ...
Dttt t
b) L + L + ! +
1-2-3 2-3-4 3-4-5
4 7 10
C) 1+§+§+§+...
12 22 2
d) 2_34+3_442+43_543+...
) 170 1+194 1+218 1+
e) — —+— =+ —-—+...
bR 56 -8 57 7.9 58
Respuesta.
1 (4n+5)3™ 5
a) 3 (ntD)(nt2) 4
1 n(n+3)
b> 1 (n+1)(n+2)
n+1__ n—
) §+§ e
(n—1)4"+142n+4
d) % n+2
e) 7.1 _6n435 1
6 55 (n+5)(n+6) 5ntd

12. Determine el ntimero natural n para el cual se cumpla:

—

n— 2n—1

3 (k—4)+6=> (k—4)

1 k=n

B
Il

Respuesta.

n=4

13. Calcular:
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Respuesta.

n(n + 3)

TETT-1E 1)

m—n) (n— 3.)

n*(n+1)(1 —n)

n+1)

n —1)22+8 — 32(220=1) _ 1) 4 4(2" — 1)

nn+1)(n+2)+2"1 -5

a

(=

—~

o

S8

~
—~—

)
)
)
)
)
)
)

g

D= Wi N N

14. Demostrar por induccion:

2n 1 1
2 ;k(k+1) ~on

1 1
b) Z(nﬂ'—n(nﬂ):%

1=1

¢) kz:log (1 + %) = log(n + 1)
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n

d) >

" n4+1—7j
_Zij

()

k=1 j=1
- sen 2nx
2k — 1z =
e) ;cos( ) Y

£ k(E+1)(k+2)... (k+p) =

k=1

15. Calcular:

n+1
) >
k=2

n

) >

k=1

/{?2
k2 —1
B+ k241
k24 k

Respuesta.

1 1 1
a) Z(4n+3)—m—m
b) 3

n(n—i—l—O—%ﬂ)

16. Calcule la suma de n—términos de:

1

a) 1-24+(1-242-3)+(1-24+2-34+3-4)+...

b) 2(—=1)+ (2(—1)+4-0)+ (2(—

c) 124 (12 +2%) + (12 + 22 + 3%)

Respuesta.
=n(n+1)(n+2)(n+ 3)
en(n+1)(n+2)(n—3)
Sn(n+1)%(n + 2)

1) +4-046-1)+...

+ ...
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17. Determine la suma de n términos (los que se encuentran entre parénte-
sis).

(24+446)+(8+104+12+14416+18)+(20+22+24+26+28+30+32+34+36 )+

Respuesta.
Sn(n+1) 3n(n+1)+1]

18. Demostrar:

3

ikz zn—z+1

=1 k=1 =1

.
~.

o 1 1—1
19. Si S, = Z k <k‘—+1) i k=1,2,...,n. Demuestre que:

Z S —32 (n—k+1).

j=n+1

20. Hallar el niimero de esferas en un apilamiento sobre una base rectan-
gular cuyos lados contienen 15 y 20 esferas, si el tope es una linea.

Respuesta.
1840.

21. Demuestre que la suma de todos los naturales impares que son menores
que 6n y que no son multiplos de 3, es 6n2.

22. Probar que la suma de los productos en parejas (distintas) de los n
primeros niimeros naturales impares es:

1

én(n —1)(3n* —n—1).

23. Demuestre que la suma de los productos de todas las parejas de nimeros
distintos que se pueden sumar con los n primeros nimeros naturales
es:

2—14n(n —1)(3n + 2).
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24. Esferas iguales son apiladas en forma de una piramide de base cuadrada.
Hallar el nimero de esferas en una piramide incompleta que tiene n
capas si cada lado de la base contiene 2n esferas.

Respuesta.
en(2n +1)(Tn +1).

25. Sea la sucesion definida por:
a1 =1,a0=2,...,a, =2a,_1, Vn>2.

a) Examinando algunos valores, conjeture una férmula para a,,, luego
verifiquela por induccién.
2n+1

b) Calcular Z ka;, para n > 2.
k=4

Respuesta.
b) n22t? — 16.

26. Calcular:

"4 k—1
A) D o
 (k+2)!
"L k2 -2
D) Y o
Z (k +2)!

n

k* 4+ 5k +5
2 ; (k +4)!

Respuesta.

1 nitl
a) 3 (n+2)!

b)

3

(n+2)!

1 1
¢) § = GrneE!
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27. Sia; = i*(i—1)?(2¢ — 1), simplifique a;;; — a; y apliquela para calcular:

i k.
k=1

28. SiS; = Zj demuestre que:

J=1

a 1
> 8iSuin = 7307+ D+ 2)(n +3)(n +4)
j=1

29. Ocupe la identidad

+1 1 _ 5 ( ) T
cos|n 5 T —cos|n 5 T = sen(nx sen2,

para demostrar que:

" cos? £ — cos (n + 1) zcos
Z sen(kx) = 2 (n+3) 2,
= sen x



