10.

Complemento Guia N°5

Si [2] denota la parte entera de z, z € R, demuestre que [z +y] > [z] + [y]
(Cuéndo [z] = 27

Pruebe que si n € Z entonces [n+7] > n. ;Cuando se cumple la igualdad?
Encuentre z,r € R,r > 0, de modo que [z + 1] < z.

Pruebe que si [a] < b entonces [a + ¢] < b+ ¢, para a, b, ¢ nimeros reales.

Sea A un subconjunto de R. Denotamos por —A al conjunto {—a | a € A}.

(a) Pruebe que si A es acotado superiormente, entonces —A es acotado
inferiormente.

(b) Pruebe que todo conjunto acotado inferiormente, tiene infimo.

Sean A=N; B=-N; C=4{0,1,2,3,4,---,9} y D ={-5,—-10}.
Encuentre A+ B, A+C, B+C, A+DyC+D.
(a) Sea A ={z |z < a} para algin « real (fijo).
Pruebe (todo fécil):
(i) Siz € Aey < z, entonces y € A.
(ii) A # 0.
(ifi) A # R.
(iv) Siz € A, entonces existe 2’ € A tal que z < z'.
(b) Reciprocamente, pruebe que si un conjunto A verifica las propiedades
(i)-(iv), entonces A = {x | © < SupA}.

Sea £ > 0 cualquiera. (Por ejemplo 107°%). Demuestre que el conjunto
{ne | n € N} no es acotado superiormente.

Sea a,,n € N, una sucesién de reales positivos tales que an+1 < a,/2
para todo n.

Pruebe que para todo € > 0 existe n € N tal que a, < €.

Encuentre el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos:

n—3 3n+5 n+3
N N N
{2n+5”e } {4n+3”e } {2n—9”e }
n—>=5 1
N )"~ — |neN}.
{g=fimens {Cor- g imen)

Demuestre que nv/2 + m es irracional cualesquiera sean n, m enteros.

Demuestre que /2 + s es irracional cualesquiera sean r, s racionales.
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Demuestre que si r, s son racionales, y [ es irracional, entonces (1 —1)r+Is
es irracional.

Demuestre que si a,b son reales con a < b entonces a < (1 —1)a+1b <b
para todo [ real con 0 <l < 1.

(a) Suponga que x,y son reales con y — x > 1. Demuestre que existe un
entero k tal que x < k < y.

(b) Suponga que x,y son reales con x < y. Demuestre que existe un
nimero racional r tal que < r < y. Indicacién: existe un ntimero
natural ¢ tal que % <y — z. {Porqué?

(¢) Suponga que 7, s son racionales tales que r < s. Pruebe que existe
un numero irracional entre r y s. Indicaciéon: Entre 0 y 1 existe un
irracional. ;Porqué? Y use los ejercicios anteriores.

(d) Suponga que x,y son reales con x < y. Demuestre que existe un
irracional entre x e y.
Se dice que un subconjunto A de los reales es denso en R si para todo
intervalo |z, y[={t € R | <t < y} existe a € A tal que a €]z, y|.
(a) Pruebe que los nimeros racionales son densos en R.

(b) Pruebe que los niimeros irracionales son densos en R.

Sea A # () un subconjunto de R tal que Inf(A) ¢ A.
(a) Pruebe que para todo € > 0 existe a € A tal que
Inf(A) <a<Inf(A) +e.
(b) Pruebe que para todo € > 0 existen a,b € A tales que | b—a |< .
(¢) Pruebe que A tiene infinitos elementos.
Pruebe que si A # () un subconjunto de R tal que Sup(A) ¢ A, entonces
A tiene infinitos elementos.

Es cierta la afirmacion reciproca? ;Cudl es la afirmacion reciproca?

Sea G C R subconjunto propio (G # R) con las siguientes propiedades:
(i) a,beG=a+beqG.

(ii) 0 € G.

(i) a € G = —a € G.

Defina G = {g € G | g > 0} los elementos positivos de G.

Sea g = Inf(G4).

Hay dos posibilidades: g > 06 g = 0.

(a) Encuentre G C R con las propiedades indicadas, de modo que g > 0.
Encuentre G C R con las propiedades indicadas, de modo que g = 0.

Pruebe que si g > 0 entonces G = {ng | n € Z} = Zg = ¢Z.

Pruebe que {nv/2+m | n,m € Z} es denso en R.

)
(c)
(d) Pruebe que si g = 0 entonces G es denso en R.
)
) Pruebe que para todo £ > 0 existe n € N tal que nv/2 — [nv/2] < e.



