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Nombre:
1. Elija uno de los siguientes dos problemas y resuelvalo.

(a) Demuestre usando Induccién que si z < 0 entonces
(1-2)">1-nzx

para todo n € N.

Para demostrar por induciéon primero comprobamos el caso n = 1.
Para n = 1 se tiene que

l1-—z)"=01-2))t=1-2
y ademas
l-nz=1-1-z=1-2

Asi en este caso en particular se tiene la igualdad, luego se cumple la
desigualdad en el caso n = 1.
Hip. Inductiva: Para = < 0 la desigualdad

(1-2)">1—nz

se cumple para n.
Tesis: Demostrar que la desigualdad sigue siendo valida para n + 1,
es decir demostrar

(1—2)"D >1—(n+1)z

En efecto, notamos que

(-2 = (1-2)(1-2)
= 1-2)"—z(1—2)
> 1—nzx—x+a? || Por hipotesis inductiva
> l—nz—=x |22 siempre es un numero positivo
= 1—(n+1)z



(b) Demuestre usando el Teorema del Binomio que si < 0 entonces

(1-2)">1—nzx

para todo n € N.

(I1—z)" = Z Z ) (1) k(—z)* || Por el Teorema del Binomio

al estar multiplicados por (—1)¥ = —1 son positivos, es decir

(—1)k<Z>xk:—<Z)xk>O

k

En el caso que k sea un nimero par x* es siempre positivo, asf:

(—1)k<Z>xk:<Z>zk>0

De esta forma

(1—2)" = 1—mc+< 5 >x2—< g >x3+-~(—1)” < . )x” >1-nz

0
) (1)re(3)2 (3) o
= 1—nm+<g>x2—<g>x3+---(—1)"<2):p”

Como z < 0 se tiene que z* para k un nimero impar también es un
nimero negativo. De esta forma todos los términos dados por k impar,

)+



2. Una persona desea recorrer un camino recto de 100 metros. Suponga
que durante la primera hora la persona avanza la mitad del camino
total, es decir 50 metros, y durante cada hora que pasa avanza sélo la
mitad de lo que ha avanzado en el paso anterior.

(a) ;Cuantos metros recorre en la hora k-ésima?. Demuestre su conje-
tura.

LLamaremos a; a la cantidad de metros que recorre la persona en la
k-ésima hora. Seguin el enunciado tenemos

CL1:50

Del hecho que durante cada hora que pasa avanza solo la mitad de lo
avanzado en el paso anterior esto nos dice que en la hora k, como lo
avanzado en el paso anterior es ag_1, se obtiene

ap = ak—1
2
Ahora cuando
a 50
k=2 , ay = 51 =5
k=4 , a4 = % = %
Segun el proceso anterior la conjetura es
50
U= 5py
Ahora demostraremos nuestra conjetura. El paso n = 1 es claro a

partir de nuestros calculos anteriores.

Hipoétesis Inductiva: ap = 2;:’,1.

Por demostrar: ay1 = %.

En efecto, sabemos que en la hora k+1 avanza la mitad de lo avanzado

en la hora k, luego
ak

ag+1 = ?

Ahora por la hipotesis inductiva como aj = 2,‘:’—91, reemplazando en la
igualdad anterior, se tiene:

50
ar -1 _ 50

e

Luego hemos demostrado nuestra conjetura.



(b) {Cuantos metros recorre desde el inicio del camino hasta la hora
n-ésima?.

Para calcular cuanto recorre desde el inicio del camino, debemos sumar
ap con k=1,...,n. Asi

n n n—1 1
Z50 Z1 1- 4 1

k=1 k=1 k=0 2

es la cantidad de metros que recorre desde el inicio del camino hasta
la hora n-ésima.



3. Se dispone de pintura roja, blanca, azul, verde y amarilla para pintar
seis postes ordenados en una cuadra. ;De cuantas formas distintas se
pueden pintar los postes si: se deben usar cuatro colores, tres postes
deben ser de un mismo color y los restantes deben ser de distintos
colores?.

Solucion:

Primero eligamos cudl es el color que se repetird. Esto se puede hacer

de
5
1
formas distintas.

A continuacién eligamos en cudl de los seis postes iran los tres del
mismo color. Esto se puede hacer de

6
3
formas distintas.
Ahora como no se debe repetir ningun color en los restantes tres postes,

nos quedan cuatro colores de donde elegir para pintarlos, o sea que
debemos elegir tres entre cuatro colores. Esto se puede hacer de

4
(5)
maneras distintas.
Por 1ltimo podemos de 3! formas distintas pintar los tres postes con
los tres colores elegidos.
Luego por principio multiplicativo, el namero total de formas distintas
de pintar los postes es

()()(1)s-



4. Elija uno de los siguientes dos problemas y resuelvalo.

(a) Encuentre los valores de z € R tales que
|t — 1| — 2+ 22| =3z <5
Solucién:
Primero notamos que
e —1| -2+ 22| -3z <be |z -1+ 22| -3z <7

Escribamos R = (—00,0) U [0,1) U [1, 00) entonces se tiene que:

Caso 1: Si z € (—00,0) entonnces se tiene que
|lz—1]4+22| -3z < 7T —(z—1)2z-3z<Toz>-1ze(—1,00)

Por tanto = € (—00,0) N (—1,00), es decir z € (—1,0).

Caso 2: Si z € [0, 1) entonnces se tiene que
|lz—1|+[22| -3z <7< —(z—1)+22-32 <7< x> -3 & x € (—3,0)

Por tanto z € [0,1) N (—3,00), es decir x € [0,1).

Caso 3: Si z € [1,00) entonnces se tiene que
lz =1+ 22| - 32 < T rx—-1+2x -3 <T7T& -1<7

Por tanto z € [1,00) N R, es decir z € [1, 00).

Luego todos los valores de = € R tales que
|z — 1] —2+ 22| =3z <5

son los que estén en el conjunto (—1,0) U [0,1) U[1,00) = (—1,00).



(b) Encuentre los valores de = € R tales que

22+ 2 S 1—=x
22 —-3x+2 22—-3z+2

Primero notar que 22 — 3z +2 = (x —1)(x —2) #0, es decir z # 1 y
x # 2. Luego la inecuacién la resolvemos en R — {1, 2}.
En efecto notamos que

2?2 +2 11—z 22 +2 (1—x)
> = — >0
22 —-3x+2  x22—-3x+2 22 —-3x+2 22—-3x+2
es decir
Ry | =0
2 -3z 42

Como 22 +x+1 = (x+%)2+% > % > ( para todo = € R se tiene que

e |

e 2_ — — —
x2—3x+2>0©$ 3x+2=(x—-1)(z—2)>0

En efecto

(x—=1)(xz—2)>0 & (z—1>0Az—-2>0)V(zr—1<0AZz—-2<0)
S (z>1hNz>2)V(e<lAzxz<2)

& rz>2Ve <l

& x€(2,00) Ve (—o0,1)

Por tanto

2+ 2 - 1—=x
22 —-3x+2° 22—3x+2

& e (—oo,1)U(2,00)



5. Demuestre que si a y b son nimeros reales positivos entonces
a® + b > a®b + ab?

Como a y b son nimeros positivos, entonces a + b > 0. Ademas como
(a — b)? > 0 entonces se tiene que

(a+b)(a—b)%*>0

Pero notamos que (a+b)(a—b)? = (a+b)(a—b)(a—b) = (a®>—b*)(a—b)
entonces

(a®> = b*)(a—b) >0
Esto ultimo equivale a decir que
ad—a’b—ab’ +b >0

es decir
a® 4+ b3 > a®b + ab?



