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ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

3 1 Sistema de coordenadas cartesianas,
n relaciones y graficas

Anteriormente vimos que cada nlimero real puede asociarse exactamente con un punto en la
recta numérica. Ahora examinemos una correspondencia entre puntos en el plano y pares
ordenados de niimeros reales. ‘

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

Un sistema cartesiano o sistema rectangular o sistema de coordenadas*® se formaen un
plano con dos rectas numéricas perpendicularés que se intersecan en el punto que le corres-
ponde al niimero 0 en cada recta. Este punto de interseccién se llama origen y se denota con
0. A menudo, las rectas numéricas horizontales y verticales se llaman ¢l eje X y el eje y,
respectivamente. Los ejes dividen el plano en cuatro regiones, llamadas cuadrantes, que se
numeran como lo muestra la figura 1(a). Como vemos en la figura 1(b) las escalas en el eje x
y en el eje y no necesariamente son iguales. Un plano que contenga el sistema de coordena-
das rectangular se llama plano cartesiane, plano de ceordenadas o planc xy.
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FIGURA 1
LA ABSCISA Y LA ORDENADA

Sea P un punto en ¢l plano cartesiano. Asociamos un par ordenado de niimeros reales con P,
trazando una linea vertical desde P hasta el eje x, y una lfnea horizontal desde P hasta el eje
y. Si la linea vertical interseca el eje x en a y la linea horizontal interseca el eje yen b,
asociamos el par ordenado (g, ») con el punto P (véase figura 2). Y, viceversa, a cada par
ordenado (a, b) de niimeros reales le corresponde un punto P en el plano. Este punto se ubica
en la interseccién de la linea vertical y pasa a través de a en el eje x y la recta horizontal pasa

* Este sistema se llamé asi en honor del filésofo y matematico francés René Descartes (1596-1650)..
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"através de b en el eje y. De aqui en adelante, nos referiremos a un par ordenado como un
. punto que denotaremos como P(a, b).0, simplemente, (a, b)*. Llamamos a a la abscisa, o
- coordenada xde P, yabla ordenada, o coordenada y, de P. (Véase figura 2).

Los signos algebraicos de las coordenadas x y y de cualquier punto (x, y) en cada uno de
los cuatro cuadrantes se indican en 1a figura 3. Se considera que los puntos que hay en
cualquiera de los ejes no estan en ninguno de los cuadrantes. Cuando localizamos un punto

correspondiente a un par ordenado de nimeros en un plano cartesiano y lo representamos

" .- utilizando un punto, decimos que marcamos el punto.

- EJEMPLO 1

Margque los puntos A (1,2),B(—4,3),C(—3%, — 2), D(0, 4) y E(3.5, 0). Especifique enqué
cuadrante se localiza cada punto.

Solucién. Los 4 puntos se marcan en el plano cartesiano en la figura 4. El punto A'estden el
cuadrante el Ben el 1, yel Cenel ITL. Los puntos D y £, que se localizanen los gjes yy x
réspectivamente, no estin en ningdn cuadrante. :
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FIGURA 4

RELACIONES Y GRAFICAS

En general, a cualquier conjunto de pares ordenados de nimeros reales se llama una rela-
cién y al correspondiente conjunto de puntos en el plano se liama grafica de Ia relacion.

EJEMPLO 2 ‘ ,
Grafique 1a relacién § = {(~1, 2), 0, 4, 3, =9, (=3, —}.

Solucitn. En la fignra 5 hemos marcado los 4 puntos que corresi:ond;_:n a los pares ordena-
dos de la relacién S.

EJEMPLO 3
Grafique la relacion T = {(x, ¥) 10=x=2, =1L

* Estaes la misma notacién utilizada para designar un intervalo abierto. Debe estar claro considerando ¢l contexto
de la discusién si estamos considerande un punto (g, ) o un intervalo abierto {a, b).
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ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

Solucion. Primero, recuerde que Iyl = 1 implicaquey = 1 oy = — 1. Asi, para graficar
la relacién T, marcamos los puntos cuyas coordenadas x sean ntmeros del intervalo [0, 2] y
cuyas coordenadas y sean 6 1 6 —1.(Véase figura 6).

EJEMPLO 4

Trace el conjunto de puntos (x, y) en el plano que satisfaga cada una de las siguientes
condiciones: (a) xy < 0y (b) Iyl = 2.

Solucion

(a) Elproducto de dos niimeros es negativo cuando uno de 1os niimeros es positivo y el otro
negativo. Asf, xy < 0 cuandox > 0yy <0 ocuandox < 0yy > 0. Vemos en la
figura 3 que xy < O para todos los puntos (x, y) en los cuadrantes II y IV. Por tanto,
podemos representar el conjunto de puntos (x, y) para los cuales xy < 0 por medio de
las regiones sombreadas de la figura 7. Los ejes de coordenada se representan por
medio de lineas interrumpidas para indicar que los puntos sobre estas lineas no se inclu-
yen en la solucion.

(b) En la seccién 2.7 vimos que lyl = 2 puede expresarse cOmo y = —-2o0y=2
Puesto que x no estd restringido, los puntos (x, y) para loscualessy = —2o0y=2
pueden representarse por medio de las regiones sombreadas de la figura 8. Utilizamos
lineas continuas al borde de la regién sombreada para indicar que estos puntos si se
incluyen en la solucién.

FIGURA 8

GRAFICA DE UNA ECUACION

En los dos ejemplos anteriores examinamos gréficas de relaciones definidas por desigualda-
des. Ahora consideramos relaciones definidas por una ecuacién que relaciona dos variables
tyv Al conjunto de puntos en el plano que corresponde a los pares ordenados (x, ) en la
refacién se llama grafica de la ecuacién. '

EJEMPLO 5
Grafique la ecuacién y = x%.

Solucion. Ya que, en general, la grifica de una ecuacion consta de un niimero infinito de
pUNLOS, TATCAmOSs UNos cuantos y 1os unimos por medio de una curva uniforme, como lo
muestra la figura 9.




Nota de advertencia: pueden surgir varios problemas con la técnica de la demarcacién de
puntos. Debe marcar los puntos que sean suficientes para poder discernir la forma de la
grafica. Pero, jqué significa. “puntos suficientes”?, seis?, jveinte? (Véase figura 10).

Por supuesto, la respuesta depende tanto de la ecuacion que esté graficando como de su
. experiencia. A medida que udquiera experiencia en matematicas, encontrard que a menudo
“hay formas de graficar una ecuacion marcando el minimo niimero de puntos. Ademds, no
todas las graficas son “curvas uniformes”. (Véase figura 11). '

Debido al puntiagudo pico del origen, la curva que une los puntos en la figura 11 (b) no se
considera “suave”. Por tanto, tenga cuidado cuando marque los puntos.

AY {L)’

(a) (b)
FIGURA 11

‘Cinco puntos unidos por medio de una curva {a) suave; (b) no suave.
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EJEMPLO 6
Grafique la ecuacién y = V.

Solucion. Para obtener valores reales para y, observamos que x no puede ser negati-
vo. Marcamos los puntos correspondientes a los pares ordenados enumerados en la tabla
correspondiente y, como en el ejemplo 5, los unimos por medio de una curva suave (véase
figura 12). :

T I T
FIGURA 12 ‘\

EJEMPLO 7
Grafique la ecuacién X = 1.

Solucién. La coordenada x de cada punto que satisfaga esta ecuacion debe ser ignala 1.
Puesto que y no aparece explicitamente en fa ecuacion, se entiende que la coordenada y de
un punto que satisfaga la ecuacién puede ser cualquier nimero real. Como lo vemos en la
figura 13, la gréfica de x = 1 es una linea vertical a una unidad a la derecha del eje y.

INTERSECTOS

Localizar los puntos en los cuales la grifica de una ecuacion atraviesa los ejes coorderiados
puede ser 1til para trazar su grifica. Los intersectos en X de la grafica de una ecuacién son
las coordenadas x de los puntos en los cuales la grafica atraviesd el eje x. Ya que cada punto
del eje x tiene una coordenada y = 0, los intersectos en x {si hay) pueden determinarse en la
ecuacioén dada asignandoy =0y despejando x. A su vez, 108 intersectos en y de 1a grafica
de una ecuacion son las coordenadas y de los puntos en los cuales la gréfica atraviesa el eje
y. Estos valores pueden encontrarse asignando x = Oenla ecuacion y despejando y. (Véase

figura 14).

y 1\ 'y

-y

B2

{a) {b) Dos interse.tos en y, {c) No hay intersectos.
ninguno en x.

FIGURA 14
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SIMETRIA

Una grifica puede también tener simetria. La figura 9 muestra que la graficade’y = xes
simétrica con respecto al ¢je y, ya que la porcién de la gréfica que se localiza en el segundo
_* cuadrante es la imagen especular de-la porcidn de gréfica del primer cuadrante. Come lo

. ilustra la figura 15, una gréfica es simétrica con respecto al eje y si cada vez que (x, y) esun

punto de la gréfica, (—x, y) es también un punto de la grafica. Una gréfica es simétrica con
respecto al eje x si cada vez que (x, y) es un punto de'la gréfica, (x, —») es también un punto
~ enlagrafica. Finalmente, una grafica es simétrica con respecto al origen si cada vez que
" (x, y) es un punto de la gréfica, (—x, —y) es también un punto de la grafica. Cuando grafica-
mos una ecuacién, podemos determinar si su grafica posee cualquiera de estas simetrias,
antes de marcar puntos.

Ay /\AY i
(—x. YN (5. 9)
/ E
{a) Simetria con (b) Simetria con (¢) Simetria con
respecto al eje v respecto al eje x respecto al origen
FIGURA 15

La ventaja de utilizar la simetria al graficar debe ser manifiesta: si la gréfica de una
ecuacién es simétrica con respecto al eje y, entonces necesitamos marcar solamente puntos
para x =0, ya que los puntﬂs de la grafica para x < 0 se obtienen tomando las imégenes
especulares, a través del eje y de los puntos del primero y cuarto cuadrantes.

EJEMPLO 8 |
Remplazando x por —x en y = x° y utilizando (—x)* = x?, vemos que .

y = (—x)* es equivalente a y = x*

Esto prueba lo que esté maniffiesto en la figura 9: la gréfica de y = x* es simétrica con
respecto al eje y.

El siguiente ejemplo ilustra cémo utilizar estos nuevos instrumentos como ayudas para
la graficacién.
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|
j EJEMPLO 9
Grafigue la ecuacién x + y* = 10.
S Solucion.
- Intersectos: asignando y = 0 en la ecuacién inmediatamente da x = 10. Asi, el
intersecto en x s 10. Cuando x = 0, obtenemos y* = 10, lo cual implicaque y = — V100
y = V10. Los intersectos en y son entonces, —V 10 y V10.
ki . . .
5 Simetria: la grifica es simétrica con respecto al eje x ya que, remplazando y por —y,
i ; encontramos que
: o x + (—y)* = 10 es equivalente a x + y* = 10
Marcacién de puntos: los registros de la tabla adjunta se obtuvieron asignandole valo-
1; { res a y. Notamos que, debido a la simetrfa, solamente necesitamos considerar y = 0. Los
: puntos coloreados en la figura [ 6(a) en el tercero y cuarto cuadrantes se obtuvieron tomando
las imagenes especulares de los puntos que se marcaron en el primero y segundo cuadrantes.
¢ Utilizando toda la informacién anterior, obtenemos la grifica de la figura 16(b).
(X
!A\‘ y’
X ¥
i 9 e 3
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i3 I L]
i) ‘E|L 62 .
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-6|4 Se x x
o
@
I
% ~ FIGURA 16 (a) (b)
EJERCICIO 3.1
¥En los preblenias 1 al 4, marque los puntos dados. ' 4¥
1. (2,3),(4,5(0,2),(-1,3)
2 (2,5), (-2, 1) {-6,0), (-3,-3) (. b)
jj 3. (=5/2,-1) (-1,-1), (-4, 4, (0. 2) ® Tb
] 4. (2,-2),(3.1,-3.1),(0,05), (-1, 0) , _
, >
X
En los problemas 5 al 16, determine el cuadrante en el cual FIGURA 17 “
i se localizan los puntos dados, si (a, b) esti en el cuadrante 1.
il : 5. (3, -b) 6. (-4 b) 18. D¢ las coordenadas de los puntos mostrados en la figura 18.
7. (B,a) 8. (-a,b) ]
£ . oE 4 oF
i 9. (-b,-a) 10. (~b,a) T
1. (z,q) 12. (b,-a) _ T
13. (-0,~4) 14. (6,-) A
‘, 15, (-4, 0) 16. (-b,0) B 1
i ' 4
: 17. Marque los puntos dados en los problemas 5 al 16 si (g, b) es * 1p
el punto mostrado en la figura 17. FIGURA 18 T
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e En los problemas 19 al 24, grafique la relacién dada. 63. x*~x=0 64, y:4+9y_10=0
<19, fx y =0} 20. {(x, y)xy<0} 65, xr+y'=0 66. x*+y*=4

AR . 2 2 2 2.

1 {(x, Yy > D} 22, {(x, }’)l %<2, y= 1} 67. 9x°2+2y" =18 68, 4x°+9y* =36
o ‘ : 69, x*-y'=4 70, 4y*—9x* =36
SR 24. Jyl<1

o _ En los problemas 71 al 74, utilice la simetria para completar

En los problemas 25 al 32, prucbe la simetria con respectoa |, grifica.

-+ losejesx yy yel origen. No graﬁq_ue.

28, y=x>+x-2x 26, y=8x"-7x-2 71. Lagraficaessimétricacon  72. La grafica es simétrica con
T respecto al origen. respecto al eje x.
27 y=xdal sl 28. y=(*-1f"

29, AP -52P oy o 30. 3mt+yi=x by y
31 12y -1=0 32, x’y=1
s ?‘En lnS problemas 33 al 70, grafique 1a ecuacién dada. Halle P O P
+ . intersectos. Use simetria cuando sea posible.
‘33 x=4 34, y=-3
35, y=x 36, y=—x
3. y-x=1 38, 3r+2y=12 FIGURA 19 FIGURA 20
39, y'=x 40. y=_x*
4L y=x?-3 42, y=-x43 _
43, y=(x+1} 4. y=(x-1f 73. Lagraficaessimétricacon 74, La gréfica es simétrica con
45, x—-y =4 46: y*=9(x+4) respecto al eje y. . respecto al eje x.
47, y=x° 48, y=-x*
49, y*=x° 50, y=x* by ¥
L 8L yre=l-x? 52. Y=y !
53, jy=x 54, y=|«
55. |x+y=0 56. |x—y=0 Y x
57 {x-y|=3 - 58, y=jxi-3
59, x=ly|-2 60. x*-9=0
6L (*-4)(y-1)=0 62. (2y-9)(5-2)=0 FIGURA 21 FIGURA 22

y
n Formula de la distancia y de la circunferencia - Pilxi, 1)
. . — d
En esta secci6n desarrollamos una férmula para encontrar la distancia entre dos puntos en el vz = i
“plrano cuyas coordenadas se conocen. Luego aplicamos esta formula al problema de encon-
g trar la ecuacién de la circunferencia. ' RET O X
1 ' |
E i . -
. FORMULA DE LA DISTANCIA : ‘ ’ —
|y =~ x|

T Suponga que P (x, ¥} y Pa(x, ¥») son dos puntos distintos que no est4dn en una linea verti-
B - cal ni en una horizontal. Luego, como lo muestra la figura 23, Py, Py, ¥y P3(xy, y2) FIGURA 23
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son vértices de un tridngulo rectdngulo. La longitud del lado P P es lxy — xil,vy
la longitud del lado P, F5 es iy, — y,l. Si denotamos la longitud dé P, P, con 4, tenemos

d? = |y = x P + [y = nf? (1)
- ~
del teorema de Pitdgoras. Puesto que el cuadrado de cualquier nimero real es igual al cua-
drado de su valor absoluto, podemos quitar los signos de valor absoluto en (1}. Se deduce,
entonces, de (1) que

d=V{x —x P+ (y—y)

A pesar de que derivamos esta ecuacidn para dos puntos que no estdn sobre una recta vertical
o una horizontal, se aplica también en estos casos.

SEes et e trmiuta. de lacdistancia, <

. La;-qis-t'an.f‘:j'a "@Py, Py entre-dos p:un'fos,cua]jcsqﬁ:t'l'i'érei?l; ,(x,,y 0y P; (o Yoy fé‘s"t:z’i"da'dé_pbr' )

AP P =Vimmwr F i @

Puesto que (x; — x;)* = (x; — x2)*, no importa qué punto se utilice primero en la férmula
de la distancia: esto es .

d(Py, P3) = d(P2, Py)

EJEMPLO 1
Halle la distancia entre A(8, —5) y B(3, 7).

Solucion

dA, B)=V3E = 8F + (7 — (-3))
= V(=57 + (12
=V25+ 144
=V169 =13

La distancia se ilustra en la figura 24.

EJEMPLO 2

Determine si los puntos P, (7, 1), P> (4, —1) y Py (4, 5) son los vértices de un tridngulo
rectangulo.

Solucion. Por la geometria plana sabemos que un tridngulo es un tridngulo rectangulo si y
sélo si la suma de los cuadrados de las longitudes de dos de sus lados es igual al cuadrado de
la longitud del lado restante. Ahora, por la férmula de Ia distancia, encontramos

d(Py, Py = V(=4 =77+ (—1—1)*
=121 + 4 = V125
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d(Ps, P3) = V(4 — (—4) ¥ G-y
= V64 + 36
100 = 10

d(Ps, P, = V(T -4+ (1 — 572

=V9+16 -
=V25=5
. Yaque [dPs, PP + [d(P2, PP = 25 + 100
=125
= [d(P,, Po)T?
[Py, Pl FIGURA 25
. sededuceque Py, P,y P3 s0n los vértices de un tridngulo rectingulo con un dngulo recto en
Py (véase figura 25).
E CIRCUNFERENCIAS
“F-0 Laférmula de la distancia puede utilizarse para hallar una ecuaci6n del conjunto de todos Ay

los puntos equidistantes del pundo dado.

E .
| perNicion 1 /\m, )

* Una circunferéncia es el conjunto de todos-los pimtos P en ¢l plano que estdn a una r
distancia fija 7 dada, llamada radio, de un punto fijo C dado, llamado centro. -
_ Clh, &)
. . - -
: En la figura 26 hemos graficado una circunferencia de radio r centrada en el punto C(h, \

k). Por la definicion 1, sabemos que un punto P(x, y) estd %n esta circunferencia si y sélo st

) , d(P’ C)=r, o Vix— 2+ (yv=r FIGURA 26

j Yaque (x — h)* + (y — k)2 es siempre no negativo, obtene S una ecuacion equivalente
i R cuando ambos lados se elevan al cuadrado :

B
I
. [ 94
. La ecudcién (3) se llama forma estiandar de la ecuacién de una circunferencia. Cuan- (0, r)
e do/ =0Qyk =0, vemos por la ecuacién (3) que la ecuacién de una circunferencia de radio r
- con centro en el ongen estd dada por - : .
I | Xk = T ey (%.0)
x
(Véase figura 27),
o ) ' (, -
EJEMPLO 3 . &
) Halle el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es (x — 3)2 + (y +2)>=49. FIGURA 27
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Solucion. Si escribimos esta ecuacién de 1a forma estdndar (3),
G=H - =7

vemos que # = 3, k= —2 y r = 7. Por tanto, la circunferencia estd centrada en 3,-2)y
tiene radio 7.

EJEMPLO 4

Halle la ecuacién de la circunferencia centrada en C(~—5, 4) con radio V2.

Solucién. Utilizando la forma estandar (3) con & = S, k=dyr= V2. obtenemos

(x— (=5 + (y — 42 = (V2)
0 x+52+(y—4)P2=2

EJEMPLO 5

Halle l1a ecuacién de la circunferencia con centro en C(4, 3) que pasa por P(l', 43,

Solucién. Identificando £ = 4 y k£ = 3, tenemos por (3)
(x—4P+(y-37=r 4

Ya que P(1, 4) se localiza en la circunferencia (véase figura 28), sus coordenadas deben
satisfacer (4). Asf,

(1-4*+@—3°=7 o 10=4
y asf, la ecuacidn en la forma esténdar es

(x—4)+(y—3F=10

A

En el siguiente ejemplo utilizamos la técnica de completar el cuadrado para hallar
el centro y el radio de una circunférencia. Recuerde de la seccién 2.3 que afiadiendo (B/2)%a
la expresion x> + Bx da como resultado x* + Bx + (Bf2)?, el cual es el cuadrado perfecto
de (x + B/2)%

EJEMPLO 6

Halle el centro y el radio de la circunferencia con. ecuacién

¥y +10c—2y+17=0

Solucion. Podemos hallar el centro y el radio de 1a circunferencia reescribiendo 1a ecua-
ci6n dada de la forma estdndar (x — B)* + (y — k) = 2. Reorganizando términos, tenemos

(x* + 10x )+ O — 2y y=-17
8

Ahora completamos el cuadrado de cada expresién en paréntesis, afadiendo (10/2)% en 1a

primera y (—2/2)% en la segunda. Note que debemos tener cuidado al afiadir estos nmeros
en ambos [ados de la ecuacién.
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B2 102+ COP) + D7 — 2 + (@ = — 17+ (02 + B2 4
G2+ 100 +25)+ (P -2+ 1) =9 : 1
x+5P+(y~12=32 T
De esta ecuacion sc deduce que la circunferencia estd centrada en {—5, 1) y tiene radio 3 . 1, .
< (véase figura 29). ' N
S FIGURA 29
. EJEMPLO 7
; f_f-‘ﬁlg.l]le' el centro y el radio de una circunferencia con ecuacion
- 32+ 32 — 18x+ 6y +2=0,
‘Solucion. Primero reorganizamos la ecuacién como
(3x% ~ 18x ) + (3y* + 6y y=-2
Luego, dividimos ambos lados de la ¢cuacién por 3 para que el coeficiente de x2 yy seal
para cada uno: ‘
*—6x )+(P+y  )=-3
‘Completando el cuadrado nos da
)
[ = 62 + ()% + [ + 2 + B2 = ~F + (37 + ¢
! =P+ y+1P=-3+911
B =3P+ (=g
‘Esta es la ecuaci6n de una circunferencia con centro (3, —1) y radio VE,
_ aw . Podemos ver que no tddas las ecuaciones de Ia forma w
A+ Ay +Bx+Cy+ D=0
necesariamente representan una circunferencia. (Véanse problemas 39 y 40),
FORMULA DEL PUNTQ MEDIO
En la seccién 1.2 vimos que el punto medio de un segmento de recta entre dos niimeros a y 4y ,
b de la recta numérica es el promedio (@ + b)2. En el plano xy, cada coordenada del D Polx2, y2) |
punto medio’ M de un segmento de recta que une dos puntos Py (x;, y1) y P, (xg, Y2) €8 c ]
el promedio de las coordenadas correspondientes de los extremos,

Para probar esto, podemos ver en la figura 30 que los tridngulos P,CM y MDP, M 7

son congruentes, puesto que los dngulos correspondientes son iguales y d(P,, M) = Pilx, 3)
d(M, P5). Por tanto, '

d(P1, C) = dM, D) FIGURA 30
o Y= 3N=y—y

Despejando y en la dltima ecvaci6n, da
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De la misma manera diC, M) = d(D, P,)
de modo que X=X =X — X
¥, por tanto - x = ﬂ%

Resumimos los resultados.

Foz’mula ‘del punto medlo

o "Las coordenadas de] punto medlo del sevmento de recta quc ung los puntos P (xl, y,) y" o

EJEMPLO & -
Halle las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une A(—2, 5) y B(4, 1).
94
1 Solucion. Segln [a férmula del punito medio (5), las coordenadas del punto medio estdn
A(-2,3) dadas por .
\_ Punto medio =
3 (—2 +4 5+ 1)
‘ : 2 72

6 (1, 3). Este punto se sefiala en la figura 31.

FIGURA 31 EJEMPLO 9
Halle una ecuaciéndela c1rcunferenc1a con los puntesA(2, —3) y B(6, 1) en los extremos de
un diametro.

Solucién. El centro del circulo es el punto medio del didmetro que une A y B. Asi, seglinla
-férmula del punto medio (5), las coordenadas del centro son

2+6 —3+1
(246 2301y,
2 2
L y
T El radio es la distancia desde el centro (4, —1) hasta el punto (2, —3) en la circunferencia:
1 56, 1) .
S/ V- - r=V@-22+[-1= (-3F=Vda+4=8
T Por tanto, una ecuacién de la circunferencia es
L N R ARV

FIGURA 32 {Véase figura 32).
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: En los problemas 1 al 6, halle Ia dlstancla entre dos puntos.

1. A(1,3), B(5, 0)

2. A(1,2), B(=3, 4)

3. A(1,-3/2), B(-2,5/2)
4 A(-12,-3), B(-5,-T)
5. A(312,-3/2), B(-2, ~1/2)

6. A(4,312), B(2/3,~1)-

. .Enlos problemas 7 al 11, determine si los puntos.4, By C son
‘vértices de un tridngulo rectingulo,

7. A(1,-11), B(8, 2), C(-2, 1)
8. A(10,5), B(-3,-1), C(8, 1)
9. A(8,2),B(-3,0),C(5,6)

10, A4,0),B(2,3),C(1, 1)

11, A(-3,-2), B(2,2), C(6,~3)

12. Encuentre todos los puntos en el eje y que estén a 10 unida-
des del punto (6, 6).

13. Considere el segmento de recta que une A(-1, 2) y B (3, 4).
(a) Halle una ecuacién que exprese el hecho de que un
punto Pz, y) es equidistante de A y B.
(b} Describa geométricamente el conjunto de puntos
descritos por la ecuacién de la parte (a). -
14. Utilice la férmula de la distancia para determinar si los

puntos A(-5, 2), B(-1, ~1) y (3, -4), se localizan en una
linea recta.

~ Enlos problemas 15 al 20, halle el punto medio del segmento

derectaqueune 4 y B.

15, A(-2,4), A(4; 1)

16. A(7/3,1), B(2/3,-3)

17. A(-8,5),B(-1,0)

18. A(52, -3/2), B(-1, 3/4)
19. A(4a,3b), B(2a, 6b)

- 20. Al + 1,=),Bx-1,x-1)

En los problemas 21 al 24, halle Bsi Mes el punto medm del

. segmento de recta que une Ay B,

21, A(G3/2, 1), M(-2, 0)
22, A(-3,-1/2), M (4,3)
23, A(5,8), M(~1,-1)
24, A(5,2), M(~10, 1)

25. Hallela distancia desde el punto medio del segmento de rec-
ta que une A(5, 7) y B(=3, 6) hasta el punto medio del seg-
mento de recta que une C(3, -5) y D(Q, 8).

‘52,

EJERCICIO 3.2

26. Halle todos los puntos en el eje x que estén a 3 unidades
. del punto medio del segmento de recta que uneA(S )y
B(-5, -6).

27. Los puntos A(1, 0}, B(5, (), C(4, 6) y D(8, 6) son vértices de
un paralelogramo. Demuestre que las diagonales del para-
lelogramo se bisecan entre si.

28. Hallelospuntos B(x;, y,), B{%,,3,) ¥ P3(x3, ¥5) enelseg-
-mento de recta que vne 4(3, 6) y B(5, 8) que divide el
segmento de recta en cuatro partes iguales.

En los problemas 29 al 38, halle el centro y el radio de la .
circunferencia dada.

29. (x+3F+(y-5\=25

30. (x-1F+(y—3¥=49

31 (x-32F+(y-12Y=5

32. (x+83F +(y+5n)\ =

33. X +y"+8y=0

34, x 4y’ —dx+2y-4=0

35. x’+y* “16x+3y+63=0

x> +y% ~16y+3x+63=0
6x +6y* +12x +36y—12=0
38. 5x®+5y” +25x+100y +50=0

En los problemas 39_ y 40, demuestre que la ecuacion dada no
representa una circunferencia.

39, K +y*+2x+8=0
40, dx*+4y’—4x+12y+12=0

En los problemas 41 al 50, halle una ecuacién de Ia circunfe-

" rencia que satisfaga las condiciones dadas.

41. Centro (0,0),radio 1 -

42. Centro (-3, 2), radio 6

43. Centro (0, 3), radio V3

44. Centro (-9, 4), radio 3/2

45. Extremos de un didmetro en (3, 8) y (-1, 4)
46. Extremos de un didmetro en (4, 5) y (-3, 2)
47, Ceatro (0, 0) pasando por (-1, -2)

48, Centro (-5, 4) pasando por (-3, 7)

49. Ceatro (5, 6), tangente al eje x

50. Centro (-3,-4), tangente al eje y

En los problemas 51 al 56, grafique la relacién dada.
51, x*4+y* 216

(k=5 +{y~1Y <25

x+ y2 > 2y

lex?+y? <4

(x+3)2+(y+2)2 =0

53.
54,
55,
56.

x*=—y?
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57. Las ciudades de Kansas y Chicago no estidn conectadas
por medio de una autopista interestatal, pera cada ciu-
dad estd conectada con St. Louis y Des Moines (véase
figura 33). Des Moines esta aproximadamente a 40 mi-
llas al oriente v a 180 millas al norte de la ciudad de
Kansas; St. Louis estd aproximadamente a 230 millas al
oriente y 40 millas al sur de la ciundad de Kansas, y Chicago
estd aproximadamente a 360 millas al oriente y 200 mi-
llas al norte de la cindad de Kansas. Suponga que esta
parte del occidente medio es un plano liso y que las auto-
pistas que conectan las cindades son lineas rectas. &Cual
ruta de la ciudad de Kansas a Chicago, que atraviese a St.
Louis o Des Moines, es més corta?

3 Chicago

=

FIGURA 33

3 | 3 Ecuaciones de la recta

PENDIENTE

Cualquier par de puntos distintos en el plano determina una recta Gnica. Si P, (x;, 1)
y P> (x;, y7) son dos puntos tales que x; # x,, entonces al niimero

_ Y2
Xo — X}

()

nm

se llama pendiente de 1a recta determinada por estos dos puntos. Es comiin llamar a y, — y,
incremento en y a'x; — x; incremento en x. La pendiente de una recta es, entonces,

Incremento en y
n=————- )]

Incremento en x
En la figura 34 comparamos las graficas de las rectas con pendientes positivas, nega-
tivas, cero e indefinidas. En la figura 34(a) vemos que una recta con pendiente positiva
(m > 0) crece a medida que x aumenta. En la ﬁgura 34(b) vemos que una recta con pendien-
te negativa (m.< Q) decrece a medida que x aumenta. Una recta con pendiente cero (m = 0)

es horizontal (véase ﬁgura 34(c).

Si Py (x1, 1) ¥ P2 (x2, ¥2) son dos puntos en una recta vertical, entonces, X) = Xz

y entonces x, — x; = 0. Por tanto, la pendiente de esta recta es indefinida (véase figura
34(d)).

En general, puesto que

Yz T _ =(y1 — y2) _ N~
Xo— X —X1 X)) XX

no importa a cudl de los dos puntos se llame P; (x,, y,) y a cudl se Hlame P (x;, y,) en (6).
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y Y Ly Y A
Incremento ’ .
P, P, P, Incremento
: \'——— enx >0 -t —— o enx =0
e 1 Incremento a8 | Incremento Incremento
., Ee“}’>0 ‘ !cny<0 eny = (!
/ * - *
i Incremento P, _
o enx >0
(aym>0 (bym<0 : T fym =190 (d) m indefinida

EIGURA 34

" Cualquier par de puntos distintos en una recta determinaré la misma pendiente. Para J
. prob'ar esto, considere los tridngulos semejantes PP, y P30.P, mostrados en la figura Pt )
-35.'Puesto que sabemos que razones de los lados correspondientes son iguales, tenemos 2z )2

|

) |

Pi{x. ¥1) 71 :
K Y2= ¥ _YaT Y3 / )l L
o %
SR X — X X4 X x

o : : g : ¢ } },_/_ ________ 4

. Por tanto, la pendiente de la recta es independiente de la escogencia de puntos en la recta. Py{x3. y3) alxy yz)

A pesar de que este argumento se basé en la colocacién de Py, P> P3y Pysobrelarecta, la  FIGURA 35
discusién sigue siendo vélida para cualquier colocacién de estos 4 puntos.

EJEMPLO 1

Halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos (—2, 6) y {3, —4}. Grafique larecta.

[ncremento
Solucion. Sean (—2, 6) el punto P, (x;, y,) y (—3, 4) el punto P, (x2, ¥,}. Lapendiente de | enx=3
la recta a través de estos puntos es --——*—'1 q
L |
m= Y2 = N = —4-6 - I Incremenio
Xo — X 3_(_2) P(-2,6) X I »eny = —10
—10 . . _\ |
=" — _9 R
5 1 : X
Por tanto, la pendiente es —2 y la recta que pasa por P, y P, se muestra en la figura 36. 1 |
) : o 4 1 Py(3, —4)

Note en el gjemplo | que si hubiéramos asignado a P, (x;, y) el punto (3, ~4)ya P,

(x2. y2) €l punto (—2, 6), entonces la ecuacién (6) habria dado la misma pendiente: FIGURA 36
, ' Y=y _6—(=4 _ 10
m= = = =-—--—=-—-2
| ST ) X3 — Xy -2-3 -5
" EJEMPLO 2

Grafique la recta que pasa por el par de puntos dade y determine su pendiente.

(@) (=4, -1y (5, 2)
(b) (=3,3)y (4, -4
€©) (=5,2)y(=5 =4

- Solucién. En la figura 37 se marcan los puntos y se grafican las rectas. Las pendientes se
- calculan utilizando (6). -
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b - 3 1
~3.3)+ (@ m= ===
| NI 6y 5 —4(—«;) 9 . 3
i (*‘5,2) :/ (b)mz—z—z—l
B S B e 4—-(=3) 7
i]i: » ('_4 N —+ * () Puestoque(—35,2)y(—3, —4)determinan una recta vertical, la pendiente es indefinida.
v b0l N\
\ i .
| EJEMPLO 3
FIGURA 37 Grafique la recta con pendiente —§ que pasa a través del punto P(—2, 3).

Solucién. Primero escribimos la pendiente como —5/3. Luego, utilizando el punio P(—2,
3) como vértice, construimos un tridngulo rectdngulo moviendo 3 unidades a la derecha (ya
que el incremento en x es +3) hasta el punto O(1, 3). De @ nos trasladamos 5 unidades
hacia abajo (ya que el incremento en y es — 5) hasta el punto R(1, —2), el cual es otro punto
de Ia recta trazado en la figura 38(a).

Alternativamente, podriamos haber considerado la pendiente como 5/(—3) ¥ haber.
construido el triangulo moviendo 3 unidades a la izquierda (ya que ¢l incremento en x es
B —3) hasta el punto S§(—35, 3). De § movemos 5 unidades hacia arriba (ya que el incremento
B | en y es +5) hasta el punto T(—35, 8). La recta se grafica ahora pasando por P y 7, como se
o muestra en la figura 38(b).

wY

] FIGURA 38 (a)

ECUACIONES DE RECTAS

Ahora estamos en condiciones de enconirar una ecuacién de una recta L. Para comenzar,
suponga -que la recta L mostrada en la figura 39 tiene pendiente m y pasa por un punto
P (xy,y1). Si P(x, y) denota cualquier punto sobre L con x # x;,entonces podemos escribir
segn (6).

1 i Y™ n
B X — X

Esta ecuacién puede reescribirse de la forma

y—y1=mx—x) )]
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* Noté que las coordenadas de todos los puntos sobre L, incluyendo P, (x,, y,), satisfacen (8). LY
‘Al contrario, si las coordenadas de un punto satisfacen (8), entoncesel punte debe localizar- Ltnea L
B : " . . . . {
se sobre L. Puesto que (8) se determing conociendo la pendiente y un punto, decimos que es pe’r'il?emg"m“

a forma punto-pendiente para la ecuacién de una recta o, stmplemente; P(x, y}

=Y

Py(xy, 1)

FIGURA 39

EJEMPLO 4

: Halle una ecuacién de la recta con pendiente 4 que pasa por (—3, 2).

B Solucion. Siendom = 4, x; = —3%, y y; = 2, obtenemos de la ecuacién (9) la ecuacién de
" punto-pendiente :

y = 2= 40x — (]
: F . Simplificando, nos da

y—2=4(x+%, o y=4x+4

EJEMPLO 5

‘Halle una ecuacién de. la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (—2, 5).

Solucion. Primero, calculamos' la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

5—3 2 1

'Lucgo, segin (9) con x; = 4y y; = 3, tenemos

y=3=—ix—4)
3y—9=—x+4
x+3y—-13=0

bl |

o despejando y,
y=—d+7%

. Debemos verificar que se obtendr la misma ecuacién si las coordenadas x y y del puntc
= (=2, 5) se utilizan para x; y y, en (9).

Cualqmer recta no vertical debe cortar el ¢je y. Si este punto de interseccién es (0, b),
entonces b es el intersecto en y de la recta. Se puede obtener una ecuacién de la recta con
pendiente m e intersecto y en b seglin (9). Sustituyendo x; = 0y y; = b da

y—b=mx—0)

Esta ecnacién se simplifica en lo siguiente.
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FIGURA 40

3. -1
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EJEMPLO 6

Halle una ecuacion de la recta con pendiente £ e intersecto y en —3.

Solucién. Utilizando m = 2 y b = —3 en la ecuacién (10), tenemos
y=%+(-3), o y=%-3

Puede demostrarse también que la gréfica de cualquier ecnacién de la formay = mx +
b es una recta con pendiente m e intersecto b en el gje y.

RECTAS HORIZONTALES Y VERTICALES

Vimos en la figura 34(c) que una recta horizontal tiene pendiente m = 0. Por lo tanto, se
puede obtener, segtin (9), la ecuacién de una recta horizontal que pasa por un punto (&, b):

Una recta vertical que pasa por (g, b) tiene pendiente indefinida, pero todos los puntos
de la recta tienen la misma coordenada x. Esta observacién lleva al siguiente resultado.

EJEMPLO 7

. Halle ecuaciones para las rectas horizontales y verticales que pasan por (3,:—1). Grafique
las rectas.

Solucién. Cualquier punto de la recta vertical que pasa por (3, 1—1) tiene a 3 como coorde-
nada x. De la misma manera, cualquier punto de la recta horizontal que pasa por (3, —1)

tiene coordenada —1 en y. Laecuacién de estarectaesy = |—1. Ambas rectas se grafican en
la figura 40.
ECUACION LINEAL

Las ecuaciones (9), (10), (11) y (12) son casos especiales de la ecuacion lineal general

ax+by+c=0 (13)
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. donde @ y & no son ambos cero. Y, viceversa, cuando a y b no son ambos cero, la grifica de
. (13) es una recta. Por gjemplo, si b # 0, entonces despejando y en (13) da la ecuacién
pendiente-intersecto y = (—a/b)x + (—¢/b). Sin embargo, si b = 0y a ¢ 0, la ecuacién
resultante x = —d/a representa una recta vertical.

EJEMPLO 8

Halle la pendiente y el intersecto en y de larecta 3x — 7y + 5 = 0.

. Solucion. Despejamos y en la ecuacién lineal:

3x-Ty+5=0
Ty=3x+5
v=%+3

Segiin (10), vemos que la pendiente de la recta es m = 4 y el intersectoen yes b = 3,

- 31 los intersectos en x y en y son diferentes, la grifica de la recta puede dibujarse
pasando por los puntos correspondientes sobre los ejes x v ».

EJEMPLOC 9
Grafique [a recta 3x — 2y + 8§ = 0.

Solucién. Primero establecemos que x = O para hallar el intersecto en y:

3(0) — 2y + 8 = 0

~2y+8=0
v 2y=38
y=4

Luego establecemos que v = O para hallar el intersecto en x:

3x—20)+8=0

- 3x+8=0 FIGURA 41
' 3x=-8
x=—%

La grifica, que se muestra en la figura 41, se dibuja pasando por (0, ) y (—%, 0.

RECTAS PARALELAS

Dejamos como ejercicio probar el siguiente resultado sobre rectas paralelas (véase proble-
ma 57).
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EJEMPLO 10

Las ecuaciones

3x+y=2 yv o6x+2y=15

pueden escribirse de las formas pendiente-intersecto
y=-3x+2 vy = —3x + 4

respectivamente. Vemos que la pendiente de cada recta es —3. Por tanto, las rectas son
paralelas (véase figura 42).

RECTAS PERPENDICULARES

FIGURA 42 Puede demostrarse que cuando dos rectas con pendientes definidas son perpendiculares,
entonces sus pendientes son reciprocas y de signo contrario. (Véase problema 58).

' Pendlentes de rectas perpendiculares
11 .
Do rectas con pCl’!danth ity ¥ 3 SO perpendlculares sy solo simy my= — i estoes
i RN ob -~
i _ L . s Y e S iy
EJEMPLO 11
i
‘![ Halle la ecuacién de la recta que pasa por (0, —3) que es perpendicular a la recta

ety

4x — 3y + 6 = 0. Grafique las rectas.

Solucién. Expresamos la ecuacién dada de la forma pendiente-intersecto de:

.'1 i. .hy
fEln 4x—3y+6=0_/ - 4x ~3y+6=10
3y=4x+ 6

\ -4 y=4x+2

Segiin (10), sabemos que esta recta tiene pendiente 3. La pendiente de una recta perpendi-
_ cular a eila sera el reciproco negativo de 3, 6 —%. Portanto, la recta que estamos buscando
tiene pendiente —#% e intersecto y en —3. Su ecuacifn es

y=—%x—3

- FIGURA 43 y su grifica es la recta de color de la figura 43.

EJERCICIO 3.3

En los problemas 1 al 6, halle la pendiente de la recta que  Enlos problemas 7 al 12, grafique Ia recta que pasa por 1,2)

% pasa por los puntos dades. con la pendiente dada.

; 1. (3,-T,({L0) 2. (4,-1),(1,-1) 7. 1/10 8. 2/3
E-‘I?i; 3. (-6,-8),(5,3) 4. (1,-2),(6,4) 9, -3 10. -1/2
* ] 5. (3,2),(-1,-2) 6. (2,-1/2), (8, 5/2) 11. -1 12, -5/3
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‘En los problemas 13 al 30, halle una ecuacién de la recta

- - indicada. .
. * 13. Pasa por el punto (3, 5) con pendiente 3
~ 14. Pasa por el punto (2, ~2) con pendiente —1

15. Pasa por el punto (4, 0) con pendiente 4

.-~ 16, Pasa por los puntos (5,-6) y (4, 0)
' 17. Pasa el punto (-3, 1) ¢on pendiente 1/4
‘ 18, Pasa por los puntos (2, 3) y (6, -5)

* 19, Pasa por los puntos (8, 1) y (-3, 1)

20. Pasa por los puntos (0, 7) y (7, -2)

21. Pasa por los puntos (3, -6) y (-6, 3)

22. Pasa por el punto (4, -3) con pendiente 0
23. Pasa por el punto (-3, 1) con pendienté -2/3
24
25
26
27. Pasa el punto (0, 0) con pendiente m
28

29. Con intersectox en-2 e intersectoy en 7.

Pasa por los puntos (-1, -3) y (0, 4)

Pasa por los puntos (-2, 0) v (2, 6)

Pasa el punto (0, 5) con pendiente 1/2

Pasa por los puntos (0, 0) y (4, b)

30. Con intersectox en 4 e intersectoy en —2

En los problemas 31 al 36, halle Ia pendiente y el intersecto
en yde la recta dada.

31 4y-12x+15=0 32, x+y+1=0
33, —3x+y=0 34, —2x-dy=0
3s. 3x—%+z=o 36. ax+by+c=0

En los problemas 37 al 42, haga Ia grafica de 1a recta dada.
37, 2x+5y-8=0

38, 3x/4-y[3=2

3% 3x-2y=9 - - -

40, —2x—-4y+6

41. 3x—4y+12=90

42, y=2x/3+1

43. Halle la ecuacién de la recta que pasa por (-2, 4) y es para-
lelaa x+3y-2=0.

44. Halle ]a ecuacion de la recta que pasa por (-1, —2) y es para-
lelaalarectadx—-2y-2=0 ’

45, Halle Ia ecuacitn de la recta que pasa por (-2, 5) y es perpen-
dicular a2x+3y--4=0.

46. Hallela ecuacién de la recta que pasa por (-2, 0) y es perpen-
dicular a4x+3y+5=0.

47, Halle la ecuacion de la recta que pasa por (-5, 4) y es perpen-
dicular a la recta que pasa por (1, 1) y (3, 7).

48, Halle la ecuacion de la bisectriz perpendicular del segmento
de recta que une (1/2, 10) y (3/2, 4).

49, Halle la ccuacién de la recta 7. mostrada en la figura 44,

141

y=xt+1

]
|
|
|
|
|
I
]
|
|
I

|
|
|
|
T I I
2 1 &

FIGURA 44 -

50. Una recta tangente a una circunferencia en un punto P de la
circunferencia es perpendicular a la recta que pasa por Py
por €l ceniro de la circunferencia. Halle la ecuacidn de la
tangente L mostrada en la figura 45,

iy
P 1
L7 I
1 G+72F +(y—4F =494
e S
x -5 N
FIGURA 45

En los problemas 51 al 54, determine cuiles de las rectas da-
das son paralelas entre si y cniles perpendiculares entre si.

51 (a)2x+4y+3=0
M) x+9=0
©@x=4
@Dy-6=0
©-—x-2y+6=0
M2x-y=2

52. (a)5x=-3y
M) 3x—5y+9=0
) 3x+5y=-—+4
(d) 3x+5y=2
(&)5x-3y-2=0
(B -5x-3y+8=0

53. (@) y=4dx+1
M y=x/4-3
(c) y=—4x
D y=—x/4-1/4
©®©y=6+92
® y=-x/6-12

54, (2)2y—-3=0
M3x+4y=2
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i ©)x=5 *58. Pruebe que dos rectas no verticales L y L, son perpendi-
i (M) 8x—6y+5=0 culares si y s6lo si sus pendientes son reciprocas y de sig-
(&) 3x-2y+2=0 no contrario. [Sugerencia: utilice la figura 49 y el teorema
! (0 4x+6y-1=0 de Pitdgoras).
| _
En los problemas 55y 56 use la grifica de la reeta dada para
calcular su pendiente.
5. )y 56. | y
] 5 5 Py(x3, ¥2)
I
|
L~
] -1 ~ .Ll
= ~
N 1 N /
5 "x 5 x Py(xy, y1)
FIGURA 46 FIGURA 47 Pylxq. )
Ef 57. Pruebe que las rectas no verticales L, y I, son paralelas siy / >
s6lo si tienen pendientes iguales. [Sugerencia: use la figura 48 \ *
y tridngulos semejantes].

I FIGURA 49

1 Py(x3, y3) 59. En 1897 el profesor de fisica A. E. Dolbear propuso que la

temperatura 1, en grados Fahrenheit, en un termémetro
_de “cricket” (o de grillo) estd dada por

T =x/4+40

T | Py(0, y,) o donde x es el ndmero de chiltidos del grillo por minuto. Si
] _ } el nimero de chillidos del grilio por minuto se aumenta
FIGURA 48 = -

en 10, halie el correspondiente aumento de temperatura.

3 u 4 ~ Funciones y notacion de funciones

DEFINICION DE FUNCION

Al usar personas y objetos del mundo que nos rodea, es facil establecer una regla de corres-
pondencia que asocie o haga parejas de los miembros de un grupo con los miembros de otro.
Por ejemplo, para cada nombre que aparece en el directorio de Los Angeles hay un nimero,
a cada bebé le corresponde una madre, a cada auto registrado en el estado de California le
corresponde un niimero de placa, a cada libro le corresponde un autor, a cada lanzador de
los Dodgers le corresponde un registro de partidos ganados y perdidos, etc. En matemdticas
estamos interesados en una clase de correrspondenc;ia muy especial, llamada funcién.
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DEFINICION 2 _ . —

Una funcién de un conjunto X en un conjunto ¥ es una regla de correspondencia que le

asigna a cada elemento x en X uno y s6lo un elemento y en ¥. El.conjunto X se llama
dominio de la funcién.

. A menudo utilizamos un diagrama, como el de la figura 50 para ilustrar la correspon-
denc1a de todos log elementos del conjunto X con algunos o todos los elementos del conjunto
Y. Lafigura 50 indica también la caracteristica fundamental de una funcién: a cada elemento
x.en el conjunto X le corresponde un #nice elemento y en el conjunto Y.

En el resto de este capitulo asumiremos que tanto X como ¥ son subconjuntos del
- conjunto R de nimeros reales.

Dominio

FiIGURA 50

* EJEMPLO 1

(a) La tabla (a), que se muestra aqui, define una regla de correspondencia entre los mime-

ros del conjunto {1, 2, 3, 4} y los niimeros del conjunto {5, 7, 9, 11, 13}. Esta corres- — —
pondencia es una funcién, ya que uno y sélo un niimero y se asocia con un nimero x. El x oy 0y
conjunto X = {1, 2, 3, 4} es el dominio de la funci6n. Observe que apareamos todos los 1—5 1 —> 4
elementos de X con sélo algunos de los elementos del conjunto ¥ = {5,7, 9, 11, 13}. 757 255
_ (b) La'tabla (b)de la derecha define una regla de correspondencia entre el conjunto{1, 2, 3} 3—90 3—6
B S y el conjunto {4, 5, 6, 7}. Esta correspondencia no es una funcién porque hay dos 4— 11 N7
I O nitmeros —a saber, 6 y 7— en el conjunto {4, 5, 6, 7} asociados con el niimero 3 en el
conjunto {I, 2, 3}. @) ‘ ©)

DEFINICION ALTERNATIVA

Puesto que una regla de correspondencia generar pares de elementos, podemos definir una
funcidén de una manera alternativa;

Una funeién es un conjunto de pares ordenados (x, y) tales que no hay dos pares ordenados
: ‘dlferentes del conjunto que tienen el mismo primer elemento.

' EJEMPLO 2

El conjunto de pares ordenados {(1, 3), (3, 5), (6, 7), (8, 7)} es equivalente a la correspon- ~
dencia mostrada en la tabla adjunta. Puesto que a cada valor de x le corresponde uno y sdlo
un valor de y, el conjunto de pares ordenados representa una funcién. Observe que es per- 7
fectamente aceptable hacer corresponder el mismo valor de y a més de un- valor de x. 1—3
3—35
6—7
g A

Una funcién usualmente se denota con una letra como f 0 g. Luego, podemos represen-
tar una funcién f de un conjunto X a uno ¥ por medio de la notacién £:X —Y o por medio de
un diagrama (véase figura 51). El nimero y del conjunto ¥ mostrado en la figura 51 que esté
asociado con x por medio de la funcién £ se escribe

} 7' y=fl)
.. locual se lee “y es igual a f de x”. También se dice que el nﬁmero-f(x) es ¢l valor de la
' funci6n fen x o la imagen de x sobre f. _
Axgmenudo una funcién se define por medio de una férmula explicita, por ¢jemplo  FIGURA 51
)

Si el dominio de fes el conjunto R de niimeros reales, entonces f:R—> R, vaqueel
cuadrado deun numero real es'un mimero real. Para hallar valores de f, sustituimos nimeros
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reales para x en la formula f(x) = x*. Por ejemplo, ¢l valor de la funcién que corresponde a
x=3es

fG)=0P=9
y el valor de la funciébn en x = —4 es
F—4) = (-4 =

En términos de notacién de intervalo, el dominio de f(x) = x* se escribe como (-— %, ).
_ En términos exactos, la funcién fes la regla dada por y = f(x), mientras que f(x) es
simplemente un nimero asociado con x. Sin embargo, frecuentermente ignoremos esta dis-
tincién y nos referiremos a la “funcidn f(x}.”
Una funcién también puede compararse con una Computadora Un niimero x es la
entrada a la “méquina” y el valor funcional f(x) correspondiente es el resultado obtenido
después de que la méaquina ha obrado sobre x, como lo ilustra la figura 52.

Entrada 1  Resultado
: ®®®®ﬁ,-m

.....

FIGURA 52

EJEMPLO 3
Halle los valores de f(x) = Vx + 4 correspondientes a x = 0, 5, 8, y 12

Solucion. Esta “mdquina” de funciones toma un valor de x tal como x = 0, le suma un
niimero 4, y luego saca la rafz cuadrada de esta suma. Este proceso se ilustra en la figura
53. Por tanto,

f0)=V0+4=

5 =V5+4=V9=3

A =VE8+4=VI2Z=V4-3=VIV3i=2V3 y
a2 =Vi2+4=V16=4

X =

FIGURA 53
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~ VARIABLES DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES

o Puesto que el valor de la variable y en y = f(x) siempre depende de 1a eleccién de x, decimos
que y es la variable dependiente. Por el contrario, la eleccién de x es independiente de y,
. . por tanto, x se llama variable independiente.

. 'EJEMPLO 4
CSifx) =x*—x+ 1, halle f(—1), flx + k), y f(2 + B.

- enfatizar este remplazo, escribimos la funcién original como

CfC Y= R=( )+1

' Po_r: tanto, para las entradas dadas, tenemos

SED=(1P-D+1

I =1+14+1

=3

1 fa+R) =@+ — @+ h) +1

F . =2+ uh+h —x—h+1

| RE R+ =@+ 1P - @@ 1)+ 1
=x*+ 2w+ 1—x>—-1+1
=xt+tx*+1

Solucién, Remplazamos la variable independiente x por — 1, x + hy x> + 1 asu vez. Para .

El cociente diferencia

flx + k) — fx)
h

donde 4 es un nimero real diferente de cero, juega un papel muy importante en el estudio del
cilculo.

EJEMPLO 5
Sifx) =x*—x+ 1yh =0, halle

fx+h) — fx)
h

y simplifique.
- Solucion. Segiin el ejemplo 4, tenemos

fa+B=x2+2h+k—x—h+1

¥ entonces
e+ —fE =@ +2h+hR—x—p+ - @ —x+1)
=2xh+ 12— h

145
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Por tanto,
fa+h) —f&) _ 2xh+h —h
h : h
_R2x+ R 1)
B h
=2x+h-1
RANGO

En nuestra analogia con la maquina, el dominio de una funcién es el conjunto de todas las
entradas reales que dan resultados reales. El conjunto de resultados se llama rango de 14
tuncién. Formalmente, definimos el rango de una funcién f con dominio X como el resulta-
do { f(x) | x € X }. Porejemplo, el rango de la funcién f(x) = x” es el conjunto de nlimeros
reales no negativos. ‘

Cuando una funcién se define por medio de una férmula,

1
se considera que el dominio es el conjunto de nimeros reales
para los cuales la formula tiene sentido en el sistema de los nitmeros reales.

A menudo a este conjunto se denomina dominio implicito o natural de la funcidén. Por
ejemplo, el dominio de f(x) = Vixesel conjunto de todos los ndmeros reales no negativos.

EJEMPLO 6
Hatlle el dominio de la funcién f(x) = Vx + 4.

Solucidn. Puesto que el radicando x -+ 4 debe ser no negativo, el dominio se determina por
medio de la inecuacién x + 4 = 0; esto es, el dominio es el conjunto de {x } x = —47.
Utilizando notacién de intervalo, escribimos el dominio como [—4, ).

EJEMPLO 7

Halle el dominio de la funcién

_ X
f(x)'"xz_4

Solucién. Un cociente de dos nimeros reales es un niimero real a menos que el denomina-
dor sea cero. Por tanto, el dominio de la funcién f consiste en todos los nimeros reales x
excepto los que satisfacen

x*—4=0

Las soluciones de esta ecuacién sonx = 2y x = —2. Portanto, &l dominio de 1a funcién es el
conjunto {x | x # =2},

El dominio de la funcién

x
x2+ 4

gl =
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“es el conjunto R de ndimeros reales, puesto que nio hay niimero.real x para el cual 2 + 4 = Q.

EJEMPLO 9 .
: Halle el dominio y el rango'de g{x) =5 + Vx — 3.

. Solucidn. El dominio, determinado por el requerimiento x — 3 = 0, es {x | x = 3}.
. PuestoqueVx — 3=0parax=3,tenemos 5 +Vx = 3 = 5 para estos mismos valores de
* x. Por tanto, el rango de g es {y | y = 5}.

Como lo ilustra el siguiente ejemplo, el problema de determinar si un nimero simple r
- estd-en el rango de la funcién y = f(x), es equivalente a resolver la.ecuacién f(x) = r.

EJEMPLO 10 .
Determine si 7 estd en el rango de f(x) = Vx — 1.

Solucién. El dominio de Jes el intervalo [1, %), Ahora, resolviendo f(x) = 7 da

Vx—1=7
x—1=49" o~
x =150

Por tanto, el nimero 7 estd en el rango de f, ya que 50 estd en su dominio y

- £(50) = V30 — 1
=V49 =7

FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

" - Una regla que defina una funcidn puede incluir mas de una formula. Una funcién definida
de esta manera se llama funcién definida a trozos. Por ejemplo,

()_{xz, x<0
gx = x+1, x=0 .

no son dos funciones sino una funcién en la cual la regla se da en dos partes o trozos. En este
caso, una parte se utiliza en los ntimeros reales negativos y la otra en los mimeros reales no
negativos. Por ejemplo, puesto que —4 es negativo, laregla indita que elevando al cuadrado
el nimero: : ‘

g4 =(—4)?=16
y puesto que 6 es positivo, le sumamos 1:

_ g6)=6+1=7
FUNCIONES CONSTANTES

Si c representa un elemento de cualquier conjunto, entonces a la funcién fdefinida ﬁor Flx) =
¢ para todos los x del dominio de fse llama funcién constante, Por ejemplo, suponga que el
dominio de f es el conjunto R de nlimeros redles y f{(x) = 5. Entonces,

floy=5, f(-1)=5, fOV2=5 fm=5 fR57) =5, etk.
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APLICACIONES

Muchas férmulas de la geometria v la ciencia definen funciones. Por ejemplo, el drea A de
un cuadrado es una funcién de lalongitud de un lado. Sixdenota lalongitud de unladode un
cuadrado, entonces A = x°. El 4rea A y la longitud de la circunferencia € de un circule son
funciones de suradior: A = mr> y C = 2 wr. La distancia s con la que un cuerpo cae bajo la
influencia de la gravedad es una funcién de tiempo: £:s = 16°.

En el estudio de aplicaciones en cursos de mateméticas subsecuentes (por ejemplo,
célculo), a menudo es necesario establecer una relacién funcional entre dos variables, inter-
pretando datos escritos. Considere el signiente ejemplo:

EJEMPLO 11

Se bombea agua en un tanque ¢énico cuya altura es de 12 pies y cuyo radio es de 4 pies.
Exprese el volumen del agua en cualquier momento, como una funcién de su profundidad.

Solucién. El tanque cénico se ilustra en la figura 54(a), y un corte transversal del tanque se
muestra en la figura 54(b).

"

12 pics 12 pics

(a) | (b)

FIGURA 54
(a) Tanque cdnico; (b) corte transversal.

Hemos introducido las variables r y A para denotar el radio y la profundidad del agua,
respectivamente. Ahora vemos que e! volurhien del agua es el volumen de un cono circular
recto. De la geometria sabemos que el volumen de tal cono esta dado por

V= %r% (14)

Puesto que los tridngulos rectdngulos mostrados en la figura 54(b) son semejantes, las longi-
tudes de sus lados son proporcionales: r/h = 4/12. Sustituyendo r = ¥k en (14) nos da
entonces el volumen del agua en cualquier momento como una funcién de profundidad A:
1

V= —(—h)zﬁ 0 Ve=—opd
3 ’ 27
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EJEMPLO 12
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. Eiipre’se el drea A de un circulo como una funcién de la longitud de su circunferencia C.

A=ar* y C=2mr

S ‘Soluclon El 4rea A y 1a longitud de Ia circunferencia C de un circulo son funciones del
s rad10 del circulo:

* . Ahora, de la segunda de estas ecuaciones obtenemos r = C/2. Sustituyendo esta expresién

" en la primera ecuacién de A como una funcién de C:

1

A=sq(C/l2mP, o A=—C?

4ar

En los problemas 1 al 6, determine si la correspondencia dada
por el conjunto de pares ordenados (x, y) es una funcion.

{(t.2),(2,-3),(3,4),{~4,1), (1, 5}

{1,1),2,8) 51} (-2,8}

flo,1).@,1) 2,13

{0,0),(1,1) 2,23}

2643660641

{-3,2).06,2), (-3,9).(-6,9%

Si f(x)=2" -2, halle £(0), F(-1), F(VZ) y£(2).

Si flx)=+" ~2x, halle £0) FQ1), F(V2) y£(-2).
Si f(x)=Vx+1, halle £(0), F(~8), A1/2) y A-112).

& g0 =1 & th ok W N e
. 5 . < : : by H h

10. Si f{x)= J4+2x, halle £{0), F(4), F(~2) y A-3/2).
11, §i f(x)=— 1 , halle £0), F(V2) ¥y .
12. Si f(x)= halle £(0), £(-2), f(vZ} v fi-112).

P s
13. Sif(x)= x2-3x halle fla*} fla—1), fla+1)y f(Ub)
14. Si f(x)=22% 2", halle £(a), fla+1), Flu )yf(l/b)
-16

2 S, XxEI2
=9 3 x* -4

15. Sif(x)={x-3"'" 16, Si f(x)={3,x=-2
6,x=3 4,x=2

halle £(3), £(=3). halle f(-1),/(-2)yf(2).

2 42x 251 4x+3, si-2<x<0
17. Si f(x)= { ’ 18. flx)={1+x?, si0<x<2
. -xx< 7, six>2

halle £(0) (1), FlV2)y f(-2) halle F0), (1), F(-1)¥/(2).

EJERCICIO 3.4

En los problemas 19 -al 22, halle
Fx+h)- f(x)

donde /2 # 0 es una constante,

19. flx)=x*+2

21, flx)}=x

20, f(x)=-3x+x"+5
22, fx)=1"x

En los problemas 23y 24, halle
Fx)-fla)
donde /z = a es una constante.

23, f(x)= ;‘_;;

flx)=x"+x-1

En los problemas 25 al 34, halle el dominio de la funcién.
25, f(x)=3x+2 26. f(x)=+15-15¢

vx+1 2
27. flx)= = 28. f(x)=2—
" ) 2 " v‘3;c +5x-2
 Fl)=— - f)=
x+3 5
31. f(x)= = 32. f(x)—x —

8. fle)== 34, flx)=Jx+JF6

En los problemas 35 al 42, halle el dominio ¥ el rango de 1a
funcion.

35. f(x)=3x~15
37 flx)=x°

flx)=2x*-4
38, flx)=Vx-4
39, f(x)=—1+J6x—2 40, f(x)=2+/3x-1
1. flx)=V16-3x 42. f(x)=10-|x]
43. (Para qué valores dex es f(x)=Jx—3 ignala3?
44, {Para qué valores dexes f(x)=vx’ —1 iguala(?

F Y
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45, (Para qué valoresdexes f(x)=
iguala 07, éa 2?

46. Determine si los mimeros 5y — 5 estin en el rango de la fun-
cién g{x)=x(x —4)

47, Exprese el drea de un tridngulo equﬂétero como una funcién
de la longitud s de un lado.

48. Exprese el perimetro P de un cuadrado como una funcmn de
su dreaA.

49. Exprese el drea A de un circulo como funcién de su difmetrod

50, Exprese el rea A de un tridngulo equilitero como una fun-
cién de la altura /i de un tridngulo.

51. Exprese el volumen de un cubo como una funcién del drea 4
de su base.

52. Exprese el drea de la superficie de un cilindro circular recto
de volumen 1 m® como una funcién de su radior.

53, Conun pedazo de cartulina rectangular se hace una caja abier-
ta, recortando un cuadrado de longitud x de cada esquina y
doblando luego fos lados hacia arriba. Si la cartulina mide 3
pies por 4 pies (figura 55), exprese el volumen " de la caja
como una funcién de x.

T — — Corte
| _
ST T |_—Doble

,0=x<1
1+fo l<x<2

3 pies

L 4 T

FIGURA 55

54, Con un pedazo de metal de 1 por 20 pies se hace un canal
con un corte transversal rectangular, doblando hacia arriba
cantidades x iguales del lado de 1 pie (véase figura 56). Ex-
prese el volumen I de la canal como una funcién de x.

FIGURA 56

55. Se va a construir una caja rectangular abierta con una base
cuadrada de longitud ry un volumen de 20,000 cm?®. Exprese
el area de la superficie S de la caja como una funcitn de x.

56. Se comstruye una cisterna de modo que su capacidad sea de
300 pies clibicos de agua. La cisterna tiene como base un cua-
drado y cuatro caras verticales, todas hechas de concreto, y

57

58.

59.
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una tapa cuadrada de acero. Si el concreto tiene un costo de
US$1.50 por pie cuadrado y el acerocuesta US$4 por pie
cuadrado, determine el costo total C como una funcién de la
Iongitud del lado de la base cuadrada.

Se va a cercar un pedazo rectangular de tierra de forraje y se
va a dividir en dos porciones iguales por medio de un cercado
adicional paralelo a dos lados. La porcién de tierra tiene 4,000
m2 Exprese la cantidad de cercado F en términos de la longi-
tud x mostrada en la figura 57.

FIGURA 57

Una persona de 6 pies de altura camina hacia un farol de
20 pics, como se muestra en la figura 58. Exprese la longi-
tud L. de su sombra como una funcién de su distancia x
desde el farol.

FIGURA 58

La ventana que se muestra en la figura 59 consta de un rec-
tangulo con un semicirculo en la parte superior. Exprese el
area A de la ventana como una foncién del anchox indicado,
si se sabe que el perimetro de la ventana es de 30 m.

Semicirculo

FIGURA 59
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60. Unalambre de longitud L se corta enx unidades de un extre-
mo, Un pedazo de alambre se dobla en forma de circulo y el
otro se dobla en forma de cuadrado. Exprese la suma S de las

. areas como una funcién de x.

61. Dos calles se interceptan como se muestra en la figura 60,
Alas 12:00 p.m. el auto 4 atraviesa el intersecto recto y se
dirige hacia el sur con una velocidad constante de 50 mph.
Al mismo tiempo, el auto B estd a 4 millas este del inter-
cepto y viaja hacia el occidente con una velocidad cons-
tante de 30 mph; siendo ¢ = 0la representacion de las 12:00
p.m., exprese la distancia d entre los dos autos como una
funcidn de tiempo £ > 0.

«<—4 millas

>
T

FIGURA 60

62. Los extremos de un abrevadero de 12 pies de largo for-
man tridngulos isésceles. Los lados iguales de los tridngu-

151

los tienen 4 pies de largo, y el lado resnltante tiene x pies
-de largo (véase figura 61). Exprese el volumen ¥ del abre-
vadere=somo una funcién de x.

FIGURA 61

63. Se debe construir una pista de atletismo con dos segmentos
rectos y dos sernicirculares, como lo muestra la figura 62. El -
radio de cada segmento semicircular es r. La longitud de la
pista debe ser 1 km. Exprese ¢l drea A cubierta por la pista
como una funcién de r. .

Pista

FIGURA 62

3 | 5 Gréficas de funciones

A menudo se utiliza una funcidén para describir problemas -0 fenémenos en campos tales
como el de laciencia, la ingenierfa y el comercio. Para interpretar y utilizar datos obtenidos
de tal funcién, encontramos que es itil presentar los datos en forma de grifica (véase figura

63) '

En un plano xy, se define la grafica de una funcién y = f(x) como la gréfica de la

relacién

{(x, y)ly = f(x), x en el dominio de f}.

En otras palabras; 1a grifica de una funcién fes el conjunto de puntos (x, y) en el plano cuyas
coordenadas satisfacen y = f(x).
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Costo

X

Punto de recuperagy,

Poblacidn
1Presion
} }
Unidades
de ddlares
l l !
1 T 1

de gastos
. Ingreso
- > —
Unidades
Tiempo Volumen producidas
(a) (b) ()
FIGURA 63
EJEMPLO 1

La grifica de a funcidn f definida por la tabla adjunta consta de cuatro puntos mostrados en
la figura 64.

L ] by

x oy ui

[— 3 + 6.7 e e

3—35 -+ @, 7)

6— 7 iR 3.5

g 7 1 | *(3.5)

-+ (1. 3)
1t >

FIGURA 64
INTERSECTOS

Para graficar una funcién definida por la ecuacién y = f(x), usualmente es buena idea deter-
minar primero si [a grifica de ftiene algunos intersectos. Recuerde que el eje y es la recta
x = 0. Por tanto, si 0 estd en el dominio de f, el intersecto en y de su grifica es el ndmero
f(0). (Véase figura 65(a)). De la misma manera, el eje x es la recta y = 0. Por tanto, para
hallar los intersectos en x de la gréfica de y = f(x). debemos resolver la ecuacion f(x) = 0.
Los ntimeros que satisfacen esta ecuacion se llaman también ceros def. Los ceros reales def
son los intersectos en x de su grafica. En la figura 65(b), vemos que f{x,) = 0, f(x;} = 0),
f(xs) = 0. Por tanto, x|, x5, ¥ X5 son los intersectos en x de la grifica de la funcion f.

Ay iy

y = f) =

A/ 1 £(0)

Y
e
g
)

]
W

=

FIGURA 65 (a) (b)
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:i_.. - Para obtener otros puntos de la grifica de una funcién y =f(x), podemos escoger los

NUmeros Xy, y2, .., X, en su dominio, calenlar f(x,), f(xy),..., J(x,), y luego marcar los
puntos correspondientes (xy, f(x1)), (62, f(x2)), ..., (%, f(x,)). Tenga presente que un valor
funcional f(x) es una distancia dirigida desde el eje x (véase figura 66).

AY

(xI H f(xl)) (xm f(xn))

(22, fix,))
Fxy) ~—

[
|
RHI | f(x")'""“il
' I _ :k—-f(xz) :
| I |
1 | I .
X X5 X, x
FIGURA 66
“F° EJEMPLO 2
1 Grafique la funcién f(x) = x* — 2x — 3. -
S'oll.Jcién. El intersecto en y es f(0) = —3. Para hallar los intersectos en x, resolvemos
*=2x—3=0
o =3 +1) =0
Por tanto, puesto que f(x) = 0 cuando x = —1 0 x = 3, los intersectos en x son — 1 y3.

Marcando los puntos de 1a tabla adjunta, obtenemos la grafica en la figura 67.

—]
x| fx)
-2| 5
-1 0
0| -3
1| —4
2| -3
3 0
4 s

} ——l—l—-i—-—;—

2 -3

FIGURA 67
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Si la grafica de una funcién y = f(x) se dibuja con precisién, usualmente es posible ver
el dominio y el rango de f(figura 68). El dominio de fes cualquier intervalou otro conjunto
de ntimeros reales en el eje x; v el rango de f es cualquier intervalo u otro conjunto de
niimeros reales, en el eje y. En el ejemplo 2, el dominio de la funcién dada es el conjunto R
de niimeros reales; esto es, el intervalo (—2¢, ). El rango de la funcion parece ser, segiin la
grafica de la figura 67, [—4, <),

T 2
Dominio: [—2, ®) *

Dominio:
def: [a, D]
FIGURA 68 (a) (b)

PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Por la definici¢n de una funcién sabemos que por cada x en el dominio de f corresponde un
valor dnico f(x) en el rango. Esto significa que cualquier recta vertical que interseque la
gréfica de fpuede hacerlo méximo en un punto. Y, viceversa, si cadarecta vertical interseca
la grafica de una relacién en a lo sumo un punto, entonces la relacién es una funcién. Esta
ltima afirmaci6n se lama prueba de la recta vertical para una funcién.

EJEMPLO 3

(a) En fa figura 69 vemos que cualquier recta vertical interseca la grifica de la relacion
definida por y = x2, en méximo un punto. Por tanto, por medio de la prueba de la recta
vertical, la relacion determina una funcién y = f(x) = x°.

(b) Como lo muestra la figura 70, una recta vertical puede intersecar la gréfica de la rela-

ci6n determinada por x2 + ¥* = 4 en més de un punto. Por tanto, la relacién no determi-
na una funcién y = f{x).

AY 94

2

y=x

-\-—_/
=Y

FIGURA 69 FIGURA 70

Grifica de una funcidn

No es la gréfica de una funcién
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FUNCIONES LINEALES

~ Uno de los mds simples pero més importantes tipos de funciones es la funcmn lineal. Cual-
_quier funcidén de la forma
fy=ax+b, a#0 (15)

donde a y b son constantes, se denomina funcién lineal. Puesto que f{x) es un niimero real
para cualquier opci6n de x, concluimos que el dominio de (15) es el conjunto de niimeros
~ reales. Siescribimos (15) de laformay = ax + b, reconocemos, por (10) de la seccién 3. 3
*la ecuacidn de una linea recta con pendiente a e intersecto b en y.

EJEMPLO 4

Gfaﬁque la funcién lineal f(x) = 4x — 4. oy

Solucion. El intersecto en y de la gréficaes b = —2;estoesf(0) = —3%. Recuerde que para 1 y=b-3
graficar una linea recta, sélo necesitamos dos puntos. A pesar de que podriamos sustituir L L / N

. cualquier valor de x en f(x) para obtener otro punto, determinaremos el intersecto en x de la T /é 05 T
gréfica. Estableciendo que f(x) = 0, tenemos T

T, -$
x—3=0 /

fo cual dax =3. Portanto, el intersectoenxes 3. La graficade larectaenlafigura 71 se traza

pasando por los puntos (0, —%) y (3, 0). FIGURA 71
EJEMPLO 5 ,
Grafique la funcién definida a trozos ,
‘ -1, x<0
y
flg) =10, x=0
x+1, x>0

Solucién. Esta funci6n se determina en tres partes. Dibujamos, a su vez,

la recta horizontal y = —1 para x < 0, I RS S

el punto (0, 0) y, .

larectay = x + | pard x > 0.

La grifica de f se muestra en la figura 72. : ‘ FIGURA 72

EJEMPLO 6

Grafique la funcién de valor absoluto f(x) = Ixl.

4y

Solucidn. Utilizando la definicién de valor absoluto dada en la seccidn 1.2, podemos T o=

reescribir f como il
» x=0 —t+— —t—t—
s ={ " :
—x, x<0 14
Por consiguiente, la grafica de f consta de dos partes. Dibujamos, a su vez, larectay = x
parax = 0 ylarectay = —x para x < 0. La grifica se muestra en la figura 73.

FIGURA 73
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SIMETRIA

Fn la seccién 3.1 tratamos la simetrfa de una gréfica con respecto alejey, al ejex y al origen.
La grifica de una funcién puede ser simétrica con respecto aleje y o al origen, pero la grafica

de una funcién diferente de la funcién cero no puede ser simétrica con respecto al eje x.

(;Por quéno?). Sila gréfica deuna funci6n fes simétrica con respectoal eje y, decimos que f
es una funcién par. Se dice que una funcioén cuya grafica es simétrica con respecto al origen

es una funcién impar. Para las funciones, las siguientes pruebas de simetria son equivalen-

tes a las pruebas (i) y (iii), respectivamente, de 1a p. 125 (véase figura 74).

8 §

(a) Funcién pary f{—x) = f(x) (b) Funcién impar f(—x) = —f(x)

FIGURA 74

. ‘Pruebas de simetria

con

ominio X és stméfrica con respecto:” Ty Tne s

s

Una inspeccién a la figura 67 en el ejemplo 2 muestra que fno es ni par ni impar.
Notamos también que f(—x) no es igual nia f(x) ni af(—x). Por otra parte, en lafigura73en
el ejemplo 6, vemos que la funcion de valor absoluto es una funcién par, yaque su graficaes
simétrica con respecto al eje y. En este caso, f(—x} = |—xl = lxl = f(x).

EJEMPLO 7
Grafique 1a funcién f(x) = .

Solucién. Puesto que f(0) = 0y ya que f(x) = x} = 0 implica que x = 0, vemos que los
intersectos en x y en y son los mismos, es decir, 0. Esto significa que la gréfica de f pasa por
el origen. Ademds,

f(=x) = (=29
' -x
—fx)
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muestra que la gréfica de f es simétrica con respecto al origen. Por tanto, fes una funcién
impar. Utilizando estos resultados sobre los intersectos y la simetrfa y marcando los puntos
de la tabla adjunta nos da la grafica en la figura 75

]
x| fixy
ol O
LA
1i 1
21 8

FIGURA 75

EJEMPLO 8
Grafique la funcién f(x) = ¥*°.

Solucidn. Podemos ver que la funcién puede escribirse también de la forma
f) = (&9 = (Vay?

Puesto que es posible hallar la raiz cibica de cualquier nimero real, el dominio de fes el

conjunto R de nimeros reales. Como en el ejemplo 7, los intersectos en x y en y son 0.
Ahora, en .

Cflmn = (V-x)?
= (= V?
= (V)2
= f(x)

- vemosque fes una funcién par. Marcando los puntos de la tabla y utilizando los intersectos
y la simetria con respecto al eje y, obtenemos la gréfica que se muestra en la figura 76.

e

fix)

— e

423 =2 52

5
00 e

FIGURA 76
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En los problemas 1 al 40, grafique 1a funcién dada y halle los
intersectos. Utilice la simetria cuando sea posible.

1. flx)=2 2. flx)=-2

3. flx)=x 4. f(x)=x-5

5. f(x)=3x~1 6. flx}=-2x+6

7. flx)=+x 8. flx)=-3+J/x

9. fl)=+x—4 10. f(x)=JB-4x

11. flx)=x" 12, flx)=¥x-27

13, flx)=—x" 14. f{x)=10+

15. flx)=x*+1 16. f(x)=9-x*

17. flx}y=2x"-4x 18. flx)=x"+=x

19. flx)=x*-8x+16 20. f(x)=x*—4x+5

21 f{x)=-%° 22, flx)=-1+x

23. flx)=x"+1 24. fx)=x*-x

4,x23 : x,—3<x<€3

25 f(x)={—1x<3 %6- f(x)_{-s,x<—3
x,x<0

27. f(x)={);iji§g 28. flx)= xz,05x<1
x’,x>1

29. flx)=Ix-2 30. f(x)=|x-5|

31 flx)=jx+2) 32 flx)=|4+2

33. flx)=-2/ 34. f(x):%

35. f(x)z-l,’x 36. f(x)=~;—2

37. flx)=x* 38, flx)=(x-2}

39. flx)=vVx*-1 40. f(x)=v16-x*

En los problemas 41 al 46, halle los intersectos de la grafica
de 1a funcién dada. :

41, flx)=(x-1)-36 42. f(x)=x'-9
3. f@y =2-2)/(1-x) 44 ()= X -8xt6

5x-10
as. f(x)="228 46, flx)=—2

2 +6

En los problemas 47 al 54, determine si la grifica dada es la
grifica de una funcién.

47, . 48. Ay
R %
- \/\ i
X
FIGURA 77 FIGURA 78

49, y 50,
: Y
EHE': r
: }\ 1‘ 1‘
I 1 1
FIGURA 79 FIGURA 80
51. 52.
y
AY
7 P
x
FIGURA &1 FIGURA 82
53, 54.
y y

FIGURA 83 FIGURA 84

En Ios problemas 55 al 58, 1a grifica dada es la grafica de
una funcién f. Segiin la figura, determine el dominio y el
rango de f.

55. AY

FIGURA 85
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FIGURA 86

FIGURA 87

58.

FIGURA 88

59.

FIGURA 89

72

b4

1 %

En los problemas 59 y 60, complete Ia grifica (a) sifes una
funcion pax; (b) sifes una funcién impar.

60

159

FIGURA 90

61. El resultado de la funcién parte entera f(x) =[x ] se

62

63

64

65

66

67

68

69

.

define como el mayor entero n, para el cual 2 <x. Halle

f=2.5), fi=2), f(-1.3), f(0), £(3.30), f(2.1) y f(1.8).

Trace la grafica de la funcién parte entera del p.roblema
61.

Sea f{x) =[x ] 1a funci6n parte entera definida en el pro-
blema 61; trace la grificadey = [x + 2].

Un metro tiene aproximadamente 3.28 pies. Determine
funciones para convertir metros a pies y pies a metros.

La depreciacién directa, o lineal, supone que un articulo
pierde todo su valor inicial de4 délares durante un perio-
do de n afios en una cantidad A/n cada aito. Si un articulo
que cuesta TUS$25,000 cuando estd nuevo es depreciado
linealmente por un periodo de 20 afios, determine una fun-
cion lineal dando su valor ¥ en ddlares después de x afios
(0 =x < 20). {Cuél es el valor después de 10 afios?

En célculos de interés simple, la cantidad devengada § es
una funcién lineal de tiempo medido en afios: § = P + Prt.
Calcule S pasados 12 afios, si el capital es P = 150 y la tasa
anual de interés es ¥ = 6%. {En qué momento es § = 1807

El valor en délares de un computador estd dado por la
funcion lineal ' :

¥ (x)=500,000{1-x/40), 0 < x40

en donde x se mide en afios. {Cudl es el valor inicial del
computador? {En qué momento el valor del computador
es la mitad de su valor inicial? ¢En qué momento el com-
putador ha perdido tres cuartas parte de su valor inicial?
4Cuéndo no vale nada?

La relacién entre grados Celsius T, y grados Fahrenheit
T &s una funcitn lineal. Exprese T, como una funcién de
7,51 (32°F, 0°C) y (212°F, 100°C) son puntos de la grifica
de T,. éQué es T (160)7

La relaci6n entre grados Kelvin T, y grados Celsius T, es
una funcién lineal. Exprese T}, como una funcién de T si
(27°C, 300°K) y (40°C, 313°K) son puntos de la grafica de
T,. Se define cero absoluto como 0°K. {Qué es cero abso-
luto en la escala Celsius? ¢En la escala Fahrenheit?
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N Operaciones con funciones

Las funciones pueden combinarse a través de las operaciones aritméticas de adicidn, sus-
traccién, multiplicacion y divisién para producir nuevas funciones. Para dos funcionesfy g,
la suma f + g, la diferencia f — g, el producto fg y el cociente ffg se define como sigue.

(f+ o)) = fla) + glv)
{(f— o))y = flx) — glx)
{(fg)x) = flx)glxn)

fx)

gx)

(e = (g(x) # 0)

DOMINIOS

El dominio de cada una de las funciones f + g, f — g, fg. y g es lainterseccion del dominio
de f con el dominio de g. En el caso del cociente ffg. debemos excluir, ademds, los valores
de x para los cuales el denominador gix) es Q.

EJEMPLO 1 _
Para f(x) = x* + dx y g(x) = ¥* - 9, tenemos
(F+Hw) = (@ +4) + (2~ 9 =27+ 4x~ 9
(f—a) =@ +4) - (- N=4x+9
(fR)x) = (&7 + 40 — 9) = ¢* 4 4x¥ — 9¢* — 361

X+ 4
y (f/e)x) = —
© -9
En el ejemplo 1 notamos que ¥ = 3 y x = —3 no estdn en el dominio de (fg){x).
EJEMPLO 2
Si sumamos

JR=V1i—-x x=1 y gy=Vx+2, x=-2

obtenemos

rax)=VI-x+Vx+2

El dominio de esta nueva funcidn es el intervalo [—2, 1], ef cual es el conjunto de nlmeros
comunes a ambos dominios.
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SUMA DE COORDENADAS y _ LY

- La gréﬁca de 1a suma de dos funciones 'y g que tienen el mismo dominio puede obtenerse y = 8k
por medio de ia suma de coordenadas y. Puesto que (f + g)(x) = f{x) + g(x), vemos en la ) = fix)
figura 91 que la coordenada y de un punto (x, y), en la grafica de f + g es simplemente la P

1

1

* suma de las coordenadas y de los puntos (x1, f(x1)) ¥ (x;, g(x;)) en las gréficas de fy g, ' '}
respectivamente.

- : Xy x
"EJEMPLO 3 ‘ /

 Sif) =xyg(®) = Vx, grafique (f + g)x) /
L Sdlucién. Primero, notamos qué el dominio de {2)

(F+ @)y =x+ Vx

i es [0, o). La figura 92(a) muestra las grificas de fy g para x = 0. Como se indicd, en
~ cualquier valor dado de x podemos obtener 1a coordenada y del punto correspondiente en la e
gréifica de f + g, sumando y; y y,. La gréfica de la suma se muestra en la figura 92(b). f

x)+g8lx)

N

AY
y=x /
T o y=Vx (b)
1 FIGURA 91 )
N
T Ya
et
(a) (b)
FIGURA 92
COMPOSICION DE FUNCIONES

Otro método de combinar dos funciones fy g se llama composicion de funciones. Defini-
mos la composicion de fy g denotada por f o g como la funcién

(o 8)x) = fgt),

donde se entiende que los valores funcionales g(x) esto es, elementos en el rango de g estan
en el dominio de f. Simbélicamente, utilizando nuestra analogia de la miquina de funcio-
nes, podemos representar la composicion de f y g, como se muestra en la .igura 93,
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Entrada
para g g f
X | ——-
g0)- > A - g5 = €F< @)
(Resultado g(x) i fg(x)) = (feg)x)
en el dominio )
de f? Sf]_ Entrada
: | paraf
FIGURA 93

De la misma manera, la composicién de g y f esta definida por

ey (g © ) = g(fx)

Por supuesto, los valores funcionales f(x) deben estar en el dominio de g. Las funcionesfog
y g © f se llaman funciones compuestas.

EJEMPLO 4

Sifly=x+3x—1 y g(x)=2x"+ L, encontrar (fe g)(x).
Solucion. Para enfatizar, escribimos £ de la forma
SO y=C P+3C -1

Por tanto, para calcular (fe g)(x) = f{g(x)), podemos sustituir g(x) en cada serie de parénte-
sis. Encontramos que

(feghx) = g =F23 + 1)
=2+ D32+ 1) -1
=4t + 42+ 1+ 62+ 3 |
= 4x* + 10x7 + 3

Ht EJEMPLO 5

| Halle (g < f)(x) para las funciones dadas en el ejemplo 4.

b | Solucién. En este caso,

1 gl y=2 Y+l

Por tanto, (g o Hx) = g(fx) = g(x> + 3x — 1)
=2+ 3~ 1)+ 1

20+ 67 + T2 —6x+ 1) + 1

2%+ 12° + 14— 120+ 3

i
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- Nota de advertencia: los ejemplos 4 y 5 ilustran que, en general, feg# gef.

" EJEMPLO 6
Exprese la funcién F(x) = V6x2+ | como la composicién fo g'de dos funciones fy g.

- Solucién. Si definimos las funciones fy g por

7 f=Vx y gw=62+1
_. enionces F(x) = (f° g)x)

‘ = flg(x))

= fléx* + 1)
=VeéxZ+1

Hay otras soluciones para el ejemplo 6: si las funciones f y g estin determinadas por

fR)=Véx+1 y gx)=x°

entonices observe que

(fe o)) = f(xz)
= V62 + 1 = F(x)

DOMINIO DE LA COMPOSICION

Como se indicé en la figura 93, el dominio de la funci6n compuesta f g estd dado por los
valores de x en el dominio de g tales que g(x) esté en el dominio de f. Por supuesto, esto no
excluye la posibilidad de que el dominio de f° g pueda ser todo.¢l dominio de g.

EJEMPLO 7

Los dominios de flx) = x> — (3/x) y g(x) = Vx son {xx # 0} ¥ {x}x =0},
respectivamente. El dominio de

(f* &)%) = flglx)) f(\f )
\/‘ 2 ___-
(V) \f

X

— 3
Vx
es {x|x > 0}, o (0, =).

EJEMPLO 8

. Los dominios de f{x) = Vx — 3y g(x) = x* + 2 son {xtx = 3} y el conjunto R de niimeros
reales, respectivamente. Vemos que g(x) = 2 para todos los x. Para garantizar que los
niimeros representados por g(x) estén en el dominio de f{a saber, aquellos nimeros mayores
o iguales a 3), debemos restringir el dominio de gdemodoquex=—1lox= | (véase figura
94.) Por tanto,

163
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(fo )x) = flgtx)) = i + 2)

= VEZFD =3
= V1

se define solamente en (—oo, —1] U [1, =).

GRAFICAS TRASLADADAS

Si fes una funcién y & es una constante positiva, entonces las gréficas'de la suma f(x) +
FIGURA 94 k, la diferencia f(x) — &, y las composiciones f(x + %) y f(x — k) pueden obtenerse de la
grifica de f, por medio de un cambio o traslacién vertical u horizontal, por medio de una
cantidad k. La figura 95 ilustra los 4 casos que se sintetizan en la tabla contigua.

Ay Ay ¥y =flx) + k Ay
y = f(x) /‘ y = fix)

Va7 NP~

—
o

X X
\/y = flx) = k
(a) (b) Traslacion vertical (c) Traslacidn vertical
hacia arriba hacia abajo
{(d) Traslacién horizontal ~ (e) Traslacién horizontal
hacia la izquierda hacia la-derecha
FIGURA 85
1] FUNCION & > 0 GRAFICA DE v = f()
,J; v = flx) +k Trasladada hacia arriba k unidades
y=fl) -k Trasladada hacia abajo k unidades
y=flx+k) Trasladada hacia la izquierda k unidades
y=flx—k Trasladada hacia Ia derecha k unidades
EJEMPLO 9
La grifica de la funcidn f (x) = Vx, que se muestra en la figura 96(a), se dio primero en
el ejemplo 6 de 1a seccién 3.1. Las grificas de y = Vi+l,y=Vx—1,y=Vx+ 1,y
v="Vx— |, que se muestran en ias figuras 96(b), (c), (d) y (e), se obtuvieron de trasladar la
graficade f(x) = \/Sc_, a su vez, una unidad arriba, una unidad abajo, una unidad a la izquier-

da y una a la derecha.
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(dy=vx+1 (y=Vvx-1

FIGURA 96

En general, la grafica de
y=f(xtkt)ik2, k1>0, k2>0

puede hallarse en la grifica de la funcién y = f(x) combinando una traslacién horizontal y una
vertical. Por ejemplo, la grificade y = f(x + k|) — k» es la grifica de y = f(x) rasladada
horizontalmente &, unidades a la izquierda y luego trasladada verticalmente &, unidades
hacia abajo.

EJEMPLO 10
Grafique y = Vx — 3 + 4.

Solucién. La grificade y =Vx — 3 + 4es la grafica de f(x) = Vx trasladada 3 unidades a
la derecha y 4 unidades hacia arriba. La grifica se da en la figura 97.

REFLEXIONES

La grafica de y = —f(x) es una reflexion de 1 grifica de y = f(x) a través del eje x. En otras
palabras, para graficar y == —f(x), simplemente volteamos la grifica de y = f(x).
EJEMPLO 11

Grafique y = -V

Solucion. La grificadef (x) = Vx, representada como una curva con lineas interrumpidas
en la figura 98, se refleja en el eje x lo que da como resultado la curva.
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FIGURA 97

FIGURA 98
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EJERCICIO 3.6

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

En los problemas 1 al 8, halle las funciones indicadas y dé
sus dominios.

L flx)=3f-2+4,g0=2F"-1if+gf2
2 flx)=xgx)=x-1, fg, fig

3. f(x)=3x+Jx_1Tf’g(x)=3x_—_’;l__f; f+e fg

4. f(x)=3x"-4x>+5x-6,8(x)=(1—-xV; f+g flg

5. flx)=x"-9,g(x)=x-3; fz, flg

6. f(x)=0Bx+2)", glx)=(Gx+2)+ (3x+2)% f-g, f2

7. fx)=V1-x,g(x)="x+Z; f+g, fg

8. flx)=2V1-x+1,g(x)=v1-95* -2; f—g, flig
En los problemas 9 at 12, utilice Ia suma de las coordenadas
ypara graficar la fancién f+g.
9 fl)=xgl)=lx] 10, f(x)=|x| glx)=1x

1+x* 310 <x<2
1. flx)=2* g(x)=2x 12 f(x)={1x+3 si-2=x<0

En los problemas 13 y 14, utilice fas graficas de y=f(x) yy =
£ (x) dadas para graficar y =f(x) + g (o).

13. 14.
LAY Y

v =7(x) | y=gk)
y=glx)

_zrx_‘_ X
7

=Y

N y=Flx)

FIGURA 98

FIGURA 100

En los problemas 15 al 24, halle fog y gof.
15, flx)=1+x" glx)=Vx—1

16. flx)=x"+x-5; glx)=x-4

1. f)= 55 e=2 -1 18 f(0)=2 )= 1
19. f(x)=3x- lg(x) x;d 20. flx)=x-1g(x)=7"

)
)
2L flx)=x- g(x)-~1/x 22. flx)=x-1;g(x)=x"
)
)=

23, ( x— ( J=x—Jx+1

24, flx)=x"-4,; glx)=JVx+4

Enlos pmhlemas 25 al 30, halle el dominio de fog.
25. flx)=vx+1; glx)=2x+1

26. f(x)=x*+2ig(x)=V2x+3

27, flx)= ]fx 1g{x)=1/(x~6)

Il

28. (x)- ;8(x)=3x
29. flx)= J - g(x)-x+1
30, (x)—; (x): x+3

En los problemas 31.al 34, halle fof y fo(1/f).
31 f(x)=6x-2 32, flx)=(x-2F -4x

3. f(x)=14 34, f(x)=3+4

En los problemas 35 al 38, exprese la funcién ¥ como una
composicion fog de dos funciones fy g.

35. flx)=4x*+1 36. fx)="5x"—8x*

37. flx)=(x-3f+4/x-3 38. f(x)=1-|9x+2|

En Ios problemas 39 al 42, halle (fog oh) = f{g(h(x))) para
las funciones dadas.

39. f(x)=1/4{x" —1), g(¥)=1x%, h(x)=2x+1

40. f(x)=3x-2, g(x)=x*~1, h{x)=VTx-5

4L f(x)=x, g(x) 2, h(x)=x-1

2. flx)=-x% glx)=3x"—=x, hlx)=3x

En los problemas 43 y 44, halle 1as grificas de las funciones
indicadas, trasladando 1z grifica de Ia funcién dada.

43,

FIGURA 101
@ y=f{x)+1
®) y=f(x)-1
(© y=f(x+1)
@ y=flx-1)

44,

FIGURA 102

(a) y=f(x)+2
®) y=f(x)-3
© y=7{x+3)
(@) y=f(x)-4
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_Enlos problemas 45 al 50, la grifica dada es una grifica tras- 49, f(x)=x 50. f(x)=-ix]
ladada de la funcion dada. Halle 1a ecuacién de la graﬁca. )

_ : y
45, f(x)= ] 46. f{x)=x*-1 7 1
, , b
—— X
FIGURA 107 ' FIGURA 108
) FIGURA 103 FIGURA 104
A7, )= 2 48, =(a_ Enlos problemas 51 al 56, halle la grifica de la funcién indj-
fle)=—x fle)=@-x)" cada, de la grifica de f.
y 5L flx)=x*, y=(x-2) +3
52. flx)=Vx+1-4, y=vx
* 53. flx)=|x—4+1, y=|«
54. fx)=x°, y=(x-2F-2
C 55. flx)=x*-4, y=—(x*~4)
1 * FIGURA 106 f&)= V=4, y=Vx
FIGURA 105

'31 i " Funciones inversas

En esta seccién tratarerhos la inversa de una funcién. Esta serd unaregla de corresponden- I I

cia que “invierte” la funcién original. Porejemplo, considere la funcién fdeterminiadaporla £ |x  y Fhole oy
tabla (a). Invirtiendo las columnas, obtenemos la nueva reglade correspondenma dadaenla
tabla'(b). Esta dltima regla, que es también una funcién, se denota como . é :: g ; : é
Elsimbolo f~! se lee “inversadef”. Esi importante sefialar que “—1” en f~! no es un 352 2513
exponente; esto es, _ -
(a) (b)
_ 1
[
! — ]
fojx ¥ x Yy
sino que denota la inversa de f. ) _ 14 41
Ahora considere otra funcién f determinada por la tabla (c). Si invertimos los papeles 26 6 > 2
de x y y en esta tabla, obtenemos la correspondencia dada en la tabla (d). Vemos que esta 3 2 \ 3
correspondencia no es una funcién, puesto que hay dos valores de y —a saber, los ntimeros 2

y 3— asociados con x = 6. @ (d)
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FUNCIONES UNO A UNO

Deseamos determinar qué propiedad debe tener una funcién para que la “regla de inversién™
sea también una funcién. Note que en las tablas (a) y (b), cada elemento del rango esta
asociado con sélo un elemento del dominie, mientras que en las tablas (c) y (d), uno de los
elementos del rango (a saber, 6) le correspondia a mds de un elemento del dominio.

DEFINICION 3

Se dice que una funcién fes una funcién une a une si y sélo si cada elemento del rango
de f estd asociado con exactamente un elemento de su dominio X.

Es precisamente esta propiedad la que se requiere para que la “regla de inversién” sea
una funcidn.

De la definicién 3 se deduce que una funcién f ro es uno a uno si se pueden encontrar
diferentes elementos x1 ¥ X2 en el dominio de f tales que f(x,) = f(x2).

EJEMPLO 1

La funcién f(x) = x> no esuno auno, yaque —3 # 3 v f(—3) =f(3) = 9. En otras palabras,
la funcién fno es uno a uno porque el niimero 9 en su rango Ie corresponde dos nidmeros —3 y
3 en su dominio. '

Antes de tratar de hallar 1a inversade una funcién, debe determinar si la funcidn dada
es uno a uno. A pesar de que hay una serie de técnicas para hacerlo, trataremos a continua-
cion sélo uno de tales métodos.

PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL

Sea y = f(x) una funcién une a une, y considere su grifica
{(x, Wy = fix), x en el dominio X de f}

Puesto que a cada valor de y le corresponde a lo mids un valor de x, cnalquier recta horizontal
interseca la grificade y = f(x) en a lo sumo un punto. Y, al contrario, si cada recta horizon-

- tal interseca la grafica de una funcién en maximo un punto, entonces la funcién es uno a

uno. La prueba de la recta horizontal se ilustra en la figura 109.

Ay I 4

/N

X2

o

=Y
e

(a) fes uno a uno (b) fnoes uno a uno

FIGURA 109




FUNCIONES Y GRAFICAS

EJEMPLO 2

Determine si la funcién f{x) = x* — 2x es uno a uno.

JiS:quciérl. En la figura 110 vemos que una recta horizontal interseca'la grifica de la fun-
B gién x en mas de un punto. Se deduce, por la prueba de recta horizontal, que fno es uno a
:.uno. .

[

.. Suponga que fes una funcién uno a uno con dominio X y rango ¥. Entonces, para un
nimeroxen X, y = f(x) es un nimero en ¥, No hay otro nitmero x en X correspondiente a ese

- némero y. Por tanto, la correspondencia inversa g de ¥ a X es una funcién que debe dar

g(f(x)) =x paracada xenX

_ Pero si flxy = yyx = g(y), entonces debemos tener también

Hegly)=y paracadayen?¥

. Pero renombrando a y como x en el enunciado anterior, tenemos

flgx)) =x paracadaxenY

Sintetizamos este andlisis con una definicion de la inversa de una funcidén f.

DEFINICION 4¢

Sea f una funcién uno a uno, con dominio X y rango Y. La inversa de fes una funcion g
con dominio ¥ y rango X para la cual

flg(x)y = x para cadaxen¥
y 8(f(x))

(16)

x para cadaxenX

También decimos que las finciones £y g son funciones inversas entre si.
Como en el andlisis que abri6 esta seccidn, denotaremos la inversa de una funcién funo
a uno como f~1. Por tanto, (16) es equivalente a

Estas dos ecuaciones se interpretan en la figura 111. Observe que en la figura 111(2) xes un
elemento en el rango ¥, mientras que-en la figura 111(b) x representa. un elemento en el
dominio X, :

HALLAR £~

La primera de las ecuaciones en (17) es particularmente 1til, ya que puede utilizarse para
hallar f~!. El método se sintetiza como sigue.

ey =x y ) =x (7))

169

e — — — —
=

FIGURA 110

Ry =x
f
Dominio de f Range de f
(2)
fH ) = x
f
|72
Dominio de f Rango de f

(b
FIGURA 111




170

ALGEBRAY TRIGONOMETRIA

EJEMPLO 3

Halle la iﬁversa de la funcién f(x) = 5x — 7.

Solucién. Puesto que la grifica de y = 5x — 7 es una linea recta no horizontal, se deduce

por la prueba de la recta horizontal que fes una funcién uno a uno. Para hallar £~ primero
reescribimoes la funcién f como

=5 =1
de mode que
SO =51 =7
Ahora resolvemos la ecuacion '
@) =x o F'@-T=x
para f~'(x). El resultado es

F = b+

EJEMPLO 4

Halle la inversa de la funcion

2

W=

Solucion. Dejamos que usted verifique que f es una relacién uno a
uno.

Ya que

QR T —

( P+1
se deduce que
2

-1 —
D = T

La ecnacién f(f~1(x)) = x es equivalente a

2 —
Flay+1

0 2=x(f/ ) +1]
2=x(f71x))° +x
2~ x=x(f't)

2 —_
(FiE) = —=

i = 322
X

‘Entonces, obtenemos
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" METODO ALTERNATIVO DE HALLAR £~

" La inversa de una funcién puede hallarse de una manera diferente de Ia que se mostrden los
‘:' gjemplos 3y 4. Si intercambiamos, o renombramos, las variables x y y en una funcién uno a
“uno ¥ = f(x), obtenemos entonces la ecuacién x = f(y). Esta ecuaci6n determinala “regla de
- inversi6n” o funcién inversa. Para hallar f~!, simplemente despejamos y en términos de x.
- Esto da la forma deseada y = f~'(x). El procedimiento se sintetiza como sigue.

. EJEMPLO 5

Hazl.lle la inversa de la funcién fen el ejemplo 3.

Solucion. En el ejemplo 3 escribimos la funcién dada como

y=5x-7

Intercambiando las variables x y y, da

GRAFICA DE 7/~

Suponga que fes una funcidn uno a uno y que (&, b) denota cualquier punto de la gréifica def,
Entonces, f(a) = b. y, segin (17),

1

i
B = (fay=a

Esto significa que el punto (b, a) estd en la grifica de f~'. Pero puesto que los puntos (a, b) y
(h, a) son simétricos con respecto a la recta ¥ = x, concluimos que la gréfica de /' es una
reflexion de la grifica de y = f(x) en la recta y = x (véase figura 112).

Ly _ AV =
y /— x =y
/
(a, b) e
\,\/ y=f')
/ \\. ’
Ve (b. a} _
x / x
e e
d 7
/
y // /

(a)’ (b) _ FIGURA 112
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EJEMPLO 6

En el ejemplo 3 vimos que 1a inversa de

f@ =5x=7 es fl@=h+t

Las grificas de fy f~' se comparan en la figura 113,

Para una funcién f que no sea uno a uno, puede ser posible determinar una nueva
funcidén F en una parte del dominio de fde modo que F seauno auno y tenga el mismo rango
de f, Entonces, la funcién F determinada en el dominio restringido, tendrd una inversa.

FIGURA 113

EJEMPLO 7

En ef ejemplo | vimos que f( r) = x? no es una funcién uno a uno. El dominio de fes (—o,
x). Ahora, deﬁmendo f(x) = x* solamente en [0, %), vemos en las figuras 114(a} y (b) que

£ es uno a uno y, por tanto, tiene una inversa. La grifica de F ' se muestra en la figura
[14(c). Observe que fy F tienen el mismo rango.
‘ LY LY
et —t— —t—t— Pttt
|

. “Domino: [0, o

()
FIGURA 114

El concepto ilustrado en el ¢jemplo 7 se utilizard en la seccién 7.9.

1 EJERCICIO 3.7

En los problemas 1 al 10, determine sila funcién dadaesuno  En los problemas 11 al 20, 1a funcmn dada e¢s uno a uno.

i a uno, examinando su grifica. Si f es uno a uno, halle f-1. Halle f-1.
1. flx)= 2. flx)=3x-1 11. f(x)=8é—x3x 12, flx)=2x- 1f2
. 3. fl)=x 4 fle)=x*-2 13 flx)=3 14 =g
5. flx)=x" 6. f(x)=x>+x-12 15. flx)=L+a 16. f(x)= (x(ZXJ;;rl)
7. flx)=2x"~x 8. flx)=2/x 17. f(x)=;c3_1 18. f(x)=2-x
9. flx)=1(x-3) 10. f(x)=x"(x"-1) 19. f(x)=Jx 20. f(x)=6Jx -9
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En los problemas 21 al 24, verifique que las funciones dadas
.sean inversas extre si, .

21, Flx}=3x-172, glx)=x/3+1/6
2. flx}=x"+6, glx)=Yx-6

B. )= g(x)=?1—‘%
2 =222, )=

En los problemas 25 y 26, determine ¢l dominio y el rango de
JF~4, sin hallar 1a inversa,

e 28 flx)=x~3
260 flx)=3-3x
En los problemas 27 ak 30, Ia funcién dada es uno a une. Sin

hallar f-', halle en el valor x indicado el punto correspon-
_'diente en la graﬁca de f-.

27. f(x)=8x-3;x=5
28, flx)=2x+2x;x=2
29. f(x)=3x +x; x=3

30, f(x)=—=
fl)= -

En los problemas 31 al 34, trace las grificas de f y £, utili-

zando los mismos ejes de coordenadas.

31. f(x)=dx-~2

32. flx)=2x+2

33, flx)=x’

34. fx)=vx+2-3

En los problemas 35y 36, trace la grifica de f~! a partirde la
grifica def.

yx=1/4
1

35. |y
y=1{x)
x
FIGURA 115
36. Ay
b
¥y = flx)
¢ X

FIGURA 116
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En los problemas 37 y 38, trace la grifica de f a partir de Ia
grifica de f-,

3.
LY
x
L
y=f"'x)
FIGURA 117
38.
| ¥ j
| 7=
\ ~
x
FIGURA 118

Una definicion equivalente a Ia funcijén uno a une esii dada
por lo siguiente: La funcién f es uno a uno siy séle sif(x,) =
Jx,) implica quex, = x, parax, yx, en el dominio de f. Enlos
problemas 39 al 44, ut:hce esta deﬁmcmn para verificar que
la funcidén sea uno a uno, .

39. f(x)=—2x+3
40. f(x)=
41. f(x)}=3x-5

42, f(x)= x:—z

43. flx)=Tx

a4 f(x)=X=

En los problemas 45 al 48, verifique que Ia funcién dada sea
su propia inversa.

4 flx)=—x

46. _1-x
f(x)— x+1

47 flx)=1x
8. f(x)=9_7, 0<x<3

En los problemas 49 y 50, Ia funcién fdada no es uno a uno.
Halle F! para la funcion Fy el dominio de F-.

49. f(x)=(3~2x}, (e0,0) F(x)=(3-2x},[3/2, )

50, f(x)=3x"+2,(—e0,00)  Flx)=3x"+2,(0,e)

1, x>0
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3 [ ] 8 Variacion N

FUNCION POTENCIA

Una funcién de 1a forma

fix) = kx", k es-una constante (18)

se llama funcién petencia. Las funciones potencia juegan un pape! importante en muchas
dreas de la ciencia. Puede probarse que (18) es una funcién para cualquier ntimero real #; el
dominio de fdepende de n. La figura 119 ilustra varias funciones potencia con & = 1 que se
dan comiinmente.

FIGURA 119

EJEMPLO 1
Grafique la funcién f(x) = (x — 3)*°

Solucidn. En el gjemplo § de la seccidn 3.5 graficamos la funcién potencia de f(x) = x>,
(Véase también figura 119(d)). La grafica de f(x) = (x — 3)** es 1a gréfica de f(x) = x*°
trasladada 3 unidades a la derecha. El intersecto y de la grafica es f(0) = (—3)*° = 2.08.
(Véase figura 120).
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" FIGURA 120

1" VARIACION DIRECTA E INVERSA

i En las aplicaciones, una funcién potencia proviene de un concepto de variacién. $i una
v variable y estd dada por la férmula

y=k", donde >0 19

+. “decimos que y varfa directamente con la endsima potencia de x, o que y es directamente
. - proporcional a x". Si y estd dado por

k

y= =k n>0 (20)

decimos que y varia inversamente con la enésima potencia de x, o que y ¢s inversamente

proporcional a x”. En (19) y (20), k se llama constante de proporcionalidad.

- EJEMPLO 2

Supornga que y es directamente
cuando x = 47

proporcionalax®, Siy =t 4 cuandox =2, (cudlesel valorde y

Solucion. Segin (19) podemos escribir
y =k

Sustituyendo y = 4 yx = 2 en esta ecuacion, obtenemos la constante de propercionalidad k,
puesto que :

4=Fk8 implicaque k=1%

Por tanto, y = 42, Finalmente, cuando x = 4, tenemos

y=134’, o y=32

En fisica, la ley de Hooke afirma que la fuerza F requerida para mantener estirado un

- resorte x unidades por encima de su longitud natural (no estirado) es proporcional a la elon-
= gacién x; esto es,

3

Fucrza o5

F = kr
- (Véase figura 121).

EJEMPLO 3

Un resorte cuya longitud natural es de 4 de pie se estira 1 pulgada con una fuerza de 30
libras. ;Qué fuerza se necesita para estirarlo a una longitud de 1 pie?

FIGURA 121
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FIGURA 122

FIGURA 123

ALGEBRAY TRIGONOMETRIA

Solucion. La elongacién de 1 pulgada es equivalente a 5 pies. Por tanto, segin (21),
tenemos

30 = k(&), o k=360 Ib/lpie

portanto, F = 360x. Cuando el resorte se estira a una longitud de 1 pie, suelongacidnes 1 —
1 = % pies. Por tanto, con x = §, se deduce que

F=360-2=2701b

VARIACION CONJUNTA Y COMBINADA

Una variable puede ser directamente proporcional a los productos de potencias de varias
variables. Si la variable z estd dada por

1=k, m>0, n>0 (22)

decimos que z varia conjuntamente con la potenciamde xylapotenciandey, oquezes
conjuntamente proporcional a x y y. El concepto de variacién conjunta expresado en (22)
puede, por supuesto, extenderse a productos de potencias de més de dos variables. A mids de
esto, una cantidad puede ser directamente proporcional a varias variables e inversamente
proporcional a otras variables. Este tipo de variacién se denomina variacion combinada.

EJEMPLO 4

Considere €l cilindro circular recto y el cono circular recto mostrados en la figura 122. Ei
volumen V de cada uno es conjuntamente proporcional al cuadrado de su radio r y su altura
h. Esto es,

»

Vci]indm = klrzk vy Vconu = ]Czrzh
Se produce que k; = 7 y k2 = 7/3. Por tanto, los voltmenes son

w
Vc':lindro = Tn‘zh }' Vcono = E‘I’zh

EJEMPLO 5

" La resistencia hidrodindmica D para un bote que se desliza a través del agua es conjunta-

mente proporcional a la densidad p del agua, el 4rea A de 1a parte hiimeda del casco del bote
y al cuadrado de su velocidad v. Esto es,

D = kpAv? (23)
(Véase figura 123).

La misma relacién (23) puede utilizarse algunas veces para determinar la fuerza de
arrastre que actGa sobre un objeto que se mueve a través del aire.

EJEMPLO 6

La férmula
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ilustra la variacién combinada; esto es, z varfa conjuntamente con el cubo de x y el cuadrado S
-de y & inversamente con la raiz cuadrada de w.

EJEMPLO? | - ' o

~ O .
Suponga que las corrientes eléctricas f; e I, fluyen en cables paralelos largos, como lo
muestra la figura 124. La fuerza F; por longitud de unidad ejercida sobre un cable a causa

del campo magnético alrededor del otro cable es conjuntamente proporcional a las corrien-
tes 1, e I, e inversamente proporcional a la distancia r entre los cables: '

LI
Fszﬁ
r

Si las corrientes fluyen en la misma direccién, como s¢ muestra en la figura, F, es una- .
fuerza atrayente. Cuando I; e [; se mueven en direccién opuesta, la fuerza F, es una fuerza

repulsiva.

- Campo
magnélica
- . - H
FIGURA 124

EJERCICIO 3.8

-

¥En los problemas 1 al 6, grafique 1a funcién pqtencia dada,
1 flx)=x" 2 flx)=—x? 3. flx)=x"
4, fix)=x7 5 flx)=—2x* 6. flx)=x

En los problemas 7 al 16, utilice las grificas obtenidas en los
problemas 1 al 6 para obtener la grifica de la funcién dada.

T flx)=x*+2 8 flx)=x*-1
9. flx)=-x'2 10. f(x)=(z~1)
1L flx)=x*+2 12, f(x)={(x-3%
13. flx)=(x+1)" C 14 flx)=1-x7
15. f(x)=(e 1)’ 16, f(x)=(x-3)"

17. Estudios empiricos indican que el periodo de vida de un ma-
mifero en cautiverio estd relacionado con el tamafio del cuer-
po por medio de la funcién potencia

L{M)=(11.8)M"%
donde L es el periodo de vida en afos y M ¢s la masa del
cuerpo en kilogramos.
(@) {Qué predice esta funcitn para €l periodo de vida de
un elefante de 4,100 kg en un zooldgico?
() &Qué predice esta funcién para el periodo de vida de
un hombre de 95 kg recluido en una prisién?
18. La velocidad del sonido en el aire varia con la temperatura
seglin la funcién potencia

v(T) = 33,1457 /273
donde v es la velocidad del sonido en centimetros por segundo
y T esla temperatura del aire en grados Kelvin (273° Kelvin =
0° Celsius). {En qué dia viaja més rdpidamente el sonido de
los fuegos artificiales detonadores: 4 de julio ("= 310°K) o
lo. de enero (T = 270° K)? {Cuanto mis rapidamente?

19. Suponga que y varia directamente con €l cuadrado de x. Si
y = 8 cnandox = 2, icudl es el valor de y cuandox = 37

20. Suponga quey es directamente proporcional a la raiz cuadrada

dex. Siy = 72 cuandox = 6, {cudl es el valor de y.cuandox = 87

21. Suponga quew esinversamente proporcional a la raiz ctibica de
t.Siw = 4 cuando ¢ = 64, icuél es el valor de w cuando £ = 5127

22. El tono de una cuerda vibrante de seccién dada es directa-

mente proporcional a la rafz cuadrada de la tension e
inversamente proporcional a la longitud. Halle 1a razén entre
el tono de una cuerda de 1.20 m de largo sometida a una
tension de 50 kg v el de una cuerda de 1.05 m de largo some-
tida a una tensién de 32 kg,

23. La distancia s que viaja una piedra cuando cae de un edificio
muy alto es directamente proporcional al cuadrado del tiem-
pot deviaje, Sila piedra cae 96 pies en 4 segundos, halle una
férmula que relacione s y¢. {Hasta donde cae la piedra en 6
segundos?

24. Lavelecidad v de una piedra lanzada desde un edificio muy

alto varia directamente con ¢l tiempo ¢ de vuelo. Halle una
formula que relacione vy ¢ si la velocidad de la piedra al cabo
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de un segundo es 32 pies/s. Si la piedra se lanza desde la parte
superior de un edificio que tiene 144 pies de altura, icusl es
la velocidad cuando toca el suelo? [Sugerencia: utilice el pro-
blema 23].

25, Elpesop de una persona varia directamente con el cubo del
largo de Ia persona. A la edad de 13 afios una persona de 60
pulgadas de altura pesa 120 libras. {Cual es el peso de la per-
sona alos 16 afios cuando mide 72 pulgadas?

26. Un cuerpo sobre la superficie de la Tierra tiene un peso
inversamente proporcional al cuadrado de ia distancia del
cuerpo al centro de la Tierra. Si un hombre pesa 80 kg en la
superficie terrestre, écudnto pesard a 300 km sobre dicha su-
perficie? ‘Tome 6,000 km como el radio de la Tierra.

27. Laley de la gravedad de Newton afirma que la fuerza F
de atraccién entre dos masas esféricas M y m cuyos cen-
tros de masa estn » unidades separados, €5 conjuntamen-
te proporcional a la primera potencia de cada masa e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia »
(véase figura 125). Exprese esta variacién combinada
como férmula. Si la distancia r se reduce a la mitad, éen-
tonces cuil cs el efecto sobre la fuerza?

FIGURA 125 ‘

28. Scgin la tercera ley de Kepler del movimiento planetario, el
cuadrado del perfodo P de un planeta (esto es, €] tiempo que
-torma un planeta en girar alrededor del Sol) es proporcicnal
al cubo de su distancia media del Sol, El periodo de 1a Tierra
es de 365 dias y su distancia media del Sol es de 92,900,000
millas. Determine ¢l periodo-de Marte dado que su distancia

media del Sol es de 142,000,000 millas.

AIGEBRA Y TRIGONOMETRIA

29. Segiin la ley general de los gases, la presién P de una can-
tidad de gas es directamente proporcional a la temperatu-
ra absoluta T del gas e inversamente proporcional a su
volumen ¥/ Exprese esta variacién combinada como fér-
mula. Un balén grande contiene 500 pies cibicos de un
gas al nivel del suelo, donde la presién es de 14.7 Ib/pulgy
la temperatura absoluta es de 218°K (-20°C). {Cuil es el
volumen ocupado por este gas a una altitud de 10 millas,
donde la presion es de 1.5 Ib/pulg? y la temperatura abso-
futa es de 218°K {(-55°C)? :

30. Latemperatura de un tubo Pyrex se eleva de una temperatu-
Ta f, a una temperatura final £,. La expansién térmica e del
tubo es conjuntamente proporcional a su lengitud L y a la
elevacién de la temperatura. Cuando un tubo de 10 cm de
longitud se calienta de 20°C a 420°C, su expansi6n térmica es
de 0.012 cm. 4Cudl es la expansi6n térmica del mismo tubo
cuando se calienta de 20°C a 565°C?

31. El 4rea superficial S (en metros cuadrados) de un animal es
directamerite proporcional a su peso p elevado a la potencia
dos tercios y medido en kg. Para los humanos la constante de
proporcionalidad es & = 0.11. Halle el rea superficial de una
persona cuyo peso es de 935 kg.
En el estudio de cuerpos eldsticos, 1a tensién es directamente
proporcional ala distensién, Para un alambre de longitud Ly
drea transversal A que se estira en una cantidad e por medio
de una fuerza aplicada F, la tensién se define corno F/d'y la
distension est4 dada por e/L. Halle una férmula que exprese
¢ en términos de las otras variables, ‘ '

33. Elcalor Q (calorias) que se genera en un conductor de resis-
tencia R {ohmios) por el que circuia una corriente de intensi-
dad I (amperios) es directamente proporcional al cuadtado
de la intensidad, a la resistencia del conductor y al tiempo ¢
durante el cual pasa la corriente. Halle una férmula que ex-
prese [ en términos de las otras variables. :

34. Elpaso de una cuerda vibrante de seccién transversal dada es
directamente proporcional a la rafz cuadrada de la tensién e
inversamente propercional a su longitud. Compare los pasos
de dos cuerdas vibrantes si la primera tiene la mitad de la
longitud de la segunda y est4 sujeta a una tensién doble.

32

CONCEPTOS IMPORTANTES ———l—__—_-_!

Sistema de coordenadas cartesiano (rectangular)
Ejes coordenados

Plano cartesiano
Plano de coordenadas
Plano xy

Cuadrantes

Férmula de la distancia
Circuferencia
eje x Férmula del punto medio
gje y Pendiente
’ Ecuaciones de rectas
Forma punto-pendiente
Forma pendiente-intersecto
Recta horizontal
Punto Recta vertical

coordenadas Rectas paralelas Funcién uno a upo
abscisa Rectas perpendiculares Prueba de la recta horizontal
" ordenada Funcién Funcién potencia
Marcacion de puntos Dominio Variacidn directa
Griéficas Variable dependiente Variacién inversa
de una relacion Variable independiente Variacién conjunta
de una ecuacién Rango Variacién combinada
Intersectos Funcién definida a trozos
Simetria

Funcién constante

. Prueba de ia recta vertical
Funcidn lineal
Funcién par
Funcidén impar
Composicién de funciones
Grificas trasladadas
Reflexiones
Funcién inversa
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IEEEEEEEE————————————————————— EJERCICIO DE REPASO

_En los problemas 1 al 20, llene los espaclos o responda falso
o verdadero.
1. Si(a,b) es un punto del segundo cuadrante, entonces (-2, -b)
es un punto del cuadrante,
2. La distancia entre los puntos (5, 1) y (=1, 9) es :
3. Sila grafica de una ecuacién contiene el punto (-3, 1) y es
simétrica con respecto al eje x, entonces la grifica también
contiene el punto

4. SiA, By C son puntos en el plano cartesiano, entonces siem-
pre esverdadero que:d(4,B) +d(B,C) > d(4,C)

5. El centro y el radio de la circunferencia x* +6x+y*—
2y+6=( son

6. Las rectas x+3y—~1=0yky—y=3 son perpendiculares
sik=

7. La gréafica dex =-6esuna

8. Losintersectos enxyeny,y la pendiente de larecta —3v +
2x/3 = -1 son
9. Sifesunafuncion tal que flg) = f(b), entoncesa =b._____.
10. f{x)=(x*+x) esuna funcién impar.
11. Los intersectos en x y en y de la grifica de la funcién
Flx)=-3x% +2x+1son
12. La gréfica de una funcién puede poseer s6lo un intersecto
eny.
13. Eldominio de la fancién f(x)= f2/3-2x)es .
14. Larelacién x*+y* =2 es una funcién
15. Una funcién y = f{x) tiene una inversa f7 siy sélo si es

16. La funcién fix) = (x— 1)/(x* -+ 1) tiene una inversa.

17. La grifica de nna funcién diferente de la funcién cero no
puede ser simétrica con respecto al gje x.’

18. Lasraices de la funcidn fix) = x{x*— 1) (> 1) son

19. Sif es una funcién une a uno con dominio el conjunto R de
Jos nimerxos reales, entonces £~ +{f(6))=

20. Sip varfa inversamente al cubodegyp = 1/3 cuandog = -3,
entonces p = cuando g = 27.

21. Determine si fos puntos.A(2, 4), B(6, 4) y-C(4, =4) son vérti-
ces de un tridngulo isésceles.

22. Halle una ecuacién de una circunferencia cuyos puntos (—4, 2)
v (6, 4) son los puntos extremos de un didmetio.

23. Halle una ecuacién de la recta que pasa por (3, —1) y es para-
lelaalarecta3x—-2y—1=0

24. Halle una ecuacién de la recta que pasa por (3, —2) y s per-

pendicular a la recta que pasa por (-3, 1)y (2, 4).

Considere ¢l segmento de tecta que une (=1, 6) y (1, 10) y el

segmento de recta que une (7, 3) y (=3, —2). Halle una ecua-

cién de la recta que contenga los puntos medios de estos dos

-segmentos de recta,

26. Segiin la grifica dey = f(x) mostrada en la figura 126, trace
las grificas de cada uno de los signientes numerales:

@ y=f(x)+2 @ y=flx+2) (© y+flx)-1
W y=Ffx-1 @y=fx+12 @ y=-f(x}

25

En los problemas 43 y 44, halle f °g, g °f,

FIGURA 126

27. Halle todos los niimeros del dominio de f(x)=x* +2x que
correspondan al niimero 15 del rango.

28, Sea f(x)=x, g{x)=|x|y A(x)=[x]* grafique las funciones -

(@) =f+5b) Ry L)f +h
29. Si f(x)=3x® - x+6, calcule y simplifique ﬂﬂ’_‘)—‘@

30. Si f(x)=x*-27, evalde y simplifique ~"4- 2 =2 f (x) f (3)

Ex los problemas 31 y 32, grafique la relacién dada.
31.

y<x 32, y<x?-2x+1

En los problemas 33 al 36, grafique la ecuacion dada.
33. |yj=|« 34.
35, x2+y*-9=0

A==

36. y¥'—x*=0

En los problemas 37 al 42, grafique 1a ecuacién dada.
37. f(x)=6-2x 38. flx)=—x/5

39, f(x)=2x%+1 40. flx)=x*—(x+2)

o f(x)=[x2 -1,|4=2 _

x,|d<2

Ff g% f°(Ug)

4l flx)=|x-3+|x

para cada una de las funciones dadas.
43. flx)=2,f(x)=2/5"
4. f(x)=3x+1,g(x)=x*+2x

En los problemas 45 y 46, halle 1a inversa de lIa funcién unoa
uno dada.

45. F(x)=(x+3)/(x-3)

flx)=3Jx-2
* h{x) = [x] es'la funcién parte entera (véase pfoblema 61 en el ejercicio
3.5).
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47.
48.

49,

50.

51.

52.

Exprese el radio r de un circulo como una funcién de su drea.d.
Una caja rectangular, abierta arriba, tiene una base cuadra-
da. Seax la longitud de unlado de esta base. Si el yolumen de
la caja es de 1,200 pulgadas cibicas, exprese el drea superfi-

‘cial total s de la caja como una funcidn de x.

Considere el rectdngulo inscrito en la circunferencia
x* 4 y* =9, mostrado en la figura 127. Exprese el drea4 del
rectangulo como una funcién de x.

LAY

FIGURA 127

Considere los cuatro circulos de radio z mostrados en la figu-
ra 128, Exprese el drea A de la regién sombreada como una
funcién de h.

Ay

FIGURA 128
1, si x es un nfimero racional
fe)-{

0, si x es un niimero irracional,

halle lo siguiente.

@ f(243) ®) f(e)
(© f(-2) @ £(3.75)
(&) f-2/3} ® flx)

Complete, tomando como referencia la grifica de la funcién
y = f(x}que se muestra en la figura 129.

fE3)= 133)=
f2)= f@)=
f1)= 10)=

53.

54.

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

AY

[ \ | *
1 ‘
/ ]
FIGURA 129
f3)= f/2)=
fl-1/2)= Fl)=

Un modelo simple de formacion glaciar predice que la densi-
dad A de un pedazo de hielo a una distancia » de su centro C
esta dada por la funcidn

hry=y@n/pg)(L-r)

donde 7, es una constante llamada limite de tensién, p es la
densidad del hielo, g es la aceleracion de gravedady 2L es la
anchura de un corte transversal del pedazo de hielo (véase
figura 130). Utilizando datos de estudios sobre glaciares en
Groenlandia, tenemos que

T /pg=11my L =450,000m

Corte transversal de
un pedazo de hielo

FIGURA 130

{(a) (Cudl es el dominio de la funcién A7

(b) Utilice la funcién para predecir la densidad del pedazo
de hiclo de Groenlandia en su centro.

(€) (A quédistancia del centro se predice que el glaciar serd
tan denso como en el centro?

Kinnear y Brown (1967) presumieron que la velocidad mini-

ma R del corazén (en latidos por segundo) de los marsupiales

estd dada por la funcién potencia

R{m)=106m™%

donde m ¢s la masa del euerpo (en kilogramos).

{a) Unode los marsupiales més pequefios es €l ratdn marsupial,
cuya masa es aproximadamente de 19 g Calcule lavelocidad
minima de su corazon a partir de la funcién potencia dada
{el valor observado es de 292 latidos por minuto).

(b) Lavelocidad observada del corazén de un canguro gris del
norte de Australia es de alrededor de 47 latidos por minuto.
&Qué indica la funcién Kinnear-Brown para Ia masa de un
canguro gris? (El valor observado es de 18.7 kg).
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" 55, Un método préctico afirma que el tono T de una campaha es proporcional a su longitud /. Exprese esta variacidn combina-
" inversamente propotrcional a la rafz eiibica de su peso p. Una da como una férmula.
campana que pesa 800 libras tiene un tono de 512 ciclos por 57, En fisica, Ia ley de Wien afirma que la longitud de onda L (en
segundo. {Qué tan pesada debe ser una campana similar para metros) de la ms intensa radiacién proveniente de un cuer-
que produzca un tono de 256 ciclos por segundo (media C)? po es inversamente proporcional a su temperatura T (en gra-
-56. La capacidad de carga C de una viga rectangular horizontal dos Kelvin). La constante de proporcionalidad es 0.00290.
sostenida en ambos extremos es conjuntamente propercio- Halle ia longitud de onda de luz amarilla visible del Sol si su.
nal a su ancho, y €l cuadrado de su altura £ es inversamente temperatura superficial es de 6,000°K.




