Capitulo 7
NUmeros Reales
Desigualdades e Inecuaciones

7.1 NuUmeros reales.

Suponemos la existencia de un conjunto R a cuyos elementos se Illaman nimeros

reales

Axiomas de suma

En R, se define una operacion que se llama suma que verifica V z,y, z reales
arbitrarios los siguientes axiomas:

S
Sy
S3
Sy

S

(z+y) eR

rt+y=y+x

c+y+z)=(@+y +=

El conjunto R contiene un elemento que se acostumbra a denotar por 0 y
que verifica x+0==x

El conjunto R contiene un elemento que se acostumbra a denotar por — z
y que verifica z+ (—x) =0

Axiomas de multiplicacién

Analogamente, en R definimos una segunda operacion llamada multiplicacion
que verifica V z,y y z reales arbitrarios los siguientes axiomas:

M,

(zy) ER



rTYy=yx

z(yz)=(zy)z

El conjunto R contiene un elemento que se acostumbra a denotar por 1 y
que verifica z1 ==z

El conjunto R contiene un elemento que se acostumbra a denotar por z !
conz # 0 y que verifica zoz~ ! =1

Axioma de distribucion

Paratodo x,yy =z realesarbitrariossetiene z (y+z2)=zy+xz2

Nota 1.

Asi R, con estas operaciones definidas y axiomas constituye un cuerpo. A partir
de estos axiomas se fundamentan los reglas del algebra elemental de reales, que
expondremos a continuacion como teoremas.

Teorema 1
1) Elelemento neutro O es Unico.
2) Elopuesto ( — ) para cada real x, es unico.
3) Elopuestode (—x) es x, esdecir — (—xz) ==
4) Siz+z=y+z=x=y
5) Dados x,y existe un Gnico z tal que = + z = y, el cual se acostumbra a
denotar z =y — =
6) z(-y=—-(vy)=(-2)y
N z(y—z2) =xy—xz
8) 0z =0
9) zy=0=2x=0Vy=0

10) El elemento neutro 1 es dnico

11) Elinverso z—'de x # 0 es Unico

12) Elinversode x~'es z, esdecir (z71)"! =z

13)Sizz=yz=zx=y
14) Dados x,y existe un Unico z tal que x z = y, el cual se acostumbra a denotar

por £ o yz~'con x # 0



15) Va,y #0; (zy) ' = 'y

16) Vr,y #0; (1) =
Ve £0; (—a) = —(z )= —z!

Nota 2.

Algunas de las demostraciones de este teorema se encuentran en ejercicios resueltos
y el resto se dejan como ejercicios propuestos.

7.2 Orden en los reales.

Sea un R* un subconjunto de R Ilamado conjunto de los reales positivos, cuyos
elementos satisfacen los siguientes axiomas

Axiomas de orden

o)) 0#R*

O, Va,y eRT, (z+y) eRT y (zy) e RT

O; VreR,con z#0; 2RV —z e R
Teorema 2

1) 1eRT(RT #£0)
2) R™#0

3) 0¢R-
) RFTNR™ =

) RTU{0}UR" =R

(1 SN

Observe que 5) garantiza que cada real es: negativo, nulo o es positivo es decir
VzeR:zeR V=0V zeR"

Nota 3.

Algunas de las demostraciones del teorema 2 se encuentran en ejercicios resueltos y
el resto se dejan como ejercicios propuestos



Definicién 1.

V xz,y € R se definen las relaciones; " > "(mayor que), " < "(menor que),
" > "(mayor o igual que) y " < "(menor o igual que) por:

) z>y e (x—y) eRT

i z<yoy>zx

i) x>y & (r—y) eRT V (z=y)
V)z<yey>z

Observacion 1.

A partir de los axiomas de orden y de la definicion 1 se derivan todas las reglas para
operar con desigualdades, las cuales se expondran en el teorema 3.

Teorema 3
1) Vax,y € R setiene unay solo una de las siguientes relaciones:
r<y V r=y V x>y
2) Si x>yANy>z=>x>2
3) z>ysr+z>y+z
4 Si z>yNz>0=>zz>yz
5 Si z>yNz<0=>zz<yz
6) Six#£0,VzeR, = 22>0
7 Sizy>0=(x>0Ay>0)V (z<0Ay<O0)
8) Sizx>yANz>w=z+z>y+w
9 Siz>0=21>0
10) Siz>y>0 =y !>zt
11) Siz>y>0Az>w>0 = zz>yw
12) Vz,y € Rsetiene: z>+1y% > 2y
13) Si x>y, existe z€e R, talque z > 2>y
14) Siz>yANy>z =>x=y

Nota 4.



Algunas de las demostraciones del teorema 3 se encuentran en ejercicios resueltos y
el resto se dejan como ejercicios propuestos

Tambien hacemos notar que ahora el cuerpo de los reales, es ordenado.

Desigualdades notables

MA>MG>MH

1 n

L R > a ... >

o (x1 + 29 + + 33”) = T1T2 Ly Z %+é+...+%ﬂ

1. De Cauchy-Schwarz

Si ay,as,...,a,y b1,be, ..., b, son numeros reales arbitrarios, entonces

(Eet) (B) > (Bon)

Valor absoluto

El valor absoluto o médulo de un nimero real « se define por

z Si >0
|z| = 0 si z=0
—x Siz<0
Teorema 4.
Vz,y € R, setiene:
1) [z| >0
2) |z|=| — z|
3) |z|* = |2?] = 2
4) lzy| = [z]|y|
_ =]
6) lz| <a,a>0« —a<z<a

7) x| >a < —aVzr>a



8) lz+y| < |z|+ |y
Nota 5.

Como es habitual algunas de las demostraciones del teorema 4 se encuentran en
ejercicios resueltos y el resto se dejan como ejercicios propuestos.

7.3. Ejercicios Resueltos.

1. Sia+b=0Aa+c=0 = b=c
Demostracion.

PorS; y Sysetiene: b+ (a+c¢) = (b+a)+c=b+(a+c) = (a+b)+c
de donde utilizando las hipotesisdadas b+0=0+c¢ = b=c¢

2. Demuestre que si = +a = b entonces z =b —a

Demostracion.
r+a=bsr+a+(—a)=b+(—a) e+ ja+(—a)=b—0a<
r+0=>b—aluego z = b —a.

3. Demuestre que el elemento neutro 0 es Unico

Demostracion.
Supongamos que en R, ademas del 0 hay otro elemento 0’ tal que:
z+ 0" =z,Vx € R entonces
0'=0"4+0=0+ 0" =0 portanto el 0 es Unico.

4. Demuestre que:

Q) —(—x) ==

b) (—2)+(—y) = —(z+y)
Demostracion.

a) Se tiene que =+ (—x) = 0, donde esta ecuacion nos indica que z es el
opuesto de ( — x) estoes, x = — ( — x) como se queria.



5.

b) Para evitar acumulacion de paréntesissea z' = —xz y y' = — y; luego
@+y)+ @' +y) =z +y)+a]+y' =[z+y+a)]+y" =

2+ (@' +yl+y =(z+2")+y|l+y'= 0+y) +y' = y+y’' =0 ahora
como z' +y =(—x)+ (—y)es el inverso de la suma de z + y, entonces
concluimos que

—@+y) =(-2)+(-y).

Demuestre que:
a) 0z =0
b) 2(—y)= —(zy) = z(—y)
0 (zy) =2y, Va,y#0

Demostracion.

a) 0z=0z < (0+0)z =0z < 0x+0z =0z 0z =0x -0z =0

b) Previamente haremosverque (— 1)z = ( — z),
z+(—ax=1lz+(—-1z =[1+(—-1)]z =0z = 0ycomo
x + (—x) =0, se concluye que (— 1) z = ( — x), entonces tenemos

r(—y)=z[(-yl=[z(-D]y=[(-Dzly=(-1)(ry) = — (zy)

analogamente se pruebaque z(—y) = — (zy)conloque z(—y) = (—x)y

c) Notemos que (zy)(z~'y™") =[(zy)a 'y ' =2 (zy)ly ' = [(z7'z)y]
y ' =yy ! =1con lo que el inverso de (zy)resulta ser (z~'y~!), y como
también el inverso de (zy) es (zy)~ ', tenemos que por unicidad del inverso

-1 1, -
(zy)” = oty

6. Demuestre que :

a) T>SYANY>z =>x>2
b) r>yNz<0 & xz<yz
C) r>y>0ANz>w>0=xz>yw

Demostracion.

a (x>yANy>z2) &{(r—y eR" A (y—2) € R}, por axioma 1 la suma
estien R™, portanto (z —2) e RT & z > 2.

b) (x >y AN z2<0) & {(x—y)eR" A (—2) € R"} poraxioma 2 el producto
estaen R*, luego

(x—y)(—2)eRT o (yz—zz) e Rt S 2z < yz
) (x>y>0ANz>w>0)&



{(x—y) eR" Az, y e RT}A{(z —w) € RT Az, we R}, por axioma 2 se
tiene: (z —y)z € R™ A (z — w)y € R y ahora por axioma 1 se tiene =z > yw

7. Demuestre que:
a)  |zy| = [=lyl
b) lz|] <a,a>0 < —a<z<a
Demostracion.
a) Si z,y >0 & |zy| = zy = [z|ly],
si 2,y <0 < |zy|l =2y =(—x)(—y) = |z||y|, finalmente

siz>0ey<0<« |zyl=—(zy) =z(—y)=|z(ly|

b) Siz>0=|z|=2<a,a>0 (1)
siz<0=|z|= —x<ae x> —a, (2) luegopor (1)y (2)setiene
—a<z<a.

8. Demuestre que:
[z =yl = |z = lyl|
Demostracion.
Sear—y=z=cv=2+y =

[zl =z +yl < 2]+ |yl = [z] < |z —yl+ |yl = |z —y[ > |z[ - |y|, de aqui
— e —y| <yl —|z| < |y — z| = |z — y|, como lt—y| >0 entonces

|z =yl = ||| = [yl

9. Si a > b > 0 demuestre que a > %(a—i—b) > \ab > lil > b
a ' b
Demostracion.
a>b<:>2a>a+b<:>a>%(a+b) (1), por otra parte

(a—b)?>0=a2+b%>2ab < (a+b)? > 4ab = %(a—kb) > Vab  (2),
ahora como (a+b)>>4ab < (a+b)’ab > 4a%b? < (a+b)\/ab > 2ab

& ab >12T% (3), tambien como a>b & ab>b* & 2ab > b+ ab

& % >b e i >b (4). Finalmente por (1), (2), (3)y (4)se tiene lo

pedido.

Q|
S



10. Demuestre que para todo a,b positivos se tiene
a® + b3 > a’b + ab?
Demostracion.
Analizando latesis, induceapartirde (a —b)*(a+b) >0 =

(a®> = b)) (a—b) >0 = a® +b* > a®b + ab?

11. Paratodo a,b, c reales positivos demuestre

a) a’+b>+c?>ab+bec+ca

b) (a+0b+c)* > 3(ab+ be+ ca)
Demostracion.

a) Como (a —b)* >0 © a?+ b2 > 2ab, analogamente

24 c2>2bcy  c®+4a®>2ac,y sumando miembro a miembro estas
desigualdades y simplificando se obtiene a? + b> + ¢ > ab + bc + ca

b) Sumando 2ab + 2bc + 2ca a la desigualdad demostrada en a) se tiene lo
pedido.

12. Si a® + b? = 2% + % = 1, demostrar que
ar +by <1
Demostracion.
(a—x)*>0 e a®+22> 2z
(b—y)* >0 < b>+y* > 2by

sumando miembro a miembro a? + 2% + b* + y* > 2az + 2by ahora ocupando la
hipétesis y simplificando se llegaa ax + by < 1.

13. Si a, b, c reales demuestre

b2 c? + c?a® + a*b? > abe(a +b+c)
Demostracion.
Como (a—b)> >0 < a®+ b2 > 2ab; anélogamente

b2+ c2>2bc y c®+a®>2ac dedonde:



(a® + b?)c? > 2abc?; (b2 + cHa? > 2bca’ y (c? + a?)b? > 2ach?,
sumando miembro a miembro estas 3 expresiones, obtenemos:
2(b*c? + c?a® + a*b?) > 2abc(a+b+c) &

b%c? + c?a® + a®b? > abe(a +b+c)

14. Si a,b, c reales positivos y distintos entre si, demuestre que

at+b+ec ab + be + ca 2 1
3 > 3 > (abc)?

Demostracion.

Como: a? +b% > 2ab; b>+c®>>2bc y c?+a® > 2ac
Sumando miembro a miembro y simplificando se obtiene
a’?+b>+c?>ab+bc+ca &

a® +b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca > 3(ab + be + ca) &

1
b b+ 2
(cz—l—l7+c)2>3(ab—l—bc+ca)<:>a+ +c>(a + c—l—ca)

3 3
Ahora, de la desigualdad notable M.A. > M.G. se tiene

1
DAL Vit o (L) (e

finalmente de (1) y (2) se obtiene

ol

at+b+ec ab + be + ca 2
3 > 3 > (abc)

15. Si a, b, ¢ son cantidades positivas, demostrar

a’?+b> b2+ +a?
+ +

>a+b+c
a+b b+c c+a

Demostracion.

a? + b2 S a-+b

Como: a2 + b2 > 2ab 2(a? + b?) > b)?
a*+b* > 2ab & 2(a® + )_(a+)<:>a+b_ 5

(1)



b2+c2zb+c @) 02+a2zc+a
b+e 2 c+a 2

analogamente:

sumando miembro amiembro (1),(2) y (3) se obtiene

a?+b> b2+ A+a?
+ +

>a+b+c
a+b b+c c+a

16. Si a, b, c son reales positivos y distintos, demuestre

a) (a+b+c)(ab+ be + ca) > 9abe

b) a?(b+c) + b*(c + a) + c*(a + b) > 6abc
Demostracion.

a) Aplicando la desigualdad notable M A > MG > MH, se tiene:

s(a+b+c) >+abey i(ab+ be+ ca)> v/abbeca multiplicando miembro
a miembro se tiene lo pedido.

b) Aplicando la misma desigualdad notable se tiene de inmediato lo pedido.

17. Demostrar para a, b, x,y reales positivos cualquiera, que
(ab + zy)(azx + by) > 4abxy
Demostracion.

a) Aplicando la desigualdad notable M A > MG > M H, tenemos:

b b
a4 ;xyzx/abxy y M;; yZ axby

multiplicando miembro a miembro se tiene (ab + zy)(az + by) > 4abxy

18. Si x4+ y + z = 6, demostrar que:  z% + y? + 22 > 12

Demostracion.
Como ya sabemos: z? + 2 > 2xy; y? 4+ 22 > 2yz; 22+ 22> 2z
ahora sumando miembro a miembro  x2 + 32 + 22 > zy + yz + 2z (1)
Porotrapartede z +y+ 2z =06 < 2% + 9>+ 22 + 22y + 2yz + 220 = 36 &

zy +yz + 2z = 18 — §(2? + y*> + 2*) finalmente remplazando en (1) se obtiene



2yt + 22> 12

19. Si a, b, c son reales positivos y distintos, demuestre que
2(a® + b2+ ¢c®) > be(b+c) + calc +a) + abla +b)
Demostracion.
De (a—b)?*>0 < a2+b2—ab>absa®+b>>abla+b) (1),
deigual modo : b3+ c® >be(b+c¢) (2); 2 +a®>acla+c) (3)
sumando miembro a miembro (1), (2) y (3) se obtiene

2(a® + b+ ¢c®) > be(b+ )+ calc+a) + abla +b)

20. Si a,b,c,z,y,z € RT, demostrar que

(2v/a+yv/b+2/c) (ay/m + by + ey/2) > 9y/abeayz

Demostracion.

Aplicando la desigualdad notable M A > MG > M H, obtenemos:

:(:\/E+yg/5+z\/z > :s/xyz\/% y a\/E+b\3/§+c\/E > W

Multiplicando miembro a miembro estas dos expresiones

(:Cﬁ—l—yﬁ%— z\/E> (a\/E—l—b\/@—Fc\/;) > Q\Vabca:yz\/mz
9/ (abexyz)® = 9/abcryz

21. Si a, b, c son reales positivos y distintos, demuestre que

9 2 2 2 1
< + + <
at+b+ec a+b b+ec cHa a

S| =
Q| =

Demostracion.
Aplicando M.A. > M.H.se tiene:

(a+b)+(b+c)+(c+a) 3
3 S T S




1 1 1 9
2 + + > =
at+b b4+c c+a a+b+ec
9 2 2 2

< 1
a+b+e a+b+b+c+c+a (1)
a+b 2 142 2 -
Por otra parte: s 4 2 también
arte:. 5= > 1T ® s T DY
R I L SR T
2 b+c ’ 2 c+a
2 2 2 1 1 1
sumando (2), (3 4) : < -+ -4+ - 5
()’<)y() a—l—b+b+c+c+a a+b+c ()

Finalmente de (1) y (5) y por la propiedad transitiva, se concluye

9 2 2 2 1 1 1
< + + <-4+ -4+ -
at+tb+c a+b b+e cHa a b ¢

22. Si a, b, c son los lados de un triangulo, demostrar que

1 n 1 n 1 >1+1+1
a+b—c b+c—a c+a-—-b " a b ¢

Demostracion.

Por hipotesis :

a+b>c=a+b—c=x>0; b+c—a=y>0; c+a—b=2>0
Por ejercicio anterior y considerando que los lados de un triangulo puede ser
iguales, se tiene:

%+§+%Zﬁ+ﬁ+ﬁ’ pero x +y=2b; y+2z=2c; z+x=2a

luedo: 1 n 1 N 1 >2+2+2_1+1+1
go- a+b—c b4+c—a c+a—-b"20 2 2a a b ¢

23. Si a 'y b son reales positivos con a? + b> = 4, demostrar:
a) a’b’ <4

1 1 17
4 4
b) a a* b b* 2

Demostracion.

a) Como a?+b>>2ab y a’>+b>=4 = 4>2ab & a’b> <4



2
b) Sea A—a4+b4+i+i—(a2+b2)2—2a2b2+(i—i) +i
B bt a2 b? a2b?

Ahora por a) 2a?b® <8, como al restar una cantidad positiva mayor
(8 en lugar de 2a2b?) la expresion A se hace mayor, luego

2
) 22 1 ]. 2 .
A> (a*+b°) _8+<§_b_2) +W’

1 1)’ . o
ademas (a2 + b2)2 =16y (—2 — b_2) es positivo y al eliminarlo A se hace
[0

alin mayor, por tanto

1 1 1 17
A>16 — 8+§ conloque a*+ — +b4+b_42?

24. Si a, b, c,d son nimeros reales positivos, demostrar

(\/5+\/5+\/E)\/E+\/%+\/%+\/a <3a+btc+d)

Demostracion.

Aplicando M.A. > M.G. se tiene:

2
#wa;“gdz@

sumando miembro a miembro estas 6 expresiones y factorizando convenientemente
obtenemos

(\/E+\/E+\/E)\/3+\/%+\/%+\/£ <3a+b+c+d)

25. Demostrar para z, y, z reales positivos y distintos entre si, que:
a) (t4+y+2°>21z+y—2)y+z—2)(z+z—79)
b) zyz>(x+y—2)y+z—z)(z+x—1y)

Demostracion.
a) Préviamente demostraremos (a + b+ ¢)* > 27 abc (1)

lo que resulta de inmediato pués  “4+¢ > /abe < (a+b+c)’ > 27 abe



Ahorahaciendo a =z +y—2z; b=y+z—x; c=z+x—y en (1) resulta
(e+y+2)°>21(@+y—2)(y+2—2)(z+z—y)
b) Préviamente demostraremos (a + b)(b+ c¢)(c +a) > 8 abc

que también resulta de aplicar M.A. > M.G., pués para a,b, c positivos

a+b>\/— >\/— c+a>\/—

multiplicando miembro a miembro, se tiene (a + b)(b + ¢)(c +a) > 8abe (2)

Ahoradelaparte @) a+b=2y; b+c=2z Yy c+a=2x,
finalmente en (2) y simplificando, se tiene

ryz > (x+y—2)(y+z—z)(z+z—y).

26. Si x >y > z > 0, demuestre que la expresion
A=a2*(x—y)(x—2)+y*(y— 2)(y — ) + 2%(z — ) (2 — y) es positiva.
Demostracion.
= (@—yla*(@—2) -y’ (y—2) ]+ (2 —2)(z —v)
=@ -y’ -y’ -2’2+ %]+ P2z —2)(z —y)
=(@—y)’[2* +ay+y* —zz —yz] + 22z — 2)(y — 2)
= (z —y)"[a(z = 2) +yly — 2) +ay] + 2@ — 2)(y — 2)

Expresién que resulta positiva pués por hipotesis se tiene x > y > z > 0.

)
y)

27. Si a,b,c € R, demostrar que
2(a+b+c)(a®+b*+c?) > a®+ b3+ ¢ + 15abe
Demostracion.
Aplicando M.A. > M.G. es fécil demostrar que:
a’(b+c) +b*(c+a)+c*(a+b) > 6abc y a®+ b3+ c* > 3abe, de donde
2a(b + ¢) 4+ 2b*(c + a) + 2c*(a + b) > 12abe y

2(a® 4+ b* + ¢*) > a® + b3 + ¢ + 3abc, ahora sumando miembro a miembro



2@+ 3+ +a?(b+c)+b*(c+a)+c*(a+b)) >a+ b3+ + 15abe

finalmente de aqui, 2(a + b+ ¢)(a® +b? 4+ c?) > a® + b3 + 3 + 15 abe

28. Si a,b,c € RT distintos entre si, demostrar que
(a+b+c)(a®+ b3+ c?) > (a® + b2 + c?)?

Demostracion.
Aplicando la desigualdad de Cauchy- Schwarz a los nimeros:

1;1:\/57:132:\/671;3:\/2; ylz\/a'3ay2:vb37y3:\/c3>
se tiene de inmediato
(a+b+c)(a®+b3+c3) > (a® + b* + )2

29. Si ai,as,....,a, son reales positivos tales que, a;-as- - - - a, =1
demostrar que (14 a1)(1+az) - - - - (1 +a,) >2"

Demostracion.
Como: 4% > /a;, Vi=1,2,....,n deaqui (1+a;)>2,/a
multiplicando miembro a miembro estas n desigualdades, se tiene

(1—|—CL1)(1+CL2) e (1+an)22n ajay - - - cay, =2"

30. Si a, > a, > a, demostrar
|z —a1|+ |2z —a| + |z —ay| > a3 —a;
¢Para que valores de x se cumple la igualdad?
Demostracion.
|z — a1 +[azs — x| > [az — a1
|z —as| + a3 — x| > a3 — as
|z — a3 + | a; — x| > | a1 — as|, sumando miembro amiembro:
2o —ar| + |z —ao| + [@ = a3]) 2 [az — a1] + | a3 — az| + | a1 — as),
aplicando las hipdtesis se tiene:
2(|z —ai| + |z —ao| + |2 —a4]) > as — a1 + a3 —az — (a1 — a3) = 2(a3 — a1)
luego |z —ai| + |z —as| + |z —ayl > a3 —a



La igualdad se cumple para = = a,.

31. Si n € N, n > 1; demostrar que
a) (n+1)" > 2"n!
b) (n!)3 < n"(%)%

Demostracion.

a) Aplicando la desigualdad notable M.A. > M.G. a los n primeros nimeros
pares, se tiene

244 e 42 ,
A+ T Y246 e
n
20424+ - - +n)>ny27(1-2----n) & (n+1)>+y/27-n!

S (n+1)" > 2™n!

b) Analogamente

B2+ o 403 11
L NS TR T RN s+ 1P > /)’
n

n

nle 4 DF > /) & ()’ < nn(”; 1)

32. Si n € N, n > 1; demostrar que

1+l LR
22 32 n? n
Demostracion.
1 1 1 1
Observando que: — < = ——,n>1
n> nn-1 n—-1 n
se tiene: ! <1 L
' 22 2
< 1 1
32 2 3
1 1 1
JR— < [ —

sumando miembro a miembro y agregando 1 a ambos miembros, se recibe



1 1
+o b5 <2

1 1
Ihot n? n

2 " 32
33. Si a,b € R", a # b; demuestre que:
Demostracion.
(@ 4 )5 = (@™ + b (a" 4 B) = (" + b") a4+ (a" + b D"
> (an)% 4 (bn)% — g+l 4 pntl
por tanto (a™ + b”)nxl > a4 s e 4o > Va4 bt

34. Si n € N, n > 1; demostrar que
(n+ 1)7””rl > ontlpn

Demostracion.
., 1 1
Tomando la sucesion: a; = —, ay = —, ..... , A, =—Y Qi1 = —
n n n n

y aplicando M.A. > M.G.
(it +ivD) .,
>
n+1

2 w1 2n+1 1 n+1 n+l,_n
& >N — & ———>— & n+1)"" >2""n

1 1 .
_._@7> _
n n n+1 nn

S|

35. Si n € N, demostrar que
2" > 1+ ny/27!

Demostracion.
Como es habitual aplicamos M.A. > M.G.alasucesion: 1, 2, 22,...,2"}

1+2+22+ - - - 420!
n

>/1.2.22. . .91 &

%(Qn . 1) > [21+2+~-~+(n—1)]% P L | > n[Q%n(n—l)]% o

o _1>n2 D) o 9n > 1 4opy/on-1



36. Si n € N, demostrar que

1 </1-3-5- .- (2n—1)
= < <1
2 2:4-6- - -2n
Demostracion.
2n —1 1
Parran>1n—-1>0&2n—-1>n & > — (1)
2n 2
2n —1
porotraparte 1 >0&2n+1>2ne2n>2n—-1&1> 5 (2)
n
. 1 2n-1
De (1)y (2) setiene: 5 < oy < 1, ahora dando valores a n, obtenemos:
n
1<1<1
272
1 3
-<-<1
272
1<2n—1 1
27 2n

multiplicando miembro a miembro estas desigualdades, se obtiene

1\ 1-3-5...(2n—-1 1 11-3-5- - - (2n—1
(—)s 3-5 (2n )<1®§§\/ 3-5 @n-1) _,

2 2:4-6- - -2n 2-4-6- - -2n

37. Si n > 2, demostrar que
[3(n+1)]" > n!

Demostracion.

) ] 1+2 1
De inmediato Tt Jrn>"1-2~~--n<:>n+

> (nl)7

& [3(n+1)]" > n!

38. Si n,k e Ny n>k>1, demostrar que (n!)*> > n"

Demostracion.
n>k ANk—1>0 =nk-1)>kk—-1) ©nk—-n>k’-k &
nk—k>+k>n < k(n—k+1)>n,

de donde dando valores a k£ obtenemos:



l-n>n
2:-(n—1) >n
3-(n—=2) >n
n—1>n

multiplicando miembro a miembro estas desigualdades, se obtiene

@-2----n)nn-)n-2)---2-1>n-n----n<nln! >n"<

(n))* >n

39. Si n,r € Z*, demostrar que

Demostracion.
Sea lasucesion: a1 =1,a9 = a3 =,..... y Qpy1 = 1+

y aplicando M.A. > M.G. setiene

A R T S I [ (H N (1l
n+1 n n
@1+“(1+%) o (1+§)n o LEntr 1+
n+1 n+1
n n
@1+L>"T/(1+f) o (1+5) < (1+
+1 n n n+1
40. Sean aq, as,..... , ago reales positivos y S su suma. Demuestre que
20
198
< —400
a; —S

1=1

Demostracion.
Aplicando M.A. > M.G.,como sigue a continuacion

S—S(ll _|_SA—9(12_|_ ... _|_S—S(1,20 > 20

20 +""+S§an




205 — (a1 + as+..... + CLQU) > 20

208 -~ g
i=1 S —a
198 20 CUNS 400 2199
> &= > & < —400
208~ 2, g ;S—ai_ 19 ;ai—S_
S — a;

i=1

7.4. Ejercicios Propuestos

1. Para ay b numeros reales, averiguar el valor de verdad de las siguientes
afirmaciones

a) Si a=2b = 1a’+0b> > ab b) Sia<b=a<i(Ba+b)<b
c) Sia>0/\b>0:>%(a+b)2\/ab d) a®>+b>>2ab
Respuesta.

a) Falsa; b),c) y d) Son verdaderas.
a—+c &

2. Si a,b,c,d soreales positivos tales que % < %.Demuestre que 2 <

b “btd d
3. Si a,b € R*, demuestre que /a +b < \/a+ /b
4. Si a,b € R ydistintos, demuestre
a* + b* > a’b + ab®

5. Sean a,b, c realespositivos, demuestre que:
a)

3 1
b) "+ —=>a+—-2>2

a

c) (a+b—c)*>4(ab—bc — ca)
d (a—b+ec)b+c—a)<c?

1 1
6. Va>0,demuestre que a’+ — >a’+ —
a a

7. Va € R, demuestre que:



10.

11.

12.

a)

Si

9)

Si

Si

Si

a—4
(a—1)°

2 92 2
Tt b) a
a’?+1 1+a*

<

DO | =
VAN
N | —

a, b, c reales positivos, demuestre que:

(a+0b)(b+c)(c+a) > 8abe

(a+b+c¢)” > 3(ab+ be + ca)
(a+b—c)’+(b+c—a)+(c+a—0b)°>ab+bc+ca
a’(1+b%) + b%(1 + ) + c*(1 + a?) > 6abc

ab(a +b) + be(b + ¢) + ca(c + a) < 2(a® + b3 + ¢?)
(a +b+c)(ab+ bc + ca) > 9abe

2ab 2bc 2ca

at+b+c> + +
at+b b4+c c+a

a, b, c,d realespositivos, demuestre que:
AR L
cd(a+b)? < (ad + be)(ac + bd)
a* +b* + ¢t + d* > 4abed
(a+b+c+d)° <16(a® + b + ¢ + d?)
(a® +b% + 2 + d2)2 > 8labed
a, b, c,d son reales positivos talesque, S =a+b+ ¢+ d demuestre que
8labed < (S —a)(S—0)(S—c)(S—d)
a’? 4+ b% + c? = 2% + 9% + 22 = 1, demuestre que
ar+by+cz <1

a'y b son reales positivos tales que a + b = 1, demuestre que

4ab <1

1
4 4

b* > —

a + =

1\? 1\%?_ 25
i) (a+—-) +(b+—-] > —
a b 2



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Si a > 0, demostrar que
loga < n(\’/a — 1)
Si Si a,b € R*, demuestre que
2(a® +b%) > (a* + b*)(a® + b°)
Si a, b, c reales positivos tales que la suma de sus cuadrados sea 8, entonces
a® 4+ b3 +¢3 > 16\/g

Si a, b, c reales positivos tales que la suma de dos de ellos es mayor que el tercero,
demuestre

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) > abc
Demostrar que para todo n € N, se tiene que:
a) 1.2....n§(n2i1)n b) 1.2....n§2(%)n+1
Demostrar que para todo entero positivo se tiene:

a) \/n+1—\/ﬁ< 21n <\/ﬁ—\/n—1

b) 2\/5—2<1+ﬁ+----+ﬁ<2\/ﬁ—1

Si a,b,c estanen P.H., demostrar
a+b c+b
4
[2a—b+2c—b] >

Pruebe las siguientes desigualdades, para todo x,y reales:
a) 22 +zy+9y>>0

b) 22"+ ly+ .- fay 4y >0, neN
¢) (z+y)" <64(a”+y")

Si la suma de n ndmeros positivos es constante, demostrar que su producto es
méaximo cuando dichos nimeros son iguales.

Si a+b+c=1con a,b,c reales positivos. Demuestre que

a) (1—a)(1—=5)(1—c)>8abc
- 1 1 1

b) el minimo valorde — + — + — es 9.
a b ¢

Sea n € N, n > 1; demuestre que



1 ey 1
§(n+1)<(11~22~ A <3z@n+1)

Ayuda: Aplique M.A.> M.G.> M.H. alos nimeros
1,2,2,3,3,3,.....,n,n, ....,n
24. Sea n € N, n > 1; demuestre que
22" > 3p -2t 4+ 1
Ayuda: aplique M.A. > M.G. alos nUmeros
4,42 43 ... 4"
25. Sea n € N, demuestre
(2n)! < 22"(n!)?

Ayuda: ocupe el teorema del binomio

7.5. Inecuaciones

Definicion 1

Una inecuacion es una relacion de desigualdad para una o mas variables reales, que
puede ser verdadera o falsa seglin sean los valores que puedan tomar dichas
variables.

Nota 1.

En este texto solo abordaremos las inecuaciones con una variable real,
eventualmente lo haremos también con dos variables.

Notacion.
Una inecuacién de una variable real la denotaremos por:
flz)>0 VvV f(z)>0 VvV f(x) <0 VvV f(x)<0
De la solucion.

Supongamos una inecuacion de la forma f(z)>0 (1)



Resolver esta inecuacion es, determinar un conjunto de nameros reales para los
cuales (1) sea verdadera.

Por tanto = = a, con a € R essolucionde (1) siysolosi f(a) >0
Definicion 2

Dos inecuaciones son equivalentes si y solo si toda solucién de una de ellas es
solucion de la otra.

Teoremal

Las inecuaciones:

(
(z) > g(z) h(zx), con h(z) >0,YVz € R
(r) < g(z) h(x), con h(z) <0,Vz € R

K2)
Pas
® 8 8 &
AV
o
&
> 0> > > >
Pac
K

(z)
—g(z) < f(z) < g(z), con g(z) >0,Vr eR
(z) < —g(z) vV f(z) = g(z) }

son equivalentes.
Demostracion.

Se dejan propuestas.
Observacion 1

En general, tal como para las ecuaciones no hay un método Unico para resolver una
inecuacién, todo depende de la destreza algebraica y de la aplicacion adecuada de
los teoremas y definiciones precedentes.

Nota 2.

Las inecuaciones conteniendo modulos se resuelven aplicando la definiciénde
maodulo y en algunos casos aplicando el teorema precedente incisos d) o e).

Meétodo de los puntos criticos.

Una gran parte de las inecuaciones que resolveremos lo haremos por el siguiente
método, el cual hemos llamado método de los puntos criticos para el que,
daremos el siguiente algoritmo.

Resolver: f(z) >0 VvV f(z)>0 VvV f(z) <0 V f(z)<O0

1) Se determinan los puntos criticos de f(z).



Se dice que z es un punto critico de f(x) siysolosi f(xg) =0 V f(zo) no
existe.

2) Se ordenan todos los puntos criticos obtenidos en el eje real.

Si es el caso de un punto critico de: f(z) >0 Vv f(z) <0 tal que f(xy) =0
dicho punto debe considerarse en la solucion.

Si es el caso de un criticode: f(z) >0 V f(z) <0, estos aparecen en el eje real
como referencia, no deben estar en la solucion.

Si es un punto critico tal que f(xy) no existe, dicho punto en ningln caso debe
considerarse en la solucion.

3) Se determinan los signos de f(x), en los intervalos determinados entre puntos
criticos.

4) Si la inecuacion en cuestion es:  f(z) >0 VvV f(z) >0 la solucién se
encuentra en los intervalos sefialados con signo ( + ).

Si la inecuacion en cuestion es:  f(xz) <0 V f(z) <0 lasolucion se encuentra
en los intervalos sefialados con signo ( — ).

Debe considerarse para la solucion lo expuesto en el inciso 2).
Inecuaciones de 2° grado
Sea f(z)=ax®+bx +c, a#0ysudiscriminante A = b* — 4ac
y sean también z; y o Sus raices reales. (r; < x9)

Da>0ANA>0; 1) f(z)>0 & z<z1VIT>0T
i f(x) <0 & 1 <x< w9

N a>0 ANA=0; 1) f(x)>0 ©VzeR x#x =x9
ii) f(x) <0 < Ningun .

Ma>0 ANA<O0; 1) f(z)>0 & VreR

i) f(x) <0 < Ningln z.

i fx)<0 & rz<z V>
V) a<0 AA=0; i) f(z)>0 < Ningin z.

i) f(r)<0 ©VeeR, x#x =2
V)a<0 ANA<O; i) f(z)>0 < Ningln z.

(x)
(2)
(x)
(2)
(x)
(2)

M)a<0 AA>O0; 1) f(x)>0 & 1 <x<x9
(2)
(x)
(2)
(x)

i) f(zr)<0 & VzeR,



7.6. Ejercicios Resueltos

1. Resolveren Z,

T + 2 1<2:L‘+5
4 2

+x

Solucién.
Tc+2—-4<4r+104+4x & T2 —2<8x+10 & x> — 12
luego la soluciénen Z, resulta: { — 11, — 10, —9,...}

2. Resolver en R, el sistema:

1 _
Sp—5> L8 (1)
2
3
2(2x — 3) > br — 1 (2)

Solucién.

Resolvemos (1) y (2) en forma independiente y sus soluciones se intersecan entre
si, en efecto:

(1): 16z—-10>152-8 @ z>2=5={zrcR/xz>2}
(2): 16z-24>202-3 ©2z< -2 =S ={zcR/z< - %

luego Sol. =S NSy, =10

3. Resolver en R, el sistema de 5 inecuaciones:

L2
§—1<2—g 2)
1+%@—U>0 (3)

1 1
0> (e —1)— 5+1) (4)
IR S (5)

3 7



Solucién.

1 3 -
(1): =>= & >3z < z<0; note que se ha multiplicado por z* > 0
X Xz
18
(2) : §—1<2—g<=>2$—6<12—31’<:>$<g

1
(3): 1+g(x—1)>0@5+x—1>0(:>x> —4
1 1
4) : 0>?(w—1)—§(90+1) S 0>9%—-9-Te—-T7T&x<8

7 3 9
(5) : —gxg?—i-x@ —49z <9421z & x> ~ 5

luego intersecando estas soluciones, resulta S ={xr € R / — % <zx<0}

4. Resolver cada una de las siguientes inecuaciones:
a) (22 -3z —4)(2?+1)>0
b) |2? —1|(2z —2%) <0

0 2x 2
2 +3x =z

2¢ +1 1
d <0
) x2+x+1+w3—1_

2

‘- +3 3
) ——— <1<
) 24+ 4x+5 ~1—-z

Solucion.

a) Como x? + 1 > 0 esto obligaa que (x> — 3z —4) > 0 sus puntos criticos son

—1lyd4= L+ +e— —e+ 4+ = Sol.=(—o00, —1]U[4,00).
~1 4
b) Tambiencomo |z —1|>0 = 22 —2*) <0 = — — e + + @ — —
0 2

Sol. = (—o00,0]U[2,00) U {1}

Notemos que en la solucion hemos incluido al 1, pués el modulo tambien se

se anula para €l y en la solucién indicada no esta indicado.

4224+122+5

—Tr5-— < 0 sus puntos

c) Efectuando operaciones algebraicas se obtiene

criticosson: —3, -2, -1y 0= + +o0—- -0+t +0—- — 0+ 4




I
w
I
rolen
|
DO =
o

5 1
Sol. =( -3, -2 ~ =
- So ( 3, Q)U( 2,0)

. . . 20 — 1
d) Efectuando operaciones algebraicas se obtiene x(x—l) < 0 sus puntos

5 —

o 1

crltlcosson:O,Eyl: — — e+ t+te——o0o4+ 4+ =
0 : 1

Sol. = (—00,0]U[3,1). i

2

) -+ 3 3
e) Primero resolvemos —— < 1 yluego 1 < ———, para luego
) x2+4:c—|—5< y lueg _l—mp g

intersecar sus soluciones.

2(2 1 , . - 1
(x+ ) > (0 unico critico — —

De la primera inecuacion se tiene ——— ,
P 2 4+4x+5 2

. o 1
pues x* + 4x + 5 es siempre positivo (A < 0) por tanto, Sol.(1) = ( — 3 00)

Para la segunda inecuacion >0=> — — e+ +0— — =

- -2 1
Sol.(2) = [— 2,1)

. . ., . 1
Finalmente intersecando la solucion (1) y (2) se obtiene, Sol. = (— 2 1).

5. Resolver en R, el sistema:

r—1>+x+1 (1)

T __% 5 2)

r—1 z2—-1—

Solucioén.

(1) : Las condiciones previas antes de elevar al cuadrado son:
(x=1>0ANz+1>0) < (z>1Az> 1) x>1 (%)

Bajo esta condicion y elevando al cuadrado resulta 22 — 2z 4+ 1>z +1 <

z(r—3)>0= + 40— —o+ + = (r<0Vaz>3) intersecando con

0 3
(¢)resulta S; ={xr R/ >3}

(2) : Después de las simplificaciones correspondientes obtenemos



(x —2)(bx + 3)
(x —1)(x+1)

>0=+t+o— —ef fo— —e+ + =

3
—1 - 1 2
3

So={zeR/z< -1V —3§a:<1\/a:22}

Dedonde Sol. =S NSy ={z€R/ >3}

6. Determine los signos de

Solucion.

3(z —2)
(x+2)(x—1)
x: f(x) >0 obien f(z) <0 por tanto se tiene de

los signos de f se refiere a; para que valores de

Note que f(z) =

— —o4+ 40— —e+ + = fz)>20&(—2<x<1Var>2);
-2 1 2 flz) <0 s (< -2 Vi<z<?2)

7. Resolver
20— 1
Q‘G—x‘:4
20— 1
m\G_x\§4

c) |x—1|—2x>|x+ 3|

Solucion.
2¢ — 1 20 — 1 . 25 23
a) T v6—a: de donde se obtiene z 5 vV oz 5
20 — 1 20 — 1
b)\x \§4<:>—4§x <4 =
66—z 66—z
20 — 1 6x — 25 25
< < (1) = (=00 22
- <4& —_ <0 = Sol.(1) =( 00,6]U(6,oo)
20 —1 23 -2z 23
—4 < > L(2)=(— — I
<5 . —_ >0 = Sol.(2) = ( oo,6]U(2,oo), uego
25 23
Sol = Sol(1) N'Sol.(2) = ( — oo, F] U (5,00).



c) Puntos criticos de los modulos — 3y 1, luego
Ve< —-3= —(x—1)—2x> —(z+3) = = < 2,luego

(x < =3 Az <2)=Sol.(1) =(— o0, — 3
1
V -3<z<]l=—(z—-1)—-2xz>zx+3 =< — 3 luego

o

1
(—3<:z:§1 ANx < —5):>Sol.(2):(—3,—2

Ve>1=(r—1)—2z> (r+3) =z < — 2, luego la interseccion de éste

tramo es vacia.

. - 1
Finalmente la solucién es Sol.(1) U Sol.(2) = ( — oo, — 3 .
8. Hallar los reales =z, tales que
)
1 3
<|x—2‘<
Solucion.
T+95 T+ T +95 T+95
l. 3 & —3I<——<3& 3N =3
‘a:—2‘< <£E—2< (x—2< <:c—2)
(): <3 o2 )= - —o4 +te— — = @<2Ve>1) (5)
9 11
2
(2): =3<H &1 >0=> 4+ 40— —of 4+ => (< Vr>2) (5)
1
1 2
1 11
luego: Sol.(1) =51 NSy = (—oo,Z) U (?,oo)
T+95 T+ T+
. 1 & -1V 1
‘a:—2‘> (£E—2< x—2> )
) 2z 4+ 3 3
3): —1 0= —- - =(—= 2) (S
B): < -le——5< tto— —ot = (-5 <w<2) (S
_3 2
2
T+5 7
4): 1 2
(4) e @x_2>0:>(a:> ) (Sy)

Por tanto: Sol.(ll) = S3U S, = ( — %,2) U (2, 00),



Finalmente Sol. Final = Sol.(I) N Sol.(Il) = ( — %, i) 1

-

9. Resolver el sistema:
r— 2 xr — 2 1
_|_
r+3  3x—a? 3
2z + 1)z —1 1

2
2 —bx+6 >:Jc—2 (2)
Solucion.
r— 2 xr— 2 1 1 xr— 2 xr— 2 1
1) : < - s < < — de donde
(1) x+3+3x—x2 3 3 x+3+39&—$2 3
x_2+ r=2 <1<:>2(x2_3x_3)<0 untos criticos:
r+3 3x—22 3 3z(x + 3) P '

-3, —0.79,0y 3.79 luego; + +o— —o+ + 0o— —0o+ + =
-3 —0.79 0 3.79
Sol.(I) = (-3, —0.79) U (0, 3.79).

Il 1<I_2+ r=2 & 4e* — 6 > 0, puntos criticos: — 3 3
T3 213 30— T 3@y P T TV
o,\/gluego; + +o—- —of fo—- —ot + =

3 3
-3 —yz2 0 3

Sol. (1) = (— 00, ~3)U(— /3,00 U (/3. 0)

Asi: Sol. (1) = Sol.(I) " Sol.(I) = ( — \/g, —0.79) U ( 5,3.79).

w

2z + 1)z —1 1 2(z% + 1)
(2) : >

2 —5x+6 x—2 (x —2)(x — 3)
pués x> +1>0portanto + +o— —o+ 4+ = Sol.(2) = (— o0,2) U (3, 00)
2 3

>0=(x—2)(x—3)>0

Luego: Sol.Final = Sol.(1) N Sol.(2) = (— /3, ~0.79) U (/4,2) U (3,3.79).

10. Probar que la inecuacién
lz =5+ |1 —z| <4
no tiene solucion.



Prueba.
Aplicando la definicion de médulo, considerando los puntos criticos 1y 5, se tiene:

Siz<l=—(x—-5)+(1—-2)<4 & —2x+6<4 & x>1conloqueen
este caso no hay solucidn posible pués se contradice con la condicion inicial.

Sil<z<5= —(zx—5)—(1—2)<4 < 4<4,queno es posible.
Siz>5=(x—-5)—(1—2) <4< 2zr<10< z <5, también contradiccion.

luego se h a probado que la inecuacion no tiene solucién.

11. Hallar los valores de &, que hacen reales las raices de la ecuacién
kx> —2(k+1)z+k—-1=0

Solucién.
Para obtener raices reales, debe cumplirse que A = b? — 4ac > 0, de donde

4k +1)7—4k-1Dk>0 e 3k+1>0 e k> — 1

12. Determine los valores de m de modo que: f(x) = ma® — m(m — 1)x + 2m,
sea negativoV x € R.

Solucion.
f(x)<0, VzeR & (a<0 A A<O0),si f(z)=azx?+bx+ c portanto:
m <0 (1), A m*(m—1)>=8m? <0 < m?(m?—2m —7) < 0, como
m? >0 = m2—2m — 7 < 0 puntos criticos: 1 —2+/2 y 1+ 21/2 luego

f 40— —o+ + = (1-2/2<m<1+2V2) (2),
1-2v/2 1-2V2

Intersecando (1) y (2) obtenemos {m eR /1 —2y/2<m <0}.

13. Hallar los valores de m para que la expresion
(m—1)z*+2(m —3)z+m > 3
se cumpla V x € R.

Solucion.
Se debe tener que (m — 1)z2 +2(m —3)x+m—-3>0, Vz eR.
Si f(x)=(m—1)z?>+2(m — 3)x +m — 3 entonces (a >0 A A < 0) luego



m—1>0am>1 (1), A 4dm—3>—-4(m—-1)(m—-3)<0 <
—2m—-3)<0 < m>3 (2),

Intersecando (1) y (2) obtenemos {m € R / m > 3}.

14. Resolver el sistema:

2 —1
— <1 (1
2 —6x —10 — (1)

log, (z* — 2z +2) <1 (2)

Solucion.
x?—1 6z +9
) —— <1l — <0 =
(1) 2 —6x —10 — 2 —6x —10 —
L. 3
puntos criticos: — 2, 3= V/19,3+ V19 = — —e+ + 40— —of + =

\ -3 3-y19 3+19
Sol.(1) = ( — o0, — 5] U(B—1+19,3++/19)
(2) :log, (2 =22 +2) <1 & 22 —2z+2<10solosi 22 —2z+2>0
2’ —2r+2 <10 & 22 — 2z — 8 < 0 = puntos criticos: — 2, 4 luego

+ to— —o+ + = (—2,4) (a);y 2*—22+2>0,VzeR (5) pués

-2 4
(a>0 AN A<0) portanto Sol.(2) = (a) N (B) = (— 2,4).
finalmente Sol. = Sol.(1)NSol.(2) = (-2, — ;] U (3 —/19,4).

15. Para que valores de k, la ecuacion
(k—2)2? +2(k —2)x+2k—1=0
tendréa al nimero 1, en el intervalo determinado por sus raices.

Solucioén.

Sea f(x)= (k—2)z*+2(k—2)z+2k—1 concretamente se pueden dar dos
€asos:

) k—2>0 A f(1)<0 ) k—2<0 A f(1)>0

) 6>2 ANBk—T7T<0 & kE>2 A k<%, caso que no da solucion.



) k<2 ABk—7>0 & I <k<2, queeéslasolucion.

16. Resolver
2 _
2) T 5z + 6 2:1:—1—4
2 —Te+12 —z+3
) ?(z? - 1) z(72* — 1)
Va4 D kat e @2 11) (a2 + /2)
Solucion.
2 —5r+6 x+4 x+ 10 .
a > & > 0, puntos criticos: — 10, — 3,4
) 22 —Tr+12 ~z+3  (z—4)(x+3) — P ’ ’
= — —e4+ 40— —o+ + = Sol.=[-10, —3)U(4,00)
—-10 -3 4
) o (z? - 1) o(7r? — 1) - o(z? — 7)(a* — 1) “0

V2(a? + 1) + 2t + 22 - (:c2+1)(x2+\/§> (x2+1)<x2+\/§)

Puntos criticos: 0, — \ﬁ, — \/;, \/;, \ﬁ por tanto resulta

— —o4 f+o— —o+ +o— —o+ + =

G IINON
Sol. = (=00, = VD U (= /L0 U(/4 V)

2
. ., xT—=3r m-—1 _
17. Para que valores de m las raices de la ecuacion = tiene:
2z —1 m+1

a) Raices reales y distintas.
b) Raices reales y ambas positivas.
c) Raices reales de signo contrario, siendo negativa la mayor en valor absoluto.

Solucion.
a) Notemos que la ecuacion esigual a: (m + 1)z* — (5m+ 1)z + (m —1) =0
Para que la ecuacion dada tenga raices reales y distintas se debe tener (a # 0
A A > 0), por tanto:

a=m+1£0em#£ —1;A=06Bm+1)?—4m?—-1)>0 <



21m? +10m+5=0 = A = — 320 = La ecuacion siempre tiene raices
reales, luego solo m # — 1.

b) Sean x;y x- lasraices de la ecuacion, considerando a) se tiene m # — 1

m—1>0/\ n 5m+1
T Ty =
m+ 1 ! 2 m+1

y (w129 =

> () de donde se obtienen:

1
m< —-1Vm>1) A (m< -1V m> —g)ﬁ(m< -1 Vvm>1)

c) Ademadsde m # —1,siendo xi,x- las raices de la ecuacién, entonces:

m—1
X1+ Ty = <0= —1<m«l1
m+1
5 1 1 . 1
T1+ Ty = m <0= —1<m< — -, asiresulta; —1<m< — =
m—+ 1 5

18. Resolver el sistema:

|z — 1| — |2z + 3]
>0 1
3z —4 - (1)

2> — x| +2>1 (2)
Solucion.
(1) : Podemos considerar dos casos: i) |[x — 1] —[22+3| >0 A 32—4>0

i) [e—1]—]224+3] <0 A3z—-4<0

. . 4
i) Notemos que si 3z —4 > 0 @w>§:>(x—1)—(2x+3)20(:)x§ —4

(x> % ANz < —4)={ portanto Sol(i) = 0.

i) |z — 1| < |2z + 3| elevando al cuadrado se recibe 322 + 14z + 8 > 0,

puntos criticos —4y —2 = 4+ +te— —e+ + = (2 < —4Vaz> —2)
—4 _%
. 4 .. 2 4
intersecando con = < 3 resulta Sol(ii) = ( — oo, —4]U[— 3 §)
. .. 2 4
Luego Sol.(1) = Sol(i) U Sol(ii) = (— o0, —4]U[— =, 2).

373
2): |22 —z|+rx>1le 2’ —2/>1-2 &

(> —z<z—-1Val-z>l-2)c[(z-1)2<0Var?-1>0]la



primera inecuacion conduce a ),y lasegundaa (x < — 1V z > 1),
por tanto: Sol.(2) = (— o0, — 1)U (1,00).
4

_)'

Finalmente, Sol. Final = Sol.(1) N Sol.(2) = ( — 0o, — 4] U (1, 3

19. Para que valores de z los trinomios f(z) =2> -2 -6y g(z)=2> -5z +4
tienen distinto signo.

Solucion.
Se debe tener f(z)g(x) <0 = (2> —2—6)(2*> —5r+4) <0 &
(x 4+ 2)(x — 3)(x — 1)(x — 4) < 0, puntos criticos: —2,1,3y 4 =

+ +o— —o4+ 40— —o+ + = Sol. = (—2,1)U(3,4).
-2 1 3 4

20. Sean  f(z)=+/|x|—=z ¥y g(xr) = +/x — 1 dos funciones definidas en R.

Encuentre el dominiode go f.

Solucién.

De inmediato (go f)(z) =g(f(z)) = g(y/|z] —z) lo que exige, que
Vigl—x>0 = |z|—2>0 < |z| >z =V e R, luego

g(\/|z] — z) = \//|z| —x — 1, de aqui se debe tener \/|z] —z—1>0 &

V/|z| =z > 1, como ambos términos son positivos podemos elevar al cuadrado,
obteniendose |z|>1+2z < (x < —(1+2x) V > 1+ x), de la primera
inecuacion se tiene z < — % y la segunda inecuacion no aporta mas soluciones,

portantoel Dom.f ={z e R/ =z < —1}.

. . ., i 2
21.Determine el recorrido de la funcion f, definida por f(z) = P Vo # +£1
:I; J—
Solucion.
2+y _
Como, y = w1 & |z| = —=, pero como |z| > 0, Vz € R; entonces
T — Y
2+y

—= >0, puntos criticos: —2,0 = + +e— —o+ + =
Yy




Rec.f={yeR/y< -2 Vvy>0}

22. Resolver
|22 — x|+ |z] - |r =1 >0

Solucién.

La inecuacion se puede expresar como  |z||x — 1| + |z| — | — 1| > 0, puntos
criticos para aplicar la definicion de médulo, son: 0y 1.

Para 2 <0 =(—a)-(z—-1)]-z+(z-1)>0& 2°-2-1>0 =

<,

+ toe— —eo+ + :>(33§—1_2\/g V>

2
1-v/5  1+5

2 2

5

) pero como z < 0 entonces

queda = < =2 (1);

2

Para0<z<1l=z(l-z)+z+2-1>0s 22-32+1<0 =

+ te— —et 4+ =[13-/5)<z< L3+ /5)]perocomo0 <z <1
3-v5 3+
2 2

entonces queda 1(3 —+/5) <z <1 (2);
Para z>1 =2 —-1)4+z—(x—1)>0 < 2> —2+1 > 0 lo que es verdad

Vere R pues a=1>0 A A <0, luegosoloqueda = >1 (3).

Finalmente uniendo (1), (2) y (3) se tiene Sol. = ( — oo, =31 U 222 o).

23. Determinar para que valores de k, se verifica

24 kr—2
_3<TEMS o vaeR
¢ —x+1
Solucion.
2t+kr—2 4z + (k-3 1
(1) : —3< ™ e o= * Jz + > 0, ahora como

2 —x+1 2 —x+1
?—2+1>0,Vz e R = 422+ (k—3)z +1 > 0, se debe tener (a > 0 A
A<0)estoes a=4>0 ANA=(k—-3)?2-16 <0 & (k—7)(k+1) <0,
de donde se obtiene Sol.(1) ={ke R/ —1<k<T7}.



22+ kr—2

<2 = 2% — (k+2)xz + 4 > 0, se debe tener también
2 —x+1

(2)
(a>0AA<O)portanto a=1>0 AA=(k+2)°—16<0 <
(k—2)(k+6) <0 dedonde 2={kec R/ —-6<k<2}.
Finalmente Sol. Final = Sol.(1)NSol.(1)= {ke R/ —1<k <2 }.

24. Sean f(x):{x sl (x):{\/erl si 0<z<1

22—1 si z>1 y 9 T+ 2 sSi z<0Vazx>1

Encuentre (f o g)(z) y (go f)(z).

Solucion.
— . r+1 si Vyr+1<1
(fog)(z) = fvmly s ==t { i Vetrl>1

T+ 2 si z+2<1
(z+2%=1 si z+2>1

flz+2) Si :U<OV:C>1{
Ahora: 0<xz<1 A Vzr+1<1) = zz=0
0<z<1 ANyz+1>1) =0<z<1
(x<O0Vzez>1 ANz+2<]l)=z< -1
(x<O0Vzez>1 Az+2>1)= —1l<z<0Vze>1

Luego queda;

1 si =0

T si O0<z<1
(fog)(z)= T+ 2 si < —1

2?+4r+3 si —l<x<0Vze>1

Procediendo en forma analoga para (g o f), se obtiene

z+2 si <0

B ve+1l si 0<x<1
(gof)lx) =19 _ i 1<z<y2

r24+1  si :z:>\/§

25. Hallar el dominio de definicién de cada una de las funciones siguientes:



Q) f(z)=4—-|1+|z—1]+a
b) f(z) = /Arcsen(log,)

) f(x)=log,log,log,x

1

vo—2
e) f(x) =+/cos(senx)+ Arcsen ! ;;

1
d) f(fl?) — E +2A1‘csenx +

2

Solucién.

26.

a) Sedebetenerque 4—|1+jz—1|+2/>0 & |[1+]jz—-1]+2|/<4 &
—4<l4+jz—1ll4+z<4d & (-4<l+jz—1l+z ANl+|z—1+2<4)

(): —4<1l+jz—-1l4zxz &|z-1> —(z+5) &

z—1< —(z+5)Ve—-1<z+5]|ezxz> -2V —1<5] <
Sol.(1) = R

2):1l+lzr—1+zx<ds|lz—-1<3-2x< —B—-—2)<zr—-1<3-z &
(=3< -1 A x<2)=50l(2) =(— 00,2

Luego, Domf = Sol.(1) N Sol.(2) = ( — o0, 2]

b) Se debe tener que Arcsen(log,x) >0 < 0<logr<ls 1<z <2

c) Lafuncion f(z) esta definida para log,log,x > 0 de donde log,z > 1 <

x >4, luego Domf = (4,0).
d) Debe satisfacerse simultaneamente: =z #0, —1<z<1y x—-2>0I0
que nos da como resultado el conjunto vacio.

1+ 22

e) Se debe tener en este caso; (cos(senx) >0 A —1< < 1) la primera

condicion se satisface Vx € R, y la segunda para |z| =1.Por tanto
Domf = { £+ 1}.

Hallar los intervalos en que la funcion f(z) = az® + bz + ¢, a # 0 crece y en los
que decrece y sus valores maximo y minimo.

Solucién.

b 4ac — b?
2 2
— b —
f(x) =az”+bx+c a(x+2a) + 10



: , b i
Si a>0, f(xr) aumentara para aquellos x tales que =+ % > 0, es decir
a

b S, b . b .
x > — —, ydisminuira para = + — < 0, esdecir x < — —, de aqui que para
2a 2a 2a

b ., ..

r= — % la funciéon f(x) toma su valor minimo. Note que para este caso f(x)
a

no tiene un valor maximo.

. b —
Analogamente, si a <0, f(z)aumenta para = < — % Y disminuye para
a

b b ., .
T> - yenz=— - la funcion f(x) toma su valor maximo.
a a

27. Hallar el rectangulo de area méaxima, entre todos los rectangulos de perimetro dado.

Solucion.
Sea 2p la longitud del perimetro del rectangulo buscado, y x la longitud de uno
de sus lados iguales.

Por tanto el Area A, viene dada por A = z(p — x) = px — 22, 0 sea el problema

se reduce a determinar el maximo de la funcién A = px — 22, de inmediato por

el problema anterior « < 0 = A, tiene un maximo para r = — p__P

2(—-1) 2
como p—x=p-— g, luego el rectdngulo de mayor area, para un perimetro dado

es un cuadrado.

7.7. Ejercicios Propuestos

1. Resolveren R,

1 1
a)3(2—:1:)+§<1(2x+2)—1 b) 2> — 3z —4 > z(x —5)
2(3 _
¢) 22+ 5z —6<0 g “H2B3-2)
4dr — 3
_ 2 _
&) 2z 323 ) T — 2z >0

T —2 x2—2x+3 —



15 — 92 —
g 1+ -0 g hy 22 —3

< -3
22+ —6

241 -

Respuesta.
a) z>2 b) [2, +00) ) [—6,1] d) (—oo,%) U (6, +00) €) (2,3]
flz<0Vae>2g)a< -3Vae>2conz#3 h)[-3,0)

2. Resolveren R,

a) Vz—2—z—-6<8 b) z(x*— 722+ 12) >0
6 6 x(z? —9)
c) 1 d ——=<0
) +x2+3x+2>x+2 ) x+1 =
3x—1
6) (2% + 3z —4)(z2 +8) > 0 f) 1< ‘”_3 <2
x T+ 2
— <0
9 2 =3x+2 2243x+2
h) 2x — 25 +2:E—|—11> 2
2?2 +2xr—-3  22-1 x+3
Respuesta.
a) z>6 by —2<z< -3V 0<z<+3Vz>2
C)r< —2V —l<zx<lVz>2 do<z<3vVv —-3<z< -1
) xr< —4Vzr>1 H —-b<ax< —1

9 —-l<z< -1vi<z<2 h) -3<z<-1Vaz>l

3. Resolveren R,

T+ 2
a:+4‘
d) 2|z—1|—|24z| >1

a) |2z —3|>1 b) | <2 ¢ —2<|x*-3zx| <6

Respuesta.
10
a)z<lvz>2, b)z< —6 V> 3 c) —1<z<4,

d) (o0, — 3) U5, +0)

4., Resolveren R,



a [l—z|—x>0

2 —2x+3
it A
2 —5x+6 5

K) |22 +4x — 5| < |2% + 3z + 6|

Respuesta.
a) (—o0,3] b) B—+/383+V8)U(-3-1/8 —3+/3)
C) R_{233} d) (_172_\/§)U(2+\/§75) E)(—OO,%)
D (—o0,0) 9 (—51) b (~o090[-21)
VI o IR e TV
m(_w7—7;vqﬁu[—7;v@ilu 1) (= 00, 00)

5. Resolver los sistemas siguientes

a) (x—1(x+2)>0
2r+1>2°—x

¢) 2—3x+2>0

T
<0
(z+2)2 ~

e) 2H1<z®+zx
3z +4
x_
x?—1
<
2 — 6z +10 —
log,(z* —2x+2) < 1

-1<

<1

9) 1

Respuesta.

m\x+1\§6
T
d) |(z—2)*—6| <3

f) |20 —4|+3> =

h) |lx — 2| — |3z + 6] > 1
z—1
1

‘ T
2¢' T

r— 2

. xr —
) |—5—

) |z =3+ |z+2|>|z—1]

b) x? —2x —35>0
2?2 — 22 —-48<0

d)

f)

h)

x?—2
T T <
x? —6x+10 —
(22 —x+1)(2? —4)(z - 1)z

1

(z +5)%(x3 — 1) (22 — 5z + 6)

Vi+6>Ve+1+V2z-5

r+|z] <1

2 +27>0
20— 1322 -12<0

>0



a)[LT] b)[—6,—5]U[7,8] C)(—oo,l)cona:yé—Q
) [-20 9[-, -1 DO 9 (251 h[-22
6. Resolveren R,
a) Vat—br+6<x—5 b) Va2 —52+6>=x
C) 2z —1> /22— 32 +2 d) 8z —3</(z—6)(z—9)

Respuesta.

A0 b)(—o00,2) o (%,1“)[2,00) d) (= oo, 1.1467)

)
7. Seanen los reales las funciones: f(z) =+\/z+2 vy g(z) = /|z| —x + x.
Encuentre el dominiode: fog y go f.
Respuesta.
Dom.fog=[—(3+/5),00), Dom.go f = [—2, c0).
. -1 1 .
8. Dadas en R, las funciones: f(z) = ‘$$2 ‘ -2y g(x) = x—J_rl . Determine

el dominiode fog.
Respuesta.
Dom.fog={reR/(-3<z< —-1) V(—-1<z<0)}

22x —
9. Sea =rx—-44+ —
flz) =z +a:2+4x—5’

también aquellos z, para los que f(z) < 0.

encontrar los x € R, tales que: f(z) >0y

Respuesta.
flz)>0 & (-b<x<0Vze>1),; fz)<0&e(z< -5Vi<z<l)

10. Sean fy g funciones definidas en IR, por:

flo) = z+1 si z>1 (z) = 1 si —2<zx<2
U=V 2241 si o<1 I =121 si o< —2Va>2

Determine una formula para f o g.

Respuesta.

si x| <2
si |z > 2

(fog)(x) = {iz



11. Hallar el dominio de definicion de cada una de las funciones siguientes:

20 — 3 T

a) f($):m b) f(m)zf(ﬂf):m
C) f(.r):\/S—:c—i-Arccosx;z

Respuesta.
AR b)) (—1,00) Az#0 c) [—1,3]

12. Hallar el recorrido de las funciones siguientes:

T x4+ 3 si >0
Respuesta.
11
a) [— =, = b) [2
) [=5:5] b [200)
13. Dados los nimeros: a1, as, ..., a, determine el valor de x para el cuél la funcién
f(:z:):(x—al)Q-l—(x—aQ)Q—i- o +($—an)2

toma su valor minimo.

Respuesta.

1 n
.T,':—E a;
ni=

2
212 —4x + 3

14. Hallar el valor méximo de la funcion f(x) =

Respuesta.
Max. = f(1) =2

15. Una ventana de forma rectangular coronada por un semicirculo, de 4m. de
perimetro. Determinar sus dimensiones para que proporcione la maxima
iluminacion posible.

Respuesta.

Radio =

T+ 4

16. Un espejo de forma rectangular de 90 x 80 cm., se rompi6 en un esquina de modo
que, el trozo de menor tamafio es de la forma de un tridngulo rectangulo de catetos



12 'y 10 cm.. Determinar el espejo rectangular de area maxima que se puede
obtener del trozo mayor.

Respuesta.
87 x 72.5 cm.
17. Resolver
1 1
— <1
log,x  log,x — 1
Respuesta.

0<x<l)V(x>2).

18. Determine los valores de m, de modo que 2maz? — 2x — (3m +2) = 0 tenga
una raiz menor y otra mayor que 1.

Respuesta.
(m< —4)V (m>0)
19. Determine los valores de m, para los cuéles la ecuacion
42’ +(m—2)z+m—5=0
tiene raices reales diferentes menores que 2.
Respuesta.
—I<m<6Vm>14
20. Determine los valores de &, para que las raices de la ecuacion
202+ (k—3)x+3—k=0

estén comprendidas en el intervalo ( — 2, 3).

Respuesta.
—-6<k< -5V 3§k§1§7
21. Determine los valores de k, de modo que  f(z) = — 3z + 2kx — 12 sea

siempre negativo Vz € R.
Respuesta.
—-6<k<6

22. Enlaecuacion (m — 2)x? + 2(m — 1)z — m — 3 = 0, determine m de modo que
sus raices sean ambas positivas.



Respuesta.
1.85 <m < 2.

23. Determinar para qué valores de k, la ecuacion (z + k)(z + 3) = (x + 2k)(z + 2)
tiene como conjunto soluciona S ={zc€R /z < —2}

Respuesta.

1<k<?2

24. Si z €|

3 . .
5 |, hallar el mayor m que satisface la desigualdad > m

1 =

x_

Respuesta.
1

m = -

5

25. Determinar los valores de m, para los cuales m 2% + (m + 1)z + (m + 1) posea
raices reales y distintas.

Respuesta.

1
—1< < =
=3

xr — 2 xr — 2

26. Determinar los valores de x real que satisface

a

)‘:c+2| T+ 2

b) |2* —4z+3|= — (2° — 4z +3)

Q) | (2?2 +4z+9)+ 2z +3)|=|2>+4z+ 9|+ |22+ 3|

Respuesta.

3

A r< —2Vzer>2 Db 1<z<3, 0 x2§

27. La necesidad diaria de agua calculada para cierta ciudad est4 dada por |c — 3725 |

< 100 donde ¢ es el nimero de galones de agua utilizados por dia. Determinar la
mayor y menor necesidad diaria de agua.

Respuesta.
3625 < ¢ < 3825

28. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un rectangulo, un lado se alarga
2 cm. y el otro 6 cm. El area del rectangulo resultante debe ser menor que 130 cm?
y mayor que 80 cm? ¢ Cudles son las posibles longitudes del lado del cuadrado
original?



Respuesta.
/84 —4 < x <134 — 4 siendo z el lado del cuadrado.

29. ¢Qué numero entero se puede afiadir al numerador y denominador de la fraccion

1 4
g,si se quiere que la nueva fraccion esté comprendida entre: 3 y 9 (ambos

extremos incluidos)
Respuesta.
—2

30. La altura de un triangulo es 2 cm. mayor que la base. Hallar la base b de modo que
el area del triangulo sea mayor que 20 cm?.

Respuesta.
b> 41 -1

31. Graficar el poliedro de soluciones o zona factible definida por las siguientes
. 1
desigualdades: 4z +3y <12, =z + 3V <2, x>0y y>0.y encuentre las
coordenadas de sus Vvértices.

Respuesta.

] 12
Vértices: A(0,0), B(0,4), 0(?;), D(2,0)

32. La suma de tres nameros reales positivos es 12, si la suma de dos de ellos se
encuentra en el intervalo [1,5] determine la variacion del tercero.

Respuesta.
7T <z<1I.






