Capitulo 4

Progresiones

4.1. Progresiones Aritméticas

Definicion 1
Se dice que una sucesion a, es una progresion aritmética (P.A.)si y solo si se
puede expresar por

a, =a1+ (n—1)d
donde a;y d son reales.

Como bien sabemos a; es el primer término de la sucesion, en este caso de la
progresion y d se acostumbra a llamar diferencia simétrica de ella.

Ejemplo 1

a, =4n+ 7 esuna P.A. pues se puede expresar como a, = 11 + (n — 1)4 note
queenestecaso:a; =11y d =4.

Propiedad 1
Una sucesion de nameros reales tal como
ai, as, as, - - - -
representaauna P.A.siysolosi d=ap1 —ap, k=1,2,...,(n—1)
Demostracion.
agr1 —ap =a1 +kd— (a1 +(k—1)d)=d

Ejemplo 2

La sucesion: -+ -+ (x#1) esuna P.A. pues
1+ x



1 1 1z

1
l-z 1+ 1-\z 1l-z 1l-=x

Observaciones 1

d =

1) Notese que para cualquier P.A. ap1 =ar+d, Vk=1,2,...,(n—1)

2) Dependiendo de los ejercicios en algunos casos es conveniente tomar la terna
en PA.: a—d,a,a+d enotros el cuarteto a —3d,a—d,a+d,a+3dy
asi sucesivamente. (Ver ejercicios resueltos: 2 )

Propiedad 2

La suma de los n primeros términos de una P.A., cuyo primer términoes a;y su
diferencia d, es:

S, = g[2a1+(n—1)d]

Demostracién.

n

Su=3(ar+ (k—1)d) =amn+d{>k -1} =an+d{ tnn+1)—n}
k=1 k=1 k=1

5 [2a1 + (n —1)d]
Interpolacion

Cuando se pide interpolar p medios aritméticos entre a y b reales dados, significa
que: a,los p ndmeros en cuestiony b deben estaren P.A..

4.2. Ejercicios Resueltos

1. Eltercer término de una P.A. es a Yy el término de lugar 21 es a + 36b, con a 'y
b reales dados, no nulos a la vez. Determine la P.A..

Solucion.

Por hipdtesis az=a1+2d=a A ay =a;+20d=a+36b de donde
resolviendo el sistema para a; y d se obtiene a; =a —4by d = 2b por tanto
resulta a, =2bn +a — 6b queesla P.A. pedida.

2. La suma de tres nimeros en P.A. es 12 y su producto es 48. Determine tales
numeros.



Solucion.

Conviene tomar a — d, a, a + d como los tres nimeros en P.A. pues de su suma
igual a 12 se obtiene de inmediato que a =4 y por tanto de (4—d)4
(4 + d) = 48, seobtiene d = + 2, asi los nimerosson 2,4, 6 V 6,4, 2.

3. Dadala P.A. —3b5x,....,3x; x € R, x # 0. Calcular a,, sabiendo que existen
17 términos entre los extremos. El problema tambien se puede enunciar como:
Interpolar 17 medios aritméticos entre — 35x y 3.

Solucion.

. . 1
De inmediato a; = — 352y a9 =3x & —35x+18d =3x & d = ggx por

1
tanto: a, = — 35z + (n — 1)5913

4. Encontrar el nmero de términos de la P.A. : 12, 16, 20, ... si S, = 208.

Solucion.

Como a; =12y d =4 entonces g [244+ (n—1)4] =208 = n =28 la raiz
negativa se descarta pues n > 1

5. Determine la suma de los 100 primeros términos de una P.A. cuyo tercer término
es 4 veces el primero y su sexto término es 17.

Solucion.

a3 = 4a1y ag = 17 conducen a resolver el sistema a; + 2d = 4 a4
a; +5d =17 de donde
ap =2y d=3, portanto Sigo =504+ 99 -3] = 15050.

6. Enuna P.A.si los términos de lugares p,q y r son respectivamente: a,by c.
Demuestre que

(g=r)a+(r—=pb+(p—qc=0
Solucion.
Por hipétesis se tienen: a+(p—1d=a (1)
ai+(g—1d=b (2



ap+(r—1)d=c (3)
De (1),(2)y (3) se obtienen: a; —d =a — pd =b — qd = ¢ — rd y de aqui
p—q=g4la=b) (4
g—r=gb-c) (5
r—p=glc—a) (6)
Multiplicando (4) por ¢, (5)por a 'y (6)por b se tiene:
(g=7r)a+(r=pb+(p—qc=0

7. Encontrar la suma de todos los nimeros entre 100 y 1000, que sean divisibles por
14.

Solucién.

El primer numero, después de 100, divisible por 14 es 112, luego a; =112 y
d = 14, entonces a, = 112 + (n — 1)14 < 1000 = n < 64.43 luego n = 64 con
loque Sgs =32[2-1124 63 -14] = 35392.

8. Silasumade m términos de una P.A.es alasumade n términos, como m?es a
n?. Demostrar que
am 2m —1

an, 2n —1

Demostracion.

Spm m*  m[2a+ (m—1)d] m?
S, n? n[2a; + (n —1)d] n? “
entonces:

am  a+(m—-1)d a+(m—-1)2a 2m-—1

an, a+n—10)d a+n-1)2a 2n—1

9. Enuna P.A. cuyo primer término es a, si la suma de los p primeros términos es
cero, demuestre que la suma de los siguientes ¢ términos es

a(p+q)q
I1—-p

Solucién.



Por hip6tesis tenemos: S, = g[Qa +(p—1)d]=0,p#0=2a+ (p—1)d=0
2

de donde d = 1—a, p # 1; por otra parte S = S,., —S,, S es la suma de los
- P

q siguientes términos, ahoracomo S, =0 =

pP+q 2a a(p+q)q
S:Spﬂ:?pa—f—(p—kq—l)l_p]— T

10. Si la suma de los p primeros términos de una P.A.es ¢ Yy la suma de los ¢
primeros términos es p. Demuestre que la suma de los p + ¢ primeros términos es

—(p+9q).
Demostracion.

Nos dicen que: S, = §[2a1 +(p—1)dl=q N S;= g[Zal + (¢ — 1)d] = p,
resolviendo éste sistema de dos ecuaciones con dos incognitas obtenemos:

g —2eta o[- De+)

pq pq

por tanto S, = %[2@ + (p+q — 1)d], y remplazando los valores de a; y

d, obtenemos luego de simplificacion algebraica, que: S,., = — (p+q).

11. La suma de los 50 primeros términos de una P.A.es 200y la de los 50
siguientes 2700. Determine el primer término y la diferencia.

Solucién.
Ss0 = 25[2a; +49d] =200 (1) tambien
S100 — S50 = 50 [2a; + 99d] — 200 = 2700 < 50 [2a; + 99d] = 2900  (2),

. . 41
resolviendo el sistema formado por (1) y (2), resultan: a; = — =Y d=1.

12. Dadala P.A.: 4,12, 20, 28, ....

a) Demuestre que la suma de n términos de la sucesion es un cuadrado perfecto.

b) Calcule /4624 en base a lo anterior.
c) Determine r, si a, + a,.1 = Sis

Solucién.



a) S, =2[2-4+ (n—1)8] = (2n)
b) 4624 = (2n)? & n =34 = 4624 = Sy < /4624 = /Sy, = 2- 34 = 68
C) Sig=1024=[4+ (r—1)8] + [4 + 78] & 1024 = 167 & 7 = 64.

13. Hallar la relacion entre x e y, de manera que el medio aritmético de lugar r, entre
x 'y 2y, sea el mismo que el medio aritmético de lugar r entre 2z e y. Habiendo n
medios aritmeticos interpolados en cada caso.

Solucion.
. 20 —x
Parael primercaso: 2y=xz+ (n+1)d; & dy = 1 =a,=z+rd;
y—2z /
parael segundocaso y=2x+ (n+1)dy & dy = 1 = a, = 2z + rdy

Ahora por hipoétesis a, = a. de donde

2 — x y— 2z
=2
x+rn+1 r+r "

s zxn—r+1)=yr

14. Enuna P.A. se conoce la suma S, de los m primeros términos y la suma .S, de
los n primeros términos. Calcular la diferenciade la P.A..

Solucién.

De inmediato S, = %

201+ (m —1)d] y S, = g [2a; + (n — 1)d ] de donde
—2nS, = —2nmay; + n(m —1)d y 2mS, = 2nma; + m(n —1)d

sumando miembro a miembro resulta

2(mS,, — nSy)

mn(m — n)

2(mS,, —nSy,) =dmn(m —n) & d=

, m#Emn

log,m

15. Si log,z, log x,log x estanen P.A., demostrar que n? = (kn)
Demostracion.

log,x, log, x,logx en P.A. & log x —log.x =log x —log x <

m

. 2l l l
llevando a base 10 se tiene: —2— — 292 09T

logm — logk = logn

& 2logklogn = logmlogn + logmlogk



logk_m

& logn? = log;m(logn + logk) < n* = (kn)

16. Una persona debe pagar una deuda de 360.000 en 40 cuotas que forman una
P.A.cuando 30 de los pagos estan cubiertos la persona fallece, dejando la tercera
parte de la deuda sin pagar. Calcule el valor del primer pago.

Solucion.

Sean a; Yy d el primer término y la diferencia de la P.A. en cuestion, entonces:

Si0 =20[2a; + 39d ] = 360000 (1)
Sso = 15[2a; +29d] = 2 - 360000 (2)
de donde resolviendo el sistema formado por (1) y (2) se obtiene:
d =200y a; = 5100.

4.3. Progresiones Geométricas

Definicion 1
Se dice que una sucesion a, es una progresion geométrica (P.G.)si y solo si se
puede expresar por
a, = ayr" !
donde a; y r son reales.

Como bien sabemos a; es el primer término de la sucesion, en este caso de la
progresion y r se acostumbra a llamar razén constante

Ejemplo 1

1\" 1/1\"!
a, = |5 | esuna P.G. pues se puede expresar como a, = 513 note que

1

yr=-

en este caso: a; = 9

N —

Propiedad 1
Una sucesién de nimeros reales tal como

ai, Gz, az, - - - -



representaa una P.G. siysolosi r = ak“, E=1,2,...,(n—1)

Qg
Demostracion.
a1 aprt .
aj ayrk-1
Ejemplo 2
Lasucesion: 3, iz, 222, - - - - (##0) esuna P.G. pues
1 2,2
__§$__ 517 __2
=71 =1 =37
5 2T 3
2 3

Observaciones 1

1) Notese que para cualquier P.G. ajy1 =rar, Vk=1,2,...,(n—1)

2) Dependiendo de los ejercicios en algunos casos es conveniente tomar la terna
a . ..

en P.G.: —, a, ar (Verejercicios resueltos: 3)
T

Propiedad 2

La suma de los n primeros términos de una P.G., cuyo primer término es a;y
razbn r, €s:

rh —

1
Sn = alﬁ, (T 7é 1)
Demostracion.

S, =>>ar*1 (1), multiplicando (1) por r se tiene r S, = > a;r* (2)
k=1 f=1
Restando miembro a miembro (1)de (2) : (r — 1)S, = Y ayr* — S arrk—!
k=1 k=1
r" —1
r—1"’

(r—1)S, = ali(rk — ) =q (r" — 7“0) & S, = (r#1)
=1

Interpolacion

Cuando se pide interpolar p medios geométricos entre ay b reales dados,
significa que: a,los p ndmeros en cuestiony b deben estaren P.G..

Serie geométrica.

Una serie geométrica no es mas que la suma de infinitos términos de una P.G., es
decir:

o0
a+ar+ar*+ar*+ - - - =3 ar"!
n=1



Como bien sabemos la suma de los n primeros términos es

r" —1
A )

Si —1<r<1l<&|rl <1 yconsiderando que " — 0 cuando n — oo entonces

Sp = a;

la suma de infinitos términos, con esta razon r es: @
—-Tr
Si |r| > 1 dicha sumatiende a =+ co 0 bien no existe.
4.4, Ejercicios Resueltos
. o 9 4
1. Interpolar tres medios geométricos entre 1 y 9
Solucioén.
9, 4 9, 2 . . 3 2
5=-r" & —=-r"<r=—, Asilostres mediosson: —, 1, —
B T 9T T3 2773

2. Lasuma de los 6 primeros términos de una P.G. es 9 veces la suma de los tres
primeros términos, determine su razén.(a; # 0, r # 1)

Solucion.

61 -1
S(;=953(:)a1r =9CL1T
r—1 r—

& (7“3—1)(7“3-1—1) =9(7‘3—1)

comor#1l=r+l1=9ar=8cr=2

3. El producto de tres nimeros en P.G.es 27y la suma de sus reciprocos es 3.
Encuentre tales nUmeros.

Solucion.

. a ,
En este caso conviene tomar —, a, ar como los tres nimeros en P.G'. por tanto:
T

1 1
g-a-ar:27:>a:3, luego £+—+—=3=>r2—87’+1:()de
r 3 3 3r

, 3
donde r =4+ +/15 y los nUmeros son: PRI 3, 3(4 +V 15).

++/15



4. Enuna P.G. si los términos de lugares p,qy r son respectivamente: a,by c.
Demuestre que
=) plr=p) o(p—a) —q
Demostracion.
Sea z el primer términoe y larazonde la P.G., luego:

zyPl=a, xzy'=b, zyl=c

de donde obtenemos: a4~ = (4= ¢y(P=Dla=7)
b(r=p) = g(r=p) y(a-1)(r-p)
=0 — (r=9) y(rfl)(pfq)
multiplicando miembro a miembro, finalmente
ala=) plr=n) o(p—a) —q

5. Demostrar que el término de lugar (n + 1) deuna P.G. cuyo primer término es a
y el tercer término es b, es igual al término de lugar (2n + 1)de otra P.G. cuyo

primer término es a y cuyo quinto término es b.

Demostracion.

De laprimera P.G.setiene: ar? =b < r = (9)

rol
Q
3
+
—
|
S
¥/~
Q|
N——
[N

a
b I b n b\ 2
Delasegunda P.G.: ar'=ber= (—) = Gopyl = a(—) = a(—)
a a a
6. Calcular la suma
a+b a’+0b2 a™ +b"
S =2
+ ab a?b? anbn
Solucion.
1 1 1 1 1 1
S=1+"4+—4 ... 4= 14+ -4+ — 4 ... 4=
o+ to st + 5
1 n+1 1 n+1
s -1 1 -1 an—&-l -1 bn+1 -1
IO SO N

7. Si a, b, c,destdnen P.G.,demostrar que



(b—c)P+(c—a)+(d—0b)°=(a—d)’
Demostracion.

m&qdenRGwﬁé—%:lh$W:acA@zﬁdAM:ad
a C
Ahora,

(b—c)+ (¢ —a)* + (d — b)* = 2b? + 2¢% + a® + d? — 2ac — 2be — 2bd

= 2ac + 2bd + a® + d? — 2ac — 2ad — 2bd
= a2+ d? — 2ad = (a —d)?

8. Calcular la suma indicada, hasta n términos.

3 5 7
=1 — — — e
Sp=1l+g+7+35+
Solucion.
2n —1 "2k —1 1 "2k —1
Observemos que a, ot = Sp = o1 & §Sn Z ST
k=1 k=1
de aqui
1 D ok—1 R2%k—1 2n-—1
Sp—=8,=1 — = -
n 9 n +k§; 2k—1 kz; 2k an

1 2(k4+1)—1 &=2%k—1 2n-—1
55”:1+Z 9k+1-1 _l; ok on

9. Si z:ycomo 2:1, resolver:

4277 L 16V £ 4477 £ 1695 44672 £ 1693 = 1365
Solucién.

Agrupando covenientemente y observando que se forman dos P.G., se tiene:
4277 44T g 460 L 16V 16977 4+ 16912 = 1365

3 _ 3 _
g2 1615 L gt 1681

— 1365 « 42T £ 16Y 2 =5



1 .
S 4% 204" +64=0 = 4" = 5(20 + 12) de donde se obtienen:

1 =2Ay1=1;, 29 =1 A yo = =

10. Demostrar que el namero A = 111...112888...896, quetienen cifrasly n —1
cifras 8, es un cuadrado perfecto; Calcular tambien \/Z, para n = 4.

Demostracion.

Notemos que A tiene 2(n + 1) cifras, expresando A en potencias de 10 se tiene
A=10"" 4107+ - - - +10"2 4+ 210" + 810"+ 8- 10" L + - .
- +8-10°+9-10+6

A=10"2(10"1 + 102+ - - - +1)+2-10" 4

8-10%(10" 2+ - - - +1)+96
A=10""2-5(10" = 1) +2- 10" + 8- 10% - (10" — 1)
A=§(10*72 — 10" + 8- 10" — 8- 10% + 18 - 10" + 864)
A= 5(10*"2 +160 - 10" 4 64) = [3 (10"+1 +8)2 = VA= (10" +38)

para n = 4; \/A = /1111288896 = 1 (10° 4 8) = 33336.

11. Encuentre la suma de n términos de la sucesion cuyo k-ésimo término es
ap = (2k + 1)2*

Solucién.

Sy =3 (2k +1)2F < 28, =3 (2k + 1)2¢+! de donde restando miembro a
k=1 k=1
miembro estas sumas, se tiene

25, — S, =S (2k + 1)2M L — 57 (2k + 1)2%
k=1 k=1

n—1 n
S, = (2n+ 12" + 57 (2k + 1)28 — S (2k +1)2F — 3.2
k=1 k=2

—1
(2n +1)2n+ + Z (2K + 1)2k+1 — Z (2k +3)2M1 - 3.2
k=1

Sh

n—1
S, = (2n+1)2" 3 (—2)281 — 6
k=1



12.

n—1
S, =(2n+1)2" - Y282 ¢
k=1

n—1

2nt -1
S, = (2n+1)2"" — 85— 6= n2"t2 _ontl 4 o

Calcular los &ngulos de un cuadrilatero sabiendo que estos dngulos estdnen P.G.y
que el angulo mayor es 9 veces el segundo.

Solucién.

13.

Supongamos r > 1 = los angulos son a, ar, ar’y ar? tales que

a<ar<ar’<ar’y 9ar=ar’< r=3. Por otra parte de la geometria
elemental sabemos que

a+ar+ar? + ar® = 360° = a + 3a + 9a + 27a = 360° < a = 9°, luego los
angulos resultan ser: 9°,27°,81°y 243°.

Sisesupone r < 1, r= % y a = 243° y resultan los mismos angulos.

En un cuadrado de lado a se inscribe otro cuadrado cuyos vértices dividen los
lados del primer cuadrado en larazén 1 : 1.En el segundo cuadrado se inscribe un
tercer cuadrado que divide a los lados del anterior en la misma razon y asi
sucesivamente. Encontrar la suma de los perimetros y éareas de n de estos
cuadrados, cuéles son estas sumas si n — oo.

Solucion.

Perimetro; P, = 4a, P» = 47a, Py = 4(—) a,..., P,=4 _>

2 n—1 1— ﬁn_l
Sf:4a[1+\/75+<\/75>+...+<£> | = 4a (2)

Sin—o0o0 = 8=

Area;



14. Se deja caer una pelota de goma desde una altura A, en el primer rebote la pelota
sube hasta el tercio de la altura A, en el segundo rebote sube hasta el tercio de la
nueva altura y asi sucesivamente. Calcule la distancia que recorre la pelota antes de
detenerse.

Solucion.
Se debe tener que: H = h+ sh + 3 (3h) + 3 (
=h[l+5+(5) + () +
Se trata de una serie geométrica de razén r = i < 1, por tanto la suma de infinitos
terminos sera

%(%h))

4.5. Progresiones Armonicas

Definicion 1
Se dice que la sucesion aj, as, as,.... €S una progresion armonica (P.H.)siy
. ., 1 1 1 , ., S
solo silasucesion —, —, —, .... estaen progresion aritmética
ap az asg
Ejemplo 1

Es una progresion armonica

N =
W =
B~

Nota.

Se sabe que, no es posible una formulaelemental, tal como en las P.A.y P.G.
para calcular la suma de los n primeros términos de un P.H.

Interpolacion

Cuando se pide interpolar p medios armonicos entre a y b reales dados, significa
que: a,los p ndmeros en cuestiony b deben estaren P.H..

4.6. Ejercicios Resueltos



1. Interpolar 2 medios armonicosentre 5y 11.

Solucion.
. , 1 1 1 1 ,
Se debe tener quesi 5,as, a3, 11 esttnen P.H. & —, —, —, — estan en
5 ay ag 11
P.A. luego
1 1 1 1 1 1 10a3 1 2 bB4as
———=——-—=——- — = = — = ——
as 5 11 as as a9 5+ as 11 as 10 as
55 55
a3 = — Y ay = —
3 - y a 9
2. Dados ay b encontrar n nUmeros aq, as, . ... a, tales que
a, ai, as, ....ap, besttnen P.H.(ay b #0)
Solucion.
. 11 1 1 1
a, aj, as, .... a,,b estanen P.H. < — —, —,....,—, — estdnen P.A.
a a1’ a a, b
1 1 a—>b 1 1 a—>b
de aqui - = — - 1d d=——"-—"—==—= —+(k—-1)———
ey = +n-1) ab(n — 1) a a + )ab(n - 1)
de donde
(n—1)ab

%= k—1a + (n—k)b

Para el caso particular de un medio armoénico entre ay b, hacemos k=2 A
2 ab

a+b

n=3= ay =

3. Enuna P.H. silos términos de lugares p,q y r son respectivamente: a,by c.
Demuestre que

(g —r)bc+ (r —p)ca+ (p—q)ab=0
Demostracion.

Siendo z y d el primer término y diferencia de la P.A. correspondiente, se tiene:

%:$—|—(p—1)d, %:$—|—(q—1)d y %:er(r—l)d,dedonde
920 (gt (g )(p— 1)d
(r—»p)

= (r—=plz+(r—p)g—1)d



(p—q)

=(pp-qgz+(p—q)(r—1)d

Sumando estas tres expresiones, se tiene:

(q;T)Jr(ff‘;p) +(p;q) _ 0

amplificando por abc, finalmente

(g —r)bc+ (r—p)ca+ (p—q)ab=0

4. Si b es medioarménico entre a y ¢, demostrar que
1 n 1 1 n 1
b—a b—c a c

Demostracion.

. , . 2ac
b medio armoénicoentre ay ¢ < b=
a

por tanto
C

1 n r 1 n 1 _a+tc n a+c
b—a b—c e _gq 2 glc—a) cla—c)

1 1 1 1
:<a+c)[a(c—a) _c(c—a)]:(a-i_c)%:g *

Q| =

5. Si a, b, cestinen P.H., demostrar que e
a—b a-—c

Demostracion.

Si a, b, cestanen P.H. = estan en P.A. = b(a + ¢) = 2ac sumando

a? ambos miembros se tiene
ba+ bc +a?2=2ac+a’ <= a2 —ac=a®>—ab+ac —bc &
a a—+c

ala —c)=(a+c)(a—b) & e

Y Y

S =
Q|

Q|+

6. Si el termino de lugar m de una P.H.es igual a n y el término de lugar n es
igual a m, demuestre que el término de lugar (m + n) esigual a

Demostracion.

Sean a y d el primer término y la diferencia de la P.A. correspondiente, luego:



1 1 r ..
—y....,n,....men PH. =a,....,—,...,—estinen P.A.entonces
a n m
1
am:a—k(m—l)d:ﬁ (1)
1
an=a+(n—1)dza (2)

. 1
resolviendo (1) y (2) para a y d, obtenemos: a =d = — por tanto,

nm
1 1 m-+n . .
Apin=a+(m+n—-1)d=—+m+n—-1)— = esto implica
nm nm
que parala P.H. setendra b,,., = mn
m+n
7. Si a, b, cestinen P.H., demostrar que
log(a+ ¢) +log(a — 2b+ ¢) = 2log(a — ¢)
Demostracion.
. , 1 11 , 2
Si a,b,cestatnen P.H. = —, —, — esténen P.A. = b = ac
a b’ c a+c
4 4
—2b= — ac S a—2b+c=a-— ac +c &
a—+c a—+c

(a+¢)(a—2b+c) = (a—c)® de donde aplicando logaritmos y sus propiedades

se obtiene
log(a+ ¢) +log(a —2b+ c¢) = 2log(a — ¢)

8. Determine el valor de k paraque k, k+ 6 y k + 8 estén en progresion armonica.

Solucién.
Si kK, k+6 k+8 estinen P.H. = 1 L Lesténen P.A. luego
’ y T TR kG ks 4. 1Ueg
se debe cumplir que —_—— = = — de donde se obtiene
PHr-4 k+6 k k+8 k+6
k= —12

9. Si a,b,c,d estan en progresion armonica entonces a +d > b+ c con a,b,cy d

positivos.

Demostracion.

Si a,b,c,d estanen P.H. = —, estanen P.A. por tanto:

Y Y

[N

SR

ISE N
S| =



1 1 1 1 1 1

—=—+4¢q - =-+2¢ - =-+3q dedonde

b a c a d a

1+1—2+3 —1+1<i>

b ¢ a q_a d

b+c 2+4+3aq a-+d ji_2-|—3aq A 1 2+3ag
bce a ad be  a(b+c) ad  a(a+d)
por otra parte

1 1 1 1 1
_._:(——|—q)<——|—2q>:—2+3g+2q2 (1)
b ¢ a a a a

11 1/1 1 q

.2 =Z(Z430) == 432 2
b a(a+ q) —+3 (2)

L 1 1
de (1) y (2) se puede implicar que e > wd y por tanto

24 3aq 2 4 3aq
>
alb+c¢) = ala+d)

S a+d>b+c

4.7. Ejercicios Resueltos (P.A.,P.G.y P.H.)

1. Lasumade tres nimerosen P.G.es 70, silos extremos son amplificados por 4y
el del medio por 5, la serie estaen P.A..Hallar los nimeros.

Solucion.

Sean a, ar, ar® los tres nimerosen P.G., luego a(l+r+7r*) =70 (1)
tambien nos dicen que 4a, 5ar, 4ar® estinen P.A. =

Sar —4a = 4ar’ —5ar & 2r2 —5r+2=0=>r =2y 1= %, de donde por
(1) obtenemos; a; = 10 y ay =40 luego los nimeros resultan ser:

10, 20, 40 V 40, 20, 10

2. Hallaruna P.A. cuyo primer término es 1, y tal que los términos de lugares 2, 10
y 34 se encuentranen P.G..

Solucion.



De inmediato se tieneque: as =1+d, a;n=14+9d y a3 =1+ 33d
ademas as, a1p, a34 €N PG. = (a10)2 = Q9034 <

(1+9d)>=(1+d)(1+33d) & 484>~ 16d=0=d=0 Vd=1

Asiresultan: 1,1, 1,.... y 1, ,2,.... lasdos P.A. correspondientes.

Y

O~
Wl

3. Demostrar que si 3(a+b), b, 1(b+c) seencuentranen P.H. entonces a, b, c
loestanen P.G..

Demostracion.

1 1 2 1 2
Si - b), b, =(b estinen P.H. = - lo estinen P.A.
2(a+ ) ’2( +e) a+b b b+ec
2 2 1 1 1
luegp - — —— e - =

= = 2N
b a+b b+c b b a+b+b—|—c
ab+ ac +b* +bc =ab+bec +20* < b2 =ac = a, b, c estanen P.G.

4. Si a?, b%, c® estanen P.A., demuestre que b+c, a +c, a+ b estinen P.H..
Demostracion.
Si a?, b?, c?estanen P.A. b’ —ad’?=c>-b? <

(b—a)(b+a) = (c—b)(c+b) & Z;‘CI _ Z;Z o

ctb—a—c atc—b—a <:>(c—l—b)—(a—f—c):(a—kc)—(b—ka)
(b+c)a+c) (a+Db)(a+c) (b+c)(a+c) (a+b)(a+c)
=

1 1 1 1 1 1

- - - g ) )
at+c b+c at+b a+tec b+c a+c a+bd

estanen P.A. =

b+c,a+c,a+bestdnen P.H..

1 1

5 S b—a’ 20" b—c

estan en P.A., demostrar que a, b, c estanen P.G..

Demostracion.

1 1 1 B 1 1 1 1
— estanen P.A. = — — = -— &

Si b—a’ 20" b—c 206 b—a b—c 2b




bob
_bgjbc B bgfic & — b —ab® + cb® + abe = b® + cb® — ab® — abe <

b3 =abc < b2 =ac & a, b, cestanen P.G..

. a—2b , . .
6. Si Z = %, demostrar que a, b, c estanen P.A.si a=d;en P.G.sib=d
— C

y en P.H.si c=d.

Demostracion.

. —b ]

Sia=d :Z =1 a—-b=b—c & a,b, cestanen P.A.
— C

. —b ]

Slb:d:z =%@b2:ac<:>a,b,cestanenP.G.
— C

. —b 1 1 1 1

Si c=d = 2 zg@ac—bCZab—acﬁ———z———@a,b,c
b—c ¢ b a ¢ b

estinen P.H..

7. Si m es el producto de n ndmeros en P.G., psusumay ¢ la suma de sus
reciprocos, demuestre que

Demostracion.

Sean a, ar, ar?, ...., ar"! los n nimerosen P.G., por tanto:
a-ar-art- - - -ar"l=m (1)
at+ar+ar*+ - - +ar"l=p (2)

LS S R )
a ar ar? arn—1 1

n_1 _ 11— 1L
De (2): a- ;=P y de (3)se obtiene: — N — = q de donde resulta
T — al—=

n
dividiendo miembro a miembro £ = 27" ! & (2) — g2 p(n=ln — 2,
q



8. Si los términos de lugares m+1,n+1y r+1deuna P.A. estinen P.G.y
m, nYy restan en P.H. demuestre que el cuociente entre la diferencia d de la

. . . 2
P.A. ysuprimer término «a, esiguala — —.
n

Demostracion.

Por demostrar %z — %, en efecto:
Amy1 = a +md, api1 = a+nd, a1 =a+rd, estanen P.G. =
a + nd a+ rd 1—|—ng 1—|—r% d m+r—2n
e R B e B O
a+md a+nd IL+m$ 1+n® a n? —mr
1 11
por otra parte: m, n,r en PH < —, —, —en P.A. luego
m n r
1 1 1 1 .
c =2 e mt+r=2"" finalmente remplazando en (1), resulta:
n m T n n
d_ 2%—2712 —2n*—mr) 2
a n?>—mr n(n? — mr) n

9. Sea k,(k #0), un nimero dado. Encontrar los nimeros a, b, ¢ sabiendo que a, b,
cestanen P.G.; a, b+ k,cestanen P.A.y a+k, b+ k, c estanen P.G.

Solucion.
Por hipdtesis se tienen:  a,b, c en P.G < b’ =ac (1)
a,b+k,c enP.A <20b+k)=a+c (2)
a+k,b+k cen PG o (b+k)?=cla+k) (3)

de donde resolviendo el sistema formado por (1), (2) y(3) para a, by
obtenemos:

a=Fk, b:k(li\/i) y c:k(siﬁ)

10. Si el medio aritmético entre a y b es el doble que el medio geométrico entre a y
b, demostrar que

a_2+V3 a_2-V3

b 2-/3 b 2+./3




Solucién.

1

§(a—|—b) =2 Vab & (a+b)*=16ab < a® — 14ab + b> =0
2

& (%) —14 (%) + 1 =0 resolviendo esta ecuacion de 2° grado obtenemos:

Nos dicen que:

B

2
% = 714\/5 tomando la raiz positiva, resulta % = <2+ \/§> =

2-\/3

a
analogamente con la raiz negativa — =
b 244/3

2+
9 _

®

11. Si entre dos numeros cualquiera se han interpolado 2 medios aritméticos A;, A ;
dos medios geométricos G, G, y dos medios armonicos H,, H,. Demostrar que:

GiGy A+ A
HH, H +H

Solucién.

Sean a y b los nUmeros cualquiera, entonces:

a, Al,Ag,b estanen P.A. & Al—a:b—AQ ~ A1+A2:a+b (1)
, G, b
a, Gi,Goy,bestanen P.G. & — = — < GGy =ab (2)
a G2
1 1 1 1 1

1
H{,Hybestinhen P.H. & — — — = —
a, 1,412, H1 a b ; Hl H2 .

H1H2 N ab

HitH, _ A+dy Gi1Gy A1+ Ay

W = GiG: H\Hy, H+ H,

; remplazando (1) y (2) en ésta ultima expresion se tiene

4.8. Ejercicios Propuestos

1. Enuna P.A. cuyo primer términoes 4y el deorden n, 34.Si lasuma de los n
primeros términos es 247, determine n y la diferencia d.

Respuesta.



13y

(NIl

. ., 2
2. Sumar 19 términos de la sucesion: §, -, l,
4" 3712
Respuesta.
0
. e 1 39
3. Interpolar 9 medios aritméticos entre 1 y — 1
Respuesta.
S _on b 1w 23 2 3l 35
4’ 4 4’ 4’ 4’ 4’ 4’ 4’ 4

Respuesta.

15\/5

5. Lasumade 4 numeros enteros de una P.A. es 24y su producto es 945. Hallar
los numeros.

Respuesta.
3,57y 0.

6. Encontrar la suma de todos los nimeros entre 14 y 84 inclusive extrayendo los
maltiplos de 3.

Respuesta.
1152

7. Dados tres numeros en P.A. con diferencia d, d € N; se sabe que uno de ellos es
multiplo de d. Demostrar que el producto de ellos es divisible por 6d3.

8 Si a,b,cestanen P.A.y f(z)=px+qgenque f:R — R esuna funcion
con p # 0. Demuestre que f(a), f(b), f(c) tambiénestanen P.A..

9. En la ecuacion ' — (3m+4)z®+ (m+1)> =0 determinar m tal que sus
raices esténen P.A..

Respuesta.

m = 2.



10. Si la suma de m términos de una P.A. es igual a la suma de los siguientes n
términos y también a la suma de los siguientes p términos, entonces demostrar que:

(m +n) 1 1 (m + p) 1 1
m+n)|———|=(m — = =
m p P m n
11. La suma de cinco términos en una P.A.es 20y el producto entre el mayor y el
menor es — 20. ¢Cuales son los términos?
Respuesta.
—2,1,4,7,10 o bien 10, 7, 4,1, — 2.

12. Demuestre que la suma de un namero impar de términos consecutivos de un P.A.
es igual al término central multiplicado por el nimero de términos.

n
13. Unasucesion ay,as, ... ,a, satisface laigualdad " a; = 3n® + 2n. Demuestre
k=1

que la sucesion es una progresion aritmética y encuentre una expresion para a, en
términos de n Unicamente.

Respuesta.
a, =6n—1

14. Sienuna P.A. lasuma de los m primeros términos es igual a la suma de los n
primeros términos, demostrar que la suma de los (m + n) términos es nula.

15. En un tridngulo rectangulo los lados estan en P.A.. Demostrar que la diferencia de
la progresion es igual al radio de la circunferencia inscrita al triangulo.

16. La suma de tres nimeros en P.A.es 9y la suma de sus reciprocos es nula.
Determine la suma de los 20 primeros términos de esta P.A..

Respuesta.

30(2 + 17\/5)

17. Una persona contrae una deuda que debe pagar en tres afios en cuotas mensuales
que se incrementan cada més en una cantidad fija. Si al término de las dos primeros
afios la persona ha pagado la mitad de la deuda y la primera cuota del tercer afio es
de $122000. Determine el total que la persona paga al final de los tres afios.

Respuesta.

3.456.000



18. Enuna P.G. de 5 términos, la razon es la cuarta parte del primer término y la
suma de los dos primeros términos es 24. Hallar tales términos.

Respuesta.

8, 16, 32,64, 128 obien — 12, 36 — 108,324, — 972.

. o 7
19. Interpolar 6 medios geométricos entre 14 y — 61
Respuesta.
g LT 1T
27 4’8 167 32

20. La suma de los primeros b5 términos de una P.G.es 422,y la suma de los
términos segundo al sexto es 633. determine la P.G..

Respuesta.
32,48,72,108, 162

21. Dividir el nmero 221 en tres partes que formen una P.G.de modo que el tercer
namero sobrepase al primero 136.

Respuesta.
17, 51, 153.

22.Si a,b,cestn en P.G.y f(z)=e"en que f:R— R es una funcion.
Demuestre que f(a), f(b), f(c) tambiénestanen P.G..

23. Lasuma de k numeros de una P.G . de razon 2 es 1533 y el dltimo término es
768. Determine los &k nimeros y luego calcule la suma de 10 primeros términos de
la P.GG..

Respuesta.
k= 9, a; = 3, SlO = 3069.

24. Si cada término de una P.G.se resta del término siguiente, demostrar que las
diferencias sucesivas forman otra P.G. con la misma razon que la primera P.G.

25.Si a; =0,as=1,..., a, = 3(ay_1 — a,_2); demuestre que
n—1
an=301-(-3)"1
26. Demostrar que, si:

2uu = a+ b, 2uy =b+ uy, 2uz = uy + us, . ...



entonces 3u, =a[l — (—3)" 1+ b2+ (— 1)

27. Si S es la suma de n nimeros en progresion geométricay S’es la suma de los
reciprocos de dichos nimeros, entonces S : .S’ es el producto del primer nimero

por el ultimo.
28. Si S1,5,..., .S, son las sumas de las series geometricas de primeros términos 1,
H 1 1 1 H
2, ...,p respectivamente y de razones s, 3,..., -1 respectivamente, demuestre
que:

Si+ 4.+ S, =1pp+1)

29. Si H es el medio armonico entre a y b, demostrar que
1 1 1 1

T H_b ot

30. Si a, b, c estinen P.H. demuestre Z =
— C

ol e

31. Encuentre la suma de n términos de la sucesion

a’? + 2a, a* + 4a, a® + 6a, a® + 8a, .. ..

Respuesta.
2n
—1
a® (;2_1 +n(n+1)a

32. Un quimico tiene un pricipitado compuesto de 1 gramo de una sustancia 'y 1 gramo
de impureza. En cada lavado el logra reducir las impurezas en la mitad. ;Cuantos
lavados son necesarios para que la impureza sea menor que 0.0001 gr.

Respuesta.
14 lavados.

33. Una P.G.y una P.H.tienen iguales los téerminos de lugares m, n, r no
consecutivos que son a, b 'y c. Probar que

a(b—c)loga+b(c—a)logh+ c(a—b)loge =0
34. Demostrar que el medio armonico entre el medio aritmético y el medio geométrico
de ay bes:
2(a+0b)
ay1/4 1/4
[(5) "+ (@)

a

35.Si a,b,cestan en P.H., demuestre que 3(2a —b), $b, 3(2c —b) estan en
P.G.



36. Determinar para que valores de x es posible calcular el valor de la serie geométrica
y calcule el valor de la serie.

1 1
Ittt

Respuesta.
r< —-2Vz>0, 1+1

37. Calcular la suma de n términos, de:
a) S,=1+4x+92%+ 162>+ - - - -
b) S, =2+8c+ 182>+ 372>+ - - - -

Respuesta.

b 14[1-22)" 81— (32)"
A R T

38. En un cuadrado de lado a se inscribe otro cuadrado cuyos vértices dividen los
lados del primer cuadrado en la razén 1 : 2. En el segundo cuadrado se inscribe un
tercer cuadrado que divide a los lados del anterior en la misma razon y asi
sucesivamente. Encontrar la suma de los perimetros y &reas de n de estos
cuadrados, cuales son estas sumas si n — oo.

Respuesta.

i 8Sin—o00 = P =
1— %2 3 —

1- (“Tg)n 124
5

=

9 5\" . 9

A:Za2[1— (§> ]; sin — o0 :>A:Za2

39. Si [S], eslasumade k términos de una P.A.en que r es el primer término y
(2r — 1) es su diferencia, demuestre que

S 18], = L kn(kn + 1)

r=1

40. En un tridngulo equilatero de lado « se unen los puntos medios de sus lados y se
forma un tridngulo equilatero. En este segundo triangulo se repite el procedimiento
y asi, sucesivamente. Calcule la suma de los perimetros de todos los triangulos
equilateros asi obtenidos y ademas la suma de sus areas.

Respuesta.



P =6a; A= %V/§a2

41. Tres numeros estan en P.G., si el segundo se aumenta en 8 los numeros quedan
en P.A., pero si en ésta Ultima el tercer término se aumenta en 64 la progresion
vuelve a ser geométrica. Encontrar los nimeros.

Respuesta.

4 20 100
4,12y 36 obien -, — —, —
12y 9 9 9

42. Una progresion aritmética y otra progresion geométrica de 3 términos cada una
tienen el mismo primer término 4 y también el 2° término es el mismo, pero

} .. 25 , .
desconocido. El tercer término de la P.G.es 6 del tercer téermino de la P.A..
Determinar las progresiones.

Respuesta.

5 5 25
P.A.: 410,16 y 4, -, 1. P.G.:4,10,25 y 4, =, —
Y 07 6 y Y 27 G Y O’ 5 y Y 27 16

43. En una circunferencia de radio r se inscribe un cuadrado. En este cuadrado se
inscribe una circunferencia, en esta se inscribe otro cuadrado y asi sucesivamente.
Calcule:

La suma de las areas y perimetros de todos los cuadrados y circulos asi formados.
Respuesta.

4mr 8r
Cuadrados: A =4r? P =
2—/2 V2-1

44. Si a,b,c estan en progresion aritmética y a, b, d estan en progresion armonica,
demuestre que:

Circulos: A =27r?; P =

b

Cc
a

y ]

45. Dadas las sumas de infinitos términos, con |r| > 1 :

1—ﬂ%—2+

a a
S=a+ -+ 5+
r T
b b
P:b———|—_2_.
r T
C C

SP
Demuestre que 6 _—



46. Calcule la suma de n términos:
a) 1+3z+622+1023+ - - - - -
D) (1+1)°+(1+5) "+ 1+ -
) 2n—35)+Gn+1+3)+Bn+2—5%)+ - -

Respuesta.
1 1—2" 1 1
a - 3 n - 1 n+1
) (1_$)2[ . 2n(n+ ) +2n(n+ )"
n_1 2n_1
b) n4 — >

(x =Dz (22 — 1)z
) in?Bn+1)+in(n—1)+2[(-3)"—1]

47. Un empresario contrata un obrero con un sueldo mensual de $150000 vy le ofrece
dos alternativas de aumento para el futuro.

a) Un aumento variable anual, equivalente al 10% del sueldo del afio
inmediatamente anterior; y

b) Un aumento fijo anual, equivalente al 20% del sueldo inicial de contratacion.

El obrero eligio la segunda alternativa, critique su eleccion 10 afios despues.
Respuesta.

Perdio.

48. Un campesino vendio al primero de sus compradores la mitad de sus manzanas mas

la mitad de una manzana, al segundo, la mitad de las restantes mas 1 manzana, al
tercero, la mitad de las que quedaron mas % manzana, Yy asi sucesivamente. El
décimo comprador adquirié también la mitad de las manzanas restantes mas 1

2
manzana, agotando con ello la mercaderia. ¢ Cuantas manzanas tenia el campesino?
Respuesta.

1023

- o0 1 k—1 n 1
49. Si S; = ZJ(H—J ; j=1,2,...,n demuestre que » Sy = nn +3)
s =1

50. Sienuna P.G.de tres términos, se le suma 11 al primer término y se resta 56 al
tercero resulta una P.A. y si en esta Ultima se le suma 1 al tercer término resulta
nuevamente una P.G..Determinar los términos de cada una de estas tres
progresiones.

Respuesta.



.5 35 245 49 35 21 49 35 25
5,20,80; 16,20,24; 16,2025 o bien 1 D 111

51. Sea una progresion aritmética con un namero par de términos. La suma de los
términos que ocupan lugares impares es 161 y la suma de los términos que ocupan
lugares pares es 168. Ademas el ultimo término de la progresion excede al primero

27 . : : , _—
en 5 Determine la diferencia d y el namero de términos.

Respuesta.
1
d=—-,n=14
2

52. Si I,m,n estan en P.G.y los términos de lugares [,m,n de una P.A.se
encuentran en P.H ., demuestre que:
an, m—mn

a
am l—m d mt

donde a, es el término de orden n de la P.A., a su primer término y d su
diferencia constante.

53. Un criador de caballos vende un caballo en $3.000.000. Un potencial comprador
encuentra que el precio es excesivo, por lo cual el granjero le hace la siguiente
proposicion: el caballo tiene 7 clavos por cada pata y Ud. debe pagarme $20 por el
primer clavo, $30 por el segundo clavo, $45 por el tercero, $67,5 por el cuarto y asi
sucesivamente hasta completar el ultimo clavo. Si el comprador acepta esta
proposicion, ¢gana o pierde en el negocio?; Cuanto?.

Respuesta.
Pierde, $408867.72

54. Una deuda de $840.000 se paga en 21 meses con un reajuste mensual constante de
$a. Si después de pagar las 15 primeras cuotas queda una deuda todavia de $
307.500. Determine el valor de la ultima cuota.

Respuesta.
55000.

55. La suma de tres nimeros en P.A. es 39, si los nUmeros extremos se disminuyen
en 3y el del medio se disminuye en 7 los nimeros quedan en P.G.. Determine
los nUmeros que se encuentranen P.A..

Respuesta.

5,13, 21 obien 21, 13y 5.



56. Una persona tiene un plan de ahorro mensual, mediante el cual el primer mes ahorra
$A y cada mes ahorra el 2% mas que lo ahorrado el mes anterior.

a) Exprese entérminosde £y A el ahorro correspondiente al k-ésimo mes.
b) Calcule el monto total ahorrado al cabo de % meses.

Respuesta.
a) A(1.02)"' b) 504[(1.02)" —1]

1 9 13 17 . 4 A ’ A H
57. Dadala P.A. 7, 55, 55> 59, © - -+ ¢Cual es el maximo numero de términos que es

posible sumar sin que la suma supere 20007.
Respuesta.
140

58.La suma de los 2n primeros términos de una P.G.,cuyo primer términoes a y la

razon es r, es igual a la suma de los n primeros términos de otra progresion
geométrica cuyo primer término es b y la razén r2. Demuestre que b es igual a la
suma de los dos primeros términos de la primera P.G..

59. Exprese en forma de fraccion los siguientes nimeros

a) 2.351835183518... b) 0.34279279279 ...
Respuesta.
23516 761
Q) ——— b) ——
) 9999 )2220

60. Si Si eslasumade los k£ primeros términos de una P.G., demuestre que:
Sn (S3n — S2n) = (S2n — Sn)?
61. Si Sy =1+7+r%+ ... (ppar)y
S,=1+7rP4rP 4 ... y 5}’):1_7~p+r2p_ .....

Demuestre S, + S, = Si
2






