Pauta Prueba 1 de Matematicas 2

Programa de Bachillerato. Universidad de Chile.
Martes 28 de Diciembre, 2010.

Tiempo: 120 minutos.

Nombre:
1. Sea f:1]0,2] — R definida por

| sen(mx) si0<z<1
f(x)—{ 22422 -1 sil<a<2

Considere la particién P del intervalo [0, 2],
113 537
P = {07 17 57 17 17 17 57 172}
(a) Calcule S(f, P)y s(f,P).

Solucién:

Notar que

113537 2k k
P = - =, —-1,-, =, -2y =<tr=—=-:k=0,1,2,3,4
{074’2747 7472’47 } {k 8 4 07 Y ’37 7576’778}

Entonces

k=1 k=1
8 |3
s(f, P) = ka(tk —lk-1) = szk
k=1 k=1



8
.....

)
g
)
= =S g aw i @S o8
o _ _ | _ _ _

Il I Il I I Il
ﬂ_ — — — — — —
_1|__n74 _ _ | _ _ _ _I_A
o Y N Y N R
SR ~ f_Q f_Q o< oI MmN ;e =<t =<t
° f_2 f_Q N - e L " —
= — — I N o ™ N ™ N _
g | ! e~ + o+ 4+ o+ 5
o N O /N /N W_A_.. W_A_.. (e T L~ - S - T R~ N
= W_A. I Sl e\ W_4 S | I N N N — X
S ~— (((\}\)5_4 W< MIAN M| -t -
—~ __ » __ __ __ __ I % I I Il I I Il _
_Ma_)__\l/))))__ I~~~ — —~ ——~ |

— | <t SN = AN N[ NI OFHF O NN NN D~ <t D~
(O(((((ll((((((nﬁ
“ == S— S— S— SUG g vag - S = S - =

-
5 I I Il I I Il I I Il I Il I I Il Il

= £ £ 5 £ 5 £ £ 5 £ =5 § = £



Por tanto

—_
[o.d]

s(f,P) = —ka

k_

(e () () () )
8v2 — 15
32

W

(b) Demuestre que f es integrable en [0,2] y encuentre el valor de

i f(2)dz

Solucién:

Notar que f es una funcién continua en [0, 2], de hecho basta ver la
continuidad en x = 1. En efecto vemos que

lim f(z) = lim sen(mz) = sen(mw) =0

r—1~ r—1—

lm f(r) = lim —2® +2r —1=—(1)>+2(1) =1 =0

z—1+ z—1+
entonces luri flz)=0= f(1).
Como f es una funcién continua en [0, 2], f es integrable en [0, 2].
Por la definicién de f y usando propiedades de la integral, vemos que

/02 f(x)dr = /01 f(x)dx+/12 f(z)dx = /01 sen(nx)dm+/12(—:1:2+2x—1)dx



donde

/01 sen(rx)dr = — /0” sen(u)du = l(—cos(u)|g) _ %

2 2 2 43 1
/ (—2*4+-22—1)dx = —/ (x—1)dx = —/ wldu = — <_ 1) - =
1 1 0 3 3

Por tanto )
2 1 6—m
d = —_— = = =
/Of(:v):v T 3 3T

(c) Considere la regién del plano R acotada por el grafico de f, el eje
x y la recta x = 2. Calcule el area de la regién R.

Solucién:

Notar que f(z) > 0 para todo = € [0,1] y f(z) < 0 para todo x € [1, 2]
entonces el drea de la regién R estd determinada por

A(R):/Olf(x)da:+/12—f(:c)d:c:/Olf(a:)dx—/12f(;z:)dq:

Por la parte (b), se tiene que

. Resuelva los siguientes ejercicios.

(a) Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y sea F' una an-
tiderivada o primitiva de f. Demuestre que

b
/ (cos(x)f(x) — sen(z)F(x))dx = cos(b)F(b) — cos(a)F(a)

Solucién:

Como F' es una primitiva de f, se tiene que F’ = f. Ahora notamos
que

(cos(z)F(x)) = —sen(z)F(x)+cos(z)F'(x) = cos(x) f(x)—sen(x)F(z)



Es decir, G(z) = cos(x)F(x) es una primitiva de la funcién continua
g(x) = cos(x) f(x) — sen(z)F(x) en [a,b]. Por tanto

/abg(:c)d:c = /ab(Cos(:C)f(ﬂf)_56”(x>F(x))dx

= Gl
= cos(x)F(z)|
= cos(b)F(b) — cos(a)F(a)

(b) Calcule
/4 (Vr+1?
VT

Solucidn:

Sea u = y/z + 1 entonces du = ﬁdw. Luego

4 1 2 3 3
T/ ) 5= 3

(c) Encuentre la familia de primitivas

/xcosQ(:L’)dx

(Ayuda: Considere la identidad cos?(z) = H%Sm))

Solucién:

Notar que
/a:cosQ(x)dx = /:vcosz(:x)da:
_ /x (1 +cos(2:v)> i
2
1
= 5 (/ xdx+/xcos(2x)dx)
1 [ 2?
= 3 (5 +c + /chos(Qx)dx)



sen(2x)

5 luego

Sea u =z y dv = cos(2x) entonces du = dxr 'y v =

/xCOS(Qx)dx _ rsen(2z) / sen(2z) . xsen(2x) N cos(2x) e,
Por tanto
1 [2? xsen(2x)  cos(2x)
2 pu— — JE—
/xcos (z)de = 2(2 ta+t—F—+——+o
B 72 N xsen(2x) N cos(2x) N
= 5 . - c

. Considere la ecuacién 5x% + 10z — y? + 4y = 24.

(a) Demuestre que esta ecuacién representa una hipérbola. Indique
cuales son sus vertices, focos y centro.

Solucién:

Para probar que la ecuacion representa una hipérbola es necesario com-
pletar cuadrado

522 4+ 100 —y* +4y = 24
5(x? +2z) — (v* —4y) = 24
52420 +1-1)— (> —dy+4—4) = 24
5z +1)2—5—-(y—2>+4 = 24
(r+1)? (y—2)°
5 25

=1

Luego por la forma de la ecuacién obtenemos que es una hipérbola.
Su centro es (—1,2). Sus vertices son (—1 —+/5,2) y (—1 ++/5,2).
Sus focos son (—1 —+/30,2) y (=1 + v/30,2).

(b) Calcule las asintotas de esta hipérbola. jExiste otra hipérbola que
tenga las mismas asintotas?. Si su respuesta es afirmativa encuentre la
ecuacion que representa esta hipérbola.

Solucién:



Las asintotas de esta hipérbola tienen ecuaciones
Ly:y—2=+5(+1)

Ly:y—2=—V5(z+1)

Estas ecuaciones vienen dadas por el hecho que son traslaciones de las
rectas que pasan por el origen que tienen pendiente ig, donde en este
casob:5ya:\/5.
Podemos notar que la siguiente ecuacién tambien representa una hiper-
bola:

(y=2° (@+1°

25 5

La diferencia es que para esta hipérbola sus vertices son (—1,—3) y
(—1,7). Es claro que esta hiperbola también tiene como asintotas las
rectas Ly y Ls.




