Ayudante Ignacio Trujillo Silva Universidad de Chile

Guia Conicas

Ejercicios Resueltos de Parabolas, Elipses y Hiperbolas

1.

0 o - » " s
JEs Az + By® = C, con A, B, €' nimeros positivos, la ecuacion de una
elipse?

Solucién:
Las elipses tienen la siguiente forma,

_ 2 _ 2
(=K G —h?_

a? b2 1

Si, consideramos el caso en que estan centradas en cero, deberia tener la siguiente forma.

Por lo tanto, para probar que Ax? + By? = C es una elipse, la debemos dejar de la forma
anterior.

Como C > 0, podemos dividir por él.

Ax* By? _

1
C+C

Luego, como A, B > 0, podemos reescribir la ecuacion anteior.

Luego, es una elipse.
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Dados dos puntos P y () describa el conjunto de puntos X tales que la
distancia de P a X es 1gual a la distancia de X a @).

Solucion:

Definimos:
P = (px'py)
Q = (9 ay)
X=(y)

La distancia entre P y X es igual a,

d(P,X) = J(x —p)?+ (v - py)z

Y la distancia entre Qy X es igual a,

2
d(Q.X) = J(x - )%+ (y—ay)
Del enunciado, igualamos las distancias.
d(P,X) =d(Q,X)

Elevamos al cuadrado para simplificar,

J(x —p)2+(y-p,) = \/(x 0+ (y—q,)"

x—g)?+(y-q,)

-p)*+(y—py)°
x? = 2xpy + 3 +y% = 2yp, + 5 = x* = 2xqy + 4% + y* — 2yqy + q;
Simplificando,
—2xpy +P% — 2Py + Py = —2xqx + q5 — 2yqy +
pz +y(=2py +2qy) + s = x(=2qx + 2p,) + q% + q3
y(=2py +2qy) = x(=2qx + 2p,) + 4% + 5 — PF — D5

_ (=2q,+2py)  qitaq;—pi—py
y=Xx
(—2py + 2q,) (—2py +2q,)
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(Px — qx) Gz + a3 — i — vy

y=Xx +
(qy - py) (2% - Zpy)
Luego,
_ (px - Qx)
(qy - py)

4Gzt 9 -pi-py
(2ay — 2py)

y=mx+n

Es decir, acabamos de concluir que el espacio geométrico que cumple con esta particularidad es
una recta.

3.
Encuentre la ecuacién de la elipse que tiene por focos a Fi = (2,1) ¥

F5 = (3.1). v el semieje mayor mide 6. Grafique la elipse.

Solucidn:
La ecuacién de la elipse es de la forma siguiente,

ERAY; EEAY)
(k2 = h? _

a2 b2 1
El punto medio de los focos es el centro de la elipse.
Fi =21
F, =(3,1)
Definimos a PM como el punto medio entre dos puntos,

PM(F,, F,) = (;, 1)

Luego, como el punto medio es el centro de la elipse.

PMGLB%zGJ)z@k)

Cuando la elipse es horizontal, se cumple la siguiente relacién.



Ayudante Ignacio Trujillo Silva Universidad de Chile

a? = b? + ¢?

“c” es la distancia desde los focos al centro de la elipse, que en este caso es 0,5. Al ser la elipse

oun

horizontal, el semieje mayor es “a”.

62 = b% +(0,5)?

35,75 = b?
Luego, volviendo a la ecuacién general.
5\ 2
(x-3) Lo-v*_,
36 35,75

Encuentre la ecuacion de la pardbola de foco (3, 1) v directriz z+1 = 0.

Solucioén:

La pardbola se define, como “todos los puntos tal que su distancia al foco es igual que su distancia
a la directriz”.

F=(31)

Directriz, x=-1

Foco: (3,1)
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Definimos:
F=(31)
D=(-1y)
X=xy)

La distanciade Fa X,

d(F,X) =(x—3)2+ (y —1)2

Y la distancia entre X y la directriz,

d(X,D) =/(x + 1)? + (y — y)?
Del enunciado, igualamos las distancias.
d(F,X) =d(X,D)

Elevamos al cuadrado para simplificar,

JaE =32+ -1 =y +1)2+ (y—)?

(x—=3)2+(y—1)?%=(x+1)?

x2—6x+9+(y—-12=x2+2x+1

—6x+9+(y—1%=2x+1
(y—1)?2=8x—8
-D?=8(x-1)
y—-1)%?=4-2(x—-1)

Parabola Horizontal:
(v —k)? = 4p(x — h)

(h, k) = vertice de la parabola

p = distancia desde foco a vertice

Universidad de Chile
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Grafique el conjunto de puntos P cuya distancia al eje ¥ es cuatro
veces su distancia al punto (5, 0)

Solucidn:
y
P: (x,y)
D: (Oy)@-----2%-—--C <’
~ D2
s
Punto F: (5,0)
Definimos:
F = (5,0)
D =(0,y)
X =y

La distanciade Fa X,

d(F,X) =/(x —5)%+ (y — 0)2

Y la distanciadeXaD,

d(X,D) =/(x = 0)* + (y — y)?
Del enunciado,
4d(F,X) =d(X,D)

Elevamos al cuadrado para simplificar,

4/(x =52+ —02=/(x-0)%+ (y—y)?
16(x — 5)? + 16y?% = x?

16x% — 160x + 16 - 25 + 16y? = x?
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15x2 — 160x + 16 - 25 + 16y% =0

15(x2 —@x)+16-25+16y2 =0
15

15((x-22) - (29)) + 1625+ 1657 = 0
*715) "\15 Y=

15( 80)2 15(80>2+16 254+ 16y%2 =0
* 715 15 Y=

2

80\? 80
15(x——) +16y2=15<—) —16-25

15 15
2

(- 1) N y* _

2 2
15(%) ~16-25 15(%) ~16-25
15 16
2
(x‘%) y? _
802 " 80\? 7=
J15(ﬁ) — 1625 \/15(E) —16-25
15 16

Es decir, el conjunto solucidon es una elipse.
Ahora usted grafique!

6.

Dado un punto P y una recta L describa el conjunto de puntos X tales

que d(P,X) = 1d(P, L).
Solucién:

Es slper engorroso, pero no es dificil. Tienen que ocupar el mismo procedimiento que ocupamos
para los demas.
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Encuentre el area de una elipse de semieje mayor a y semiejemenor b.

Solucidn:

Una elipse de semi eje mayor “a” y semi eje menor “b”, es de la siguiente forma.

x2 y2
2T =1

Despejando “y”,

=0 i-C)

Para calcular el area bajo la curva, debemos integrar desde “-a” hasta “a”. Esto nos dara el area de
la mitad superior de la elipse, al multiplicar integral por dos, obtendremos el area pedida.

a a x2
Zf_aydx=2f_ab /1—(5) dx
a a xZ
Zj_aydx=4bj0 ’1—(5) dx

X
— =sen(6)
a
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dx = acos(6)do
six=0 = 0=sen(9) = 6=0

a
six=a > E:sen(@) = 0 =—

N

=4b J‘f\/l — (sen(x))? acos(6)do
0

z
= 4abf cos?(0) d6
0

% 1 + cos (26)
s [ (L2 4
0 2

i
= 2ab fz(l + cos (26)) d6
0

T[
sen (26)\2
= 2ab (x +—>
2 o
= 2ab=

area elipse = abm

Sean a y b nimeros positivos fijos. Considere el conjunto
E = {(acos(t), bsen(t))/ t € [0,27)}.
;Qué conjunto describe E7
Solucién:
Sabemos que,
2 2 —
cos“(x) +sen“(x) =1

Luego, multiplicando por 1.

42 2
a—zcosz(x) + b—zsenz(x) =1

Universidad de Chile
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(a- cos (x))? N (b-sen (x))*

a? b2 1

Esto implica que el conjunto E, describe una elipse.

9.
;Cual es la ecuacién de la recta tangente a la elipse br® + ay® = a®h®
en el punto (xg, yo)?
Solucidn:
La ecuacién de la recta se puede representar por la siguiente formula.
z—yo = m(x — xo)

Donde “m” es la pendiente de la recta tangente, que también es la definicién de la derivada en
(x0,y0).

m = y'(xo)

Encontremos entonces la derivada,
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si ¥y(x%9) =20

si y(xg) <0

si y(x9) =y0 =0

si y(xo) =¥ <0

12.
;. Cual es la ecuacidn de la recta tangente a la hipérbola bx? —ay® = a’b®
en el punto (xg, yg)?
Solucién:
La ecuacién de la recta se puede representar por la siguiente formula.
z—yo = m(x — xo)

Donde “m” es la pendiente de la recta tangente, que también es la definicién de la derivada en
(x0,y0).

I |
m = y'(xg
Encontremos entonces la derivada,

bx? — ay? = a%b?

ay? = bx? — a%b?
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2bx
’ _ - a
') T2 [px2 = q2p2
a
, _ . bx
y () _E bx2 — a2h?
a
bx,
y' (%) == 7 252
Xo“ —a
a
1 b
m=+-— all
@ |bxy” — a?b?
a
1 bx
= d si y(xg) =0
@ |bxy? — a?bh?
_ a
m = 1 bx, ,
—— = si y(xg) <0
@ |bx,° —a?b?
a
z—yo = m(x — xq)
( 1 bx ]
Yo +—2—0(x—x0) si y(x9) =yo =0
a fbxo — a2p?
_ a
Z= 1 bx, _
}’o——z—(x—xo) si y(x9) =y0 <0
a [px,* — a?b?
\ a

13.

La maxima distancia de la tierra al sol es 94, 56 millones de millas y su
distancia minima es 91, 45 millones de millas. ;Cuanto mide el semieje
mayor v menor’

Solucidn:

El sol es un foco y la tierra gira alrededor del sol con un movimiento eliptico.

a = semieje mayor
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b = semieje menor
¢ = distancia desde foco al centro de la elipse
a+c=94,56
a—c=9145
Sumando,
2a = 91,45 + 94,56

91,45+ 94,56
=

a

a =93
c=9456—a
c=1,56
Cuando la elipse es horizontal, se cumple la siguiente relacion.
a? = b% + ¢?

“c” es la distancia desde los focos al centro de la elipse, que en este caso es 1,56. Al ser la elipse

“_n

horizontal, el semieje mayor es “a”.

932 = h2 + (1,56)2
92,99 = b2

Luego, volviendo a la ecuacion general.

xZ 2
AR A
93" 92,99
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14.

Grafique los siguientes conjuntos, describiendo focos, semiejes mayores
v menores, directrices, vértices, asintotas, ete:

a) {(z,y) eR*/ x> —y*> =0}

b) {(x,y) € R?/ 42% + 49> = 1}

c) {(x,y) € R?/ 162* — 9y? = 144}

d) {(z,y) € R?/ 42% + 0y® = —1}

e) {(x,y) € R?/ 4oz + 4y° =1}

) {(z,y) € R/ 322 + 6z + 42 + 6y = 10}

g) {(z.y) € B?/ 522 — 20z — 24 + 4y = 18}
Solucidn:
a)

x2—y2=0
=y2

b)

4x% +4y2 =1

12
2,02 _ (2
Xty (2)
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c)
16x%2 — 9y? = 144
xZ y2
14
6 9
x2 y2
22 gl
(7)) )
x2 2
XY
32 42
i1
6
5
la
3
2
L
1ﬂ_-_9_-_a_-_7_:ﬁ_-_‘i_-j7-j_:2_:l_n_1_ 4 5 6 7 8 9 10
L1
, \
3
La
RS
L6
d)

4x% +9y% = -1

4x%2 >0
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9y2 >0
Sumado ecuaciones anteriores,
4x2 +9y2 >0

Entonces, como podria
4x% +9y2 = -1

Contradiccion, el espacio solucién es vacio.

f)
3x2+6x+y%+ 6y =10
3(x2+2x)+y%+ 6y =10
3((x+1)?-1)+(y+3)2-9=10
3(x+ 12+ (y+3)2=22
x+1)2 + 3)?
( )2 +(y )2 —1
2\ (V22)
3
-5 -4 L3 -2 -1 1\1 2 3
51
-2
-
g)

5x%2 —20x — 2y? + 4y = 18

5(x2—4x) —2(y*—-2y) =18
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5(x—22-4)-2(y-1D*-1) =18
5(x—2)2—-20—2(y—1)2+2 =18

5(x—2)2-2(y—1)2=36

x-2? (@y-1?
36 36
5 7

=1

@-2? -1 _

< ﬁ)z (Vi8)’

1

5

L1

L2

=5




