Segunda Prueba de Matematicas II. Programa de Bachillerato 1

Nombre: Curso:

1. El criterio de la integral dice que si f : [2,00) — R es positiva, decre-
ciente e integrable en [2,R], VR > 2 y si a, = f(n), Yn € N;n > 2

oo o
entonces la integral / f(x)dx converge si y solo si Zan converge.
2 n=2
Cosidera f y a, como arriba y resuelve los siguientes problemas:

[e'e) [e.e]
a) Demuestra que si / f(z)de = Ly Zan = M, entonces se
2 n=2
cumple que

M-—f2)<L<M

Por la decrecencia de f se tiene que
n+1
far )< [ fa)de < 1)

n

Por lo tanto

n+1
Por lo tanto la sucesién / f(x)dx estd acotada superiormente
1

por M, por lo tanto / f(z)dx < M.
1

Por otra parte

n n+1 00
kZQf(kJrl) §/2 f(z)dx g/l f(x)dx

n
Luego la sucecion Z f(k+1) estd acotada superiormente por L

k=2
luego

d fk+1)<L
k=2
es decir

M-f2)<L 1
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1
b) Muestra que la serie Z converge.
nlog?(n
n=2
La funcién f : [2,00) — R definida por f(z) = es posi-

xlog?(z)

tiva, pues z y log?(z) lo son en [2,00). Ademés f es diferenciable,
por lo tanto continua y por lo tanto integrable en [2, R],VR > 2.

Ademas
log?(x) + log ()
22 log*(z)

Por lo tanto f es decreciente.

)=~

<0,V >2

Ademas el valor de la integral

1

1 1 1
d = l’ z d = 1’ -
fo s = i [ e = i e

Por el criterio de la integral la serie Z ————— converge.
nlog?(n)
Usa a) y b) para mostrar que
1 1
< +
10g Z nlog log( ) 2log?(2)

Solucion:

Por a) y por b) se tiene que
oo o

1 1 1 1
— < <
2 o 21og®(2) ~ log(2) ; ’

= nlog (n) —; nlog (n)

Luego:

1 1
<
log Z nlog 210g (2) N log(2)

 log(2)
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2. Considera la sucesién definida por recurrencia por a; = V5 y
Gn+1 = V4an +5

a) Demuestra que (a,) es acotada superiormente por 5.

Notar que la funcién f : [0,00) — R definida por f(z) = /= es
creciente. Por lo tanto si 0 < a < b entonces y/a < Vb

Entonces como 5 < 25 se tiene que a; = v/5 < 5. Si suponemos
a, < 5 entonces
4a,, < 20
4a, + 5 < 25
Vida, +5 <5
An+1 < D

Entonces por induccién hemos demostrado que (ay) es acotada
superiormente por 5. W

Demuestra que (a,,) es creciente.

Como 5+ v/5 > 5, se tiene que v 5 + V5 > /5. Es decir ag > a1

Si suponemos a, < an+1 entonces

4day, < 4an41
dap +5 < 4api1+5
Viay, +5 < \/4an+1+5

an+1 < Ap+2

Entonces por induccién hemos demostrado que (a,) es creciente

Usa a) y b) para justificar que la sucesién converge y encuentra
el valor del limite.

Solucion:

Como toda sucesion creciente y acotada es convergente, entonces
por a) y por b) se tiene que la sucesién definida como arriba con-
verge. Ademads como (ay,) es creciente, se tiene que a; < a,, Vn €
N y por a) se tiene que
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\/ggan§5Vn€N

entonces si lima,, = L, se tiene que L € [v/5, 5], ademds L satis-
face la relacion

L=vA4L+5
L?=4L+5
I? 4L -5=0
(L=5)(L+1)=0
Como L+ 1 >0 se tiene que L=5. N
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3. Miscelanea (Elija 2 de 3)

a)

Aproxima sin(1) por un niimero racional con un error menor que
1072

El error de Taylor de la funcién seno de orden 2n + 1 centrado en
0 y evaluado en 1 es:

sin2"+2(§)
Eony1 = \mh con§ € (0,1)
Como |sin?"*2(¢)| = |sin(€)| < 1 se tiene que:
E < 1
Si n = 3 se tiene que:
1 1
Fr<—=——<1073,
7= 81 40320
Luego
1 1 1 1
ETRETR

es un numero racional que aproxima a sin(1) con un error menor
que 1073, W

Encuentra la serie de Taylor centrada en cero de
f(z) = log(1 + 22).

Indica el intervalo de convergencia.
Solucién:

Sabemos que

1 o0
= Zx”7 z e (—-1,1)
1—=x o
Por lo tanto:
1 (@) oo
D B e B e
n=0 n=0

Integrando término a término se tiene que:
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Paro si evaluamos la suma anterior en £ = 1 se obtiene la serie
de niimeros:

n=0

que es convergente, pues es la serie alternada de 7 que es

positiva, decreciente y converge a cero. Por lo tanto:
o0

(1)
log(1 =
gl+a) =3 3

n
n=0

3

2"z e (—1,1]

Evaluando en 22 se tiene:

o (D"
log(1 + 2?) = Z —
gt

I2n+2’ .,L,2 c (_1’ 1]

Pero 22 € (—1,1] & 22 € [0,1] & z € [-1, 1], entonces

log(1 + 2?) = Z (n_—|1—>:

n=0

2?2 pe-1,1]. H
Encuentra el radio de convergencia de la serie de potencias

x
nly
Z nn

n=1

n

. |
Si a, = %, entonces

i1 (n+1) an (n )”:(;

an (n41)ntt = nl n+1 1+ 4"
Luego
Gp+1 1
N
an e

Entonces el radio de convergencia de la serie de potencias es e W



