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Integrales Impropias 
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IMPORTANTE: Este tipo de integrales se llaman tipo P (EN ESTE CASO 
TIPO ALFA) 
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Ejemplo 7.5. (Problema 5.f) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞

2
)ln(

1
dx

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.1 anteriormente enunciado. 
Es claro que, 
 

xx <)ln(  Para todo [ ]∞∈ ,2x  
 
Luego, elevando a la menos uno. 
 

)ln(

11
0

xx
<<  Para todo [ ]∞∈ ,2x  

 

Por teorema 7.1, como la dx
x∫

∞

2

1
 1diverge, la integral ∫

∞

2
)ln(

1
dx

x
 también diverge. 

 

Ejemplo 7.6 (Problema 5.q) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫ 







1

0

11
dx

x
sen

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.1 anteriormente enunciado. 
 
Es claro que, 
 

1
1

sin1 ≤






≤−
x

 Para todo [ ]1,0∈x  

 
Luego, dividiendo la ecuación por x . 
 
 

                                                 

1 Diverge, pues la integral )ln(
1

2

∞=∫
∞

dx
x
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xxxx

11
sin

11 ≤






≤−  Para todo [ ]1,0∈x  

 
 

xxx

11
sin

1 ≤







 Para todo [ ]1,0∈x  

 
Como los valores absolutos son mayores que cero, 
 

xxx

11
sin

1
0 ≤







≤  Para todo [ ]1,0∈x  

 

Por teorema 7.1, como la dx
x

∫
1

0

1
 2 converge, la integral ∫ 








1

0

1
sin

1
dx

xx
 

también converge. 
 

Ejemplo 7.7 (Problema 5.h) 

 
Decida si la siguiente integral converge 

∫
∞

0

)sin(
dx

x

x
 

 
Solución: 

Para resolver este problema se ocupa un truco que c onsiste en integrar 
por partes la ecuación, para luego realizar el anál isis de convergencia. 
 
Primero veamos el problema con límites generales, es decir a,b. 
 
Aplicar la integración por partes para demostrar que 

 
 
 
 

 

Y deducir que dx
x

x
∫
∞

1

sin
 existe.  

 

                                                 

2 Converge, pues la integral [ ] 22
1 1

0

1

0

==∫ xdx
x

 

∫∫ +−=
b

a

b

a

dx
x

x

b

b

a

a
dx

x

x
2

coscoscossin
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Analizaremos dos limites por separado, 
 

- El de 0 a 1y el de 1 al infinito. 
 
Nota: Esta división en los limites la realizamos, pues la ecuación anterior se 
indefine en cero. 
 

 

 

 
 
 
La integral de 0 a 1, es claramente acotada, pues 
 

( ) xx ≤≤ sin0  Para todo [ ]1,0∈x  
 
Ahora, al dividir por x. 
 

( )
1

sin
0 ≤≤

x

x
 Para todo [ ]1,0∈x  
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Por teorema 7.1, como la dx∫
1

0

1  converge, la integral ∫
1

0

)sin(
dx

x

x
 también 

converge. 
 
 

 
 

Ejemplo 7.8 (Problema 5.i) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞

++
+

0

3 125

43
dx

xx

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 
Siempre que se tenga un polinomio dividido por otro polinomio (como en el 
caso en que nos encontramos), la función con la que debo comparar el 
problema es la siguiente. 
 
Primero escojo el mayor grado del numerador y el mayor grado del 
denominador. 
 

Es decir, mí 
23

1
)(

xx

x
xg ==  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 

125

43
lim

1
125

43

lim
)(

)(
lim

3

23

2

3

++
+

++
+

=

∞→

∞→∞→

xx

xx

x

xx

x

xg

xf

x

xx
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Dividiendo por el de mayor grado, 
 

32
3

3

3

23

12
5

4
3

lim
1

1

125

43
lim

xx

x

x

x

xx

xx

xx

++

+
=

++
+

∞→∞→
 

5

3

125

43
lim

3

23

=
++

+
∞→ xx

xx

x
 

 

Por teorema 7.2, como la dx
x∫

∞

1

2

1 3 converge, la integral ∫
∞

++
+

1

3
125

43
dx

xx

x
 

también converge. 
 

Ejemplo 7.9 (Problema 5.j) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞










1

1
sin dx

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 

La función con la que vamos a comparar a 








x

1
sin  es 

x
xg

1
)( =  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 

1
1

1
sin

lim
)(

)(
lim =










=
∞→∞→

x

x

xg

xf

xx
 

Por teorema 7.2, como la dx
x∫

∞

1

1 4 diverge, la integral ∫
∞










1

1
sin dx

x
 también 

diverge. 
 
 
 

                                                 

3 Converge, pues la integral dx
x∫

∞

1

2

1
, es tipo p con p=2>1. 

4 Diverge, pues la integral ∞=∞=∫
∞

)ln(
1

1

dx
x
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Ejemplo 7.10 (Problema 5.k) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞










1

2 1
sin dx

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 

La función con la que vamos a comparar a 








x

1
sin

2  es 
2

1
)(

x
xg =  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 

1
1

1
sin

1

1
sin

lim
1

1
sin

lim
)(

)(
lim

2

2

=





















































=









=
∞→∞→∞→

x

x

x

x

x

x

xg

xf

xxx
 

Por teorema 7.2, como la dx
x∫

∞

1

2

1 5 converge, la integral ∫
∞










1

2 1
sin dx

x
 también 

converge. 
 

Ejemplo 7.11 (Problema 5.l) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞










1

2 1
sin dx

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 

La función con la que vamos a comparar a 








x

1
sin

2  es 
2

1
)(

x
xg =  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 

                                                 

5 Converge, pues la integral dx
x∫

∞

1

2

1
, es tipo p con p=2>1. 
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1
1

1
sin

1

1
sin

lim
1

1
sin

lim
)(

)(
lim

2

2

=





















































=









=
∞→∞→∞→

x

x

x

x

x

x

xg

xf

xxx
 

Por teorema 7.2, como la dx
x∫

∞

1

2

1 6 converge, la integral ∫
∞










1

2 1
sin dx

x
 también 

converge. 
 

Ejemplo 7.12 (Problema 5.l) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞

1

)ln(
dx

x

x
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 

La función con la que vamos a comparar a 
x

x)ln(
 es 

x

x
xg =)(  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 








==
∞→∞→∞→ x

x

x

x

x

x

xg

xf

xxx

)ln(
lim

)ln(

lim
)(

)(
lim  

 
Por L’ Hopital 
 

0
1

lim2
2

lim

2
1

1

lim
)ln(

lim
2

====





∞→∞→∞→∞→ xx

x

x

x

x

x

xxxx
 

Por teorema 7.2, como la dx
x

x
∫
∞

1

7 diverge, la integral ∫
∞

1

)ln(
dx

x

x
 también 

diverge. 
 
                                                 

6 Converge, pues la integral dx
x∫

∞

1

2

1
, es tipo p con p=2>1. 

7 Diverge, pues la integral [ ] ∞===
∞

∞∞

∫∫ 1

1 2

1

1

2
1

xdx

x

dx
x

x
, es tipo p con p=1/2 < 1. 
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Otro método para resolver este problema, es integrar por partes. 
 

∫
∞

1

)ln(
dx

x

x
 

 
Consideremos, 
 

)ln()(
1

)('

1
)(')ln()(

xxg
x

xg

x
tfxxf

=⇒=

=⇒=
 

 

[ ]

( )[ ]

( )[ ]

∞=

=

=

−=

∫

∫

∫

∫∫

∞

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∞

1

1

2

1

1

2

1

1

1

1

)ln(

ln
2

1)ln(

ln
)ln(

2

)ln(
)ln()ln(

)ln(

dx
x

x

xdx
x

x

xdx
x

x

x

x
xxdx

x

x

 

 
Por lo tanto, la integral diverge. 
 

Ejemplo 7.13 (Problema 5.m) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞

−

0

dtte
t  

 
Solución: 
 
Integremos por partes, 

 
 

 
Sea, 
 

tt
etgetg

tfttf

−− −=⇒=

=⇒=

)()('

1)(')(
 

 
 

∫
∞

−

0

dtte
t
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−−




 −−=






−




−=

+




−=

−−




−=

=

∞→∞→

∞
−

∞∞∞
−

∞
−

∞∞
−

∞
−

∞∞
−

∫

∫

∫∫

∫∫

0

0

0

000

00

00

11
lim0lim

1

eee

t
dtte

ee

t
dtte

dte
e

t
dtte

dte
e

t
dtte

tttt

t

tt

t

o

t

t

t

o

t

t

t

321

 

 
El primer limite le aplicamos el L’ Hopital. 
 

1

10
1

lim

0

0

0

=

+
















−−=

∫

∫

∞
−

=

∞→

∞
−

dtte

e
dtte

t

tt

t

321
 

 
Como la integral es igual a uno, implica que converge. 
 

Ejemplo 7.14 (Problema 5.n) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

 ∫
∞ −

0

dt
t

e t

 

 
Solución: Para esta integral debemos hacer un cambio de variable. 
 

∫∫∫

∫

∞
−

∞ −∞ −

∞ −

==

=
=⇒=

000

2

0

2

2

22

2

dueudu
u

e
dt

t

e

ududt

tuut

dt
t

e

u

ut

t

 

 
Como es un función par 
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πduedue
uu == ∫∫

∞

∞−

−
∞

− 22

0

2
8 

 
Esto implica que la integral converge. 
 

Ejemplo 7.15 (Problema 5.ñ) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

 ∫
∞

∞− +
dt

x
21

1
 

 
Solución: Para esta integral debemos hacer un cambio de variable. 
 

[ ]∞
∞−

∞

∞−

=
+∫ )arctan(

1

1
2

xdx
x

 

 
El grafico de la tan(x) es como sigue, 
 

 
 
 
 
 
                                                 

8 πdue
u =∫

∞

∞−

− 2

 este es un resultado conocido pero algo difícil de demostrar. 
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Se sigue que, 
 

2
)arctan(lim

2
)arctan(lim

π
x

π
x

x

x

−=

=

−∞→

∞→
 

 

Esto debido a que la tangente se indefine en 
2

π
 y 

2

π−  

 

π
ππ

dx
x

=−−=
+∫

∞

∞− 221

1
2

 

 
 
Esto implica que la integral converge. 
 

Ejemplo 7.16 (Problema 5.o) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 

∫
∞

+1

1
dx

xx
 

 
Solución: 
 
Usemos el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ) 
anteriormente enunciado. 
 
Siempre que se tenga un polinomio dividido por otro polinomio (como en el 
caso en que nos encontramos), la función con la que debo comparar el 
problema es la siguiente. 
 
Primero escojo el mayor grado del numerador y el mayor grado del 
denominador. 
 

Es decir, mí 
x

xg
1

)( =  

 
Luego, ocupando el teorema 7.2 (criterio del cuociente entre funciones ). 
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xx

x

x

xx

xg

xf

x

xx

+

+=

∞→

∞→∞→

lim

1

1

lim
)(

)(
lim

 

 
Dividiendo por el de mayor grado, 
 

1
01

1

1
1

1
lim

1

1
lim

1

1

lim =
+

=
+

=

+

=
+ ∞→∞→∞→

xx

x
x

x

xx

x

xxx
 

1lim =
+∞→

xx

x

x
 

 

Por teorema 7.2, como la dx
x

∫
∞

1

1 9 diverge, la integral ∫
∞

+1

1
dx

xx
 también 

diverge. 
 
 
 
Otra forma de hacer el presente ejercicio, es la si guiente: 
 

∫
∞

+1

1
dx

xx
 

 
Solución: Para todo 2≥x  
 

xxx

xxx

xxx

+
<

+
<

<+

11

/
11

2

2

 

                                                 

9 Diverge, pues la integral dx
x

∫
∞

1

1
, es tipo p con p=1/2<1. 
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∫

∫∫∫

∫∫

∞

∞

∞∞

+
<∞

+
+

+
<

+
+∞

+
<

1

2

12

2

1

22

1

111

11

xx

dx
xx

dx
xx

dx
xx

dx
xx

dx
x

finito

43421

 

 
Esto implica que la integral diverge. 
 

Ejemplo 7.17 (Problema 5.p) 
 
Decida si la siguiente integral converge 
 
 

∫
∞

+1
41

1
dx

x
 

 
Solución: Para todo 1≥x  
 

1
1

lim
1

1

1

1

1

1

/
1

1
1

1

11
2

1
4

24

44

44

=






−=<
+

<
+

<
+

+<

∞→

∞∞

∫∫
b

b x
dx

x
dx

x

xx

xx

xx

 

 
Esto implica que la integral converge. 
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Problema 6 
 
La velocidad promedio de moléculas en un gas ideal es  
 

dv
RT

Mv
v

RT

M

π
v ∫

∞








 −







=
0

2
3

2
exp

2

4
 

 
Donde M es el peso molecular del gas, R es la constante del gas, T es la 
temperatura del gas, y v es la velocidad molecular. Muestre que, 
 

πM

RT
v

8=  

 
Solución: 
 
Debemos realizar un cambio de variable, 
 
 

dx
Mv

RT
dv

dx
RT

vdvM

x
M

RT
vx

RT

Mv

=

=

=⇒=

2

2

2

2

2
2

 

 
Si 00 =⇒= xv  
Si ∞=⇒∞= xv  
 

( )

( )

( )dxxx
M

RT

π
v

dxxx
M

RT

π
v

dx
Mv

RT
xvx

M

RT

RT

M

π
v

∫

∫

∫

∞

∞

∞

−=

−=

−⋅






=

0

0

0

exp
4

exp
4

exp
2

2

4

 

 

Luego, la integral ( ) 1exp
0

=−∫
∞

dxxx  por ejercicio m. 

M

RT

π
v

4=  (Esta mal el resultado propuesto). 
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Problema 7  
 
Considere la región, 
 

( )






 ≤≤≥=

x
yxyxR

1
0,1/,  

 
Que como vimos es una área infinita. Muestre que al rotar esta región en torno al eje X 
se obtiene un sólido que tiene volumen finito. 
 
Solución: 
 
La región R es la siguiente, 
 

 
 
Es claro que la ecuación general de rotación en torno al eje x, es lasiguiente: 
 

dxxfπv

b

a

∫= 2
)(  

 
En nuestro caso,  

x
xf

b

a

1
)(

0

=

∞=
=

 

π
x

πv

dxxπdx
x

πv

=




−=

=






=

∞

∞
−

∞

∫∫

1

1

2

1

2

1

)
1
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2. El limite ∫∞→

b

a
b

dxxf )(lim , si existe, se designa por ∫
∞

a

dxxf )( , y se le da el nombre 

de “integral impropia”. 
 

(a) Determinar ∫
∞

1

dxx r , si r<-1. 

(b) Demostrar que ∫
∞

1

1
dx

x
, que se puede decir de ∫

n

dx
x

2

1

1
?. 
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Solución: 
 

 

(b) ( ) divergebdx
x b

⇒∞==
∞→

∞

∫ )ln(lim
1

1

 

 
En el siguiente paso hay que hacer n cambios de variable para las integrales 
de la forma x=2u. 
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Problema 8 
 

 

 
 
Solución: 
 

a) La integral  
 

∫
∞

−−

1

1dtte xt
 ciertamente existe, ya que existe ∫

∞
−

1

2dtt  (problema 5.a), y para 

los t suficientemente grandes, tenemos 21 −−− < tte xt  (pues exponencial 
crece muy rápido).  

Por otra parte, si 0>t , entonces 11 −−− < xxt tte ; puesto que la integral 

∫
−

1

0

1dtt x
 existe para 0>x , se sigue que ∫

−−
1

0

1dtte xt
 existe para 0>x  (es 

la integral impropia si 1<x ) 
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Los demás: 
 
Problema 4 
 
Demuestre que la siguiente integral es acotada. 
 

 
 

 
Solución: 
 
Para que una función sea acotada, debe ser acotada superior e inferiormente. 
 
Cota Inferior: 
 
Como la función exponencial es mayor que cero, siempre estaremos sumando 
área positiva. 
 

Luego, ∫
∞

∞−

−≤ dxe
x
2

0  

 
Cota Superior: 
 
Estamos de acuerdo con que 22 )1ln( xx ≤+ , se puede confirmar por la grafica. 
 

 
 
Al aplicar exponencial, 

∫
∞

∞−

−
dxe

x
2
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1

1

1

2

2

2

2

+
≤

≤+

−

x
e

ex

x

x

 

 
Ahora, integremos entre menos infinito e infinito. 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−

+
≤

1
2

2

x

dx
dxe

x  

 
Por problema 5.ñ, 
 

πdxe

π
x

dx
dxe

x

x

≤

=
+

≤

∫

∫∫
∞

∞−

−

∞

∞−

∞

∞−

−

2

2

12

 

 
Finalmente, 
 

πdxe
x ≤≤ ∫

∞

∞−

− 2

0  

 
Los que faltan de la parte 5, 
 
a) 

[ ] 1
1 1

0

1

0

==∫ xdx
x

 

Convergente 
 
b) 

[ ] ∞=−==
→∫ )ln(lim)1ln()ln(

1

0

1

0

1

0

xxdx
x x

 

Divergente 
 
c) 
 

∫
−

1

1

1
dx

x
 

 
Esta integral no es continua en cero, luego no es integrable en ese dominio. 
 
d) 

[ ] ∞=== ∞
∞∞

∫∫ 2

22

)ln(ln
)ln(

1

)ln(

1
xdx

x

x
dx

xx
 

Divergente 
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e) 
 

( )
[ ] πxdx

x
dx

xx
=+=

++
=

++
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫∫ )1arctan(

11

1

22

1
22

 

Convergente 
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