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Elija solo un problema.

1. Para f : [0, 1]→ R definida por f(x) = x2 + x, calcule

ĺım
n→∞

S(f, Pn)

donde Pn es la partición que divide a [0, 1] en n subintervalos de igual
longitud.

Solución:

Notemos que para cada n ∈ N

Pn =
{

xk =
k

n
: k = 0, 1, . . . , n

}
y

S(f, P ) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1)

donde Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} y xk − xk−1 = 1
n .

Si f(x) = x2 + x entonces f ′(x) = 2x + 1 > 0 para todo x ∈ [0, 1]. Por
tanto f es creciente en [0, 1].
Luego Mk = f(xk) = x2

k + xk =
(

k
n

)2
+ k

n , para cada k = 1, . . . , n.
Asi

S(f, P ) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1) =
n∑

k=1

(
k2

n2
+

k

n

)
1
n

=
1
n

[
n∑

k=1

k2

n2
+

n∑
k=1

k

n

]

=
1
n

[
1
n2

n∑
k=1

k2 +
1
n

n∑
k=1

k

]

=
1
n

[
1
n2

n(n + 1)(2n + 1)
6

+
1
n

n(n + 1)
2

]
=

5
6

+
1
n

+
1

6n2

1



Por tanto
ĺım

n→∞
S(f, Pn) = ĺım

n→∞

5
6

+
1
n

+
1

6n2
=

5
6

2. Sea f : [a, b] → R acotada tal que para cualquier partición P se tiene
que S(f, P ) = s(f, P ) ¿Es f una función constante?.

Solución:

Recordar que si P = {a = x0, . . . , xn = b} es una partición cualquiera
de [a, b] entonces

s(f, P ) =
n∑

k=1

mk(xk − xk−1)

y

S(f, P ) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1)

donde
mk = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}

y
Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}

Notemos que

S(f, P )− s(f, P ) =
n∑

k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1)

donde Mk−mk ≥ 0 para todo k = 1, . . . , n, puesto que Mk ≥ mk para
todo k = 1, . . . , n y xk−xk−1 > 0, puesto que xk−xk−1 es el largo del
k-ésimo intervalo de la Partición P . Entonces S(f, P )− s(f, P ) ≥ 0.
Como S(f, P ) = s(f, P ) para cualquier partición P entonces

S(f, P )− s(f, P ) = 0

para cualquier particíıon P . Esto implica que

(Mk −mk)(xk − xk−1) = 0

para todo k = 1, . . . , n.
Entonces Mk − mk = 0 para todo k = 1, . . . , n, es decir Mk = mk

para todo k = 1, . . . , n y para cualquier partición P . Por tanto f es
constante en [a, b].
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