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Guia II

Ejercicios Resueltos Integrales y Teo. Fundamental del Calculo

1. Si f,g: [a,b] — R integrables, ;, Es cierto que

/ fla r}dr_( [ fla dr) ([ bg(:r)d;t:)?

Solucidn:

La base de la integral es una sumatoria, a partir de esto deberiamos preguntarnos si las sumatorias
cumplen con esta propiedad. La respuesta es “No”, lo que bastante simple de intuir, pues ya
tenemos bastante practica con ellas.

Demonos un contraejemplo,

fx)=1
gix) =1
b b b
fl-ldx: fldx J-ldx
[x]5 = [x]5[x]5

b—a=(Mb-a)b—a)

Es decir, solo se cumple la propiedad si b=a, lo que no tiene sentido, pues seria cero igual a cero.
T
2. Considera n € N y define [,, = / [z]dz. Encuentra el valor de I,, en
’ 7 0
términos de 7.

Solucidn:

La funcion parte entera es de la forma,
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llow

La forma mas facil de calcular el area bajo la curva, es diviendo la integral en todo los numeros
naturales.

Todos conocemos la propiedad

ff(x)dx= ff(x)dx+ff(x)dx

A partir de esta propiedad, redefinimos la integral anterior

zof[x]dx
1 3 n
Of dx+f x]dx+f[x]dx+---+ _fl

[x]dx
2 n
Mirando la grafica es facil ver que
=0 =1 =n—1
1 3 1
f [x]dx J j [xldx © f [xldx
0 2 n-1

Li=0+1+2+3++n—1

S

-1
L, = i

i

Il
ey

I (=D -1+1)
o 2

(n—1n
Iy ="
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3. Para cada = € R define I(z) = / [t]dt. Grafica I.
Jo

Solucion:

Este problema es practicamente el mismo que el anterior, solo que en este caso llega hasta un x
perteneciente a los reales, en contraposicion a n perteneciente a los naturales.

Solucionaremos este problema con la siguiente relacion.

X

I(x) = | [t]dt
/
[x] x
I(x)=J [t]dt + j[t]dt
0 [x]

La primera integral es analoga a la pregunta anterior, solo que en este caso aparece [x] en vez de

n.
[x]
J [t]dt = I[x]
0
[x] 1
f e = 1= DI
2
0
Entonces,
I(x) = w + f[t]dt

[x]

Ahora, cual es la imagen de la funcion parte entera en ([x] ,x), es claramente [x].
x
1) = I = DI _21)[x] + j [x]dt
[x]

Parte entera sale de la integral, pues no depende de t.

Iy = L= DB —21)[x] + [x] f dt
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([x] = Dix]

I(x) = >

+ [X] . tfgc]

16 =B

Para graficar,

Si0 <z < 1, entonces

Sil < a2 <2, entonces
T 1 T
Fix) = / [u]du = ] Odu + / ldu=0+z—-1=2-1
0 0 1

1 punto.

Si2 < x < 3, entonces

25 1 2 T
F(x)= / [u]du = / Dd-LH—/ id'u-—l—f 2du = 0+4+14-2(z—2) = 22—3
0 0 1 2

1 punto

Entonces
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5] F(x)

(5]

4. Si f espary / f(t)dt = A. Calcula f(t)dt, en términos de A.
Jo

o —(1

Solucién: Por propiedad enunciada en el ejercicio 2,

a 0 a
ff(t)dt= ff(t)dt+ff(t)dt
—-a —a 0
Por enunciado,
a 0
Jf(t)dt= jf(t)dt+A
Por propiedad de integral,
ff(t)dt = —f fdt+ A
-a 0

Ahora, realizando un cambio de variable.

t=—x>dt = —dx
sit=0=>x=0

Sit=—a=>—-a=—-—x=>x=a

ff(t)dt = —jlf(—X)(—dX) +A
-a 0
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Jf(t)dt = ff(—x)dx+A

-a 0

Pero, como f(x) es par implica que f(—x) = f(x)
ff(t)dt = ff(x)dx+A

-a 0

Por enunciado,

ff(t)dt =A+A4

Ja F(bdt = 24

5. Si f : [a,b] — R es integrable y P una particién de [a, b]. ; Qué relacién

b
hay entre / f(tydty S(f,P)?

Solucidn:

La relacidn es la siguiente,
b
J-f(t)dt <S(f,P)
a

6. Dibujar la regién limitada por los graficos de las funciones y = z* — 222,
y = 222 y calcular su area.
Solucién:

Primero hay que encontrar las intercepaciones de las dos curvas. Esto se puede encontrar al
igualar las ecuaciones anteriores.
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Aligualary; y v,
Vy1=Y2
2x? = x* — 2x?
0 =x*—4x2
0=x%2(x?2-4)
0=x%(x—-2)(x+2)
Es decir, las curvas se interceptan en 0, -2 y en 2.

Debemos integrar,

2
j|}’1 — ¥ ldx

-2

Comoy; =2y, V x €[—2,2] (Ver grafica), podemos eliminar el valor absoluto.

2 2
j 2x?% — (x* — 2x%¥)dx = j(4x2 —xY)dx
“2

-2
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2 2 2
foz —(x*=2x¥)dx =4 szdx - fx‘*dx
=2 =2 =2

2 x31° x5
foz—(x4—2x2)dx=4 —| —|=
3 5

2 -2 -2

z 3 (_9)3 5 (_9\5
j2x2—(x4—2x2)dx=4<2?—( ;) >—<%—( 52)>
22

f 2x% — (x* — 2x%)dx = 4 (?) - (%)
=2

7. Encuentra una funcion tal que su derivada sea la funcion f : R — R
definida por f(z) = cos(2z). (Ayuda: La respuesta no es la funcién real
definida para cada x por G(z) = sin(2z))

Solucion:

sen(2x)

Que tal F(x) = >

= F'(x) = cos (2x)

Cuando se busca una funcién tal que derivada sea f(t), se esta buscando la integral de f(t), pues la
integral es la inversa de la derivada.

f cos (2x)dx

Ahora, realizando un cambio de variable.

dt
2x =t = 2dx=dt = dx=7

Luego,
dt
f cos (2x)dx = fcos (t)7
f cos (2x)dx = lf cos (t)dt
2

1
j cos(2x) dx = Esen(t) +c

¢Pero que es t?, t=2x
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1
f cos(2x) dx = Esen(Zx) +c
(n+1)mw
8. Considera n € Z, ;Cual es el valor de la integral [ | sin(z)|dx?
Jnw

Solucion:

sen(x) si x € [2km, 2km + 1]

Isen()] = {—sen(x) si x € [2km + 1,2km + 2] conk €z
(n+1)m (2k+1)T
j |sen(x)| dx = j sen(x) dx
nt 2kt
(n+1)m
J |sen(x)| dx = [—cos (x)]gf:'l)“
nm
(n+1)m
f Isen(x)| dx = — cos((2k + 1)7) + cos(2km)
nt
(n+1)m
f [sen(x)|dx=—-——-1+1
nt
(n+1)m
J- |sen(x)| dx = 2
nt

9. El teorema fundamental del calculo dice que cualquier funcién continua
tiene una funcién primitiva. Encuentre la primitiva F' de f(z) = |z|,

tal que F(0) = 0.



Matematicas |l Programa Académico de Bachillerato

Ignacio Trujillo Silva

Solucidn:

Aplicando el teorema fundamental del calculo. tenemos F'(x) = f(x) = |;r|

[ xsix>0
F f\_}'] = :
|—x.51x<0
Parax > 0,
2
X
F(Y) = ?
Parax=10.

F(0)=0

Y parax <0,

F(x) =—L:

Desde aqui concluimos que.

]
F(x)}= -

[a,b] — R es continua entonces F(x) = far f(t)dt

10. Sabemos que si [ :
es una funcion diferenciable en (a,b). {Qué puede Ud. decir de G(z) =

2 finer

Solucién 1:
G(x) se puede escribir de la siguiente forma,
G(x) = F(b) - F(®)

Luego, como F(x) es diferenciable G(x) es diferenciable.

Solucién 2:
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x

Aplicando el segundo teorema fundamental del calculo (?'i {j ki [;fjdf] = &) = F{x),
X

o

tefiemos

G(x) = —j f(n)de
b

o) _d| i | alz,. .| .. ..
FE _El_lﬂﬂd'}‘_ﬁ J;f[r]dr:__f(l}__lr (x)
6. —F'(x)

ax

Luego. como F(x) es diferenciable G(x) también lo es. pues su diferencial proporcional.

11. Sea F(z) = fdrz cos(t)dt.; Qué podria Ud. decir de F'(x)? (Ayuda: F es

la composicion de dos funciones, las cuales son faciles de derivar.)

Solucion:

Definamos las diguientes funciones,

X

G(x) = f cos(t)dt =—— G'(x) = cos (x)

Por T.F.C.
o

h(x) =x?> = h'(x) =2x

Es claro que,
h(x)

G(h(x)):f cos(t) dt

(o]

x2

G(h(x)) =f cos(t) dt

]
G(h(x)) = F(x)
Luego, derivando la ecuacién anterior.
G'(h(x)) - h'(x) = F'(x)
Finalmente,

cos(x?) - 2x = F'(x)
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12. [No es fdcil] Sea f continua y no negativa en [a, b] tal que existe € [a, b]
: b
con f(&) > 0, entonces pruebe que fa f(z)dz > 0.
Solucion:
Por enunciado,
3 e € [ab]talque f(e) >0

Por teorema fundamental del calculo, sabemos,

Por T.F.C.

F(X)=Jf(t)dt = F'(x)=fx) = F'(e)=f(e)

Volviendo,
Je € [ab]talque f(e) >0
3¢ € [ab]talque F'(¢) >0

Por Teorema del Valor medio, sabemos,

F(b)—F
3 e € [a,b]tal que F’(s)=u
b—a
Entonces,
F(b) — F
(b) (a)>0
b—a

F(b) — F(a) >0

ff(t)dt+j1f(t)dt >0

b
f F(Odt >0

13. Pruebe que para cualquier n € N se tiene que
2 i 5
0 < sen™ ! (z)dr < sen” (x)dz.
Jo J0

Solucidn:
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Primero,
s
0<sen(x)<1 V xE€ [O'E] (D
Luego,
T
0 <sen(x) V x €0, E]
Implica,

T
0<sen™(x) V x€ [O'E] (2)

Multiplicando la ecuacién (2) por la ecuacion (1),
T
0 < sen™1(x) <sen™(x) V x € [0, E]

Integrando (se conserva la desigualdad, cuando los elementos integrados son mayores que cero),

i i

2 2
0 Sf sen™1(x)dx Sf sen™(x)dx
0 0

14. Hallar f diferenciable en R y un namero real a tal que far f(t)dt =

cos(x) — %

Solucion:

Por Teo. Fundamental del Calculo,

f f(Odt = F(x)

Con

F'(x) = f(x)

Entonces,
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F(x) = cos(x) —%

Derivemos para encontrar f(x),

F'(x) = f(x) = —sen(x)
Volviendo a la integral original,

X

f —sen(t)dt = [cos (t)]*

a

X

f —sen(t)dt = cos(x) — cos (a)

a

cos(x) — cos(a) = cos(x) —%

1
cos(a) = 5

)
I
wl| A

Pero también,

T m
a=§+21rk conk € Z a=—§+21tk conk e Z

15. Sea f : R — R una funcién de periodo T'. Pruebe que F'(z) = L:Jr f(t)dt
es una funcion constante.
Solucién:

Dada esta integral,

x+T

| roae=re
X
Realizaremos el siguiente cambio de variable,
t=u+x=dt=du
sit=x=> x=u+x = u=0

sit=x+4+T =2x+T=u+x>u=T
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x+T T

f F(Odt = ff(u + x)du = F(0)
X 0

Toda integral con limites finitos es constante

Como F(0) es constante.

16. Sea f : [a,b] — R acotada tal que para cualquier particién P se tiene
que S(f, P)=s(f,P). ; Es f una funciéon constante?

Solucién 1:
Como se cumple para cualquier particion, entonces consideremos lo siguiente,
P ={x,=a,x, =b}

Luego,

SEP)=0B-a)-M(f) = (b —-a) - m(f) =s(f,P)

M(f) = m(f)
sup {f(x) /x€[ab]}=inf {f(x) /x € [ab]}
La Unica forma que se cumpla la igualdad anterior,
f(x)=c V x€la,b] con c =cte

Solucion 2:
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Recordar que si P = {a = xg,. ., 2z, = b} es una particion cualquiera
de [a, b] entonces

s(f,P) = Z my(zp — Tp—1)
k=1

¥
T
S(f,P)=) Mz —zk_1)
k=1
donde
my = inf{f(z): = € [zr-1, 24]}
‘I‘T

My, = sup{ f(z) : ¢ € ‘Tp_1, 1]}

Notemos que

T
S(f.P)—s(f,P) = (M — mp)(wp — xp_1)
k1
donde M —my = 0 paratodo k=1, ...,n, puesto que M; > my para
todok=1,...,ny zp—2r—1 > 0, puesto que zp — xrp—1 es el largo del

k-ésimo intervalo de la Particion P. Entonces S(f, P) —s(f. P) = 0.
Como S(f, P) = s(f, P) para cualquier particién PP entonces

S(f,.P)—s(f.P)=0
para cualquier particiion P. Esto implica que

E'Lf'tf;, — ”W.:)(-Ik — iI:I-c—l) —A}

para tedo k=1,...,n.
Entonces My — my;, = 0 para todo k = 1,...,n, es decir M; = my
para todo k£ = 1,...,n y para cualquier particion FP. Por tanto f es

constante en [a, b].
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17. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable tal que f(z) > 0 ¥z € [a,b].

Demuestre que fab f(z)dz =0

Solucion:

Considerando,

Entonces,

b—a )
Ax; = " =0V ieN

Ademas, como las imdagenes son positivas.
mi(f) =0V ieN
Luego, la multiplicacién también es positiva
Ax;-mi(f)=0V i€EN

La sumatoria también,

n-1

ZAxi-mi(f)ZO ViEN
i=0

Sacando el limite,

n-1
lim » Ax; -mi(f) =0V i€N
n—-oo

i=0

b
ff(t)dt >0

18. Encuentre el area acotada por y = /z, y =2 — 2 y el eje X.

Solucidn:

Primero hay que encontrar las intercepciones de las dos curvas. Esto se puede encontrar al igualar
las ecuaciones anteriores.
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Aligualary; y y,
Y1=DX2
Vx=x-2
x2—4x+4=x
x2—5x+4=0
0=(xx—4x-1
Es decir, las curvas se interceptan en 1y en 4.

Debemos integrar,

3

4 4

42 42 22
f\/de—f(x—Z)dx=T—O—<——8——+4>
0 2 2

4 4

jﬁdx—f(x—Z)dsz—Z

3
0 2
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19. Muestre que fl)i %dt >

Solucidn:

X
\/3?>E V x € [1,4]

1 1
-> — VvV x € [14
o [1,4]
4 4
[Lacs [
—dx —dx
x 2\/x
1 1
4 4
1 Vx
[Lacs|2
x 21
1 21

4
1
f;dx>\/1—\/i
1

4
1
—dx>1
x
1
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20. Sin hacer cdlculos explique por que [, 21: cos(z)dx =0
Solucién:

Al ver la grafica es claro que es cero.

v

21. Sin hacer calculos explique por que 2 ff sen(z)dr = fDTr sen(z)dx

Solucion:

Al ver la grafica, es clara la igualdad.

22. Se estima que dentro de x meses la poblacion de cierto pueblo cam-
biara a una razén de 2 + 6,/2 personas por mes. Si la poblacién actual

es de 5000 personas. ;Cual sera la poblacion dentro de 9 meses?

Solucion:

Para hacer este ejercicio tienen que conocer la funcién logaritmo natural, todavia no lo pueden
hacer.
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23. Sea F(z) = forj sen(t)dt.; Qué podria Ud. decir de F'(z)? (Ayuda: F

es la composicion de dos funciones, las cuales son faciles de derivar.)

Solucidn:

Definamos las siguientes funciones,

X

G(x) = j sen(t)dt =——— G'(x) =sen(x)

Por T.F.C.
o

h(x) =x? = h'(x) =2x

Es claro que,

h(x)

G(h(x))=j sen(t) dt

(o]

x2

G(h(x)) =.[ sen(t) dt

o
G(h(x)) = F(x)
Luego, derivando la ecuacidn anterior.
G'(h(x))-h'(x) = F'(x)
Finalmente,

sen(x?) - 2x = F'(x)

- - i b .
24. jPor qué cree Ud. que al niimero ﬁ fa f(z)dz se le llama el promedio

de f en [a,b]?

Solucidn:

1 b 1 n-1
mjf(f)dt=b arllij{)lozAximi(f)
a i=0

Considerando,

Entonces,
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Luego,

li —b_
im o m;(f)

b
1
mjf(ﬂdt:

17 =1
— [ rde = lim Zﬁ mi(f)
a 1=

=0 ml(f)

n

b
1 .
pa rae=lim
a

La suma de todas las imagenes, dividido por la cantidad de ellas, es el promedio.

b
1 - Im; -
. _a_[f(t)dt _ ,{H&Zl_o nz(f) i)
a
25. Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva (es decir, f(z) >

0,vz € [a,b]). Pruebe que F(z) = fa * f(t)dt es una funcién inyectiva.

. ¢ 1 — Is 1L
;Cual es el error en: “ f_.l T%d-:z’ = __1 Liy=—27
Solucién:

L1 .
La funcidén —hoes acotada en [-1,1], por lo tanto no es integrable.

27. Dé un sentido fisico a “d fo Ldt-= f{x)".

Solucidn:
Daremos dos sentidos fisicos para la ecuacion.
f(t) la velocidad o aceleracion.

¢Tiene sentido fisico f(t)la posicién?, No, porque la integral de la posicidn no tiene sentido fisico.
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28. Sea f [0,1] — [0,1] una fmeién continua, biyectiva y creciente tal que

fo C\dE = &, C'atlculejéj

por eJemplo en f(z) =2“yen f () = z.)

da en funcion de a. (Ayuda: Piense,

29. Si f es continua en [a, b] \ si f f(@)dz = 0, entonces pruebe que existe

& € [a,b] tal que f(&) =

Solucion:

Si,

b
j F(O)dt =0

fbf(t)dt+ff(t)dt= 0

Por teorema fundamental del calculo,

F(b)—F(a)=0
Dividiendo,
F(b) —F(a) _
b—a
Por Teorema del Valor medio, sabemos,
F(b) — F(a)

3 e € [ab]talque F'(e) = -

De lo anterior,

3 e € [ab]talque F'(¢) =0

Por T.F.C.

F(X)=jf(t)dt — F'(x)=f(x) = F(=f()=0

Je € [ab]talque f(¢) =0
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30. Calcule las siguientes integrales:

a) [°, |t|dt £ [uyuda
b) fo sen( q) f; %dr
c) fo tsen( )df h) fjﬂ ucos(u?)du
d) fo cos(z)sen(x)dr i) fol 22—z
fo sen®(z)dz 7) foﬂ t2sen(t)dt
Solucién:
a)
3 0 3
jltldt = J—tdt+jtdt
-2 -2 0
t2]° t2)°
Jltldt = [—? , + [?]0
(o (2
jltldt == +7
2
3
fltldt =—
-2
b)
fsen(t)dt = [—cos ()]}
0
f sen(t)dt = — cos(m) + cos (0)
0

3

f sen(t)dt =2

0
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c)

Vs

ft - sen(t)dt

0

Integracion por partes,

b b
ff'(t)g(t)dt = [f(©Og®]a —ff(t)g'(t)dt

gy =t  f'(t) = sen(t)
g =1 f(t)=—cos(®)

T

ft - sen(t)dt = [—tcos(t)]|§ + f cos(t) dt
0 0

j t-sen(t)dt = [—tcos(O)]§ + [sen(t)]F
0

_[ t - sen(t)dt = —mcos(m) + Ocos (0) + sen(m) — sen(0)
0

i
J t-sen(t)dt =m
0

d)
-f cos (t) - sen(t)dt = J sen(2t) dt
0 0
i 1 Vs
f cos (t) - sen(t)dt = Ef sen(2t)dt
0 0

2t=x = 2dt=dx

sit=0 = x=0

sit=mw = x=21
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21

fcos (t) - sen(t)dt = lf sen(x)ﬂ
2 2

0 0

T 27

f cos (t) - sen(t)dt = lf sen(x)dx

0 4 0

[—cos (0)]5"

N

j cos (t) - sen(t)dt =
0
f cos (t) - sen(t)dt = %(— cos(2m) + cos (0))
0

J cos (t) - sen(t)dt =0
0

z
f sen?(t)dt
0
Integracion por partes,
f f'(Og(®dt = [FO gL f f(Og'©dt

g@) =sen(t) f'(t) = sen(t)
g'(t) = cos () f(t) = —cos(t)

cos?(t) dt

e NE

7
[ sen*©de = [=sen(®)cos )13 +
0

(1 — sen?(t))dt

O%Nm

7
j sen?(t)dt = [—sen(t)cos(t)]Z +
0

n n
2 2
T
2fs n®(t)dt = [—sen(t)cos(t)]5 + f dt
0 0
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T

o — iy

2
1 s 1
sen?()dt = 5 [~sen(t)cos(OIF +5 f dt
0

sen?(6)dt = 0+ 3 (5 ~0)

o — iy
o — iy

sen?(t)dt = i
4

g)

J u - cos (u?)du

s

dx
ut=x = 2udu=dx > du=—
2u
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v
f t? - sen(t)dt
0

Integracion por partes,

b b
ff'(t)g(t)dt = [f(©Og®]a —ff(t)g'(t)dt

g) =t*  f'(t) = sen(t)
g't) =2t f(t) =—cos(t)

Vi Vi
ftz - sen(t)dt = [—t%cos(t)]F + 2 f t- cos(t) dt
0 0
Integracién por partes,

g®) =t f'(t) = cos(t)
g'® =1 f(t)=sen(t)

T

[tsen()]F — f sen(t) dt]

0

j t? - sen(t)dt = [—t%cos(t)]T + 2
0

j t? - sen(t)dt = [—t%cos(t)]T + 2[[tsen(t))]F — [—cos (¢)]F]
0

j t? - sen(t)dt = —m?cos(m) + 2[0 + cos() — cos (0)]

0

Vi
f t? - sen(t)dt = —m?cos(m) — 4
0
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