Ayudante: Ignacio Trujillo Silva
Criticas y comentarios a itrujill@ing.uchile.cl

Debemos Saber:

D c=cn,conc =cte. Limik:O,Vk>O
i—1 n—oo n
Zi = @ C = w , para particion uniforme y n infinito.
i=1 n
z i2= m AX = b—_a , para particion uniforme
n

= 6

2 2
Zn:is _n*(n+1) |
= 4
Si las sumatorias parten desde 0 hasta n-1, se debe reemplazar el n anterior por n-1.

Sumas de Riemann

Suma superior

A
®
f(Ci) )
i
[ J
*—o
Co=a Ci1 G Ch=b (Ci-Ci)

Suma superior = Zn: f (u; JAX

i=1

Donde el f(u,) es el supremo de f(x) en elintervalo [C,,,C; |




Ayudante: Ignacio Trujillo Silva
Criticas y comentarios a itrujill@ing.uchile.cl

Suma Inferior
A

f(Ci) #C)

Co=a Ci1 G Ch=b (CI - Ci—l)

Suma inferior = Zn: f (d, Ax
i=1

Donde el f(d,) es el infimo de f(x) en el intervalo [C, ,,C, |

Ejercicio 1: (ejercicio 12 de la guia)

Calcule el area de un circulo de radio R del siguiente modo (el método siguiente se
llama Método de Exhaucion y fue inventado por Eudoxio en el siglo IV a.c.):

a) Encuentre el area del poligono de n lados inscrito en la circunferencia.

b) Encuentre el area del poligono de n lados circunscrito en la circunferencia.
c) Pruebe que el area de la circunferencia esta entre el resultado de a) y de b)
d) Pruebe que cuando el n es muy grande tiende a TTR?

Solucién:
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a)

altura

n

e

base

Vid altura Vid
0s| — | = = altura = Rcos| —
n R n

sen(ﬁj = @ = base = Rsen(ﬁj
n R n

El area del triangulo anterior es igual a la base multiplicada por la altura. (no la
dividimos por dos, porque tenemos dos triangulos rectangulos iguales)

base - altura = R? cos(zjsen(ﬁj
n n

Luego, como tenemos n triangulos iguales;

Area poligono = nR? Cos(zjsen(ﬁj , usando la propiedad trigonométrica
n n

sen(2x) = 2cos(x)sen(x), nos queda

; 3 ) . nR? 27
Area poligono inscrito = sen| —
n
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)
7 ]

Hipo —|= altura=R

base

El principal cambio con respecto a la parte a), se refiere a que ahora la altura del
triangulo es igual al radio de la circunferencia.

(ﬂj R .

cos| — |=—— = Hipo =

n Hipo Vs
cos[nj

. sen[”j
sen(”j = a_lse e=R n/_ Rtan(zj
Hipo (ﬂ'j n
cos

El area del triangulo anterior es igual a la base multiplicada por la altura. (no la
dividimos por dos, porque tenemos dos triangulos rectangulos iguales)

base - altura = R*tag (zj
n

Luego, como tenemos n triangulos iguales;

Area poligono circunscrito = nthag(zj
n

C) En este punto debemos demostrar que

< ] . nR? 2 , ] : .
Area poligono inscrito = > sen(—ﬂj <aR? < nthag(zj = Area poligono circunscrito
n n

(Este punto haganlo ustedes)
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e) Para obtener un n grande debemos hacerlo tender al infinito.

. nR? 2r , , . /4
Lim sen(—} <areacirculo< L im nRZtag(—J
n—w n n—w n
. 2 2\« . . . 2 T\
Lim sen| — | — |<é&reacirculo< L im nR°tag| — || —
n—ow n T n—oo n T
27 V4
sen| — sen| =
. 2 n , . . 2 n 1
L im zR*———= <éreacirculo< L im 7R
n—o 272' n—o T
— —  COos| —
n n (nj
27 Vs
sen| — sen| — 1
n , . . n
L im ———< <éreacirculo< zR? - L im
n—oo 272' n—o0 T T
— —  COoS| —
n n n
\—W——J

1 1

mR? < éreacirculo < 7R?

El limite de la derecha no presenta problemas, pues convergen todos sus funciones en
conjunto y por separado (entonces podemos separar los limites).

Finalmente por sandwich

= Areacirculo = nR?

Ejercicio 2 (ejercicio 13 de la guia):

Prueba que el volumen de un cono de altura 1 y radio 1 tiene por volumen 5”

Solucién:
Altura=1
Volumen del disco = ST f(r)2

1
n ———
ancho

radlo
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La idea es sumar una serie de discos de distinto radio, el problema esta en encontrar
una funcion que nos represente los radios a medida que vamos sumando. Que tal silo
vemos el el plano cartesiano.

f(r)

fla) ~

v

Ci 1 r

Conb=1;ya=0.

c _b-i+a(n-i)
n
¢, i
n
AXIB:E
n n
1
Ancho =Ax ==
n

Como la funcidn es lineal f (Ci ) =C. =—

Srie) =3 1) 2

i=1

1 4.
_ 1 n(n+1)2n+1)

n’ 6
:2n3+3n2+n

6n®

1 1 1
=4+

3 2n 6n
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Haciendo tender n al infinito, lo que no es mas que sumar infinitos discos tenemos,

|1 1 1 1
Lim|—+—+—|=—=
n>o 3 2N 6N 3

Ejercicio 2:

Por medio de la suma de Riemann calcule el area entre la funcion f(x) =x* vy la
coordenada x, para el intervalo [a,b].

Solucion:

Como ya sabemos cuando hacemos tender el n al infinito para las sumatorias inferiores,
como superiores, estas tienden a la integral, la cual se iguala a las antedichas
sumatorias.

nN—oo £

n-1 n
Suma inferior = Lim »_ f(C, )Ax = J f(x)dx = Lim>_ f(C; JAx = Suma Superior
i=0 n—oo i=1

Usando el argumento anteriormente recientemente enunciado, podemos ocupar
indistintamente la suma superior, como la inferior (Para efectos de este ejercicio)
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iil‘,f(ci)AX:gf(bi+arfn_i)jb;a
:b—ai(bna(n_i)r

n o n

_ b—az”:bziz +a’(n—i) +2bia(n-i)
n & n?
b—a<-b?i% +a’n? —2a’ni+a’i? + 2bain — 2bai?
n2
iz(b2 +a%- 2ab)+ i(2ban - 2a2n)+ a’n?
n 4 n2

(ox

QD

Il
M- - M-

_ i2(b-a) +i2an(b—a)+a’n?
( (

i2(b—a)* +i2an b—a)+a2n2]

3

=]

n
b-a
n" 5

N

=b_3a ) @j +2an(b a)@j+a2nz@j

n(n+1)(2n+1) n(n+1) n
6

_b- a{ af n(n+1) 2n+1)+2an(b_a)n(n+l)+azns}
2

_b- a{ *(on +3n 4 n) - alb - am1+n)+¥n%
b 2+n+nij+a(b o1+ i}az}
){ 243 L)at- a)(1+n_12j+a2H
z(b_a){ 2 ao-a)es }

_ap?2 2 .3
= +ab?—ba’®
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b b3 a3
2
Luego, la integral _[X dx = 3 3
a

Podemos generalizar para todo polinomio, entonces tenemos,

b 1 n+1
b™ a

_[x”dx e
n+l1 n+1

a



