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1. ;Dénde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regla de
L’'Hopital?.

, 34z —2 . 8a?p 1 . 6a
lim — = lim = Hri.— =3
r—1 g3 —3x+2 2—1 22— 3 z—1 2

Solucion:

El error esta en la segunda aplicacién de la regla del L’ Hopital, debido a que no es aplicable, pues
no da cero dividido cero.

2. Calcule los siguientes limites:
a)

- cos?(x)—1
x—0 X

Primero,

cos’(x)—1 0
m— =
x—0 x2

(=]

Se puede aplicar la regla del L’ Hopital,

cos?(x)—1  —2cos(x)sen(x) 0
m = lim =

X0 x2 X0 2x 0

Se puede aplicar la regla del L’ Hopital otra vez,

cos?(x)—1 —2[—sen?(x) + cos?(x)]
m 5 = lim =-1
x-0 X x-0 2

sen(x)

lim >
x-0 X



Ignacio Trujillo Silva Universidad de Chile

Primero,
" sen(x) O
250 x2 0
Se puede aplicar la regla del L’ Hopital,
~ sen(x) . cos(x)
lim = lim =
x-0 x2 x-0 2Xx
c)
) 1
lim x sen (—)
X—00 x
Primero,
) 1
llmxsen(—) =o00-0
X—00 X

Siempre un infinito por cero, se puede escribir como un cero dividido por cero.

1
_ 1 ~sen (;) 0
limx sen (—) = lim ——=*= 0

X— 00 X X— 00

1
X
Podemos aplicar la regla del L’ Hopital,

1 1y —1
sen|= cos(=) —
lim ( ) = lim (X) X
X—>00 X—>00 __1

p)

x x

1
lim cos (;) =cos(0) =1

X—00

sen(x) —x*> 0

m——-=
x-0 cos(x)—1 O
Podemos aplicar la regla del L’ Hopital,

sen(x) —x?>  cos(x) —2x
m =
250 cos(x) —1 x>0 —sen(x)

El limite anterior no existe, ya que al realizar el limite por la derechay la izquierda es diferente.
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~ cos(x) —2x
lim ———=—
x>0+ —sen(x)

- cos(x) —2x
lim ——— =
x->0- —sen(x)

sen(zy .
3. Considere la funcion f : R — R definida por f(z) = 1 T h? s {L:
siz =

iEs f continua?; Es f diferenciable? ; Podria Ud. graficar f7.

Solucidn:
La funcién es continua por algebra de funciones continuas para todo los reales menos el cero.
Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0.

sen(x)

lin === 1= /)

Implica que la funcidn es continua en cero.

La funcion es diferenciable por algebra de funciones diferenciables para todo los reales menos el

cero.

Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0, para que la funcidn sea diferenciable en x=0
debe existir el limite.

sen(x
f@-fO) —x( -1
lim = lim
x—0 x—0 x—0 X
. f)—f(0) sen(x)—x
lim = lim
x—0 x—0 x—0 x2

Entonces, calculemos este limite.

y sen(x) —x 0
xl—I;% x2 B 6

Debemos aplicar la regla del L'Hopital.

sen(x)—x _ cos(x)—1 O
——— =lim— =

x—0 x2 x-0 2x 0
Hay que aplicar otra vez la regla del L'Hopital.

sen(x) —x . —sen(x)
2 T im——2

x—0 x2 x—-0
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—=sen(x . . . . .
Luego, como 2( ) es una funcién continua el limite existe.
sen(x) 1
lim—*— =90
x-0 X

Es decir, la funcidn es diferenciable en todos los reales.

[2)]

N W s U

i -5 - =2 -1 0 1 4

1
2
-3
4
5

o 5 Iy RS my g - T
4. Sea f: B — R la funcién fiz) = z=. E1 TVM dice que f'({) = 10-1{s)
f jue § s, e
para cierto { entre a v b. Muestre que el £ dal TVM en este caso es
exactamente el punto medio entre a y h.

Solucién:
Como f(x) = x? es continua y diferenciable en [a,b] podemos aplicar el TVM

fl(x) =2x
2 2

b—a

fi(e) =2e=

b-—a)(b+a)

E=—
b—a
2e=b+a

_b+a
ET
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l—cosix)

5. Considere la funcion f : | — R defimda por f(z) = { 0 T ,
sl T

b ¥
)

s D s
-

i Es f continua?; Es f diferenciable?.

Solucidn:
Continuidad
La funcion es continua por algebra de funciones continuas para todo los reales menos el cero.

Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0.

1—cos(x) 0
lim—————==—
x—0 X 0

Aplicamos la regla del L’ Hopital,

1—cos(x) . sen(x)
———=lim

x—0 X x—0 1

Ahora, como sen(x) es una funcidn continua el limite anterior existe.

~ 1—cos(x) . sen(x)
lim——= = lim
x—0 X x—0

=0=7/(0)
Implica que la funcidn es continua en cero y por lo tanto en todos los reales.

Diferenciabilidad

La funcion es diferenciable por algebra de funciones diferenciables para todo los reales menos el
cero.

Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0. Para que la funcion sea diferenciable en x=0
debe existir el limite.

1 — cos(x)
f-fO) 0
lim———= = lim
x—0 x—0 x—0 X
. f)—f0) 1-cos(x)
lim = lim
x—0 x—0 x—0 x2
Entonces, calculemos este limite.
y 1—cos(x) 0
xl—% x2 - 6

Debemos aplicar la regla del L'Hopital.
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. 1—cos(x) " sen(x) 0
xlg(l) x2 N xl—r>r(1) 2x 0

Hay que aplicar otra vez la regla del L'Hopital.

1—-cos(x) . cos(x)
———— = lim

x—0 x2 x-0 2

cos(x .y . ’ . .
Luego, como % es una funcién continua, el limite existe.

y 1—cos(x) 1
20 x?2 "2

Es decir, la funcidn es diferenciable en todos los reales.

tgir} -
6. Considere la funcion j : (£,Z) — R definida por f{z) — '{ 0 = h; : # E
g sl =

JEs f continua?; Es [ diferenciable?.
Solucién:
Continuidad
La funcion es continua por algebra de funciones continuas para todo los reales menos el cero.

Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0.

. tg(x) 0
lim =—
x-0 X 0
Aplicamos la regla del L’ Hopital,
_ sec?(x)
lim———=—=1+# f(0)
x-0 1

Esto implica que la funcién no es continua en cero.

Diferenciabilidad

La funcion es diferenciable por algebra de funciones diferenciables para todo los reales menos el
cero, pues no es continua en x=0.
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: : e s i )" gizA
[. Considere la funcion f : R — K defimida por f(z) = B - ¢ 0

i Es f continua?; Es f diferenciable?.
Solucién:
Continuidad
La funcidn es continua por algebra de funciones continuas para todo los reales menos el cero.
Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0.

" sen(x) —x 0
250 x2 )

Aplicamos la regla del L’ Hopital,

 sen(x)—x _ cos(x)—1 O
lim———=lim—————=
x—0 X x—0 2x 0

Aplicando nuevamente la regla del L' Hopital.

- sen(x)—x _ —sen(x)
lim —————=lim————
x—0 X x—0

—sen(x)

Ahora, como es una funcidn continua, el limite anterior existe.

fim sen(x) —x - lim —se;z(x) 0= £(0)

x-0 x2 x—0

Esto implica que la funcién es continua en cero y por lo tanto en todos los reales.

Diferenciabilidad

La funcion es diferenciable por algebra de funciones diferenciables para todo los reales menos el
cero.

Ahora, analicemos el caso particular cuando x=0. Para que la funcion sea diferenciable en x=0
debe existir el limite.

sen(x) —x
f@-fO) 22 0
lim——— = = lim
x—0 x—0 x—0 X
. f)—f(0) sen(x)—x
lim = lim
x—0 x—0 x—0 x3

Entonces, calculemos este limite.
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" sen(x)—x 0
20 x3 )
Debemos aplicar la regla del L'Hopital.

sen(x)—x  cos(x)—1 0

x—0 x3 x>0  3x2 )
Hay que aplicar otra vez la regla del L'Hopital.

. sen(x)—x . —sen(x)
lim ————=lim————
x—0 x x>0  6x

Aplicando nuevamente la regla del L'Hopital.

sen(x) —x . —cos (x)
— s = lm—
x—0 X x—0

os (x)

—C .« . s . .
Luego, como — esuna funcién continua, el limite existe.

sen(x) —x -1

X0 x3 6

Es decir, la funcidn es diferenciable en todos los reales.

8.

Si 4 C B y B es acotado superiormente /Es cierto que Sup(4) < Sup(B)?

Solucion:

a < M para todo a € 4, pues B es acotado superiormente. = A es acotado superiormente.
p.d. Sup(4) < Sup(B) st ACB

Sup(B) = [, es cota superior de A

Sup(A) = & . es la menor de las cotas superiores de A.

= Sup(A) < Sup(B)
8. 810 #£ A C By L esacotado superiormente, ;Es cierto que

Sup(A) < Sup(B)7?
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9.

Si 4 — B v A es acotado inferiormente ;Es cierto que 7nf (4) < Inf (B)?

Solucion:
Diciendo que A es acotado inferiormente, no podemos asegurar B tenga cota inferior, al no

tener cota inferior no podemos aplicar el Teorema de Infimo (Me refiero a teorema del
infimo, porque es una consecuencia del axioma de supremo).

10.S1 4. B W .talesque a<b. Vac 4. Vb e B. Ademas para cada ¢ > 0 existeaen A
v b en B tales que »—a < ¢, entonces ;es cierto que Sup(a)=inf(B)?

Solucion:
b=a talque a . paratodo b < B.

= B csacotado inferiormente.
2 & : & e
= B tiene infimo. = que para cada e 0 existe bc B/b < =1 Inf(B) (1)

Ahora, b =z a tal que b" € B para todo a € A.

= 4 es acotado superiormente.

= 4 tiene Supremo. = que para cada g >0 existe acAl/a> —[f %]4—5”,0(/4) (2)
Luego. restando (1)-(2) = que para cada ¢ > 0 existe o
acAbeB/b—a<e+Inf(B)—Sup(4).

Citando enunciado “para cada £ >0 existe a en 4 v b en Btalesque b—a<e”

= Inf(B)—Sup(4) =0
s Inf(B) = Sup(4)
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14. Para 4,B — N ,no vacios, A1 B= {a 1blacAbc B}. (Es cierto que A y B son
acotados superiormente si y solamente s1i A+B lo es? ;Es cierto que el supremo de
Sup(A+B)=Sup(A)+ Sup(B)? Si su respuesta es negativa agregue condiciones para
asegurar la igualdad.

(:>) Demostremos primero que si A y B son acotados superiormente, esto implica que A +
B es acotado superiormente.

Si A es acotado superiormente existe M, , tal que a<M,,Va c A.
Si B es acotado superiormente existe M, . tal que b<M,, Vb € B.

Luego. al sumar las dos definiciones.

A + B es acotado superiormente, pues existe M, + M, , tal que

a+b=M,+M, YbeBracA
(<) Ahora demostremos que si A+B es acotado superiormente, entonces A y B son
acotados superiormente.

Si A + B cs acotado superiormente, entonecs existe M, ralquc a+b<=M,vbeBaracA
Es facil darse cuenta que a=M,YVacA y b<M,vbcB.

De esto se concluye que A v B son acotados superiormente.

(Es cierto que el supremo de Sup(A +B)=Sup(A)+Sup(B)?

Definamos lo siguiente:

Sup(A) —a

Sup(B) =8

Por demostrar que paratodo € > 0 existe a+be A+Bl/a+b>+a+B-¢

Definicion de supremo,

- Paracada§>0 exis‘reaeA;’a:»—%}wLa
& . &
- Paracada = 0 existe bEB!b>—(EJ+B

Luego. sumando las dos definiciones,

— Paracada € >0 existe a+beA+Bl/a+b>a+B—¢

= a+ B =sup(A+B)
s Sup(A)+ Sup(B)=Sup(A+B)
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12. Sean f,g : [o,b] — R acotadas. Defina My = sup{f(z)/ = € [a,b]},
M, = sup{g(z)/ = € [a,b]} y My, =sup{f(z)+g(z)/ z € [a,b]}. Es
cierto que My, = M+ M,7.

Solucién:
En general es falso que m g = my + my,

de hecho, si consideramos f, g : [0,1] — [0, 1] definidas por f(z) =z y
g(z)=1—=

2 puntos

Se tiene que my = 0 = my,, pero la funcién f+g es la funcién constante
igual a 1, por tanto mgy, =1, y por lo tanto en este ejemplo:

Miyg 7 Mf+ My

13. Un auto se detiene cinco segundos después de que el conductor aplicd los
frenos; mientras estos se aplican, se registran las siguientes velocidades

v |

Tiempo (seg) 0 |0.7|14|21 |28 |35 |42
Velocidad (Km/h) | 100 | 82 | 71 | 60 | 40 | 26 | 15 | O

a) Haga un cdlculo alto ¥ uno bajo de la distancia recorrida por el
auto después de que se aplicaron los frenos.

b) En un esquema de velocidad contra tiempo. muestre calculos altos
y bajos, v la diferencia entre ellos.

Solo deben graficar los puntos de la tabla y luego calcular el drea bajo esos puntos, ocupando la

formula de suma superior e inferior.
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14. Rogelio decide correr un maraton y tras él, en bicicleta, ira su amiga
Guillermina para medirle la velocidad cada 15min. Rogelio empieza
con fuerza, pero despues de una hora y media esta tan cansado que
tiene que detenerse. La mformacion que Guillermina tomo se resume
en la siguiente tabla:

Tiempo (min) D [15]30 45|60
Velocidad (m/h) |12 |11 {10 [ 10| 8

-1
[l §

90
0

=TI

a) 51 se supone que la velocidad de Rogelio es siempre decreciente,
obtenga los caleulos alto v bajo de la distancia que recorrio du-
rante la primera media hora.

b) Dé los calculos alto y bajo de la distancia total recorrida.

¢) ;Con qué frecuencia hubiese necesitado Guillermina medir el paso
de Rogelio para hallar los calculos alto y bajo, con diferencia de
no mas de 0,1 millas de distancia real recorrida?.

Solo deben graficar los puntos de la tabla y luego calcular el drea bajo esos puntos, ocupando la
formula de suma superior e inferior.

15. Un mecanismo ciclico hace que se mueva una bolita en una linea recta.
La velocidad d= la bolita en el instante £ viene dada por la uncion
v(t) = 2sen(wt). (¢ estd medido en horas y v estd medido en m/h)
Aproxime la distancia recorrida por la bolita en el lapso de una hora.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 \1

Solo hay que calcular el area bajo la curva con una particidn finita, como la que di en ayudantia.
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16. Calecule el area del circulo de radio R del siguiente modo (el método
siguiente se llama Método de Ezhaucion y fue inventado por Eudoxio
en el siglo IV ac):

a) Encuentre el area del poligono de n lados mscrito en la eircunfe-
rencia.

b) Encuentre cl drea del polizono de n lados cireunserito a la eircunfe-
rencia.

¢) Prehe que el area de la cirevmferencia esta entre ol resultado de

(a) v el de (b).

d) Pruebe que cuando n es muy grance (n — oc) el resultado de (a|
v (b) tienden a TR*.
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a)

base

T altura T
cos| — | = = qltura = Rcos| —
n R n

) = g
sen[ E] = {;e = hase = Rsen[ l)

n n

El area del triangulo anterior es igual a la base multiplicada por la altura. (no la
dividimos por dos, porque tenemos dos triangulos rectangulos iguales)

3 T JT\
base - altura = R~ Cos(—}sen’[—]
1) n

Luego, como tenemos n triangulos iguales;

: . . /4 bia ; ; iE
Area poligono = nR’ cos[—]sen(— ] usando la propiedad trigonomeétrica
1 n

Sen(2x) =2 Cos(x)sen(x), nos queda

2
nR 2
sen| —
2 n

Area poligono inscrito =
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b)

T

L /]

Hipo altura=R

base

El principal cambio con respecto a la parte a), se refiere a que ahora la altura del
triangulo es igual al radio de la circunferencia.

R R
cos(i}: = Hipo=—F—

Hi T
n ipo - J
"
( 7
5 sen
T ase n T
sen( —] = = base=R———=R ta11(L]
n ) Hipo fr] n
cos
w7

El area del triangulo anterior es igual a la base multiplicada por la altura. (no la
dividimos por dos, porque tenemos dos triangulos rectangulos iguales)

ﬂ-]
n,

Luego, como tenemos n tridngulos iguales;

base - altura = R*tag

F , . ’ 2 T
Area poligono circunscrito = :-?R‘mg(—}
n

C) En este punto debemos demostrar que

3 27 T ‘

-— 3 Z r . .

sen[— J <mR” <nR mg[—j = Area poligono circunscrito
n n

: ’ ¢ : n
Area poligono mscrito =

(Este punto haganlo ustedes)
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e) Para obtener un n grande debemos hacerlo tender al infinito.

n—x }1 J

: 2 ; ; v, (7
L im —sen{ —] < areacirculo < L im :?R‘rag( —

R* vy A'E A ., (Y~
L im n—sen(—/]l — | < area circulo < L im nK‘rag[ —)[ —]
2 T -

A—>oe 2 1 4 e i | T
2 T
Sen| — SEN| — l
i 5 n : : X 2 "
Lim iR~ ———> < areacirculo < L im 1R .
n—w 2/7 n—w T f T
cos
n n \ 7
o 2
sen sen| — i
5 ] n . , 2 ) n,
aR™ L im ————— < areacirculo= 7R . L im
n—s® 27{ n—sc s T
cos
n n n
o ad s 7
: ;
1

7R < area circulo < 7R”

El limite de la derecha no presenta problemas, pues convergen todos sus funciones en
conjunto y por separado (entonces podemos separar los limites).

Finalmente por sandwich
—> Area circulo — nR>

17. Sea f : D — R una funcién contirua, [a.b] € D, y sea P = {a =
Ty qy e v e Tyqs 2y, — b} una particion de [a, bl. Muestre que no nece-

sariamente la suma ;
TL—

Z fi.l‘;:}{.l‘.j'._'_l = .]_'k]

k=0
representa el érea de los rectangulos de astan por debajo del gratico ce

.
Solucidén:

Cuando la funcidn es decreciente la suma anterior corresponde a los rectangulos sobre la curva, es
decir a la suma superior.

Otro caso, es cuando la funcidon no es mondtona, en esa ocasidn puede estar sobre la curva o bajo
la curva.
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